Studentsky matematicko-fyzikalni ¢asopis

roCnik IX Cislo 7

Reseni témat
Téma 1 — Cesta na Mars

Do redakcie dosli dve rieSenia. Pretoze z vicsej Casti opakuji myslienky publi-
kované uz skor, uverejiiujeme iba nové napady.

Mgr™ Jozef Cmar sa domnieva, Ze astronauti by sa cestou na Mars ne-
mali moc unavit. Dévodom by bola vysoké spotreba jedla. Rastliny by sa mali
pestovat priamo na lodi — uZ bolo urobenych niekolko experimentov pestovat
rastliny pri zniZenej gravitacii. Rad by taktiez pre budice generacie vytvoril
okolo Marsu siet GPS satelitov. UvaZuje o tom, %e budd neocenitelnym pomoc-
nikom pri kolonizacii.

Dr™ Lenka Studniénd sa domnieva, Ze skupina kozmonautov by mala mat
medzi sebou:

e Lekéra — v pripade nejakej nehody je treba zasiahnut okamZite.

¢ Geoléga — nemusi sa jednat o naj$pickovejsieho odbornika, pretoze
vicsina vzoriek bude aj tak preskimand aZ po navrate na Zem. Mal
by mat ale také znalosti, aby vedel, aké vzorky treba zbierat, a dokézal
urobit predbeZni analyzu.

¢ Matematika — ten sa hodi vSade.

¢ Fyzika a technika — ¢loveka, ktory sa vyzna v stavbe lodi. Uplatni
sa v pripade poruchy — navrhne (v spoluprici so Zemou) opravu a
vykona ju.

e Mikrobioléga — prieskum Zivota je nutny ihned na mieste. Jeho ob-
javenie by dalo misii Gplne iny smer a naviac je nutné izolacia tohto
zivota od posadky, aby nedoslo k obojstrannej nikaze.

e Psycholdga/psychiatra — pomdahal by riesit ponorkovi chorobu.

Bzuco
Téma 2 — Tetris
Mgr™ Tereza KlimoSovd se zabyvala tfemi problémy, které byly zminény v mi-

nulém d&isle.

Barveni kosticek
Mgr™ Tereza Klimosovad

Pro dvourozmérné kostic¢ky existoval dotyk vrcholem (0D) a stranou (1D), pro
tfirozmérné kostitky pfibyl dotyk sténou (2D). Ve &tvrté dimenzi bude existo-
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vat jesté dotyk 3D sténou, tedy vlastné krychli. Obecné v n-té dimenzi bude
n druht dotykd.

Napftiklad v roving (2D) pfi uvazovani dotyku stranou (1D) potfebujeme
22-1 = 2 barvy, pro 3D prostor a dotyk bodem (0D) potiebujeme 230 =
= 8 barev, pro 3D prostor a dotyk hranou (1D) potfebujeme 23~! = 4 barvy.
Dalo by se tedy ocekavat, Ze obecné je pro k-dimenzionélni dotyk v n-té dimenzi

potfeba
2n—k

barev.

Pozn. red.: Barveni n-rozmérnych kosti¢ek bylo realizovano jako n-dimen-
zionalni Sachovnice, tedy pokud se pohybujeme ve sméru néjaké osy, neustale
se stridaji krychlicky dvou barev. Pocet barev, ktery sta¢i na obarveni libo-
volné kosticky, je tedy stejny jako pocet barev, ktery je potieba na obarveni
kosticky

2X2X2X.--x2.

n krét

Pocet krychlic¢ek v této kosticce je samoziejmé 2™. V pripadé dotyku vrcholem
se dotyka kazda krychlicka s kazdou, tedy je tfeba 2™ barev. Pokud se uvazuje
dotyk k-dimenzionalnim titvarem, dotyké se v ,,(n — k)-dimenzionalni vrstvé“?!
kazd4 kosticka s kazdou. Proto je potreba nejméné 2"~* barev. Na druhou
stranu lze obarvovat vrstvy na stfidacku (jako n-rozmérnou Sachovnici), tedy
je tento pocet i postacujici.

Ze kterych kosticek dostaneme otoCenim
v prostoru vyssi dimenze kosticku jinou?

Mgr™ Tereza Klimosovd

Kosticka se oto¢enim v tFirozmérném prostoru nezméni, pokud je osové soumér-
na. V tom piipadé ji miZeme otocit o 180° okolo libovolné osy lezici v roviné
kosti¢ky (i okolo té, podle které neni osové soumérnd), a dostaneme stejnou kos-
ticku nanejvys pootocenou oproti puvodni poloze. Neni-li kosticka osové sou-
mérnd podle zadné osy, otolenim v tfirozmérném prostoru dostaneme kosticku
jinou (takové kosti¢ky byly v pfedchozich éislech oznadeny symbolem ,,2x“).
Obzvl4st zajimavy disledek m4 toto pravidlo pro ,linedrni“ kostitky? z troj-

1 Coz je vlastné kosticka

\2><2><2><---x21><\1><1><1x---><£.

(n—k) krat k krat

2 Tedy kosticky, které maji jeden rozmér minimélni (tj. 1) a druhy rozmér
maximdlni (tj. n).
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thelnikia. Osové soumérné jsou totiz jen ty, které se skladaji ze dvou nebo
z lichého poétu trojuhelniki. Pro kosticky ze sudého poctu (a ne ze dvou) troj-
uhelnika budou existovat vzdy dvé verze. U ¢tverct a Sestitthelnikd k tomu
nedochézi, protoze maji rovnobézné protilehlé strany.

V dvourozmérném prostoru jsme kosticky otaceli okolo bodu, ve tfiroz-
mérném prostoru okolo pfimky, dalo by se tedy ocekavat, Ze v n-rozmérném
prostoru budou kostitky rotovat okolo (n — 2)-rozmérného utvaru. Tedy ve
Ctyfrozmérném prostoru by télesa méla rotovat okolo roviny.

Pozn. red.: Obecné otoleni v n-rozmérném prostoru md vzdy (n—1) stupiii
volnosti (napf. v roviné je otofeni uréeno jednim tihlem a v prostoru dvéma).
Aby méla rotace pouze jeden stupeii volnosti, musim ji (n — 2) stupiiti volnosti
sebrat. Tedy rotace je uréena (n — 2)-rozmérnym utvarem a rotuje se okolo
(n — 2)-rozmérného titvaru.

Jiné vysvétleni: Vzdy miizu zvolit takovou rotaci, abych rotoval pouze ve
dvou souradnicich a ostatni ziistaly konstantni. Tato rotace je uréena vybérem
(n — 2) soufadnic, které ziistanou konstantni, tedy vlastné (n — 2)-rozmérnym
utvarem. Ale rotace samoziejmé nemiiZe zaviset na volbé souradné soustavy,
a tak to plati i pro obecnou rotaci.

Nové kostic¢ky ve vyssi dimenzi
Mgr™ Tereza KlimoSova
Jak vznikaji kosti¢ky vyssi dimenze z kostek niz$i dimenze si pfedvedeme na

pfechodu od 2D k 3D pro étyfi krychlicky (pro mensi podet se ndm neprojevi
viechny vlastnosti tohoto pfechodu).
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Obr. 1

Pfi sestavovani postupujeme takto:

a) Z kazdé 2D kostitky vytvorime 3D kosticku tak, Ze ¢tverelek nahra-
dime krychli¢kou. Pokud jsou ale dvé kosticky zrcadlové pfevracené,
ziskdme takto pouze jednu 3D kosti¢ku (viz obr. 1).

b) V3echny kosti¢ky vytvofené zptsobem a) jsou ,,placaté” (jejich rozmér
v jednom sméru je jedna). Abychom vytvofili opravdu prostorovou
kosticku, vezmeme kosticku ze t¥i ¢tvereckil, kterd neni ve 2D ,pla-
catd“ (kostitka na obr. 2 vlevo ,placatd“ je, kosti¢ka vpravo neni),
upravime ji zptisobem a), a pak k ni vhodnym zptsobem pfiddme
¢tvrtou krychlicku (viz obr. 3).
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Pokud bychom nyni chtéli odvodit stejnym zptisobem kostky ze ¢ty krych-
li¢ek ve 4D, stafil by pouze krok a), protoZe vechny kostky ze t¥i krychli jsou ve
3D ,placaté“. Z kostek oznacenych x by se stala jedna, protoze jsou soumérné
podle roviny a protoze ve 4D se rotuje kolem roviny (viz rozbor pfedchoziho
problému). Pro pfechod z n-D do (n+1)-D pro kosti¢ky z p krychli tedy plati:

1) Pokud p < n + 1, budou v (n + 1)-D v8echny kostky ,placaté®.

2) Z kostek, které jsou spolu v n-D soumérné podle (n — 1)-D ,0sy", se
v (n 4+ 1)-D stane kosti¢ka jedna.

ProC u kostiCek z pé&tidhelnikia staci na
obarveni jen dvé barvy
Dr™ Lenka Studniéna

Pozn. red.: V minulém ¢isle jsme otiskli prispévek Mgr™ Jozefa C'mara, ve kte-
rém rozebira kosticky z pétithelniki a sedmitihelniki. Také, avSak bez dikazu,
zminuje, Ze na obarveni pétitihelnikovych kosticek staci dvé barvy. Dr™ Lenka
Studniénd nam poslala dikaz tohoto tvrzeni.

Predstavme si jeden dilek — pétithelnik. MaZeme k nému pfipojit dalsi,
ktery musi byt vzhledem k pivodnimu dilku pootoéen o thel a (viz obr. 4).

180° — 2o

Obr. 4 Obr. 5

K tomuto dilku muzeme pfipojit dalsi, ktery bude pootocen opét o thel a.
Vidi ptivodnimu bude tedy otoéen bud o thel @« — a = 0°, nebo o thel a+a =
= 2a. Uhel 2a je ale stejny jako stiedovy thel v (viz obr. 5), a pieklopenim
dilku tak ziskame kosticku o stejném obrysu, jako méla kosticka ptvodni.

Podobné mizeme pokracovat pfi pfidavani dalsich kosticek, z ¢ehoz vyply-
va, ze se v ,Fetizku“ stfidaji dvé kostitky rizné natodené (natofeni A a nato-
Ceni B, které se lisi o thel «). Libovolny uzavieny cyklus tak musi mit sudy
pocet kostidek. P¥i lichém poétu by bud byly vedle sebe dvé kosticky typu A,
nebo dvé kosticky typu B, coz, jak jsme ukazali, neni mozné. Na obarveni tedy
sta¢i dvé barvy.
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Tento postup je obecny, a plati tak nejen pro pétithelnik, ale pro libovolny
n-thelnik s lichym n (pro sudd n neni t¥eba kostitky natacet).

Pozn. red.: Toto tématko uzavreme prispévkem Dr™ Lenky Studniéné o his-
torii hry Tetris.

Néco malo z historie
Dr™ Lenka Studnicénd

Vsechno zacalo v €ervnu roku 1985. Programétor poéitacového centra Mos-
kevské akademie véd Alexej Pazitnov se inspiroval détskou hrou Pentominoes
(skladdani kostiGek do krabice) a vytvofil na pocitaéi Elektronika 60 prvni verzi
této hry. Program byl Vadimem Gerasimovem pfepsan pro PC a zacal se SiFit
Moskvou. Nicméné za néj ani jeden z tvircu neziskal ani rubl.

Hned po mésici se Tetris dostal do rukou madarskym programétorim, a ti
jej predélali i pro Apple II a Commodore 64. Tyto verze upoutaly feditele
britské softwarové spole¢nosti Andromeda Roberta Steina, ktery se rozhodl
odkoupit od PaZitnova prava na Tetris v PC verzi a od madarského tymu i na
verze jiné a komerc¢né jich vyuzit. Prava vSak prodal Microsoftu UK jesté diive
nez Pazitnova vibec kontaktoval. Pozdéji se snazil oficiadlni smlouvu ziskat, ale
Sovétsky svaz (jehoz majetkem hra podle tehdejsich zdkont byla) odmitl, aby
tak ziskal Sanci dohnat zpozdéni na svétovém trhu elektronickych her. Stein
tedy pouzil Isti — prohlagoval, Ze PazZitnov hru pouze okopiroval od Madart.

Aniz by tedy Robert Stein vlastnil prava, prodaval se Tetris po celém svété,
a zejména na zipadé se stal velmi popularnim. Distribuce v té dobé probi-
hala spolu s ryze ruskymi motivy — Gagarinovym letem do vesmiru, pfistanim
Matthiase Rusta s jeho Cessnou na Rudém namésti a samozfejmé se nezapo-
mnélo ani na ldhve s vodkou.

Problémy Steinovi nastaly aZ v lednu 1988, kdy v CBS Evening News vy-
stoupil PaZitnov jako autor hry. Na natlak Alexandra Alexinka, feditele spo-
leénosti ELORG (Elektronorgtechnika), kterd pfevzala veskera vyjedndvani, se
Stein vzdava svych prav. Nicméné hned v kvétnu podepisuje s touto spoleénosti
smlouvu, kterd mu zarucuje prava na ,arcade and handheld versions, and any
other mediums which we did not dream about yet“. Mezitim jiz bylo prodano
vice nez dva miliony kusd Tetrisu.

Ale nespaly ani ostatni spoleénosti — Microsoft prodal Atari Games prava
pro Severni Ameriku a pro Japonsko a jeji dcefind spole¢nost Spectrum Ho-
lobyte zase spole¢nosti Bullet-Proof Software (BPS) tytéZ prava pro Japonsko.
Tetris se stava nejprodavanéjsi hrou v USA a ve Velké Britanii.

A aby toho nebylo mdlo, vstupuje v listopadu 1988 na scénu Nintendo. Od
koho mé ale koupit platny copyright? Zaéina série tahanic a soudnich spori.
Postupné odstupuji jednotlivé strany, a to rozhodné ne s prazdnyma rukama
(uz tehdy se vydélky kazdé ze spolecnosti pocitaly v desitkdch miliond dolart),
ale posledni soudni proces mezi Nitendem a Atari je ukoncen aZ v roce 1993.

Jaka je tedy bilance? Na svétovém trhu byly prodany miliony kusi riznych
spolecnosti, pfestoZe vlastnictvi licence bylo sporné. Nejvétsimi vitézi se stali
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Henk Rogers, prezident BPS, a Nintendo — vZdyt jen Game Boyu s Tetrisem
se prodalo 30 milioni! Po celou dobu sport se v8ak nikde nevyskytlo jméno
puvodniho tvirce Alexeje PaZitnova. Ten vySel naprazdno a ¢asteéné zados-
tiucinéni se mu dostava aZz po letech pfiznanim autorstvi. Roku 1996 pak za
finanéni podpory Henka Rogerse zaklada The Tetris Company LLC.

Pouzité webové stranky:
http://www.atarihq.com/tsr/special/tetrishist.html?
http://tetriszone.gbadvanzed.com

Martin Krsek

Téma 5 — Solitér
K téme Solitér prislo viacero peknych rieseni. Na prvom mieste chcem pochva-
lit Doc™ Tomdsa Steca, ktorému sa podarilo klasifikovat rieSitelné rozostave-
nia kolikov na priamke. Dalsie pekné prispevky poslali Mgr™ Lukds Vozdecky,
Dr™ Lenka Studnicnd a Dr™ Jan Olsina, ktory naprogramoval generator riesi-
telnych rozostaveni kolikov v rovine.

Solitér na priamke
Doc™ Tomds Stec

Budeme sa zaoberat problémom riesitelnosti jednorozmerného solitéru, teda na
priamke. Cely problém si najskor rozdelime podla po¢tu kolikov na zaéiatku:
Jeden kolik je rieSenim.
Dva koliky musia statf tesne vedla seba, aby jeden mohol preskodit druhy, a
ostat tak na ploche sdm. Z toho si sformulujeme lemu:

Lema 1. Riesitelné si len tie schémy, z ktorgch sa moéZeme dopracovat
k dvom vedla seba stojacim kolikom.

Uvazujme tri koliky. Ak stoja tesne vedla seba, je jedind moznost pohybu,
Ze stredny preskoéi jeden z krajnych. Potom ale dostaneme stav [k m m k], kde
kolik zna&ime k a medzeru m. Tento stav nespliia lemu 1, takze je neriesitelny.
Postavme koliky do schémy [k m k k]. V tejto schéme (a v zrkadlovo symetrickej)
existuje jedind moZnost skoku, ktora vedie k stavu [k k]. Tento stav je riesitelny.
Pokial usporiadame koliky do stavu [k m k m k], nemoZeme skdkat, a teda je
to neriesiteln4 schéma. Dalgie zvii¢sovanie medzier nem4 zmysel. Z toho potom
vyplyva nasledujica veta:

Veta 1: Pri viac ako troch kolikoch si riesitelné len tie situdcie, ktoré vedi
k stavu [k m k k].

KaZdy problém prevedieme teda na problém existencie kombinécie skokov,
ktorymi sa dopracujeme k stavu [k m k k]. Najskor ale vyslovime e3te jednu
vetu, ktord sa nam zide:

3 Pozn. red.: V soucasné dobé je odkaz nefunkéni.
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Veta 2: Ziadny problém, v ktorom sa vyskytuje medzera vicsia ako dve
policka, nie je riesitelny.

Pseudodékaz. Polozme si zdkladny problém s medzerou velkosti tri. To
znamend situdciu [... k m m m k ...]. Aby bola schéma riesitelna, musime
stla¢it pocet medzier medzi lavou a pravou éastou na jedno policko a zdroveii
mat na jednej strane hned vedla druhy kolik (tak vyzerd rieitelnd schéma pre
tri koliky). TakZe presko¢me koliky ohrani¢ujice medzeru ich vonkaj$imi sused-
mi. Dostaneme (nutne!) situdciu [m m k m k m m]. Mame dva koliky oddelené
jednou medzerou (neriesitelny stav) a nemame moznost, ako k nim dostat treti,
kedZe aj pri najvicésej snahe zistime len, Ze dostdvame rad [... k m ...] zakon-
¢eny [... m k] . Tym padom je medzera o velkosti tri nerieSitelnd, a tym aj
kazd4 vacsia medzera.

V dalsom budeme postupovat dozadu, t.j. vyjdeme zo situicie, ktora splha
vetu 1, a budeme postupne odskakovat.

Povedzme si este, Ze medzera v [k m k k] nemohla vzniknit poslednym
odskokom, kedZze okolo nej stoja koliky (ak by sa z nej skdkalo, musel by byt
odstrdneny niektory prilahly kolik). Podla pravidiel vidime, Ze posledny kolik,
ktorym sa skakalo, je jeden z okrajovych. Budeme skikat oboma v dvoch sché-
mach. Po prvom skoku pre prvy z nich dostaneme [k k m m k k], pre druhy
[k m k m k k]. Tieto dva stavy st jediné riesitelné stavy so §tyrmi kolikmi. Zatial
sa zaujimajme o prvy z nich. Vidime, %e odsko¢it mozeme kazdym zo Styroch
kolikov, a to vonkaj$imi dalej von, alebo vnitornymi do vnatra. Vyskasajme
obe varianty (op#t v dvoch samostatnych schémach), dostaneme: [k m k k k k]
a [k k mk m m k k]. V§imnime si, Ze ked vezmeme prvii schému, odsko¢ime
favym kolikom [k k m m k k k k] a nésledne pravym vnatornym, dostaneme
situdciu [k m k k k k k k]. Tato situécia je rieSitelnd a kazdym dal$im pouZitim
tychto dvoch krokov ju predlzime o dva koliky. Dostaneme teda celistvy rad
0 2n kolikoch a jeden kolik oddeleny od tohto radu jednou medzerou. MéZeme
vyslovit lemu:

Lema 2. KaZdé postavenie s parnym (sudym) poctom kolikov v jednoliatom
rade a s jednym kolikom vzdialengm od tohto radu o medzeru je riesitelné.

Vrétfme sa teraz k stavu [k m k k k k] a odskoéme pravym kolikom. Dosta-
neme [k m k k k m k k]. MoZeme opit odskocit pravym kolikom. Dostaneme
[k mk k k m k m k k]. Pri dalSom opakovani dojdeme k nekoneénému radu,
kde sa bude opakovat [... k m ...] a ktory bude zakonéeny [... k k]. Tento
rad je rieSitelny, kedZe kazdym skokom ho skritime o jednu [k m] skupinu a
na konci ndm ostane [k m k k], teda riesitelnd trojica. Zaujimavy je ale aj lavy
koniec, ktory sme si chvilu nev§imali. Ostalo ndm tam [k m k k], teda riesitelna
trojica.

4 Pozn. red.: Pre budiicnost doporuc¢ujeme riesitelom, aby vysvetlili podobné
poznamky podrobnejsie. Text sa Cita prijemnejsie, ked ¢lovek nemusi po kazdej
vete premyslat.



Podobnymi pokusmi mozeme nakoniec dojst k nasledujicemu vztahu pre
Tubovolny poéet kolikov na pléne:

([k km] +ny x [k m]) + [m] + ((2n2 + 1) x [K]) + [m] + (n3 x [k m] + [k k]).

Tento vztah vysvetlime. Mame ho rozdeleny na tri ¢asti (ohrani¢ené zatvor-
kami), medzi ktorymi st vloZené medzery [m]. V§imnime si, Ze je zloZeny z troch
Casti — pravej, prostrednej a lavej. Kazda z tychto Gasti je vypustitelnd, pri¢om
pri jej vypusteni ju nahraddzame nasledovne: lavi ¢ast nahradime [k], prostrednt
¢ast nenahradime, ale vypustime jednu medzeru a pravia ¢ast nahradime pri-
danim [k] k prostrednej ¢asti, pricom vypustime aj vlozenti medzeru.’ Teda
ak nahrddzame prava aj strednt ¢ast, vypustime obe medzery okolo stredu a
nahradime ich jednym kolikom. Tento princip nahriadzania je zaloZeny na spo-
sobe, akym boli jednotlivé ¢asti pri odskakovani vytvarané. Vztah po vypusteni
Tavej Casti vyzera nasledovne:

[k m] + ((2n2 + 1) x [k]) + [m] + (ns x [k m] + [k k]),
po vypusteni pravej Casti zas takto:
([k ke m] + 7y x [k m]) + [m] + (2n2 +2) x [k].
Ak by sme vypustili stredna ¢ast, vztah by vyzeral takto:
(k k m] + nq x [k m]) + [m] + (n3 x [k m]+ [k k]).
Ak by sme vypustili obe okrajové ¢asti, dostali by sme
[k m] + (2n2 +2) x [k],

o je ale vztah, ktory uz pozndme (lema 2). Ak by sme vypustili jednu okrajovi
¢ast spolu s prostrednou a doplnili podla pravidiel, dostali by sme

kk]+ (n+1) x [mk],

resp. zrkadlovy obraz, podla toho, ktor éast by sme ponechali. Tato situécia
je samozrejme rieSitelnd, kedZe postupnymi preskokmi sa ndm skupina [k k]
posuva celym radom [... m k ...] aZ k poslednému [k].

Pozn. Chaos, ktory vznikol pri nahrddzani vypastanych ¢asti je sposobeny
tym, Ze pravd aj lavd Cast si v podstate symetrické, ale jedna z nich je od
stredu oddelend medzerou velkosti dva a druh4 len jednou medzerou. Ak by sme

5 Pozn. red.: Toto je treba chapat ako popis moznych riesitelnych situicii,
a nie ndvod, jak jednotlivé zatvorky vyskakat. Je zaujimavé, Ze prostrednii
zatvorku nemozno ,vyskdkat“ bez spoluprdce s krajnymi ¢astami, kym pravi
aj lavii ¢ast mozno ,,vyskdkat“, aj keby tam ostatné neboli.
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medzeru velkosti dva rozdelili medzi okrajova a stredovii ¢ast a druht medzeru
by sme pridali k okrajovej Casti, okrajové Casti by sa nahradzali kolikom a
prostrednd by sa nenahridzala. MoZeme si to aj ndzorne ukazat na priklade, kde
méme: [k k mk m]m k k k][m k m k k]. Po nahradeni napr. pravej a strednej
Casti (zatvorky) by sme dostali [k k m k m][k], ¢o je v poriadku.

Nakoniec by sa este patrilo vysvetlit ¢isla n;. VSetky st to &isla prirodzené
alebo nula.

Zhrnutie z predchadzajicich odstavcov ozna¢me ako vetu 3:

Veta 3: Majme nasledovné postupnosti: a3 = [kk] + ny x [mk] + [m];
ay = [k]; az = [m] + (2n2 + 1) x [k]; a3 = 0; a3 = [m] + n3 x [k m] + [k k];
at = [k], kde n1, ng, ng si prirodzené ¢isla alebo nula, potom ich nasledovné
kombindcie (a zrkadlové obrazy tychto kombindcii) vyjadruji vsetky mozné rie-
Sitelné rozmiestnenia kolikov v jednorozmernom solitéri:

a1 +as + az a1 + az + af a1 + ah + as
a; +ah +af ajl +az+as al +az + af
ay + a4 + as ai + ah + af (k]

Trocha historie
Dr™ [enka Studnicénd

Hra (nebo mozn4 lépe Feteno hlavolam) Solitér je stard zhruba t¥i sta let. Prvni
zminky se totiz objevuji v roce 1697 ve Francii. Nicméné prvni pisemny zapis
pochdazi z roku 1710 a publikoval jej Gottfried Wilhem Leibniz na berlinské
Akademii. Stoji za zminku, Ze se jednalo o Solitér ,naruby* — na prazdnou hraci
desku se poloZi jeden kdmen (resp. kolik), pfeskoéi se s nim volné pole a na toto
pfeskodené pole se polozi dalsi kdmen (cilem hry tak je zaplnéni celé plochy aZ
na jedno pole). Na trhu se Solitér vyskytl poprvé v roce 1803 v Bestelmeier’s
catalog — nap¥. Ndmo#nikiv solitér (hra osamélych mo¥skych vlki) nebo Rodeo
(hréli jej Gdajné i pastevci krav). U nés se zpo€atku prodavala pod nizvem To
mi nedé pokoj.

Moznosti hry
Dr™ [enka Studnicénd

Pravidla samotné hry uz byla vysvétlena
ve druhém ¢isle M&M, takZe jenom doda-
vam, ze nejobvyklej§ihracimi deskami jsou
francouzskd a anglickd (viz obr. 1).

Jedinym neobsazenym polem na zacatku
hry je zpravidla levy horni roh nebo pole
uprostfed. Komu by se zdal ukol pfili§ jed- Obr. 1
noduchy, muze si zvolit pole, na kterém musi zistat posledni kamen. Naopak
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Obr. 2

zjednoduSeni dosdhneme jinym uspofadianim kament na zacitku hry. Na in-
ternetu jsem objevila varianty zndzornéné na obr. 2 (v8echny se mi podafilo
vyftesit).
Néktera alternativni pravidla hry:
¢ Cilem hry je nechat ne desce co nejvic osamocenych kameni, které uz
nelze odstranit.
® Zhruba do poloviny hrajeme normalné, pak piejdeme na Leibniziv
solitér (tj. Solitér ,naruby“).
® Hra ve dvou hracich. Hrédi se stfidaji po tahu — kterou kuli¢ku v tomto
tahu preskodi, tu si zapoéitaji. Cilem je samoziejmé ziskat co nej-
vice kuli¢ek, pfiéem?Z jsou povoleny vicendsobné skoky (podobné jako
u ddmy). MoZn4 je i ,Zrava“ verze — tj. ziskat co nejméné kuli¢ek.
® Vibec nejlepsi je vymysleni vlastnich pravidel. Mné se osvédcila akéni
verze hry ve dvou hracdich — hradi se nestfidaji po tazich, zaleZi pouze
na jejich rychlosti.

Pouzité webové stranky:
http://wuw.sweb.cz/lada.chytrackova/hry/soliter.htm

Solitérové rovinné n-tazky
Dr™ Jan Olsina

Méjme v roviné takovy solitér, Ze kameny jsou umistény v m#¥iZovych bodech
(tj. jde o ,Etvercovou sit“). Pak hledejme vechny pozice s n kameny, které
lze vyhrat (tedy existuje sekvence taht takovd, Ze po jejim skondeni zistiva
jediny kdmen). Pravdépodobné neexistuje Zddnéd pfim4 cesta, jak se pfesvédit,
zda je pozice vyhratelnda, ackoliv lze snadno rozpoznat nékteré prohrané pozice
(pokud je napfiklad néktery kdmen p#ili§ vzdélen od ostatnich). Proto jsem
napsal program, ktery vyhledava vSechny vyhratelné pozice s n kameny.
Zakladni algoritmus:

1) Zad4 se zavére¢nd pozice obsahujici jeden kdmen.

2) V hloubce n se projde kazd4 pozice s (n—1) kameny. Pro kazdy kdmen
se provéfi kazdy ze Ctyf smért. Jsou-li pole do vzdalenosti 2 volné, je
zaména, téchto dvou prazdnych poli za kameny a doty¢ného kamene
za prazdné pole hledany moZny tah.

3) Vygeneruji se viechny mo#né tahy s n kameny.

4) Pfechod do hloubky n + 1.
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Tento algoritmus sice nalezne vSechny pozice, ale je velmi pomaly. Udélejme
(velmi hruby) horni odhad poétu pozic v zdvislosti na po¢tu kament. Pro kazdy
kdmen z (n — 1)-ni hloubky existuji (nejvyse) 4 tahy. Potom je polet pozic
Ty N AnT,_1, tedy T, ~ 4" 1(n — 1)! Polet pozic tedy s rostoucim n roste
velmi rychle. Po pouziti naseho algoritmu vznikne mnoho pozic, které jsou (az
na otoceni &i zrcadleni) stejné. Je ¢asové velmi vyhodné odstranit je (navic
pokud chceme vysledky programu néjak interpretovat, je 1épe, neopakuji-li se
stejné pozice). Proto zvolime novy algoritmus, ktery pravé nalezenou hloubku
zbavi duplicitnich pozic.

Pozn. red.: V dalSom Dr™ Jan Olsina dalej vysvetluje zékladnii myslienku
svojho algoritmu: z kazdého zoskupenia kolikov, ktoré je rieitelné, urobi vietky
mozné otolenia a zrkadlenia, zapamét4 si ich a pri dalsom prehladavani ich uz
ignoruje. Tak najde len pozicie, ktoré nie sti ekvivalentné. Ako jeden z vysledkov
programu je nasledujica tabulka, uddvajiica pre n < 8 pocdet neekvivalentnych
riesitelnych pozicii p:

n 1 2 3 4 5 6 7 8
p 1 1 2 14 89 694 | 5539 | 45399

Peto
Téma 7 — Zpracovani aritmetickych vyrazi

Formy zdpisu vyrazu

Z bézného Zivota jsme zvykli na zapis aritmetickych vyrazu v podobé:
15—(25+3-2)/(6+4).

Tomuto zapisu se ¥iké infixova notace (zkracené infix), protoze kazdy operator
lezi mezi pfislusnymi operandy.

Dalsimi dvéma formami zapisu, se kterymi se muZzeme setkat, jsou prefixova
a postfixové notace. Lisi se tim, Ze bindrni operétor je umistén pfed (u prefixu),
pfipadné za (u postfixu) svymi dvéma operandy. Vyhodou téchto dvou forem
zapisu je to, ze nepotiebuji zavorky, pofadi vyhodnoceni je plné uréeno umisté-
nim operandu a operatorui ve vyrazu. Jinou nespornou vyhodou je jednodussi
a rychlejsi vycéisleni vyrazu. Pro ¢lovéka jsou v8ak tyto dvé notace na prvni
pohled docela nepfehledné:

prefix: —15/+25-32+64
postfix: 152532-+64+ /-

Vyhodnoceni vyrazu

Nejjednodussi je vyhodnoceni vyrazu zapsaného v postfixové notaci. Potiebu-
jeme k tomu pouze zdsobnik (co vloZime jako prvni, vyjmeme jako posledni)
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na ukladani naétenych ¢iselnych hodnot. Kdyz nacteme operator, vyjmeme ze
zsobniku vrchni dvé &isla a provedeme s nimi poZadovanou operaci. (Pozor
musime dit na pofadi operandi u nekomutativnich operatort (— a /), kde
prvni vyjmuty prvek ze zisobniku je vpravo!) Vyslednou hodnotu vloZime zpét
na vrchol zasobniku. Pfi spravné zadaném vyrazu jsou pii pfeéteni operatoru
v zasobniku alespoii dvé Cisla a po skoncéeni vypoctu ¢islo jediné — vysledna
hodnota.

Prefix muzeme vyhodnotit podobné. Pokud neni vyraz pfili§ dlouhy, mi-
zeme si ho cely naéist a uloZit do paméti a od konce vyhodnotit jako postfix
(s jedinou drobnosti — u nekomutativnich operdtort je prvni vyjmuty prvek
vlevo). Druhou moZnosti je naé¢itat prvky postupné a uklddat je do zasobniku.
Nacteny operator rovnou vloZime do zasobniku, pfi nacteni ¢iselné konstanty
musime zkontrolovat, co je na vrcholu zasobniku. Pokud je to operator, ¢islo
vlozime do zasobniku. Pokud je to éislo, vyjmeme jej spole¢né s nasledujicim
operdtorem (nikdy se ndm nemuze stat, Ze bychom vlozili dvé &isla po sobé) a
provedeme pozadovanou operaci. Vyslednou hodnotu zpracujeme jako nactené
islo (tj. opét zkontrolujeme vrchol zdsobniku). Pokud nebyl vyraz $patné za-
dén, mame po vyhodnoceni vyrazu v zisobniku jediné ¢islo — vyslednou hod-
notu.

Pfi vyé€islovani infixu mame opét na vybér z nékolika metod. Prvni zptsob
vyhodnoceni spoéiva v nahrazovani dil¢ich podvyrazu jejich hodnotami. Vy-
hledavani podvyraza je v8ak docela sloZité a cely postup je zbyteéné pomaly.
Jinou moznosti je pouziti rekurzivniho algoritmu zndmého pod oznacenim roz-
dél a panuj. Algoritmus vyhled4 nejprve posledni operitor. Je to ten stojici
mimo zavorky, s nejnizsi prioritou, nejvice vpravo. Pokud jsou vyrazy vpravo
& vlevo sloZené (tj. nejsou to pouze ¢iselné hodnoty), opét se aplikuje stejny
algoritmus. Pokud uZ Zadny operdtor nestoji mimo zavorky, odstrani se nej-
niZst zavorky, tj. ty, které zacinaji nejvice vlevo. Volani algoritmu konéi, az
jsou vSechny operatory analyzovany a rozlozeny na elementarni. Poté zacne
samotné vyhodnocovani. Vzdy se vyhodnoti ty operatory, které maji nalevo
i napravo ¢iselné hodnoty. Tim misto vyrazu ziskame ¢islo a muzeme vyhodno-
covat dale. Jako posledni se pak vyhodnoti vyraz, ktery jsme zadali jako prvni
(dle principu algoritmu). Hledani posledniho operétoru je viak celkem niro¢né
a v nejhor§im piipadé mé algoritmus az kvadratickou ¢asovou sloZitost.

Velmi elegantni je podle mého nazoru pfevedeni infixu na postfix pomoci
algoritmu s linedrni €asovou sloZitosti a néasledné vyhodnoceni postfixového
vyrazu. Vysledny algoritmus mé vZdy linedrni ¢asovou sloZitost.

Prevod infixu na postfix

Jednotlivé notace se lisi pofadim operatort, nikoliv v§ak operandi. Nas algo-
ritmus pracuje nasledovné:

1) Kdykoliv naéte ¢iselnou konstantu, pfimo ji zapiSe do vznikajiciho post-
fixového zapisu.
2) Pfi pfeéteni operdtoru (vCetné zdvorek) postupuje takto:



B 1X/7 13

a) levou zavorku vloZi do zdsobniku;

b) znaménko (+, —, -, /) vlozi do zdsobniku, ale jesté pfed tim zkon-
troluje, co je na vrcholu, a znaménka stejné a vySsi priority vypise
zleva doprava;

c) pfi pfetteni pravé zdvorky vypiSe viechny operdtory aZ do pfisluiné
levé zavorky, kterou pouze vyjme ze zasobniku.

3) Po skonceni nacitani infixu zapiSe vSechna znaménka, co zbyla v zdsob-
niku.

Tim mame z infixového zapisu postfix, ktery jiz umime snadno vyhodnotit.
Toto jsou navrhy algoritm, které by se vam mohly hodit p¥i vymysleni
vlastnich programu. P#ijemné chvilky stravené u pocitaée pieje
B.B.

ResSeni uloh

Uloha 5.1 — Trojihelnik (3b)

Zadani:

Méjme trojihelnik ABC s délkami stran |BC| = 3, |AC| = 4 a |AB| = 5. Na dsecku AC
umistime bod D tak, aby kruZnice vepsané trojihelnikim BCD a BDA meély stejng polomér.
Najdéte velikost poloméru téchto kruznic.

Reseni:
Jak lehce ovéfime napf#. pomoci Pytha-
gorovy véty, zadany trojahelnik je pra- B
vouhly s pfeponou AB. Situace je naért-
nuta na obr. 1.

Oznaéme |[AB| =¢, |AC| = b, |BC| =
=aq, |[BD| =2z a |CD|=y. V tabulkich 4 z ¢
najdeme (nebo odvodime) vztah mezi ob-
sahem (obecného) trojihelniku S, jeho 0
obvodem o a polomérem jemu vepsané ',Q_xsl S5
kruznice p: C \ A

25 Y D
p=—. (1)
0 b
Pro pravouhly trojihelnik BC'D tak mi- Obr. 1
Zeme psét
2ay/2
P ataty @)
a obdobné pro tupouhly trojuhelnik ADB
2(b—y)a/2

Py +ecra’
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Dle zadani je p; = pa, oznac¢me tedy oba poloméry p a poloZzme do rovnosti
pravé strany rovnic (2) a (3):

ay __ (b—9)a
a+z+y (b—y)+c+a’ )

Dosazenim ¢&iselnych hodnot ze zaddni (a = 3, b = 4, ¢ = 5) a zfejmymi
upravami dostadvame rovnici

zy—2zx+4y—6=0. (5)
Vyuzijeme-li toho, Ze trojihelnik BC'D je pravouhly, snadno zjistime vztah
mezi délkami z a y:
z=+y2+9. (6)
Dosadime do (5) za z vyraz ze (6) a upravujeme:
(-2)vy*+9=6-4y, (7)
po umocnéni vychazi rovnice ¢tvrtého stupné pro y:
yt—4y® -3y + 12y =0. (8)
Tu lze fesit napf. na programovatelné kalkulaéce, 1épe viak nasledujici jed-
noduchou tpravou. Nejprve vytkneme na levé strané rovnice y a zaménime
poradi druhého a tfetiho ¢lenu:
y(y® -3y —4y* +12) = 0, 9)
z prvni i druhé dvojice ¢lent v zavorce lze vytknout vyraz (y2 — 3), takze
y(y* —3)(y —4) = 0. (10)

Tato rovnice mé 4 kofeny: B

y1=0, p2=—V3, y3=V3 a y,=4.

7 geometrické povahy tlohy vyplyva, Ze vhodnou dél- JEN
kou tsetky CD je jeding v/3. P, &
Zbyva urdit polomér p. MiZzeme pomoci y zpétné M
vypotitat délku z a dosadit do rovnice (2) & (3).
Pro zajimavost ale uvedme jiny postup vyuZivajici St
geometricky nahled. Na obr. 2 je pravouhly troja- \/
helnik BCD a jemu vepsand kruZznice o stfedu S;. ¢ L D
Jeho piepona mé délku z, tj. 2 - /3. Zakreslime- 3
li postupné do obrazku body dotyku vepsané kruz-
nice se stranami BC, CD a BD, dostaneme po fadé
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body K, L, M. Ze shodnosti trojuhelnikt BK .S, a BM Sy, resp. DLS; a DM Sy,
(shodnost plyne z véty ssu) a z toho, Ze GtyFahelnik CLS; K je &tverec, dosta-
neme ndsledujici rovnosti:

|BK| +|LD| = |BD],

(a=p)+(y—p) ==,

_a—z+y
= 5 .
Ciselné vychdzi p = (3 — v/3)/2 a jsme hotovi.
Mirek

Uloha 6.1 — Trojahelnik II (5b)
Zadani:
Vyreste ulohu 5.1 konstrukcné, tj. pouze pouZitim pravitka a kruZitka.
Reseni:
Uloha je zadana jako polohové, proto by
jeji tplné feseni mélo obsahovat vSechny
néleZitosti (rozbor, popis konstrukce, dis- \\\\\
kuse poltu feleni, ...). My se zde ome- W\
zime na provedeni rozboru ulohy a na- \ \'\' N
znadime postup konstrukce. Ostatni si g \ ) \\ c
snadno doplnite sami. \ O

Cilem rozboru tlohy je nalézt vhod- VAN

nou mnozinu bodd, které lze zkonstru- -T(Sl_ NS, T
ovat a ze kterych uréime feSeni. Timto C \& DN A
Hkli¢em* k feSeni ulohy je AS;1S53B. Po- Yy D
kuste se s pomoci obr. 1 a nésledujici b
osnovy uréit jeho vlastnosti, na zdkladé Obr. 1

kterych provedeme jeho konstrukci:

1. Je zndm néjaky vrchol ¢i strana v tomto trojuhelniku?

2. Co vime o bodech S; a S5?

3. Zname néjaky vnitini Ghel?

4. Jakou vlastnost m4 strana S7.557

Tady jsou odpovédi:

1. Vrchol B je zadén, a tedy znam.

2. St¥edy Si1, S2 vepsanych kruZnic leZi na osich thla BCA a CAB.

3. Jednoduchym vypoétem zjistime | Sy BS2|. Plati totiZ rovnosti:

|XCBA| = [4CBD| + [§DBA], (1)

[XS1BS| = [451BD| + [ DBS,|, (2)
|%51BD| =", |[$CBD], 3)
|XDBS| = Y5 |[$DBA, (4)
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pfiemz posledni dvé vyplyvaji z vlastnosti stfedi vepsanych kruZnic.
Dosazenim (3), (4) a nakonec (2) do (1) dostdvame:

[481BSs| = Yo XCBD| + Y, ¥ DBA| =
Y, (4CBD| +|4DBA|) = ,|4CBA|.  (5)

4. Z ndértu nahlédneme, ze pfimka S;S2 je rovnobéZnd s pfimkou C A.
Je to dusledek stejné vzdalenosti bodu S; a S2 od pfimky C A.
Rozmyslete si, Ze ke kazdé dvojici kruZnic spliujici zadani dlohy existuje
pravé jeden AS;S5B a naopak kaZdy trojihelnik s vlastnostmi dle bodu 1 aZ 4
urCuje pravé jednu dvojici kruZnic ze zadani! Staéi tedy narysovat vSechny
takové trojuhelniky; nalezeni jim odpovidajicich kruZnic a jejich poloméru je
trividlni.
Ukazme, jak takové trojihelniky zkonstruovat. VyuZijeme stejnolehlost
se stfedem v bod& O, kterd zobrazi body S; na C, S; na A a B na B,
jinymi slovy zobrazi AS;S2B na AB'AC, ktery ale snadno zkonstruujeme.
Body A, C jsou totiz dany, bod O je prisecik os thlt BCA a CAB a bod B’
nalezneme jako prunik polopfimky OB s mnoZinou vech bodi X, pro néz je
thel |[SAXC| = Y, |[SCBA| (tj. bodd, ze kterych ,vidime tsetku AC“ pod
uhlem |4.S1BSs| = Y/, | CBA]|). Nalezeni této mnoziny boda X patii k zdklad-
nim stfedoskolskym znalostem (jsou to kruZnicové oblouky nad tsetkou C'A4).
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Konstrukce AACB' je ted zfejma. Body S; a S nalezneme nap¥. sestrojenim
rovnobé&Zzek se stranami AB’ a B'C prochazejicimi bodem B. Postup ndzorné
ukazuje obr. 2.
Na zavér se jeSté muzete pokusit uréit, kdy jsme v konstrukci vyuzili vlast-
nosti z bodud 1 az 4.
Mirek

Uloha 5.2 — Potapéé (4b)

Zadani:

Krdtkozraky potdpé¢ nosi bézné (na sousi) bryle se sedmi dioptriemi. ProtoZe nechce mit pod
vodou dvoje bryle pres sebe, rozhodl se, Ze si do svjch potdpécskych bryli nechd ddt dioptrickd
skla. Jak musi takovd skla vypadat, aby vidél pod vodou bez probléma i do ddlky? A jak s témito
brylemi wvidi jesté predtim, neZ skoci do vody?

Regeni:

Budeme zkoumat, jak zobrazuje pfedméty CocCka, kterd je z jedné strany ob-
klopena vodou a z druhé vzduchem. P#i dal§im zkoumani se omezime pouze
na pfedméty lezici pobliz optické osy ¢ocky. Budeme pfedpokladat, ze paprsky
se §ifi zleva doprava, a vzdalenosti na optické ose budeme chapat jako kladné
tehdy, kdyZ je dané misto vpravo od ¢ocky, a jako zaporné tehdy, kdyZ je vlevo.
Polomér kfivosti je kladny, pokud sti‘ed lezi vpravo od kulové plochy, a zaporny
v opaéném piipadé.

Paprsky prochézeji postupné prostiedimi s indexy lomu n; (voda nebo
vzduch), ns (¢otka) a nz (vzduch). Mezi prvnimi dvéma prost¥edimi je kulova
plocha s polomérem kfivosti 7; a mezi druhymi dvéma plocha s polomérem
k¥ivosti ro. Podle vztahti pro lom paraxiilnich paprskt na kulové ploge® se pres
prvni rozhrani zobrazi pfedmé&t na optické ose v bodé a; do bodu aj podle

rovnice 1 1
1 Nno — N1
P AT ¢
aq No a1 nari

Obdobné ptes druhé rozhrani

No 1 ng — N9

(2)

S =

n3 az nar2

Optickd mohutnost ¢ofky ndm v pfedchozich rovnicich vyjde na levé strané
tehdy, kdyZ za a; nebo za as; dosadime nekoneéno.

Pokud budeme bryle povazovat za tenkou oc¢ku, plati a2 ~ a} a z rovnic
(1) a (2) vychézi zobrazovaci rovnice pro celé bryle (a = a1, a' = a})

1 nm1 ny—n ny —n
_1+2 1+3 2

a n3za n3ri n3Ta

(3)

6 Tyto vztahy se daji odvodit jednoduchymi geometrickymi ivahami pouze
na zikladé zdkona lomu a za pfedpokladu malych thla.
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Vzhledem k tomu, Ze je potapé¢ kratkozraky, je potieba, aby se libovolny bod
zobrazil do vzdilenosti mensi nebo rovné 1/D (kde D = —7D), protoze vzda-
lenéjsi body jiz neni schopny vidét ostfe. Navic je vhodné, aby se pfedméty
ve vzdélenosti odpovidajici blizkému bodu” zdravého oka zobrazili do blizkého
bodu oka potipéce. Na sousi tyto podminky spliiuje rozptylka s optickou mo-
hutnosti D. Ve vodé se ovéem zméni index lomu okoli (n1) a zobrazovaci rovnice
bude mit tvar (3).

Na prvni pohled je vidét, Ze za pfedpokladu n; # ns se pfed vzdalenosti
pfedmétu objevi koeficient rizny od jednicky. To znamend, Ze vzdalenosti bu-
dou zkresleny. Pokud n3 = 1 (vzduch), bude se ve zdat n;-krét blizsi. Tento jev
ovSem postihne kazdého potdpéce bez ohledu na to, jestli ma bryle dioptrické
nebo ne.

Dalsi ¢leny rovnice jsou mnohem zajimavéjsi. MiZzeme libovolné volit 7,
a r2, a tim ménit vlastnosti bryli. Misto slozitého pocitani je dobré vSimnout
si, Ze index lomu n; (ktery se po ponofeni do vody jediny zméni) je obsaZen
pouze ve ¢lenu s r;. Pokud toto rozhrani zvolime rovinné (tedy r; = o), pfejde
rovnice (3) na tvar (zdroveir dosazuji jedni¢ku misto indexu lomu vzduchu)

1 ni 1—’I’L2
= . 4
a’ ajL T2 4)

Vhodné bryle tedy maji vnéjsi stranu rovnou a vnit¥ni vydutou pravé tak,
aby celkova optickd mohutnost byla D = —7D. S témito brylemi uvidi bez
problémi na sousi a po ponofeni do vody se mu pouze zkresli vzdalenosti a
ponékud vzdali blizky bod. OvSem potapé¢ se zdravyma ofima na tom bude
stejné.

Nejvyssi bézny index lomu brylovych skel je asi no = 1,9 a
z toho vychdzi potfebny polomér kfivosti ro = 13 cm. Takové
¢oc¢ky budou mit jesté celkem rozumnou tloustku kolem jednoho
centimetru. Pfedpoklad, Ze je lze povazovat za tenkou ¢ocku
je sice ponékud neopravnény, oviem pokud rovnice (1) a (2)
spojime na zdkladé vztahu as = a} + d, zptsobi to pouze dalsi
mirné zhorSeni vidéni na blizko. Blizky bod se v zavislosti na d Obr. 1
o nékolik centimetra vzdali.

Z hlediska vyroby by byla jesté vyhodnéjsi ¢ocka s vypouklou plochou smé-
rem do vody a vydutou smérem k oku, jak ndm napsal Doc™ Tomds Stec.
Vhodnym zvolenim polomérd r; a ro muZeme ziskat lepsi tvar skla podobny
klasickym brylim. Navic ndm v tomto pfipadé vyssi optickd hustota vody po-
mahé, protoZe snizuje lom na prvnim rozhrani (které se chovd jako spojka) a
vydutd plocha miZe mit mensi ki¥ivost neZz u béznych bryli. Index lomu vody

'pOA
oo
un Q]

7 Blizky bod je nejblizsi bod, ve kterém jeité miZeme vidét pfedmét ostte.
Vzdélenost tohoto bodu zavisi na konkrétnim oku a narustd se stafim. Za
zdravé oko povaZzujeme takové, které ma vzdalenost blizkého bodu mensi nez
konvenéni zrakovou vzdélenost, coZ je 25 cm.



B IX/7 19

je n1 = 1,3 a naseho skla ny = 1,9. Pfi volbé poloméru kfivosti r; = 15,0 cm
a ry = 8,2cm ziskdme ¢ocku, kterd mé pod vodou pozadovanou optickou mo-
hutnost. Jeji tvar je na obrazku 1. Na sou$i se bude chovat jako rozptylka
s mohutnosti —5 D, takZe do mote potapé¢ trefi i s témito brylemi.

Marble

Uloha 5.3 — Koule (3b)

Zadani:

Spocitejte, jaky tvar bude mit stin koule, poloZené na rovném stole, kdyZ ji osvétlime hodné
vzddlenym zdrojem (napf. Sluncem). Jak se situace zméni, jestlize bude koule osvétlena z bliz-
kého bodového zdroje?

Reseni:
V dalsim pfedpokldadame, Ze zdroj neni pod stolem, protozZe jinak by na stil
nedopadalo zZadné svétlo, a tedy ani nevznikal Zadny stin.

Koule osvétlend nekonecné vzddlenym zdrojem

Kouli osvétli paprsky, které budou mit viechny stejny smér. Paprsky urcujici
hranici stinu budou te¢né ke kouli a jejich vzdalenost od stfedu koule bude vzdy
rovna poloméru. Utvar, ktery takto vytvoii, bude povrch nekone¢ného vélce.
Chceme-li zjistit, jaky tvar bude mit stin, musime najit mnozinu bodu, které
jsou prunikem povrchu valce a roviny, na které stoji koule.

Vztaznou soustavu BUNO? zvolime tak, ze rovina, na které stoji koule, ma
rovnici z = 0 a osa vélce lezi v roviné zz a osa vélce prochdzi bodem [0, 0, 0].
Ptipad, kdy je stinovy kuZel je rovnobézny s deskou, rozebereme zv1ast.

Analytickou rovnici takto orientovaného vélce ziskdme tak, Ze analytickou
rovnici valce kolmého na rovinu z =0

oto¢ime pomoci transformacnich rovnic

T:=1zCcosp+ zsinyp,

z:= —zsinp 4+ 2cosp,

kde ¢ je thel, pod kterym dopadaji paprsky na rovinu z = 0, tedy thel sklonu
vélce. Vysledna rovnice bude:

2% cos® p + 2zzsinp cosp + 22 sin® p + y? = r2.

Prunikem s rovinou z = 0 ziskdme rovnici:

ar:2cosz<,0-1-y2 =72,

8 Bez ijmy na obecnosti — b&Zn4 zkratka v matematickych textech.
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Za, ptedpokladu cos ¢ # 0 miZeme tuto rovnici pfepsat na tvar

$2 y2

7_}_ z
r2cos2¢p 12

coZ je rovnice elipsy. Vidime, Ze velikost vedlejsi poloosy (§ifka stinu) bude
vzdy r a velikost hlavni poloosy (délka stinu) se bude ménit v zdvislosti na
uhlu osvétleni: b = r/ cos¢.

Piipad cos = 0 znamend, Ze stinovy valec je rovnobézny s deskou stolu.
V tom piipadé vrha na stil stin jediny bod, a to bod, kterym se koule dotyka
stolu.

Koule osvétlené zdrojem v konecné vzdalenosti

Pfedpoklddejme, Ze zdroj svétla neni pfimo na kouli (jinak by stin na stole
tvofil polorovinu, resp. rovinu). Te¢né paprsky se budou protinat v bod€ zdroje,
a budou tak tvofit kuzel.

PoloZzme nejprve pocatek soufadné soustavy do stfedu koule a rovinu zy
zvolme rovnobéZnou s deskou stolu.

Kuzel v obecné poloze ziskdme oto¢enim kuZele s osou kolmou na rovinu zy.
Je-li vzdalenost vrcholu kuZele od stfedu koule ¢, bude mit tento kuZel rovnici

2
:c2+y2=(7“0—%0-2) )

kde ro = t-7/4/(t> — r?). Po dosazeni z transformag¢nich rovnic dostaneme

. 2
. —Z sln g + 2z cos
(xcos«p+zs1n<p)2+y2:r§-<1— Lpt <p> .
V nasi soufadné soustavé ma deska stolu rovnici z = —r, tedy tvar stinu ziska-

me, dosadime-li do rovnice kuZele —r za z:

. 2
—zsing — rcosgo)

($cos<p—rsin<p)2+y2=r§-<1— ;

Toto je rovnice druhého stupné, tedy se muze jednat o elipsu (specidlné pak
kruZnici), parabolu nebo hyperbolu.

ProtoZe rovnice je tvaru y2 = az? +bz +c, k uréeni ndm stadi znat koeficient
u 22 (tj. a). Ten uréime snadno:

: 2 2 2
sin @ T
— 2 2 2 2 a2
a—r0-< ) cos” p = Tz-sm p — cos” ¢ = sin”

t 2 — 2 —r2

Je-li tento koeficient a = 0, jednd se o parabolu, je-li a < 0, jde o elipsu, a je-li
a > 0, jedna se o hyperbolu.

Podobné jako u zdroje v nekoneéné vzdalenosti, existuje i zde limitni pfipad,
kdy vrha stin pouze bod, kterym se koule dotyka stolu, a to v pfipadé, Ze zdroj
lezi na stole.

Tibor, Martin K. & Jirka
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Vysledkova listina po 7. sérii
Ulohy
Porfadi |Jméno D1 |t1 t2 t3 t5 t7 rl r2 r3 |> 4 >,
1. | Doc™ Tom4s Stec 179 18 2 3 2 25 134
2. |Dr™ Lenka Studni¢na 70 |3 6 5 14 70
3. | Prof™™ Martin Demin 234 8 2 0 10 68
4. | Dr™ Zuzana Rozlivkova 83 0 60
5. | Dr™ Jan OlSina 55 10 10 55
6. | Dr™ Michal Demin 53 8§ 1 4 1 14 53
7. | Dr™ Luk4$ Chvatal 70 0 45
8. | Prof*™ Tibor Vansa 307 0 44
9. | Mgr™ Michal Ruzek 43 0 43
10. | Mgr™ Jifi Danihelka 42 2 2 42
11. | Mgr™ Tereza KlimoSova 39 6 6 39
12.-13. | Dr!™ Stanislav Basovnik 64 0 34
Mgr™ Luka$ Vozdecky 34 1 1 34
14.-15. | Mgr™ Helena Kubatova 43 0 26
Mgr!™ Karla Prochéazkova 26 0 26
16. | Mgr!™ Jozef Cmar 25 | 3 1 4 25
17.-18. | Dr™ Peter Bali§ 82 1 0 O 1 20
Mgr™ Vojta Kuban 25 0 20
19. | Dr™ Dana Berankova 7 0 18
20. |Bc™ Jan Gulas 17 2 2 17
21. | Bc™ Petra Mala 15 0 15
22.-24. | Mgr™ Michaela Sikulova 30 0 14
Bc!™ Darina Suglova 14 1 1 1 3 14
Bc™ Vladimir Vinafsky 14 0 14
25.-26. | Prof™™ Vasek Cvicek 208 0 13
Bc!™ Radim Kusak 13 0 13
27.-29. | Mgr™ Luka$ Pavlovsky 37 0 12
Bc™ Jan Rieger 12 0 12
Bc™ Martin Dungl 12 0 12
30. | Bc™ Ondfej Honzl 11 0 11
31. | B¢™ Jindra Soukup 10 2 2 10
32.-33. | Mgr™ Jana Babovdikova 34 0 8
Marian Galovié¢ 8 0 8
34.-35. | Monika Babjarova 7 0o 7
Tomas Gavenciak 7 0o 7
36.-39. | Mgr™ Jan Spitik 33 0 6
Jan Vrba 6 0 6
Lucie Phamova 6 0 6
Zuzana Kralova 6 0 6
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Poradi

Jméno

Ulohy
tl1 t2 t3 t5 t7 rl r2 r3

20 21

40.-42.

43.-46.

47.
48.-51.

52.-55.

Marek Ovéacek
Monika Martiniskova
Pavla Grubhofferova
Bc™ Lubos Uliény
Jan Buldnek

St&panka Mohylova

Jan Kastil

Mgr!™ Zuzana Svobodova
Richard Bobek

Petra Guhlova

Vendula Dvordkova
Michal Rychnovsky
Michal Koc¢af

Michal Maté&ja

Zuzana Micova

[SUR

H o= Ot NN W

o

o O 0O 0O OO0 o0 +H OO0 o oo o oo
o N NN N W R R R ROt ot Ot

Sloupedek >, je soudet v8ech bodu ziskanych v nafem seminéfi,
> o Je soucet bodi v aktudlni sérii a ), soucet vSech bodid v tomto
ro¢niku (tedy pro feSeni prvni série musi byt Y, = >;).
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Vysledkova listina IX. ro¢niku
Série

Poiadi | Jméno 1 2 3 4 5 |Celkem
1. | Doc™ Tom4s Stec 13 63 33 25 134
2. | Dr™ Lenka Studniéna 24 8 12 12 14 70
3. | Prof™ Martin Demin 19 18 13 8 10 68
4. | Dr™ Zuzana Rozlivkova 20 12 14 14 60
5. | Dr™ Jan Olgina 13 23 9 10 55
6. | Dr™ Michal Demin 7 15 9 8 14 53
7. | Dr™ Luk4s Chvatal 18 13 14 45
8. | Prof"™ Tibor Vansa 23 8 6 7 44
9. | Mgr™ Michal Ruzek 17 10 7 9 43
10. | Mgr™ Jifi Danihelka 17 9 9 5 42
11. | Mgr™ Tereza KlimoSova 5 7 10 11 39
12.-13. | Dr™ Stanislav Basovnik 8 8 18 34
Mgr™ Luka$ Vozdecky 13 8 8 4 1 34
14.-15. | Mgr™ Helena Kubéatova 9 13 4 26
Mgr™ Karla Prochazkova 10 16 26
16. | Mgr™™ Jozef Cmar 13 8 4 25
17.-18. | Dr™ Peter Bali§ 12 6 1 1 20
Mgr™ Vojta Kuban 8 4 8 20
19. | Dr™ Dana Berénkova 10 6 2 18
20. | Bc™ Jan Gulas 6 7 2 2 17
21. | Bc™ Petra Mald 7 6 2 15
22.-24. | Mgr™ Michaela Sikulova | 6 8 14
Bc™ Darina Suglova 11 3 14
Bc™ Vladimir Vinaisky 5 9 14
25.-26. | Prof™ Vagek Cvicek 13 13
Bc!™ Radim Kusak 4 9 13
27.-29. | Mgr™ Luka$ Pavlovsky 12 12
Bc™ Jan Rieger 5 7 12
Bc™ Martin Dungl 5 7 12
30. | B¢™ Ondfej Honzl 11 11
31. | B¢™ Jindra Soukup 8 2 10
32.-33. | Mgr™ Jana Babovikova 1 7 8
Maridn Galovi¢ 8 8
34.-35. | Monika Babjarova 3 4 7
Tomés Gavenciak 7 7
36.-39. | Mgr™ Jan Spitik 6 6
Jan Vrba 1 5 6
Lucie Phamova 4 2 6
Zuzana Kralova 6 6
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Poradi | Jméno 1 2 3 4 5 |Celkem
40.-42. | Marek Ovéacek 5
Monika Martiniskova 2 1
Pavla Grubhofferova 3 2
43.-46. | Bc™ Lubos Uli¢ny
Jan Bulanek

47. | Jan Kastil
48.-51. | Mgr™ Zuzana Svobodova
Richard Bobek 2
Petra Guhlova
Vendula Dvordkova
52.-55. | Michal Rychnovsky
Michal Ko&af
Michal Maté&ju 1 0
Zuzana MiCova 1

4
4
St&panka Mohylova, 4
1
1
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