Studentsky matematicko-fyzikalni ¢asopis

rocnik VIII cislo 67

Mili resitelé,

konec¢né se vam dostavaji do rukou posledni dvé ¢isla minulého roku. Moc
se omlouvame za zpoZdéni. Spolehlivost zédznamovych médii je previt, neza-
lohovani vysledkt prace nezodpovédnost. Rovnéz spolehlivost nékterych orga-
nizatord zna¢né pokulhava. Doufame, ze vam cCasovy odstup nezkazi potéSeni
z vasich vysledku ¢i ze ¢teni zajimavych ¢lankd.

Reakce na ¢lanky tohoto cisla muizete posilat i nyni. Budou zvefejnény
na webu FBM a moznd i ve specialnim &isle (jestli jich poslete dostateéné
mnoho).

vase redakce & Bzuco priserdr

Reseni témat

Téma 1 — Mnohostény

Pozn. red.: Obsah prvnich dvou odstavcii jsem upravil, nebot se domnivdm, Ze
ptivodni autorova formulace byla zavadéjici.

Objem vicerozmérného pravidelného
mnohosténu

Mgr. Standa Basovnik

Co je ¢tyfrozmérny prostor?

Jeden zpiisob, jak popisovat ¢tvrty rozmeér, je odebrani jednoho rozméru. Mu-
Zeme provést fez Gtyfrozmérného télesa (4D télesa) nadrovinou a dostaneme
3D téleso. Toto téleso pak mizeme zjednodusit dalsim fezem na 2D utvary.

Vezmeéme si napriklad 3D kouli, kterd mé polomér R. Jejim fezem je kruh,
jehoz polomér r zavisi na vzdalenosti roviny, ve které lezi, od stfedu koule.
Dostali jsme tedy néjaky kruh, ale vzhledem k tomu, Ze jsme ochuzeni o jeden
rozmér, je tento kruh ve skutecnosti fezem 3D koule s polomérem /2 + a2,
kde a je vzdalenost fezu od stiedu télesa.

Podobné mtizeme 3D kouli o poloméru r chapat jako fez 4D koule o polo-
méru vr2 + a2, kde « je vzdalenost fezu od stfedu 4D koule.

Analytické vyjadfeni 4D koule je R? = 22 + 92 + 22+ a%, kde z, y, z a a
jsou soufadnice bodid a R je polomér koule.



Nas mnohostén

U popisu 4D mnohosténu vznika jeden problém. Kdyz jsem popisoval 4D kou-
li, védél jsem, jak vypada. Pokud bych vychézel z fezu této koule, mohl by
tento fez byt i fezem 4D elipsoidu nebo 4D valce. U naseho mnohosténu znam
pouze jeho 3D podobu, tedy fez 4D mnohosténu. Predpokladejme, ze vzda-
lenost ,,stény“ od stfedu télesa je a. Dale predpokladejme, Ze mnohostén je
pravidelny i ve ¢tvrtém rozméru. Pak je vzdélenost od vSech stén «, a pro-
toze jsou vSechny stény shodné, existuji opsané a vepsand 4D koule. Polomér

4D koule opsané potom je R = /0? + a2, kde ¢ je polomér 3D koule opsané

a «a je vzdalenost ,stény* od stfedu 4D télesa, a polomér 4D koule vepsané je

r = a (polomér koule vepsané je pfeci vzdélenost ,stény“ od stfedu télesal).

Objem ¢tyfrozmérné koule

Pii odvozovani objemu 4D koule vyjdu z od-

vozeni objemu 3D koule. Jak vime, objem 3D Ebf

koule je V3 = %7‘(?”3. Kde se v8ak vzal tento vzo- ?'

rec? J4 bych k nému nejspis dosel touto cestou:

Objem 1D koule Vi = 2R, coz je ziejmé. Objem "

2D koule (kruhu) — do kruhu mohu vepsat obdél-

niky o stranach 2r a dx, kde dx je velmi malé! a r of =

uréime pomoci Pythagorovy véty: r = vV R2 — 22 r

(viz obr. 1). Tyto obdélniky vyplni obsah celého

kruhu. Pro obsah V5 plati |
Obr. 1

V'l +R
Vo=—" VR?—2? -dzx=
-R

R
+R

:2-E(J;-\/RQ—xQ—FRQ-arcsin;)} =

-R
= (—=R-0+ R arcsin(—1)) — (R-0+ R*-arcsinl) = 7R* (1)
Pro V3 postupujeme podobné — koule vznikne ,vrstvenim“ kruht na sebe
Vs +R 2 4
‘@Zi'/ (\/Rz—m2> de = 7R3, (2)
Rz J_p 3
A konecné
‘/3 +R 3 1
V4=ﬁ~/ (\/RQ—x2) d$=§ﬂ'2R4. (3)
-R

Pozn. red.: Pomér V;_;/R;_1 vlastné pfedstavuje koeficient ve vzorecku pro
objem (i — 1)-rozmérné krychle. Vyraz V;_1/R;_1 - (v/(R? — 2?))'dz je tedy
objemem ,vrstvicky“. Pro objem V}, ¢tyfrozmérného mnohosténu plati

Va(r) < Vi < Va(R), (4.1)

1 Autor v dalsim textu dél4 limitni pfechod integralni sumy v integral.
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neboli

Vi(a) < Vi < Vi (\/92 ¥ a2) , (4.2)

kde ¢ je polomér 3D koule opsané ,sténé“ a a je vzdélenost ,stény* od stfedu
4D télesa.

Vicerozmérny prostor
Zavadim zde oznaceni soufadnic a1 = x, as =y, a3 = 2, ay, as, - . ., a,. Polohu
stfedu n-rozmérné (n-D) koule opsané i vepsané zvolme [0,0,...,0]. Poloha

vy

stfedu 3D koule opsané (resp. vepsané) jedné ,stén&“ necht je [0,0,0,ay,as,
., ay). Potom dostdvdme pro polomér n-D koule opsané R = /(0? +a? +a2 +
+ -+ +a?) a pro polomér n-D koule vepsané r = /(a2 + a2 + - -+ + a2).

Objem

Tady provedu opét aproximaci objemu. K tomu potfebuji vzorec na vypocet
n-rozmérné koule. Pfi odvozovani vzorce jsem postupoval rekurzivné. Pro V,,

plati n
+ e
Vn:b/ (\/R2—:E2) ' dz. (5.1)

-1
R -R

Postupnym dosazovanim dostanu

1 +R i

— / ( R? — xz) dz| .
R J g

Pomoci substituce = := /R dostaneme

Vn:Rnﬁ[/H (M)idx} : (5.2)

i=0 /1

n—1

v~ 11

=0

coz lze téz prepsat jako

H\f (1+1i/2)

(3+14)/2) ’

kde funkce T" je definovana jako

[(z) = /ODO et dt. (5.4)

Z tabulek pro funkci I'(z) vime
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obecné

F<§+x>ﬁ.ﬁ2j;1. (6.4)

Dale plati
Mz +1)=al (7)
(funkce I' rozsifuje faktoridl na redlna cisla s vyjimkou ¢isel zapornych ce-
Iych).
Pozn. red.: Autorova tvrzeni v predchozim odstavci plynou z rovnosti
o0

F(ac—l—l):/ e 't dt = [—e*ttf](‘j‘#/ zoe T dt =
0 0

:0+x~/ et dt = x-T(z)
0

(pfi integraci je uzito metody per partes).
Vzorce pro objem n-rozmérné koule, které autor odvozuje pres I' funkci, Ize
odvodit i pfimo z rovnice (5.2) a rekurzivniho vzorce pro hodnotu integralu.
Upravami rovnice (5.3), které jsou velmi dlouhé, za pouziti rovnice (6.4)
a (7) dostavame

1
Vp=R" - 7W/2. (/)] pro suda n, (8.1)
2"((n —1)/2)!
Vp, = R" - n((n=1/2). 2(n=1)/2) pro licha 7. (8.2)

n!
Pro objem V,,,,, n-D mnohosténu plati

Va(r) < Vian < Vu(R),
Vn< ai+a§+~~+a%> < Van < Vp (\/r2+ai+~~+a%> :
Na zavér uvedu jesté vzorce pro objem n-D kouli
dimense | 1 2 3 4 5 6 7
3] 1 8 2.5 | L 16 3,7 | 1 4.8

; 2| 2 1 24| 8 136 | 16 1
objem | 27 | wre | gar® | 57t | I | gmOrY | oETOT i

Do pristé se mi snad podafi vymyslet néjaké 4D mnohostény a vypocitat
jejich presny objem.

Pozn. red.: Ve skutecnosti existuje Sest ,, platonskych® téles v ¢tyfrozmérném
prostoru:

3D-analogie | pocet ,stén* téleso
Ctyrstén 5 4D-simplex
krychle 8 hyperkrychle
osmistén 16 16-,stén“
dvanactistén 120 120-,stén“
dvacetistén 600 600-,,stén*
—2 24 24-,stén“




B VII/6-7 5

Dalsi polopravidelné mnohostény
Dr. Petr Cermdk

Pozn. red.: Prispévek o vytvoreni dalSich téles ofezanim téles platonskych nam
zaslali Doc. Vasek Cvicek a Dr. Petr Cermdk. Protoze feseni Dr. Petra Cer-
mdka je komplexnéjsi a feseni Doc. Vaska Cvicka v podstaté zahrnuje, otisku-
jeme feseni Dr. Petra Cermdka.

Vrcholové ofezavani

Navazuji na tvrzeni Dr. Jozefa Tinaje, ze fotbalovy mi¢ vznikne ofezanim pra-
videlného dvacetisténu. Privedlo mé to na zajimavou myslenku. Za¢néme vsak
od zacatku. Vysel jsem z toho, ze kopacak vznikne vrcholovym ofezédnim dva-
cetisténu. (Vicholovgm ofezdnim jsem oznadil ofezdni, kde provedeme piesné
tolik fezil, jako je vrcholi, a kazdy fez bude veden kolmo na polomér koule
opsané v daném vrcholu. Jinak feceno, ufizneme kazdy vrchol télesa.?)

Pri vrcholovém ofezani se zméni néasledujici vlastnosti télesa:

® Pocet jeho stén S se zvétsi o pocet jeho vrcholi V.

® Pocet jeho vrcholt V' se znasobi po¢tem hran protinajicich se v jednom
vrcholu X. (Toto nebude platit, kdyz pouZzijeme ofezani maximalni —
viz déle — pak se bude vSe jesté délit dvéma.)

® Pocet jeho hran H se zvétsi o pocet jeho novych vrchola V,.

Vyjadfeno rovnicemi
Pocet stén S,=S+V.
Pocet vrchola V,, =V - X (resp. V,, =V - X/2 v pfipadé max. ofezani).
Pocet hran H,=H+YV,.

Nyni k maximélnimu a jinému ofezéni. Zavedme si pojem velikost ofezani
O = (0;0,5). Toto ¢&islo udava, jaka ¢ast z kazdé ptivodni hrany* bude zrusena
ofiznutim jednoho vrcholu. Ofezani je maximalni, kdyz plati O = 0,5. V tomto
pripadé ufiznutim jednoho vrcholu ufizneme i polovinu hrany k nému patfici a
druhé polovina hrany se ufizne pii fezani druhého vrcholu. Hrana se tedy zcela
ztrati a zbude z ni jen jeden vrchol — v jeji poloviné.

Pro nazornost vse predvedu na ofezané krychli s O postupné 0; 0,1; 0,2; 0,3;
0,4; 0,5 (obr. 2).

Ze série téchto obrazku si kazdy vytvori predstavu o tom, co je vrcholové
ofezani télesa. Nas vSak zajimaji jen ta ofezani, pfi kterych vzniknou pravidelné

2 Toto téleso nema rozumnou analogii ani ve 3D, ani ve vyssich dimensich.

3 Pozn. red.: Tato definice je pomérné nepfesnd, nezakazuje ndm provézt
u kazdého vrcholu jinak ,hluboky“ rez a dokonce ani nijak neomezuje ,,hloub-
ku“ Fezu shora. Tedy napr. téleso ,polovina dvacetisténu“ je dle definice vr-
cholovym ofezanim dvacetisténu, coz autor zajisté nemél na mysli.

4 Pozn. red.: Piesnéji fe¢eno pouze z jeji poloviny od vrcholu do stiedu stra-
ny.
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mnohostény se vSemi hranami stejné délky. Mnohosténti slozenych z pravidel-
nych mnohotihelnikil existuje nekone¢né mnoho.? Vratme se ale k pozadavku,
ze vSechny hrany télesa musi byt stejné dlouhé. Nejprve si oznac¢ime pojmy:
ag — délka hrany puvodniho platénského mnohosténu,
a1 — délka hrany ofiznutého mnohosténu vznikla jako zbytek hrany pivod-
niho mnohosténu,
as — délka hrany ofiznutého mnohosténu vznikla nové oriznutim.

Aby byly vSechny strany nového télesa stejné, musi platit jedna z néasledu-

jicich rovnic
(11:07 a; = az, CLQZO. (9)

Posledni podminka plati, kdyz O = 0, to jsme vSak nic neofizli. Touto
moznosti se jiz nebudeme zabyvat.

Prvni podminka plati, kdyz O = 0,5. To je maximalni ofiznuti a to nas
zajima.

Prostfedni jmenovana podminka je rovnéz

. . o . , , a— T aj T
zajimava. U rtznych pravidelnych mnohothel- W
nikd plati pro rznéd O. Situace je na obr. 3 (po- T/ as as\_|*
uzivame obrazek ¢tytuhelniku, ale vypocty bu-
dou platit pro libovolny pravidelny n-uhelnik). a1 ai |ag
Pro O plati
0=2, (10.1) @[\ a2y
ag
x a x
kde ag = = + a1 + z, tedy !
T ao
=—. 10.2
a1 + 2z ( ) Obr. 3
Pro as plati
ag e
— =gx-sin—. 11
5 =% sing (11)

5 Pozn. red.: Diikaz tohoto tvrzeni je trividlni, staéi vzit napf. viechna vyse
zminénd ofezani krychle pro O = (0;0,5).



B VII/6-7 7

Chceme zjistit, pro které O plati a; = as. Proto dosadime as za a; do rov-
nice (10.2)

1
’ - . (12)

0= sin(a/2) + 2z 2 (sin(a/2) + 1)

Jedna se vzdy o pravidelny n-thelnik, a tak plati

o =180° — 3? . (13)

To dosadime za « do rovnice (12)

1 B 1 "
~ 2(sin(90° — 180°/n) + 1) 2(1 + cos (180°/n)) (14)

Timto jsme vytvorili univerzalni vzorec pro jakykoliv pravidelny mnohostén,
ktery chceme orezavat.

Ukazali jsme, Ze existuji dva fezy platonského télesa, kterd maji za vysledek
polopravidelné téleso (takové, Zze mé vSechny hrany stejné délky a jeho stény
jsou pravidelné mnohotihelniky®). Protoze je platénskych téles pét, celkem by
mohlo existovat az 10 dalsich polopravidelnjch mnohostént”.

Kazdy fez si rozebereme zvlast. Z jednoho platénského télesa vznikne ofe-
zéanim jedno polopravidelné téleso s O = 0,5. To nazveme podtyp A daného
platénského télesa. Podtyp B vznikne ofezanim s O vypoctenym podle vyse
uvedeného vzorce.

Cty¥stén
Cty¥stén mé nasledujici vlastnosti:
Pocet stén Sy = 4.
Pocet vrcholi Vy=4.
Pocet hran Hy =6.
Pocet hran vychazejicich z vrcholu X, = 3.

Obr. 4
Orezany Ctyrstén podtyp A

Ofezani vytvorime podle vySe zminénych pravidel:
Pocet stén Sypn =S4 +Vy=4+4=28.
Podet vrcholu Vaa =Vy-X4/2=4-3/2=6.

6 Pozn. red.: V minulém &isle jsme si zavedli piesnéjsi definici.

7 Pozn. red.: Kazdé platénské téleso spliiuje samoziejmé definici polopravi-
delného télesa.
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Pocet hran Huip =Hys+Vip =6+6=12.
Poéet hran vychazejicich z vrcholu X454 = 4. 8

Vznikne tedy osmistén jehoz strany budou rovnostranné trojuhelniky, bude
mit 6 vrcholt a 12 hran.

Prae—

AN
AN WV

Obr. 5
Ovsem to je pravidelny osmistén! Maximalnim ofezanim ctyfsténu tedy
vznikne pravidelny platénsky osmistén.

Orezany Ctyrstén podtyp B

Ofezani musi spliiovat O = 1/3, aby byly vSechny hrany nové vzniklého télesa
stejné. Neni to maximalni ofezani, a proto prepocitame nové udaje:

Pocet stén Sip=5S1+Vy=4+4+4=8.
Pocet vrcholi Vip=Vyi- X4 =4-3=12.
Pocet hran Hyp=Hys+Vig=6+12=18.

Pocet hran vychézejicich z vrcholu Xyp = 3.
Vznikne osmistén, ktery bude slozen ze Ctyr pravidelnych Sestitthelnika
a GtyT rovnostrannych trojihelniki. Tedy nové téleso!

Obr. 6
Zajimavé téleso, ale pro fotbalovy mi¢ ponékud nevhodné, protoze se nepo-
dobé kouli — skidkalo by do stran, jak se mu zlibi.

Krychle
Krychle ma nésledujici vlastnosti:
Pocet stén Sg = 6. T
Pocet vrchola Ve = 8. !
Pocet hran Hg =12. !

Pocet hran vychazejicich z vrcholu Xg = 3.

Obr. 7

8 Pozn. red.: V piivodni autorové préci je u vSech mnohosténti misto konkrét-
niho poc¢tu uvedena poznamka: ,,Nelze u ofezaného télesa jednoznacné obecné
urcit, a tak ho nebudeme urcovat ani konkrétné.“ Umeél by nékdo najit obecny
vzorecek?
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Orezana krychle podtyp A

Postupujeme obdobné jako u ¢tyisténu:

Podcet stén Sea =S+ Vg =6+ 8=14.
Pocet vrcholi Voa = Vo X6/2=8-3/2=12.
Pocet hran Hga = Hg + Vga = 12+ 12 = 24.

Pocet hran vychézejicich z vrcholu  Xga = 4.

Téleso tedy bude ¢trnactistén sloZzeny ze Sesti ¢tvercl a z osmi rovnostran-

nych trojuhelniki.
[ ‘ y

Obr. 8
Ejhle, to je téleso Be. Heleny Kubdtové, zvefejnéné v 3. &isle B!

Fotbalovy mi¢ by z ného usit Sel, ale nebyl by tak kulaty jako kopacak.

Orezana krychle podtyp B

Pro ofezdni O musi platit rovnice (14) ze strany 7, v tomto pfipadé je n = 4,
dostavame tedy

(14.1)

Pro parametry nového télesa plati:

Pocet stén Sep =S¢+ Vg =6+8=14.
Pocet vrcholi Ve = Vs - Xg=8-3=24.
Pocet hran HGB = H6 + ‘/GB =12 + 24 = 36.

Pocet hran vychazejicich z vrcholu  Xgp = 3.

Vznikne ¢trnactistén ze Sesti osmitthelnik? a osmi trojihelniki.

.

L
\
4

\ I 7’
\

A \A

\
\
\
\
4
Y~
\j»—

Opét jsme nasli zajimavé téleso, jenze ne zas tak kulaté, jak by bylo pro
fotbal potieba.
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Osmistén
Pocet stén Sg = 8.
Pocet vrcholu Vs = 6.
Pocet hran Hg = 12.
Pocet hran vychazejicich z vrcholu Xg = 4. V/
Obr. 10
Orezany osmistén podtyp A
Postupujeme obdobné jako u ¢tyfsténu a krychle:
Pocet stén Sga =Ss+ Vg =8+6=14.
Poéet vrcholil Vea = Vs - Xg/2=6-4/2=12.
Pocet hran Hgp = Hg + Vgp = 12+ 12 = 24.

Pocet hran vychazejicich z vrcholu Xga = 4.

Téleso tedy bude ¢trnactistén sloZzeny z ¢tvercti a z rovnostrannych troja-
helnik.

X

Obr. 11
To je ale pieci opét téleso Be. Heleny Kubatové! Ofezanim krychle i osmis-
ténu vznika stejné té€leso. Osmistén navic mize vzniknout ofezanim CEtyfsténu,
a tak ze vSech téchto t¥1 platénskych téles mize vzniknout stejné téleso.

Orezany osmistén podtyp B

Ofezani musi byt stejné jako u ¢tyfsténu — maji stény oba z pravidelnych troj-
thelnikt: O = 1/3.

Pocet stén Sgp = S+ Vg =846 = 14.
Pocet vrcholtu Ve = Vs - Xg=6-4=24.
Pocet hran Hgg = Hg + Vgg = 12 + 24 = 36.

Pocet hran vychazejicich z vrcholu Xgg = 3.
Vzniklé téleso bude 14-ti stén slozeny z osmi Sestitthelnikd a ze Sesti ¢tver-

Nv/Z
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Na sestrojeni fotbalového mice je to porad jesté hranaté, ale zatim nej-
uspésnéjsi ulovek. Je to ¢tvrté téleso, které jsme vytvorili ofezanim — ctvrté
polopravidelné téleso.

Dvaniactistén

Udaje o dvanactisténu:

Pocet stén S1o = 12. '

Pocet vrcholua Via = 20.
Pocet hran Hys = 30.
Pocet hran vychézejicich z vrcholu X35 = 3.

Obr. 13

Toto je prvni téleso slozené z pétithelnikia. Snad se tedy dockame néceho
nového.?

Orezany dvanactistén podtyp A

Postupujeme obdobné jako u predchozich téles:

Pocet stén S12A4 = S12 + Via = 12 + 20 = 32.
Pocet vrcholi V12A = V12 . X12/2 =20- 3/2 = 30.
Pocet hran Hispn = His + Visa = 30+ 30 = 24.

Pocet hran vychazejicich z vrcholu Xi04 = 4.

Tedy dvaatticetistén. Tak to by mohlo byt zajimavé. Bude slozeny z dva-
nacti pravidelnych pétithelnikl a z dvaceti rovnostrannych trojahelniki.

|

Obr. 14

7Zda se, ze se jedna o prvni téleso, ze kterého by Sel vyrobit solidni fotba-
lovy mi¢. Pozdéji porovname jeho parametry s parametry kopacaku. Jiz paty
polopravidelny mnohostén.

9 Pozn. red.: Obréazek dvanactisténu a vsech téles z ného odvozenych je na-
kreslen v dvoutfetinovém méritku oproti ostatnim télesiim.
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Orezany dvanactistén podtyp B

Ofezani musi spliiovat rovnici (14) ze strany 7, v tomto piipadé je n = 5, plati
tedy

:5_\/5

O 14.2
10 ( )
Dostaneme nasledujici téleso:
Pocet stén S1oB = S12 + V1o = 12 4+ 20 = 32.
Pocet vrcholi VlgB = V12 . X12 =20-3 =60.
Pocet hran Hisp = His + Viag = 30 + 60 = 90.

Pocet hran vychazejicich z vrcholu X558 = 3.
Bude to tedy dvaatricetistén sloZzeny z dvanacti pravidelnych desetitihelniki
a z dvaceti rovnostrannych trojthelnikd.

i

Obr. 15
Pro kopacadk zfejmé nepouzitelné, ale zajimavé. Je to jiz Sesty polopravi-
delny mnohostén.

Dvacetistén

Udaje o dvacetisténu:
Pocet stén Soo = 20.

Pocet vrcholu Voo = 12. \
Pocet hran Hyy = 30.

Pocet hran vychazejicich z vrcholu X5y = 5. i s

"

Obr. 16
Orezany dvacetistén podtyp A
Nové téleso:
Pocet stén Soga = Sog + Voo =20+ 12 = 32.
Pocet vrcholt V20A = ‘/20 . X20/2 =15- 5/2 = 30.
Pocet hran Hoga = Hog + Voga = 30 + 30 = 60.

Pocet hran vychazejicich z vrcholu  Xg9a = 4.
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Tento dvaatticetistén uz jsme tu méli.

Ofezany dvacetistén podtyp B (fotbalovy mic)

Ofezani musi byt stejné jako u ¢tyfsténu a osmisténu, protoze dvacetistén ma
stény z pravidelnych trojahelniki, tedy O = 1/3.
Vznikne téleso nésledujicich vlastnosti:

Pocet stén Soos = Sag + Voo = 20 + 12 = 32.
Pocet vrcholu ‘/QOB = ‘/20 . X20 =12-5=060.
Poéet hran Hsop = Hyp + Voo = 30 + 60 = 90.

Pocet hran vychézejicich z vrcholu  Xoop = 3.
Toto posledni téleso je tedy kopacdk (viz obrazek).

i

Ted mame vSech sedm moznych polopravidelnych téles. Domnivam se, Ze zadné
dalsi nejsou, nemam proto ale matematické vysvétleni.

Zavér

Pozn. red.: V tomto bodé autor nemd pravdu. Staci si vzit
napr. pravidelny trojboky hranol, jehoz stény tvori tfi Ctverce
a dva rovnostranné trojihelniky (viz obr. 19). Toto téleso zajisté
splnuje definici polopravidelného télesa prvniho druhu uvedenou
v minulém ¢isle: Kazdy vrchol je tvofen spojenim (ne nutné shod-
nych) pravidelnych mnohotihelnikt o stejné délce hrany, vSechny Lo=z= .
jeho vrcholy lezi na jedné kulové plose a kazdy vrchol je stejného Obr. 19
typu (tj. stény sousedici s jednim vrcholem lze pomoci otocent
a posunuti zobrazit na stény sousedici s jinym vrcholem).
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Na zaveér si polozme otazku, pro¢ se Sije fotbalovy mi¢ z dvacetisténu pod-
typu B? Je totiz nejkulatéjsi. I ve srovnani se zajimavym dvacetisténem pod-
typu A je kulatéjsi.!0

Literatura:
Manudl k programu Mathematica 4.0. V tomto programu jsem (také) vymode-
loval vSechny modely zde pouzité.

Pozn. red.: Kdyz jsme ziskali tolik novych téles, bylo by zajimavé zabyvat
se jejich vlastnostmi. Samoziejmé bychom mohli opét pocitat thly mezi sté-
nami, jsou vSak zajimavéjsi problémy napr. sestrojit plasté téles nebo problém
obarveni. Mimochodem mezi platénskymi a Cermdkovymi-Cvickovymill télesy
existuji takova, ze na jejich obarveni stac¢i dvé nebo tfi barvy, i takova, ze k je-
jich obarveni je tfeba ¢tyi barev. (Ty stacdi na libovolné téleso, nebot kazdé
téleso Ize , protazenim skrz sténu® zobrazit na rovinnou mapu a nyni jiz zbyva
pouzit slavnou vétu o tom, Ze na obarveni libovolné rovinné mapy tak, aby
%4dné oblasti sousedici hranou nemély stejnou barvu, staci étyii barvy'?.)

Jesté jednu poznamku k vysledku pro objem fotbalového mice zverejnéném
v minulém cisle: Vysledek

15(3+v8) 1
(;\[)+4-\/ﬁ-\/2o7+91~¢5

Ize pomoci uprav

M+l¢g 414+4+2-91-v5 =
15(3+v5)
2

= (3+\[ \f \/ +2-(7-V5) (13) + 132 =

45 \f 90 30 35 13
—?+—f (7\f+13) T+ VTV

! 1 V5 \/245+2 (7-v5) (13) + 169 =

zjednodusit na tvar

(125+43 : \/5) .

-

10 Pozn. red.: Autor toto tvrzeni nijak nezdiivodnil.
1 Té7 Archimédovymi. :-)
12 Tato véta byla téméf sto let slavnym otevienym problémem. Dokazali ji aZ

v roce 1976 Wolfgang Haken a Kenneth Appel. Nejprve urcili vSsechna mozna
usporadani, kterd nasledné rozebrali na superpocitaci na univerzité v Illinois.
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Polopravidelny desetistén nemd kouli opsanou
Prof. Tibor Vansa

Predpokladejme, Ze polopravidelny desetistén druhého druhu z ¢isla 8.5 ma
kouli opsanou. Stied koule opsané ma stejnou vzdalenost od vSech vrcholu. Ze
symetrie musi stfed koule opsané leZet ve stfedu pétithelniku BCDEF (viz
obr. 21).

Obr. 21 Obr. 22

Ozna¢me hranu desetisténu a. Pro polomér r kruznice opsané pétithelniku
plati (viz obr. 22)

B a B a B /2(5—|—\/5)7 54+ V5 15
T*2_81n36o*m—a~ 720 =a- 10 . ( )

1
2

Vzdélenost stiedu strany BC od vrcholu E je (viz obr. 23)

|SpcE| =c1 4+ ca = (a-cosb4®) + (a - cos18°) = g A/5+2-V5.  (16)

E
a a
54°
F . D
) G
189 ¢
a
a a FE
a (7
B Sec c B Sec C

Obr. 23 Obr. 24
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Vzdélenost stfedu strany BC od vrcholu G je (jednd se o rovnostranny
trojihelnik)
a 3 V3
|SBcG| = =

=a- =q. 17.1
2tg30° 2.3 2 (17.1)
Pozn. red.: Vzdéalenost |SpcG| lze uréit téz z Pythagorovy véty

2 1 3
1S5cG| = /|GBP — |Spc B = y/a? — (g) —ay1-7= ga. (17.2)

Podle kosinové véty plati (viz obr. 4)

|SpcG|? = |GE|? + |SpcE|* — 2|GE||SpcE|cos 3,

(18)
odtud
cosﬂ*a2+%2(5+2.\/g)_%a2* 6+2-V6
2.a-2v5+2-5 1(vV5+2-V5)
(6+2:v5)- (V5+2-V5)  (6+2-V5)-(V5+2:5)
N 1(V25—4-5) 4(V25-4-5)
\/(6+2~\/5)2~(5—2~\/5) \/(36+24-\/5+20)~(5—2~\/5)
4(v/25—4-5) B 4.5 B
CJ(4+6-V5) - (5-2-V5) /101805 28 V5 60
B 21/5 a 25 B
/545
V1o (19)
Potom v dostaneme také podle kosinové véty
vP=r24+4a%—2ra-cosf3, (20)
po dosazeni
s o 5+VE o, o 5+VE) [ [54+VE )
viEat Ty a2 (“ 10 ¢ 0 |-
(21)
_a2 |1 VB .55 _azll_\/j’
210 10 210
tedy
5-5
v =a .
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5—-+5 5+ V5
V10 U7\ 10 (23)

a tedy vzdalenost vrcholu G od stiedu je jina nez vzdalenost vrcholu B, C, D,
FE a F od stfedu, nemtze mit téleso kouli opsanou.

Pozn. red.: Piedvedeny vypocet je prilis slozity. Kosinus tihlu (8 Ize spocist
daleko jednoduseji ze vzorce

Cosﬂra.\/5+\/5\/5+\/5’ (24)
a a 10 10

navic je vlastné zbyte¢né tuto hodnotu pocitat, protoze (vzhledem k tomu, zZe
trojihelnik SGE je pravouhly) stac¢i pouzit Pythagorovu vétu

GS* = |GE]” - |GE,

Protoze

neboli
vi=a° —r°.

Martin Krsek

Téma 2 — Cebysevovy polynomy

Dalsi dikazy
Doc. Vasek Cuvicek

V predchozich piispévcich jsem dokazal vztah pro n-ty CebySeviiv polynom:
fn =2cos (n arccos (g)) . (1)

Chtél bych nyni dokézat rekurentni vztah f,1o = xf,+1 — fn, ktery plyne
z predchoziho zapisu. Podle vzorce

1 1
cosa:cosy:icos(x—y)—&—icos(a?—&—y) (2)
milzeme psat

T for1(z) =2 - 2cos ((n + 1) arccos g) =

X X
=4 cos (arccos ) - cos ((n + 1) arccos ) =
2 2 (3)

=2 cos <n - arccos ;) +2-cos <(n + 2) arccos g) =

= fn(x) + f71,+2(93) .
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Po odecéteni f,(z) od pravé strany dostdvame hledanou identitu. Vzhledem
k tomu, Ze x € (—2;2), nemame ani problém s defini¢nim oborem.

Nyni jiz vime, ze dany rekurentni vztah plati. MuzZeme jej FeSit klasickou
metodou pro feseni rekurentnich rovnic. Kofeny charakteristického polynomu
A2 —zA+1=0 jsou

1

1
)\172:§Ii§ .’172—4. (4)

Protoze x € (—2;2), piSme radéji A1 o = %a: + %Im V4 — 22,
Pro Cebyseviiv polynom n-tého stupné bude platit

folz)=A- (;x—i—;lmxﬂl—:ﬂ) +B- <;x—;Im\/4—x2)

n

()

Konstanty A, B v pfedchozi rovnici zjistime z podminky pro prvni Cebyseviv
polynom fi(z) = x:

x—A-(;x+;lm\/4—w2>+B'(;x—;Im\/4—x2>. (6)

Z rovnice je jasné, ze A = B (polynomy nemaji nerealné koeficienty), pak
také A = B = 1. Ziskali jsme implicitni vztah pro Cebyseviv polynom n-tého
stupné

1

fn(x)z(;x+21m 4—z2>n+<;x—élm 4—:1:2)n. (7

Odtud by se daly stanovit koeficienty tohoto polynomu zapsaného klasicky.
Prosté bychom si mocniny zavorek rozepsali pomoci binomické véty. VSechny
liché mocniny v zévorkich se odedtou (aby tam nezistaly imaginarni i). Po-
kousel jsem se vyraz upravovat, ale k zadnému péknému vysledku jsem se
nedostal.

Bzuco

Zadani — s krizkem po funuse

Jak jisté vite, dosli jsme v minulych é&islech v teorii CebySevovych polynomi
hodné daleko, ale stale nam ziistalo nékolik nevyfeSenych problémii:

e Cebysevovy polynomy lichého stupné jsou liché funkce a polynomy
sudého stupné jsou sudé funkce. Proc¢?

e Jsou Cebysevovy polynomy jednotlivych stuprii uréeny jednoznac-
né?

® Pro¢ plati vztah fp41 (z) = xfy (x) — foo1 ()7

e Jak vypad4 funkce f (x) = lim, . fn (2) a existuje vitbec?
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e Umeél by nékdo dokazat vztah

? 1 o

Jestlize se chcete Cebysevovym polynomiim dale vénovat, posilejte ndm sva
feseni i naddle. Budeme se na né tésit a otiskneme je v piistim ro¢niku B .
Honza ,Tatka®“ Bitta

Téma 3 — Tepelny stroj

Reakce na otazky polozené v Cisle 5
Doc. Vasek Cuvicek

Nebudu si hrat na to, Ze jsem to vymyslel, ale radéji budu citovat z Elektriny
a magnetismu (V. Petrzilka, S. Safrata, P¥irodovédecké nakladatelstvi Pra-
ha, 1953).

V roce 1795 pozoroval Alessandro Volta, Ze pii styku dvou riiznych kovii
mezi nimi vznika rozdil potencialii. Velikost tohoto kontaktniho potencidlu za-
visi jen na chemickém slozeni dotykajicich se kovii a na teploté mista styku.
Dnes vime, ze pii dotyku libovolnych dvou latek dochazi k pronikani elektronti
touto sty¢nou plochou. Jsou-li obé latky stejné, prochazi v obou smérech styc-
nou ploskou stejné mnozstvi elektronii a soustava zistava elektricky neutralni.
Dotykaji-li se vSak dvé latky A a B, které se liSi svou vystupni praci a prostoro-
vou hustotou elektronového plynu, piechazi jednim smérem vice elektronii nez
druhym.

Zavislost kontaktniho potencialu na teploté zpiisobuje, ze v uzavieném ob-
vodu, slozeném ze dvou ruznych latek A a B, zaCne protékat proud, jestlize
sty¢né plochy maji riizné absolutni teploty Ty a Ty. Jestlize napf. pro dané
latky A a B roste kontaktni potencial s teplotou a je-li Ty # T, protéka obvo-
dem proud. Tento jev se jmenuje Seebeckiv jev.

Je znam téz jev obraceny, ktery objevil v roce 1834 Peltier, ze totiz pri
prichodu proudu obvodem se misto styku dvou vodic¢u ohfiva, nebo ochlazuje.
Jouleovo teplo, vzniklé ve vodici, je tmérné I?. Naproti tomu teplo, piipiso-
vané Peltierovu jevu, je umérné prvni mocniné, a tedy zavisi na sméru proudu.
Protéka-li proud sty¢nou plochou stejnym smérem, jaky ma proud pii ohrati
této stycné plochy v Seebeckové jevu, stycné misto se ochlazuje. Proud vyviji
teplo, které piisobi proti zméné vyvolané Seebeckovym jevem.

Tyto jevy jsou zpiisobeny vlastnostmi elektronového plynu ve vodici a za-
vislosti jeho vlastnosti na teploté. Elektrony samy piechazeji do okolniho pro-
stfedi, ¢imz se miize vytvorit na rozhrani napéti. Pomoci uvedenych jevii se
v soucasné dobé také méri teplota.
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Gumovy tepelny stroj

Jeho Géinnost nebude asi nejvétsi. Richard P. Feynman pise u svého stroje'?,
ze vykon zahfivacich lamp 400 W postaci tak na zvednuti mouchy. Ma tedy
dost malou u¢innost.

Bzuco

Téma 4 — Provazky

Prof. Tibor Vansa sa domnieva, Ze nejestvuje uzol nekonecéného stupna, t.j. ta-
ky, Ze na jeho rozpletenie by ndm nestacilo koneéne mnoho krat zmenit krizenie
povrazku. Je to pravda? Dokéze niekto matematicky skonstruovat povrazok ne-
kone¢ného stupna?

Peto

Téma 5 — Rimské fontany

Prakticky zostrojitelné vodopady
Mgr. Tomds Stec

Pozn. red.: Autor zaslal svoje vypocty k dvom modelovym vodotryskom. Bohu-
zial dostala sa medzi ne numerickd chyba. Tiito chybu sme opravili a prindSame
vam clanok s opravenym hodnotami a miernymi Gpravami.

Jednoduchd fontanka

Predstavme si dajakti amforu,
z ktorej bude voda vytekat vodo-
rovne. Tu nie je treba velky rozdiel
— vysok. Nech je rozdiel vysok hla-
h  din v prvej a druhej nddobe Ah =
H, = 1,5m a hibka hladiny hornej né-
doby H; (pozri obrazok) tiez 1,5 m.
Hibka hladiny spodnej nadoby je
teda Ho = 3 metre. Nech z hornej
Ah nadoby tréi nahor trubka vysoka!4
H; = 2,5m zahnutd do vodorov-
nej roviny. Vytokova rychlost vody
je 3m-s~! a prietok pri priemere
trubky 0,5cm je 0,2m3/hod. Te-
raz si predstavme, Ze fontana bude

13 Pozn. red.: Feynman sa o tomto tepelnom stroji zmietiuje v druhom dieli
svojich Prednésok z fyziky (slovensky preklad).

14 Pozn. red.: Merané od hladiny v hornej nadobe.
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pracovat len za denného svetla (pre zjednoduSenie 12 hodin). Za tento ¢as tiou
pretecCie 2,6 metra kubického vody, ¢o je zhruba 2600kg vody. Na to potre-
bujeme aj patri¢ne velkit nddobu (zhruba jeden meter vysoki s priemerom
dva metre — napriklad). Voda bude striekat do vzdialenosti asi 1,4m od tstia
amfory, ktoré je vo vyske 1 m nad hladinou.

Po uplynuti 12 hodin, ked sa bude voda nachédzat v dolnej naddobe, kde je
ndm na ni¢, napochoduju aspoii $tyria otroci, ktorf buda fungovat ako éerpadlo.
Povedzme, ze maji vedra o objeme 10 litrov a maja ich dokopy tri. Jeden otrok
naberé vodu zo spodnej naddoby, dalsi podéva vedro hore, dalsi vodu vylieva do
hornej nadoby a posledny podava vedro dole. Ked priemernd cesta vedra bude
trvat napriklad 10 sekiind, tak za minuta preleju 60 litrov. Preliatie 2,6 metra
kubického im bude trvat asi tristvrte hodiny. Podmienkou je, Ze na nadobach
budt ventily (teda aspoii na vstupe do dolnej), inak fontdna bude striekat
dalej.

Alebo sa pouzije zapojenie podla schémy, kde rurka, ktora vedie do spodnej
nadoby z rezervoaru, siaha az po hladinu vody vo fontanke. Potom ventil ne-
treba, lebo hladina vody vo fontanke klesne na troven tustia rarky do spodnej
nadoby. Ziadna dalsia voda sa uz dolu nedostane. Na opitovné nastartovanie
fontdny bude treba priliat vodu do fontany.

Skutoény vodotrysk

Spodné nidoba nech je Hy = 5 metrov pod hladinou a ustie ,vodotrysku*
nech je meter nad hladinou. Hladina hornej nddoby H; zasa dva metre pod,
a teda ndm vychédza, Ze vodotrysk bude striekat do vysky 3 metre nad hladinu.
Rychlost vody bude 6 metrov za sekundu a prietok pri rurke s priemerom
centimeter bude 1,8 metra kubického za hodinu. Tu by sa uz otroci namakali
viacej.

Poznamka k precerpaniu vody

V skuto¢nosti potrebujeme dostat nadobu, ktord je o par ton vody tazsia,
hore a prazdnu nadobu dole. Keby boli ventily na rirkach a rary by sa dali
odpojit pri povrchu nddob, na vymenu nadob by sa dal pouzit cely kladkostroj.
Samozrejme za predpokladu, Zze by bolo dost otrokov. Pri priemernej faznej
sile otroka 50kg a pouziti dvojitej kladky (dva kotuce) by nddobu z prikladu
s vodotryskom muselo uz po jednej hodine prevadzky zdvihat asi 20 otrokov,
a to je dost vela. Dalsia moznost je, Ze zo spodnej nadoby by sa voda po
ukonéeni prevadzky uz definitivne vyptstala mimo fontédnu a do hornej nddoby
dotekala voda napriklad samospaddom. Myslim, Ze toto je celkom prijatelné
rieSenie (aspon bola vo fontane stale ¢istd voda).

Realita, ¢ize kipelna

Pouzil som dva pohére od Nutelly (sklo, uzéver plast) a jeden velmi podobny
pohér, ale cely plastovy (ako fontanku). Celé som to pospajal hadickami (vni-
torny priemer 0,5 cm) a izoloval tmelom. Vyska Hj bola pri tejto fontanke 27 cm
a Hz — H;y bolo 10 cm. Teda voda mala striekat do vysky 10 cm nad hladinu.
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Prvy pokus bol absoliitne netspesny — voda tiekla do dolnej nadoby, ale
nahor sa nedostalo ni¢. Po vysuseni a dalSom izolovani (lepiacou paskou) som
dosiahol to, Ze voda z tstia hadicky asporni zacala vytekat. Bol to ispech, Ze sa
vobec dajaka voda von dostala.

Dovody su jasné: Prili§ velky priemer hadi¢iek — lepsie bolo pouZit slamky,
lebo pri tomto priemere vsetka voda pretecie fontankou za par sekind. Ale,
a to je hlavné, nedostatocné utesnenie aparatury. To sa najlepsie prejavilo, ked
som zacal aparattiru prefukovat protismerne, aby som dostal vodu zo spodnej
nadoby. Mnou vofuknuty vzduch s radostou unikal cez miesta, kde hadicky pre-
chédzali plastovymi vieckami ,,podzemnych“ nadob. Vzhladom na minimélne
mnozstvo vzduchu v celom systéme bolo jasné, Ze aj minimélny tnik sposobi
nefunké¢nost fontany.

Pozn. red.: Ako to potom Rimania izolovali!? Vedeli by ste povedat?

A zasa ten Feynmann!

Co sa tyka rotujicej vrchnej ¢asti, tak to je zas inSpiracia konferenciou a kon-
krétne The Feynman’s inverse sprinkler problem. Tam je tedria rozpracovana
dost podrobne a ja len dodévam, Ze pre potreby fontany zahneme eSte konce
ramien nahor, aby neostriekala Iudi naokolo v okruhu peknych par metrov. Tu
by mozno Rimania mali problém s vyrobou poriadnych lozisk, ale hadam by
nieco vymysleli ... nechdm to na nich.

Bzuco

Téma 6 — Alibaba a ctyficet loupezniku

Reseni prvniho problému (39 zachranénych ...)
Mgr. Stanislav Basovnik

Pokud stoji trpaslici'® v fadé za sebou, je potieba, aby ten posledni v fadé
poslal néjakym zptisobem informaci co nejvice ostatnim trpaslikiim. On sdm mé
polovi¢ni pravdépodobnost, Ze uspéje. Nalezl jsem zptisob, jak se miize kazdy
dalsi trpaslik zachranit. Posledni trpaslik spocita pocet vSech bilych cepic, které
vidi prfed sebou. Pokud je tento pocet lichy, fekne ,bila“, ale pokud je sudy,
fekne ,Cervena“. Tato informace je vSak tplna jen pro trpaslika stojiciho tésné
pred nim. Predpokladejme, ze kazdy trpaslik slysi vSechno to, co se déje za
nim. Kazdy trpaslik tedy vi, kolik éepic domluvené barvy (v mém piipadé
bilé barvy) je pfed nim, nebot je vidi, a jakmile na néj dojde fada, tak uz vi,
i kolik ¢epic té barvy bylo za nim. Odtud kazdy zjisti, jestli je ona suda ¢i licha
¢epice domluvené barvy na jeho hlavé nebo ne. Pii této strategii se 39 trpaslikt
zachrani kazdopadné a jeden ma polovi¢ni pravdépodobnost. V priméru se
zachrani 79 z kazdych 80 trpajzliku.

15 Pozn. red.: Redakcia sa neztotoziiuje s premenovanim liipeznikov na trpas-
likov.
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34 zachranenych ...
Lenka Kovaléinova

V prvom pripade by mohli lupeZnici zvolit stratégiu, aby sa pri ¢o najmensom
pocte ndhodne hovorenych ¢iapok dozvedeli, aky je pocet bielych a aky je pocet
¢ervenych ciapok. Vtedy by si ten, ktory hada, uz len spocital pocet ¢iapok
Cervenej a bielej farby, a tym by vedel, aka ¢iapku mé na hlave on.

Cislo 40 sa d4 v dvojkovej stistave zapisat Siestimi znakmi (pomocou é&islic
0 a 1). Teda ak to, Ze lupeznik povie ,biela ¢iapka“, bude znamenaf nulu
a ,Cervend Ciapka® jedni¢ku, mozeme pomocou odpovedi prvych Siestich zistit,
kolko je pred nimi napriklad dervenych ¢iapok. Teda prvy, ktory hida, povie
bud ,biela® alebo ,éervena®, podla toho, ¢ je v zapise ¢isla, ktoré udava pocet
¢ervenych ¢iapok medzi prvymi 34 zbojnikmi, v dvojkovej stustave na prvom
mieste 0 alebo 1. (Dohodn sa, Ze takto si pomocou Siestich prvych signalizuja,
kolko je Cervenych ¢iapok medzi ostatnymi 34 lupeznikmi.) Druhy, ktory héda,
si taktiez zrata, kolko dervenych ¢iapok je medzi zvySnymi 34 lupeZznikmi, a
povie druht cifru tohto ¢isla ... az napokon siedmy vie, kolko ¢ervenych ¢iapok
mé spolu s nim 33 lupeznikov, ktori st pred nim. A teda uz vie zistit, akii méa
éiapku, lebo bud je pred nim tolko, kolko signalizovali, alebo o jednu menej, ¢o
znamena, ze mé on ta cervenu. No a ostatni potom zas vedia pocet cervenych
uz bez toho siedmeho, lebo vedia, Ze on uhadol ... a tak dalej.

32 zachranénych ...
Dr. Lenka Beranovd

Ukézu zpisob, jak zachranit 4 loupeznikt z 5, naptiklad takto: 40. loupeznik
fekne
bild: pokud ((36. a 37. maji stejnou barvu) A (38. a 39. taky)) ANEBO
((36. a 37. maji riznou barvu) A (38. a 39. také riznou))
cervend: ve zbylych pripadech.
Ukézu to na prikladu: situace poslednich péti loupeznikt necht vypada na-
sledovné:

36. 37. 1 38. | 39. | 40.

~ ~ ~ v

¢ b ¢ ¢ ¢

Pak 37. vidi pouze 36., 38. vidi 37. a 36. a podobné.

40. 1. Rekne ,gervena® podle vyse uvedené domluvy, nahodou se zachrani,
protoze ma zrovna ¢ervenou ¢epici.

39. 1. Vi z toho, co fekl 40. 1., a z toho, co vidi pfed sebou, ze ma stejnou
barvu jako 38., tedy ¢ervenou, fekne to a zachrani se.

38. 1. Slysi, ze 39. ma Cervenou, vi Ze m4 stejnou, fekne ,Cervend® a zachrani
se.
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37. 1. Z toho, co tekl 40., a z toho, ze slysi, ze 38. a 39. maji stejnou barvu,
vi, ze ma jinou barvu nez 36. 1., a fekne tedy ,bila“ a zachrani se.

36. 1. Sice nevidi nic, co by mu pomohlo, ale zato vSechno slySel, takze
mu doslo, Ze mé jinou barvu nez ten za nim, fekne tedy ,Cervena”
a zachrani se.

Timto zptisobem se muze s jistotou zachranit 32 loupeznik.

Pozn. red.: Vsetci ostatni ste dokdzali zachranit aspon 20 lipeznikov. Niek-
tori z vas navrhovali rézne znamenia, aké si lipeznici mozu dévat: Mgr. Lucka
Vasickd a Doc. Martin Demin farbu hlasu, Dr. Dana Berdnkovd buchnutie po
ramene lupeznika pred nim.

Pokial ide o druhti ¢ast problému, mnohi z vas navrhli, aby si liipeznici
vybrali jedného spomedzi seba, ktory si nahodne tipne a ostatni napisu ,nevi-
em.“ To navrhoval Bc. Lubos Ulicnyj, Doc. Vdclav Cvicek, Doc. Martin Demin,
Dr. Lenka Beranovd, Prof. Tibor Vansa, Lenka Kovaléinovd. Ini z vas navrhli
opét triky, napriklad Ze sa ostatni na toho jedného budii alebo nebudi divat
(Mgr. Zuzana Rozlivkovd), otacanie hlavou (Dr. Jozef Tinaj), poskrabanie sa
za uchom (Doc. Martin Demin). Velmi pekny trik poslal Mgr. Tomds Stec:

Stratégia
Mgr. Tomds Stec

Hovorif nemozu, ale mozu sa hybat, takze sa postavia vedla seba dvaja. Dalsi sa
pozrie na nich — ak maji rovnakt farbu ¢apice, postavi sa lubovolne bokom od
nich, ak maji réznu farbu éapice, postavi sa medzi nich. Dali zbojnici buda
prichddzat po jednom a kazdy sa postavi na rozhranie bielych a Gervenych
Ciapok.

Takto nam vznikne rad vedla seba stojacich zbojnikov. Niekde v tomto rade
bude predel cervenych a bielych ¢iapok a na jednu stranu od tohto predelu
budd len c¢ervené, na druht len biele ¢iapky. Zbojnik, ktory mé vsade okolo
seba rovnaku farbu, méze napisat farbu, ktoré je okolo neho, len dvaja zbojnici
na predele, ktori okolo seba vidia aj biele aj ¢ervené ¢iapky, napisu ,neviem*.

Navrh na premyslanie

Pokuste sa vymysliet a poslat nam dalSie zaujimavé tlohy o lupeznikoch a stra-
tégidch. Ak budi pekné a netrividlne, uréite ich uverejnime.
Peto
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Téma 7 — Vylievanie flase

Jak nejrychleji vyprazdnit ldhev
Mgr. Lukads Pavlovsky

Jak nejrychleji vyprazdnit ldhev? Pocitejme s 0,7-litrovou ldhvi o vnitinim
priméru hrdla 16 mm. Navrhy na nejrychlejsi vyprazdnéni jsem rozdélil do
dvou zékladnich skupin:

a) vyprazdiiovani bez pouZiti externich néstroji,
b) vyprazdiiovani s pouZitim externich néstroji.

Vyprazdnovani bez pouziti externich nastroji

Nejjednodussi zpiisob je vyuziti vlastni setrvacnosti vody v lahvi. Lahvi mi-
zeme udélit zrychleni napf. prudkym pfimocarym pohybem ve sméru vertikalni
osy (¢ili zespodu nahoru), pfi¢emz na ldhev a vodu plisobi opa¢né setrvacénd
sila. Hodnoty zrychleni nemohou nartstat donekonecna, protoze by k tomu
bylo zapotiebi nekonec¢né velké sily, ktera by lahev rozdrtila. Zrychleni je tedy
omezeno mechanickou pevnosti ldhve. Zjistit, jak velkou maximalni silu vydrzi,
by pro mne bylo velice obtizné, a tak jsem dany tudaj odhadl. I kdyz se toto
¢islo muze podstatné lisit od skutecnosti, pocitejme s tim, ze nase ldhev vydrzi
tlakovou silu 2000 N, coz odpovid4 dvéma metrickym centtim.'®

Pokusné jsem zjistil primérny cas, za ktery se plnd ldhev umisténa svisle
uplné vyprazdni bez setrvacné sily, jen diky sile gravitacni:

t~12s.

Na vodu ptisobi tihové zrychleni 10 m/s2. P¥i umélém zrychleni ve vodorov-
ném sméru pusobi na ldhev s vodou sila limitné se blizici maximalni sile 2000 N
(pro jednoduchost vypoctu pouzijme F = 2000N). Objem vody je 0,71, jeji
hmotnost je tedy 700g. Hmotnost lahve je asi 100 g, ¢ili celkova hmotnost je
800 g. Maximalni zrychleni celkové soustavy pak je

F
a=— =2500 5 ~ 250g, 1)
m S

kde ¢ je normalni tihové zrychleni. Ze vztahu pro rychlost rovhomérného po-
hybu vyplyva, ze voda pfi zrychleni 250¢g vytece 250-krat rychleji, nez pii vyté-
kani zptsobeném gravitaci. Voda tedy vytede za 12/250s = 0,05s. Podobného
zrychleni bychom mohli dosdhnout p#i kiivo¢arém pohybu na centrifuze.

16 Pozn. red.: Je ale treba rozlisovat, ¢i sila pésobi staticky alebo dynamicky.
Flasa udrzi 200kg v pokoji, ale nie, ak na fu pustime ovela mensie zavazie
z malickej vysky — hovorime o krehkom materiadle. V oboch pripadoch posobi
rovnaka sila, ale impulz sily je rézny.
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Pozn. red.: Sposob vytekania vody cez hrdlo flase si zasluhuje hlbsiu analy-
zu. Pri malom zrychleni je pridenie hrdlom menej turbulentné, ¢ize rychlejsie.
Cim dalej je prudenie turbulentnejsie a voda sa pomalsie vylieva z flage.

Ako napad na experimentdlne overenie navrhujem merat ¢as, za ktory vy-
tecie voda z flaSe, ktora je cez kladku spojend s tazkym kameriom (napr. na
kladkostroji na stavbe). V tomto pripade na vodu pdésobi zrychlenie takmer
2g, preto by mal ¢as byt polovi¢ny. Urobte experiment a porovnajte vysledok
s tecriou.

Vyprazdinovani s pouzitim externich nastroji

Jak jsem drive zminil, dalsi zptsob, jak vyprazdnit ldhev, je pouzit né€které
externi nastroje. Uplné nejjednodussim nastrojem je bréko nebo hadicka.

Brcko muzeme pripojit k cerpadlu. Musi se vsak uvazovat mensi prumeér
bréka (6 mm) nez ldhve (16 mm), aby okolo bréka smérem do ldhve mohl proudit
vzduch pii vycerpavani vody. Kdybychom pouzili hadi¢ku, kterd by byla na
druhém konci pfipojena k néjakému velmi vykonnému cerpadlu, voda by se
z lahve teoreticky dostala velice rychle. Brcko by se dalo také vyuzit jako ,rychly
dopliiova¢ vzduchu“ pri vytékani vody zptisobené gravitaci ve svislém sméru
(ldhev prosté oto¢ime vzhiru nohama).

Kdyby zde br¢ko nebylo, voda by musela vzduch nasavat skrz jeji vlastni
proud, a to by brzdilo jeji vytékani. Pokusné jsem zjistil ¢as vytékani s brékem.
Tento Cas t je podstatné kratsi nez bez brcka,

t~44s.

Tento mechanizmus by byl jisté Gc¢innéjsi, kdyby brcko vzduch nenasévalo,
ale kdyby byl vzduch do né&j vhanén pod uréitym tlakem. Bréko (hadicku)
bychom pfipojili k vykonnému kompresoru. Vzduch by se zacal hromadit mezi
dnem ldhve a vodou (lahev je otoc¢ena vzhiiru nohama) a jeho tlakem by se voda
vytlacovala ven. Tlak je pochopitelné opét omezen pevnosti lahve, a proto je
rychlost vytékani také omezena jako u ostatnich uspotfadani.

Snad nejdokonalejsi zpusob vyprazdnéni vody z ldhve, mimo jeji rozbiti
kladivem, je kombinace nékterych pfedchozich variant. Mizeme dat dohromady
napf. odstredivou silu, ¢erpadlo a kompresor.

Je vSak dulezité mit vhodny primér hadicek. Jestlize je maly prifez ha-
dice kompresoru, vhani se sice méné vzduchu do ldhve — maly tlak — ale voda
je stlacovana vétsi silou, nebot je velky pomér mezi plochou priifezu hadice
a plochou stlacované vody. Je tedy dtlezité stanovit vhodné velikosti hadic¢ek
vzhledem k prifezu hrdla.

Pozn. red.: Domnievam sa, ze vykon kompresora je konstantny, teda ak
zuzime hadicku z kompresora, imerne sa zvicsi aj tlak vyvijany kompresorom.
To potom znamena, Ze prietok nezavisi na priereze hadicky. Situdcia je ale
prilis zjednodusend, pretoze kazdé cerpadlo (kompresor) mé isty maximélny
objemovy prietok. Pri vysokej rychlosti vytekanej vody, tiez treba ratat s tym,
Ze Cast tlakovej energie Cerpadla sa strati v turbulenciach.
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Experiment
Prof. Tibor Vansa

Autor vylieval sklenen, pollitrova flasu od piva pri réznych sklonoch flTase.
Zistil, ze voda sa najrychlejsie vylieva pri sklone priblizne 60°, trvalo jej to
nieco viac ako Sest sekind. Graf zavislosti sklonu flase na vyliati pripomina
podla autora parabolu.

Autor sa rovnako pokusal teoreticky odvodit ¢as, za ktory voda vytecie
z flage. Zistil, Ze vSetky modely predpovedaju kratsi ¢as vyliatia flase, ako tomu
v skutoc¢nosti je. Na zdklade experimentov tvrdi, Ze velk(i ulohu pri vytekani
vody hraji bublinky vnikajtce do flase pocas vytekania.

DalSie experimenty
Doc. Martin Demin

Pri experimentoch som pouzil obyéajni fTasu o objeme 0,7 litra.

Najvicsi problém je dostat vodu von z flase a nahradif ju vzduchom, ktory
sa musi (nanestastie) dostat do flage tym istym otvorom ako voda von. Vtedy
nastédva v prvom a druhom pripade neziadice ,bublinkovanie“. V tretom pri-
pade bublinkovanie takmer nenastéva, pretoze voda je tlaGend velkou silou
von.

1. FTagu naplnime a jednoducho oto¢ime dole hrdlom. Vyliatie trva nieco
cez 12 sekund.

2. Dalsi sposob je otodenie flase dole hrdlom a jej nasledné vytriasanie.
Toto trva okolo 7 sektnd.

3. Este rychlejsi sposob odportcam skisat iba vonku. Flasu chytim do
ruky a budem toéif vo vertikdlnej rovine okolo ramena. Odstrediva
sila posobi v smere hrdla von z flaSe a voda sa tak rychlejsie dostane
von. Cas okolo 4 sektind.

4. Tento spdsob je najrychlejsi, ale neodporicam ho robit so sklene-
nou flasou, pretoze by mohla pri vysokom tlaku praskit. Podstata
je v tom, Ze do flase stréim cez hrdlo hadicku, cez ktort budem pod
tlakom privadzat vzduch, ktory vytlaci vodu. Ja som pouzil akvariova
hadicku. FTasu otoéim a do hadic¢ky pustim tlak. Pri pouziti dvojlit-
rovej plastovej fTase a tlaku okolo 1,5 atmosféry sa flasa vyprazdnila
priblizne za 1,5 sekundy. To znamend, Ze obyéajna 7dl flasa by sa
vyprazdnila asi za 0,5 sekundy.

Pozn. red.: To vsak predpoklada rovnaky priemer hrdla. Svoju
tilohu zohrava aj tvar flase apod.
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Este dajake experimenty
Mgr. Tomds Stec

Flasa, ktori som na pokusy pouzil, nebola podla zadania, kedZe i$lo o sklenent
flasu od sirupu s celkovym objemom 0,36 litra. Vo vysledkoch neuvddzam ob-
jemovy prietok hrdlom, ale rychlost vytoku vody z flase. Rychlost som pouzil
naschval — rychlosti vytekania vody pri jednotlivych spésoboch mézeme priamo
porovnat, ale pri pouziti prietoku by sme museli zohladnif napriklad pritom-
nost hadic¢ky v hrdle. Kedze hadi¢ka nemé zanedbatelny priemer, vplyvala by
znac¢nou mierou aj na hodnotu prietoku.

Pozn. red.: Ak ndm (podla zadania) ide iba o ¢as vytoku, ddleZity je ob-
jemovy prietok, nie rychlost. Nédsleduje zoznam a popis metdd pouZitych pri
vypréazdriovani flase, zoradeny od najrychlejSej po najpomalsiu.

N° metédda  ¢as vytoku rychlost vytoku
1. Tlak 0,84+ 0,055 1,9 ms!

Rovnaky ako spésob ¢islo 4, pouzita
hadicka vSak nemala volny koniec so $tan-
dardnym tlakom, ale moje tsta. Meranim
na pseudofontédnkovej aparatire (obr. 1) I
som odhadol, ze dokazem fukaf tlakom az
3kPa. Teda tymto bol vyrieseny problém,
ako dostat vzduch do flage. Zaroven tento
dodato¢ny tlak zvysil rychlost vody. Pri
tejto metdde voda z flase ,vystrelila“ za

sem foukam

—_—

menej ako sekundu, ¢as vytoku sa meral Obr. 1
dost zle. Metdda spolahlivo obsadila prvé
miesto.

N° metdéda das vytoku rychlost vytoku

2. Krazenie 1,6+0,2s 0,8 ms~!

Podla obr. 2 som fTasu chytil za dno a kra-
zivym pohybom zéapistia som z nej vodu do-
stal celkom rychlo. Metéda skoncila na dru-
hom mieste a na prvom bez pouzitia pomo-
cok. Preco bola rychlejsia ako iné metédy?
Krazenim na vodu pdsobila naviac odstrediva
sila. Pocas pokusov vzduch ,bublal“, vyrov-
naval tlak dnu a mimo flage. Je vyhodné, ked
os otacania neprechddza ziadnym bodom fTa-
Se, a teda odstrediva sila pdsobi na vsSetku
vodu vo flasi. Dalej je vyhodné aj to, ak flaga

Fodstfedivé
—
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nie je v horizontédlnej rovine, pretoze by sme prisli o prispevok tiazovej sily
a na vodu by posobila iba sila odstrediva. Najvyhodnejsie teda vychadza uhol
odklonu od osi taky, aby vyslednica sil lezala na osi flTase.

N° metdéda das vytoku rychlost vytoku
3. Vylievanie 3,6+0,1s 0,36 m.s~!

Proste som obratil fTasu hore dnom. Voda vytekd ,kvantovo“ — vzdy vytecie
nejaky objem vody, cez hrdlo prejde vzduchova bublina, zasa vytecie nejaké
mnozstvo vody atd.

N° metdda ¢as vytoku rychlost vytoku
4. Hadi¢ka  4,5404s 0,34 m.s™!

Vylievanie obohatené o hadicku, ktord by mala dostavat vzduch do flase a za-
branit tak prebubldvaniu vzduchu cez hrdlo. Mal som nasledujice problémy.
Hadicku sa mi nikdy nepodarilo vlozit do flase tak, aby v nej nebola voda
a neblokovala vzduch a zdroven sa vlozenim hadicky zmensil prierez, kadial
vytekala voda.

Pozn. red.: Vsimnite si, Ze rychlost vytekania v tretom a v Stvrtom pripade
st takmer rovnaké. Naznacuje to, ze hadickou neprudil do flase ziaden vzduch.
Je to mozno preto, lebo otvor hadicky bol priliS maly a povrchové napétie
zabrénilo vode z nej vytiect.

N° metdda ¢as vytoku rychlost vytoku
5. Naklananie 7,0+£0,7s 0,2 m.s~?

Spdsob, ktory bol pouzity skor koli srande a ako dokaz toho, Ze je vyhodnejsie
flagu obrétit hore dnom ako postupne naklanat.!” O &o islo? Jednoducho som
flasu postupne sklanal vzdy tak, aby v Usti zostalo miesto, kadial mohol prudit
dnu vzduch. Zabranilo sa tym vytvaraniu bubliniek, ale rychlost vytoku vyrazne
poklesla.

Zaverecné poznamky redakcie

Na vytokovi rychlost vody z ustia flase maji najviacsi vplyv turbulencie, vzni-
kajiice mieSanim vody a pohybujiice sa oproti pridiacemu vzduchu. Velkd cast
energie sa stréca prave v nich. Bolo by zaujimavé sledovat, ako sa meni doba
vytoku v zévislosti na teplote vytekajiicej vody. Cim vicsia viskozita vody, tym
menej je voda poddajna a vylieva sa pomalsie. Viskozita klesa takmer exponen-
cidlne s teplotou. Znamend to, Ze vraca voda sa z flase vyleje takmer okamzite?
Pokiisi sa dakto z vds zmerat zdvislost ¢asu vytoku na teplote vody a napiSe
spravu do budiiceho ro¢nika?

Bzuco

17 Pozn. red.: Porovnaj so zistenim Prof. Tibora Vansu.
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Reseni uloh

Uloha 4.1 — Na jedné lodi plujem ... (5b)

Zadani: Dwva parniky pluly po mofi konstantni rychlosti beze zmény sméru. V 11.55 byly
od sebe vzddleny 5 mil. Ve 13.10 je deélilo v/10 ndmornich mil a ve 14.50 byla jejich vzddlenost
3v2 mil. Na jakou nejkratsi vzddlenost se parniky k sobé dostali behem plavby?

Reseni:

Tato tloha §la vyfesit mnoha zptsoby. VSechny ale mély néco spoleéného —
vhodnou volbu soufadné soustavy, ze které celou situaci posuzujeme. Vsechna
spravna feSeni po nékolika procedurach dospéla ke stejné volbé. Prvni parnik
byl uréen jako pocatek souradné soustavy (jako by celou situaci popisoval pa-
sazér tohoto parniku). Druhy parnik se vii¢i prvnimu pohyboval néjakym ndm
neznamym smérem a rychlosti. I s tim se da leccos udélat. Kdyz si celou situaci
pootocime, stejné jako je zobrazena na obrazku 1, vzdalenosti ani rychlosti se
nezméni a nam to pomtize k jednodussimu feSeni.

Obr. 1

Necht se Origo'® celou dobu vyskytuje v po¢atku P, zatimco Infinitus pluje
po piimce z bodu A do bodu C. V bodé A se nachéazi v ¢ase 0. V bodé B v case
75 min, v bodé C v ¢ase 175 min.

Déle uz pouzivam jen matematicky zapis rovnic bez fyzikalnich jednotek.

Pokud si oznac¢ime v rychlost, kterou se pohybuje Infinitus po pfimce vuci
Origovi, pak mtzeme prohlasit, ze | AB| = T5v. Velikost tusecky |AB| si mizeme
vyjadfit pomoci Pythagorovy véty z trojihelnikt APQ a BPQ

|AB| = 750 = /52 — d? — /10 — d2. (1)

Stejné tak

|BC| = 100v = /10 — d2 + /18 — d2 . (2)

18 Origo znamen4 latinsky poéatek a Infinitus nekoneéno.



B VII/6-7 31

Vydélenim obou rovnic dostaneme

VBB V10— &2

V10 — @2 + V18 — a2’ (3)
4-(V/25 —d2 — /10— d?) = 3- (/10 — &2 + /18 — d?)..

Rovnici umocnime

3
1

16- (25 — d?) — 24 - /(25 — d?)(18 — d2) + 9(18 — d?) = 490 — 494> .  (4)
Provedeme substituci d? = z
562 — 25x — 490 + 49z = 24 - /(25 — x)(18 — z) ,
72 4 247 = 24 - \/450 — 43z + 22
Po vydéleni 24 a umocnéni vyjde

9+ 6z + 22 = 450 — 43z + 22,

=9,
tj. minimdlni vzdélenost obou parnikt je d = /z = 3 mile.
Tot vse.
Khayis
Uloha 4.2 — Jak to vidi kruznice? (5b)

Zadani:  Jak se v dutém zrcadle zobrazi kruznice se stiedem v jeho ohnisku? Predpoklddejte,
Ze polomér kruznice je mnohem mensi neZ polomeér krivosti zrcadla.

Reseni:
Zavedu si soufadnou soustavu s pocatkem v ohnisku tak, Zze osa x mifi od
vrcholu zrcadla (tedy splyva s optickou osou) a ostatni osy jsou na ni kolmé.
Protoze je kruznice mnohem mensi nez polomér kfivosti zrcadla, mohu za-
nedbat zakfiveni zrcadla kolem jeho vrcholu a predpokladat, ze paprsky jdouci
rovnobézné s optickou osou se odrazi od roviny, ktera prochazi vrcholem a je
kolmé na osu x (na obr. 1 je vyznacena ¢arkované). Déle paprsek, mitici do
vrcholu se musi odrazit symetricky vzhledem k optické ose. Tim mam dané dva
paprsky, mohu zjistit jejich priisecik a pak napsat zobrazovaci rovnici.
Na obrézku 1 je zndzornéno, jak se zobrazi bod A o soufadnicich [z, y].
7 podobnych trojuhelniki je vidét, ze plati

f+x f+a f @
y Y Yoy T Ty W)

Pro bod v roviné zz plati diky symetrii stejny vztah jako pro bod v roviné zy.
A protoze jde o linedrni zobrazeni, transformuji se stejné i souradnice libo-
volného bodu v prostoru pied zrcadlem. (Jakykoliv bod lze totiz ziskat jako
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4

L el Ll

Obr. 1

linedrni kombinaci soufadnic bodt lezicich v téchto dvou rovinach.) Dostavame
tedy tTi rovnice

/_f2. r Iy ’ Iz
r =—3 y =—-—— a zZ=——.
X x X

(2)

Pro bod A leZici mezi ohniskem a vrcholem zrcadla plati stejné vztahy. (Ten,
kdo tomu nevéfi si to mize vyzkouset sam. :-))

Chci zjistit, jak se zobrazi kruznice se stfedem v ohnisku — to znamend
kruznice s obecnym polomérem otocend libovolnym zptsobem. Jakékoliv oto-
¢eni této kruznice se da slozit z rotace kolem osy x a rotace kolem osy z. Cela
soustava je ale symetrickd vi¢i optické ose (ose ), takZe staci zkoumat kruz-
nici otocenou o thel ¢ kolem osy z. Parametrickd rovnice kruznice v roviné yz
o poloméru r je

x9=0; Yo = 1 Cost; zp = rsint. (3)

Otocenim se nijak nezméni z-ovéa soufadnice a jako nové x (resp. y) se pouzije
ptvodni yo vyndsobené sinem (resp. kosinem) tihlu ¢,

x =rcost-sing; y=rcost-cosp; z=rsint. (4)

Po zobrazeni v zrcadle podle vztahu (2) vyjde nésledujici kiivka

I
rcost-sing’
y’:—rcost-cosgw#:—fcotgcp; (5)
7 COSt - sinp
2 = —rsint - / __ tgt.

rcost - sinp sin ¢
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Soufadnice 3’ nezavisi na ¢, obraz kruznice bude cely leZet v roving rovnobézné
s rovinou xz posunuté o y’. Pohledem do chytré knizky zjistim, Ze zbyvajici
vztahy pro 2’ a 2’ jsou parametrickou rovnici hyperboly se stfedem v pocéatku
(v tomto pfipadé v ohnisku), a po vylouceni ¢ ziskdm

2?r?sin® ¢ 2?sin ¢

f* f?

2

1. (6)

Reélna osa je tedy ve sméru optické osy a délky poloos jsou

__f _f
a= —= a b= — .
rsin @ sin

Nejmensi obraz vznikne v ptipadé, Ze kruznice lezi v roviné zz (siny = 1).
Kdyz ji budu otacet, rozméry hyperboly porostou a bude se celd stale vice
posouvat ,nahoru* nebo ,dolt* (zavisi na sméru, kterym kruznici ota¢im).
Pritom vétev hyperboly pfed zrcadlem odpovida pilkruznici, kterd je pfed
ohniskem, a druha vétev, ktera se zobrazi za zrcadlo, a je tedy jen zdanlivym
obrazem, odpovida pilkruznici lezici mezi vrcholem zrcadla a ohniskem. Dva
body kruznice, které jsou pfesné na ohniskové roviné mohu zanedbat, protoze
z nich vychézi limitné nulové mnozstvi svétla.

Kdyz budu kruznici natacet do roviny yz, bude se z pohledu pozorovatele,
ktery se diva podél osy x, jedna vétev hyperboly priblizovat a zaroven také
posouvat do strany (rostouci 3’ a a), naopak druhd vétev se bude vzdalovat
do nekonecna a zaroveni se bude vrchol hyperboly pfiblizovat k vrcholu zrcadla
(protoze x klesa rychleji, neZ roste ypsilonova vzdélenost od osy).

Pri nataceni na druhou stranu se situace opakuje s jedinym rozdilem, ze
obraz je ted na druhé strané od optické osy. Ve chvili, kdy se kruznice do-
stane az do roviny yz (sin ¢ = 0), splynou ,vzdalensjsi“ ramena obou hyperbol
a pozorovatel uvidi opét kruznici v nekonecné vzdalenosti.

Jeji thlova velikost z&visi na vzdéalenosti d oka od ohniska zrcadla a vychézi
pfiblizné (d/ f)-krét vétsi nez velikost pfedmétu (za predpokladu, zZe tgx ~ x,
ktery je, vzhledem k malym rozmértim kruznice a tudiz i malym uhlovym
velikostem, opravnény).

Mgr. Tomds Stec nam napsal, ze prakticky provedl pokus s kruznici umis-
ténou kolmo na optickou osu, a ta se skutecné zobrazila opét jako kruznice.

Marble

Uloha 4.3 — Priemety priamok (5b)

Zadani:

Nekolik mimobéznyjch primek v prostoru, které se neprotinaji, se zobrazi do horizontdlni roviny.
Tyto projekce jsou nakresleny tak, Ze na prusecicich vidime, kterd cédra je vys a kterd miz.
Jsou projekce na obrdzcich 1a, 1b a 1c mozné? Lze najit postup, jak zodpovédét danou otdzku
v obecném pripadé?
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\ / I3
3
Iy
\4 a b |c

Obr. 1a Obr. 1b Obr. 1c

Reseni:

Usporiadanie podla obrazku la nie je mozné. To sa
dokéze sporom. Predpokladajme, Ze mame 4 priamky 1}/ 2
ako na obrazku 1, pricom priamky oznac¢ime c¢islami 1
az 4. Je zrejmé, ze priamku 1, ktora prechadza ,pod“ AN
priamkou 3, mozme ,spustit nizsie“, aby sa pretinala / 3
s priamkami 2 a 4. Potom podobne sklopime priamku 3 /
tak, aby pretala priamky 1 a 4. Napokon priamku 2 oto-
¢ime okolo bodu, v ktorom pretina priamku 1 tak, aby 4
sa pretinala s priamkou 3 (a nadalej prechadza ,pod*“ Ob

. . . . . ., r. 2

priamkou 4). To je uréite mozné. Teda ak je mozné po-
vodné usporiadanie priamok, tak je mozné aj usporiadanie priamok na ob-
razku 2. Priesecniky priamok 1-2; 1-3 a 2-3 nam definuju ista rovinu. V tejto
rovine urcite lezia priamky 1, 2, 3 a zrejme aj priamka 4, lebo sa pretina s priam-
kou 1 a s priamkou 3 (mé teda dva body, ktoré lezia v tejto rovine, a preto
tam lezi celd). Z toho plynie, Ze priamky 2 a 4 lezia v jednej rovine a musia sa
pretinat (keby boli rovnobezné, boli by rovnobezné aj na obrézku 1 a 2, ako
aj na kazdej projekcii). Preto obrazok 2 nie je mozny, a teda nie je mozné ani
usporiadanie priamok na obrazku 1.

Podobne ukéZeme, Ze ani usporiadanie podla ob-
razku 1b zo zadania nie je mozné. Oznacme si priamky
As |Bs a, b, caly, ls, I3 ako na obrazku 1b. Priamku [, opét
I5 LSpustim® tak, aby pretinala priamky a a c. Priamku

Ay 1By |Co Y Iy zas ,naddvihnem“, takZe bude taktieZ pretinat a a c.
lo Potom s priamkou b urobim toto: tam, kde prechadza
L,nad® Iy, ju ,spustim®, takze bude pretinat [; a tam,

u (%

A B o |

5} b kde prechadza ,,pod“ ls, ju ,naddvihnem“, takze bude
a ¢ pretinat i lo. VSimnime si, Ze fakt, Ze b prechadza ,nad*“
Obr. 3 l3, sa tym nezmeni. No a napokon urobim podobnu vec

s priamkou [3, takZe bude pretinat a a b a bude pre-
chadzat ,ponad“ c. (Jednotlivé kroky si kreslite.) Dostaneme teda konfigura-
ciu z obrazku 3. Prieseéniky priamok si oznacime A;, As tak, ako na obrazku.
Chceme ukézat, Ze to nie je mozné. Priamky /1 a ¢ ndm definuju rovinu, ktora
pracovne oznacime horizontdlna rovina. Vzdialenost nejakého bodu od tejto
roviny nazvime vyska bodu. Je teda zrejmé, Ze body Ay, Az, Az, B; a C1 maju
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nulovil vysku. Oznaéme x, resp. y, vzdialenost priemetov priamok I; a lo, resp.
Iy a I3, do horizontélnej roviny. Podobne u, resp. v, bude znadit vzdialenost
priemetov priamok a a b, resp. b a ¢ (obr. 3). Bod, ktory lezi na priamke I3
,had“ priamkou ¢, ozna¢me a;; a bod na priamke ¢ ,pod* nim oznacme 6’; . Ak
vysku nejakého bodu X oznaéime v(X), tak zrejme v(C3) > v(Cs). Je jasné,
ze ak v(Bz) = ez, tak (kedZe b je priamka) v(B3) = € (z +y). Potom ale vyska
bodu Cs je v(Bg)“t =g z%EY Teda

w(C) = v(Cy) TY — BTV EY )BT
U(Cg):v(Bg)u+v zs(w—i—y)uzv.

Vidime, 7e v(C3) = v((/l'\g), ¢o je spor s v(Cs) > 0(6’;) Priamky /; a ¢ sa
teda taktiez pretinaju.
Poznamenajme, Ze existuje aj iny po-
stup rieSenia bez pouzitia rovnic. Uloha v
je totiz velmi stara, pochadza povodne od 1
gréckeho matematika Euklida. Jeho riese- | A7
nie je taktiez velmi pekné a najdete ho | ;
v knihe Zobrané spisy gréckych matemati- | 3
kov, zv. 3, str. 296 (Albatros). 4 : :
Napokon ukazem, ze usporadnie pria- | e J

mok na obrazku lc je mozné. Projekcia | 6 [
priamok z obrazku 4 na podstavu kocky
nam dé prave obrézok lc (premyslite si!).
Zvislé hrubé ¢iary sa premietnu do bodu,
ktory je v projekcii ,priesecnikom“ pri-
slusnych priamok.

Obr. 4

Pozn. red.: Na tomto mieste by som rada pochvalila Mgr. Jozefa Straského,
ktory jediny nasiel rieSenie.
kolektiv € Jarka

Uloha 5.1 — Padajici bublinky (7b)

Zadani:  Urcité jste uz nékdy vidéli mydlovou bublinku, jak se pomalu sndsi k zemi. Zkuste
se ted ma takovou bublinku podivat trochu vice fyzikdlné. DokdZete urcit, jakou rychlosti bude
klesat a na jakijch vlastnostech tato rychlost zdvisi? Zkuste potrebné udaje zmérit nebo kvalifi-
kované odhadnout a porovnejte vas model s vysledkem experimentu.
Nebo muzete postupovat naopak. Zmérte rychlost padani u co mejvice ruzngch bublinek za
riuzngch podminek a ze zjisténgch udaji odvodte néjaky obecny vztah — na éem a jak ta rychlost
24Vist.
Reseni:

Tedria padu bublinky

Pozrime sa na to, aké sily budi posobit na padajicu bublinku. Predpokladajme,
ze tato bublinka ma tvar gule a vSade rovnaka hribku. Pésobia na nu tiazova
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sila a odporova sila vzduchu, teda plati
Fo+ (Fgv — Fup) — Fo =ma, (1)

kde F; je tiazova sila posobiaca na bublinku bez vzduchu vo vnutri, Fy, je tiaz
vzduchu vo vnutri, F,, je vztlakova sila pdsobiaca na bublinku (pre jednodu-
chost pocitajme iba so silou posobiacou na vzduch vo vnitri bublinky) a F, je
odporovi sila. Ak si spoéitame Reynoldsovo ¢islo'?, zistime, Ze pridenie okolo
bublinky je laminarne, a preto pouzijeme Stokesov vzorec

F, =6mnRv,

kde F), je lamindrna odporové sila, n dynamicka viskozita a R polomer bublin-
ky.

Objem bublinky spocitajme priblizne ako jej povrch krat hriubka h. Rozdiel
tiazovej a vztlakovej sily pdsobiaci na vzduch vo vnutri bublinky sa spocita
z narastu tlaku vo vnutri bublinky vdaka povrchovému napéitiu mydlového
roztoku

ng -5, = V(szm - szout) g = AQVZVg7 (2)

kde gy, je hustota vzduchu vo vnuatri bublinky a gy,,, je hustota vzduchu
mimo nej. Zo stavovej rovnice idedlneho plynu dostaneme

M M R,T AMRmT_ ml
PV*MimRmTv inMim’ AP*TMim*AszMm- (3)

V predchédzajtcej rovnici sme oznacili M hmotnost vzduchu vo vnttri bub-
linky a My, = 0,029 kg/mol moldrnu hmotnost vzduchu.
Po dosadeni vysledkov rovnic (3) a (2) do (1) dostaneme

ApMm

47-”/.2hgvoda g =+ W

Vg —6mnrv=ma. (4)

Ak chceme najst iba rovnovaznu rychlost, staci, ked na pravej strane v rov-
nici (4) polozime a = 0. Konstanta ¢ ~ 40mN/m znaé povrchové napétie
mydlového roztoku. Vo vzorci je pouzité 4o, pretoze bublinka mé dva povr-
chy, vonkajsi a vnatorny, a kazdy z nich prispieva k zvySeniu tlaku vo vnutri

bublinky Ap = 27" Teda

2rg

Voo = &5 (thoda

o 40 My, ) - (5)

Y 3R.T

Pri porovnani prvého a druhého ¢lena zatvorky v rovnici (5) zistime, ze ich

.....

40 My /(B3RnT), preto druhy ¢len zanedbame. Hrabka bublinky bola brana

19 Reynoldsovo &islo udéva, & je pridenie turbulentné alebo laminarne.
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h =1 pm. Tato hodnota sa opiera o pozorovand skutoc¢nost, ze pri vyfukovani
bublinky je mozno pozorovat jej dihové zafarbenie, spdsobené interferenciou
svetla na tenkej vrstve. Kedze viditelné svetlo ma vlnovt dlzku niekolko sto
nanometrov, hribka bublinky bude s touto vlnovou dlzkou porovnatelna az
vicsia. Teda

_ 2gh@voda

Voo = 3 r~300[1/s]-r. (6)

Vidime, Ze s velkostou bublinky nam rychlost padu rastie priamo tmerne.
jeho hriibka. Z rovnice (6) to nie je vidno. Stvisi to so zanedbanim v rovnici (2),
kde sme predpokladali, ze vztlakova sila pésobi iba na vzduch vo vnuatri bub-
linky, a nie na samotny mydlovy roztok tvoriaci blanu. Rozmyslite si problém
podrobne.

ZloZitejSia tedria
Nasledujtice pasaze vyzaduji elementarne znalosti zakrtenych hadov.2? V pri-
pade, Ze tuto tedriu neovladate, je vhodné si ju nastudovat.

Zaoberajme sa teraz pohybom bublinky analyticky. Rovnicu (4) upravime
na tvar

1 do My 4 6
— 4dth voda 2 — ’ S
m((ﬂgdg)r—’_TRmT:;ﬂ—Tg) mu
(47hovodag)r® 6 _ . _d (7)
m m dt -’
~——
A B

Opit sme zanedbali v zétvorke druhy élen. Rovnica (7) je jednoduchd diferen-
cidlna rovnica. Jej rieSenim dostaneme:

: v(t) o(t)

1 dv 1 A 1 B
0 0

Dopocitame zrychlenie a drahu bublinky v zavislosti na case

_ do(?)
S dt

s(t) :/v(t)dt:g (t— 1;Bt> . (9.2)
0

20 Pre sucharov: nasledujtce pasaze vyzaduju znalosti integralneho poctu.

= Ae Bt (9.1)
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Podla (9.1) v koneénom &ase zrychlenie nikdy neklesne na nulu. BeZne sa za
Cas, za ktory sa systém dostane do ustaleného stavu, berie hodnota poklesu
povodnej hodnoty na 1/e. Tomuto ¢asu sa hovori relazacny cas.

a(trelax) = e_la(O) =A-e7 !, teda trelax = B (10.1)
Za ten cas prejde bublinka drahu
A 1 _ hovedagm 1
S(trelax) = =g r€ = ot 2 (10.2)

B2 9

kde m je hmotnost celej bublinky.

4 r
m=mi+mg = 47T7ﬁ2@voda + g 7”"3:szin = 47['7"2 <Qvodah + § sz) s

kde m; je hmotnost mydlovej blany a msy je hmotnost vzduchu vo vnttri bub-
linky.

Bublinka o priemere 4 cm dosiahne rychlost zhruba 0,6 m/s na drahe nie-
kolko desiatok centimetrov.

Diskusia
Na skuto¢nii rjchlost bublinky bude mat vplyv mnoho dalsich faktorov. Vy-
menujme ich postupne. Tento zoznam urcite nie je kompletny, spomenieme iba
tie, ktoré maja najvicsi vplyv a ktoré nas napadli.

Obr. 1 Obrazok ukazuje zlievanie sa vody v bublinke.
Sipkou je naznacena voda v dolnej ¢asti bublinky, ktora
sa tam zliala z vrchnej Casti.
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— Teplota vzduchu: KedZe do bublifuku fikame tstami, vzduch vo vnutri
bublinky je teplejsi ako okolity vzduch. Preto sa ndm pri experimente
moze obcas stat, ze bublinka namiesto toho, aby padala, bude sti-
pat smerom nahor. Skuste si fukat bublinky v zime, mozno uvidite
zaujimavé veci.

— Zlievanie vody smerom dole: Na bublinku pri jej pade pdsobi tiazova
sila. Tato sila spdsobuje, Ze voda tvoriaca bublinku klesa. Zhromaz-
duje sa v dolnej ¢asti, ako vidite na obrazku, ktory nam zaslal Dr. Petr
Cermdk. Dosledok je zmena hrubky stien a najmé tvaru bublinky.
Rovnako bublinka rychlejsie praskne, ¢o moze stazovat merania.

— Twvar bublinky: Bublinka m4 isty polomer. Vdaka tomu sa vzduch
okolo stredu bublinky (vzduch niekde medzi spodnou a vrchnou éas-
tou bublinky z vonkajSej strany) pohybuje rychlejsie ako vo velkej
vzdialenosti. Toto vytvara dodatoény dynamicky tlak, ktory sa snazi
bublinku roztiahnut do podoby tenkého disku. Proti tejto sile posobi
sila povrchového napétia, ktord sa ju snazi vratit do tvaru gule. Vdaka
turbulenciam nedosiahneme stabilny tvar bublinky. Bublinka pri pade
smerom dole ,,plachti“, meni tvar a nepada po priamke smerom k ze-

.....
.....

..........

vuju pri jej pade. Toto ma za néasledok zmenu rychlosti padu, vzo-
rec (6) prestava platif. Prechod medzi lamindrnym a turbulentnym
pradenim apriori nie je okamzity, ale postupny. Nemo6zeme si pred-
stavif, ze v jednom okamihu plati Stokesov vzorec pre laminérne
pridenie, a ihned potom Newtonov vzorec pre turbulentné priadenie
F, = 1/2C},Sov?. Naviac ¢im vidsia bublinka, tym mensia je sila po-
vrchového napiitia a vdaka tomu sa tvar bublinky menej podobd na
gulu.

— Odparovanie vody: Voda na povrchu sa prirodzene odparuje smerom
von aj dovnutra. Hribka bublinky je velmi mald, a preto vyparenie
trva velmi kratko. Teda, prebieha takou istou rychlostou ako napriklad
na otvorenej vodnej hladine (ak zanedbdme zmenu tlaku nasytenych
péar sposobent zakrivenym povrchom), ale na malej hribke blany. To-
to, spolu s tedenim vody smerom dole, sposobuje jej kratku zivotnost.
Cim je suchsi vzduch, tym rychlejsie sa voda odparuje. Ak by sme
chceli robif ¢o najpreciznejsie experimenty, mali by experimentovat
v kupelni, predtym pouzitej ako sauna. Trvanie bublinky zavisi na
case ako

1—¢o

1—¢ "’

t(p) =to

kde ¢ je vlhkost vzduchu a ¢q je vlhkost vzduchu pri ndm zndmom
¢ase trvania bublinky. Tento vzorec sa d& jednoducho odvodif z toho,
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7e z povrchu bublinky ndm von vystupuje 100 % ¢astic a do bublinky
vstupuje ¢ % castic. Urcit konstantu to(1 — @) si vyzaduje zlozity
pristup, kde sa pocita energeticka bilancia celého systému.

— Koncentrdcia roztoku: Cim je roztok, z ktorého vyfukujeme bublin-
ky, koncentrovanejsi, tym pomalsie sa odparuje voda z jeho povrchu.
Molekuly saponatu sa nastavaji vhodne k povrchu, aby zaberali ¢o
najmensi povrch, a je preto tazké dodat im dostatok energie, aby opus-
tili povrch. Naviac si1 v porovnani s molekulami vody vicsie, treba im
dodat viacej energie, aby sa vymanili zo silového posobenia ostatnych
molekil. Cas trvania bublinky zrejme exponencialne zévisi na koncen-
tracii roztoku. Bola pozorovana bublinka, ktord v uzavretej nadobe
existovala viacej ako 10 hodin.

— Pri nafukovani sa ment hrubka bublinky: Experimentalne odpozorova-
né. Podla sposobu, akym filkneme do bublinky, sa meni hribka bublin-
ky. Treba si uvedomit, Ze sila posobiaca na bublinku je imern4 hrubke
bublinky. To ma potom za nasledok, ze dvakrat hrubsia bublinka pada
dvakrét rychlejsie, pozri rovnicu (6)! Zavislost hriabky bublinky na jej
polomere je ndm neznama, ale urcite zavisi na sposobe vyfukovania
bubliniek. Cim rychlejsie vyfikneme bublinku, tym bude je hribka
daju robit. Ak nezoberieme bublifuk pevny, ale povraz upevneny na
tyc¢iach, mdzeme vytvorif bublinky s priemerom viacej ako jeden meter
— vysku$ajte si to. Proste povraz ponorite do jari a nasledne ,,méch-
nete“ tyc¢ami (do prdzdna, nie na mladsieho brata).

— Difizia vzduchu von z bublinky: Vdaka tomu, Ze vo vnutri je vacSi
tlak ako vonku, je snaha molektl vzduchu dostat sa von z bublin-
ky. Mydlovéa bublina pdsobi ako priepustnéd membrana. Nakolko tento
efekt rozrusuje silové posobenie molektl sapondtu navzajom, sa ndm
nepodarilo zistit.

Komentare k rieSeniam

Na obrazku vidite vase namerané hodnoty rychlosti padu bubliniek v zavislosti
na ich priemere. Pri blizSom pohlade si mozZete vSimnat, Ze namerané udaje
najlepsie sedia Jane Satopletovej, naopak Dr. Petr Cermdk mal pri experi-
mentoch najmensie $tastie. Podla tychto merani vychddza priemerna hribka
bublinky 0,18 + 0,02 ym.

Sklon znézornenej priamky je umerny hrubke bublinky. Vidime teda, Ze
mensie bublinky Jany Satopletovej a Mgr. Tomdsa Steca maju Statisticky véc-
giu hrubku ako viésie, v zhode s predpovedou. Dr. Petr Cermdk zrejme vytvaral
bublinky inym spésobom.

Treba eSte upozornif na to, ze namerana rychlost je mensSia ako skuto¢na.
Dovodom je, Ze experimentatori merali rychlost bubliniek aj v Case, ked sa
rychlost padu este neustalila. Nakolko tento efekt vstupuje do chyb merania,
sa z nameranych hodnot nedd urcit. Nikto tieZ nespomenul, ak(i chybu ma
meranie priemeru bublinky. Této chyba je urcite poriadne velka.
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¢enia rychlosti bublinky, tym mensi déraz sa kladie na samotni hodnotu.

Vybrané Casti rieseni

Mgr. Tomds Stec: Bublinka sa na zaciatku nafukovania dihovo zafarbila, po-
tom vsak pri priemere asi tak jednej ppl (pingpongovej lopticky) farbu stratila
a zmenila sa na ¢iru. No napokon po presiahnuti priemeru asi troch ppl zase
ziskala dihové zafarbenie.

Z tohoto je zrejmé, Ze bublinky maji hribku porovnatelnt s vlnovou dizkou
viditelného svetla, ¢o je 400-700 nm. Ak mé svetlo (farbu ktorého vidime) in-
terferujtice na mydlovej bubline vinovi dizku ), potom hriibka bublinky je

_2k+1
T4

h

A, keN.

Mgr. Tomds Stec: Istym dékazom zvyseného tlaku v bublinke je jednodu-
chd vec: Pri nafukovani cez ocko bublifuku som pri pouZiti druhého roztoku
vytvdral vicsie bublinky, ktoré sa ale taZsie oddelovali. Niekedy ostali uchytené
na ,fukare“ a cez otvor ocka celkom vyrazne unikal vzduch. T.j. vo vnitri bol

vacst tlak.
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Dr. Petr Cermdk: Z pokusu jsem vypozoroval, Ze z bublinky pii pddu stékd
po jeji sténé sapondt, a hromadi se v kapce na spodku bublinky (vid obr. 1). Je
to videt na stinu bubliny na obrdzku. Kazdd bublina je tedy jinak tézkd. Zdvisi
na zpusobu foukani, na tom, kolik saponatu bylo nabrdno atd.

Dr. Petr Cermdk:  Vétsi bubliny pri pddu ménd svij tvar. Jak padagi, zplos-
tugi se, a spodni ¢dst bubliny md tendenci se zakulatit dovnity do tvaru paddku.
K takovému tvaru vsak nikdy nedojde, protoZe se po velice malé dobé bublina
L»prekuli”. Ziskd tim rotaci a jeji koeficient odporu se zcela jisté zméni. Proto
doba pddu zdvisi © na velikosti bubliny, nejsem sto vsak odhadnout jak.

Jana Satopletovd: Pokusem bylo zjisténo, Ze bublinky, které jsou z roz-
toku obsahujictho méné jaru, padaji rychleji. Neni to vsak zpisobeno tim, Ze
Ojar < Ovoda- Z toho plyne, Ze hmotnost bublinky s mensim mnoZstvim jaru je
VELsi.

Moze to byt sposobené tiez tym, ze bublinka s jarom drzi lepsSie svoj tvar.

Bzuco

Uloha 5.2 — Cisla ze &ty &islic (5b)

Zadani: Ulohy ve stylu ,Napiste ¢islo 6 pouze pomoci ctyi ctyrek” a podobné asi zndte.
My ale nechceme podcenovat vase schopnosti, takze vam tu predkladame zajimavéjsi problém.
Vymyslete, jok vypadagi vyrazy, obsahujici pravé ctyri pismena n a jinak libovolné mmnoZstvi
jingch znaki kromé cisel a pismen, takové, Ze pokud ma misto n napiseme libovolnou cislici
od jedné do deviti, bude mit vijraz pokazdé stejnou hodnotu. Napft. jednicku miZeme vyjadrit

takto:
n+n

n+n’

Dokdzete timto zpusobem napsat vSechna prirozend c¢isla od jedné do 217 A jde to vibec?
Pozn.: V této uloze je dovoleno psat desetinnd cisla bez pocdatecni nuly. Tedy vyraz ,n bude
mit, pokud za n dosadime dvojku, hodnotu 0,2.

Reseni:

Jak mnozi z vds poznamenali, nebyla tato Gloha zadana prilis exaktné, takze
se objevily rizné nazory na to, které operace lze pouzit, pfipadné si nékteri
vymysleli vlastni operace i s vlastnimi symboly. Na druhou stranu jdou vSechna
¢isla do 21 vyjadrit jen pomoci zcela standardnich symbold.

Pomoci zékladnich operaci (+, —, X, /) a s mozZnosti vySe uvedeného zépisu
desetinného ¢isla jste vSichni vymysleli alespon nékteré z vyrazti s hodnotou 1,
2,3,8,9, 10, 11, 12, 19, 20 nebo 21. Ve vsech jde jen o vhodnou kombinaci
operaci, takze je zde nebudu rozepisovat. Nékterym z vas prebyvalo ¢tvrté n,
které uz nebylo kam napsat. Pokud to neni mozné vyresit rozdélenim zlomku
na dva, stadl vyuzit naptiklad toho, Ze n = \/n - n.

Dalsi bézné pouzivana operace je faktoridl. Ten nam pomuze k ¢islu 6,
protoze 3! = 6.

Vsechna dalsi ¢isla do 21 mimo ¢trnéactky lze vytvofit celkem jednoduse, po-
kud znédme zapis devitky pomoci dvou n. Navodem k nému je hodnota podilu
n

5 = 0,n... (tedy ¢islo s nekoneénym desetinnym rozvojem). Jiné casto pouzi-

vané oznaceni je 0,n. S vyuzitim poznamky v zadani mtzeme zapsat devitku
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pomoci dvou n jako
9=".

D
Pokud se nékomu nelibi symbol prouzku pro nekoneény desetinny rozvoj, tak si
misto néj mize dosadit trojtecku, kterd ma vyznam opakovani az do nekonecna
a je definovana i v CSN.

Odmocnénim ziskdme trojku, pfipsanim faktoridlu Sestku. To vSe pomoci
dvou n, takze uz mame dostatecny zaklad pro napsani dalSich cisel.

Pravdépodobné bude stale zbyvat ¢islo 14. To se da zapsat s vyuzitim sym-
bolu pro celou ¢ast — napriklad jako LlO . \/ij, tedy pomoci n

(n+n)-n
n

14 =

Dr. Dana Berankova vymyslela originalni zptsob jak zapsat libovolné ¢islo.
Napt.

(11X

14 = +n—nmn+n—n.

Pozn.: Jestli nevite, co to znamend, podivejte se na zdpis z konference na sous-
tredént ve Skiipiné, kapitola Maysky svét casu a cisel. ;=)

Pokud budeme chapat n jako proménnou a cely vyraz jako funkci, ktera
musi mit pro celd n od jedné do deviti stejnou hodnotu, je mozné pouzit i deri-
vaci. Tak se d4 vyjadrit tfeba ¢tyika nebo, jak napsal Vojta Kuban, sedmicka

7=(((n-n-n))) +n.

Marble

Uloha 5.3 — Superkomprimace (5b)

Zadani:  Firma ZeoSync™ ohldsila sedmého ledna, Ze prdvé ona hodld poloZit novy milnik
oboru komprese dat, a to vynalezenim perfektniho komprimacniho algoritmu. Tento algorit-
mus md umoznit bezztrdtové komprimovat libovolny (obsahujict i uplné ndhodné data) soubor
priblizné stokrat.

Na tiskové konferenci na dotaz novindie: ,Jak vnimdte zndmou poucku®', turdici, Ze néco
takového prosté neni mozné?“ odpovédel mluvci firmy ndsledovné:

wTenhle duvod jsme slyseli uZ mnohokrdt, Ze to nemuzZe fungovat.

Lidé casto prohlasuji, Ze prdvé tohle je divod, pro¢ mase technologie nemize fungovat.
Hodldme tento mytus zbotit. Dokazujeme to, co pred ndmi nikdo nedokdzal. Dovedeme zkom-
primovat libovolnou (every single) permutaci n-prvkové mnoZiny. Detaily budou uwvefejnény
behem nékolika dni.“

Dovedete dokdzat vyse uvedenou poucku? Co si myslite o lidech, kteri pracuji pro firmu
ZeoSync™ 2

21 Tato poucka — véta — mluvi o tom, Ze neni mozné najit algoritmus, ktery by
dovedl kazdy soubor bez vyjimky zmensit alespon o jeden znak. Mysli se tim sa-
moziejmé bezztratova komprese, algoritmus musi byt schopen zkomprimovany
soubor rozbalit zpét na pivodni beze zmény.
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Reseni:
Na tvod. Bezstratovou kompriméciou rozumieme takt kompriméciu, ktora do-
kéze skomprimovany stibor rozbalit na povodny bez zmeny jeho obsahu.

Dokaz sporom

Tvrdenie. Neexistuje algoritmus, ktory by bezstratovo dokdzal skomprimovat
kazdy subor dlzky n bitov aspon o jeden bit.

Dokaz sporom: Predpokladajme, ze vyssie uvedené tvrdenie neplati. Sibor
mé dizku n bitov, bit méze nadobtidat hodnotu 0 alebo 1, takZe rozliénych
stborov dlzky n je 27.

Tento stibor méme skomprimovat na stibor kratsi. Spoc¢itajme si, kolko exis-
tuje moznych stiborov kratsich ako n. Ich pocet ozna¢me N. Existuje 2771,
stiborov dlzky n — 1 bitov, 272 dlzky n — 2 bitov atd.

n 2TL 27L
N=2onlgon=24 4onn="_4 " 4+ 4+ =
+ + + 5 +22+ +2n
1 1 1 1
=9n | = _ _ — =919 ")y =97 _1
(2+4+8+ +2”> ( ) ’

kde v dolnom riadku sme scitali geometricky rad.

Saborov dlzky najviac n — 1 je 2" — 1, &o je o jeden menej ako stiborov
dlzky n. To potom podla Dirichletovho principu znamena, ze aspon dva sibory
dlzky n sa musia zobrazif na ten isty (kratsi) sibor. Tento kratsi stbor nie je
komprimac¢ny algoritmus schopny dekddovat na povodny, jednoducho preto,
lebo pdvodné subory st dva. Musi si jeden z nich vybrat, ¢o je v spore s tym,
7e komprimacia je bezstratova.

»Dokaz" zdravym sedliackym rozumom

Predstavme si, ze dokdZeme (bezstratovo) skomprimovat sibor dlzky n bi-
tov. Skomprimovany stibor ma dfzku maximalne n — 1 bitov. Aviak aj tento
stbor mozeme bezstratovo skomprimovat. Matematickou indukciou dojdeme
k zéveru, ze subor dlzky n moézme skomprimovaf na stbor dizky 1. To by zna-
menalo, Ze kazdy stbor je moZno skomprimovat na jednu jednotku alebo nulu.
Dokonca sme tento stibor schopni skomprimovat na stbor nulovej dlzky.

A firma ZeoSync™?

Ak moze maf subor dlzku nula, tak ho samozrejme mézeme skomprimovat
na dlzku —1 :-))). A tak dalej. Nepotrebujeme Ziadne disky, sta¢i nAm jeding
bit pamiiti (a ako ste videli, ani to nie), aby sme sa postarali o vSetky vase
data.

Psssst ..., nikomu to nerikejte, ale ve skutecnosti je to pravda. Fakt. Ne-
nechte se zmast a IN VES T UJ T E, bude to jizda stoleti!!! ?2

Bzuco

22 Cit4t, rovnako ako aj zadanie tohto prikladu, bol prevzaty z WWW stranky
http://www.root.cz/clanek.phtml?id=1010
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Tituly uvedené v pfedchozim textu sloui pouze pro ucely FES .

Ve vysledkovych listindch sloupecek ) ;| predstavuje soucet vSech bodi
ziskanych v naSem seminéfi, ), je soucet bodu v aktudlni sérii a ), soucet
vSech bodt v tomto ro¢niku (tedy pro feseni prvni série musi byt Y, =>",).

Adresa redakce:

M&M, OVVP, UK MFF
Ke Karlovu 3
121 16 Praha 2

Telefon: (02) 2191 1235
E-mail: MaM@mam.mff.cuni.cz
WWW: http://mam.mff.cuni.cz

Casopis M&M je vydavan za podpory Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity
Karlovy a stfedoceské pobocky Jednoty Ceskych matematikt a fyzikd.
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Vysledkové listina po 6. sérii

Ulohy
Poradi | Jméno Roénik Z—l tl t2 t4 t5 t6 rl r2 r3 ZO Zl
1. | Prof. Tibor Vansa 235 3 5 3 5 1 1 18 95
2. | Doc. Vasek Cvicek 4. A 180 | 12 3 5 5 25 T4
3. | Dr. Petr Cermak 63|19 4 5 5 33 63
4. | Doc. Martin Demin 149 4 5 2 11 58
5. | Prof. Jirka Klimes 4. B 301 5 4 9 52
6. | Mgr. Andrej Pidik 36 3 0 5 36
7. | Mgr. Stanislav Basovnik 30| 6 7 13 30
8. | Mgr. Josef Strasky 28 5 4 9 28
9. | Mgr. Lukas Chvatal 25 5 10 25
10. | Mgr. Jan Spirik 23 0 23
11. | Doc. Honza Kluson septima 106 | 14 14 21
12. | Mgr. Zuzana Rozlivkova 20 4 1 5 20
13.-14. | Dr. Peter Balis 2. A 62 2 0 2 1 5 19
Bc. Tomas Stec 19 6 6 1 2 1 16 19
15.-16. | Bc. Helena Kubatova 17 1 1 17
Dr. Jozef Tinaj 4.D 56 4 4 8 17
17. | Doc. Miroslav Frost oktava A | 150 0 16
18. | Bc. Jan Verfl 14 0 14
19.-20. | Dr. Dana Berankova 2. 51 4 4 13
Bc. Lukas Pavlovsky 13 3 3 13
21. | Vojtéch Skubanic 9 0 9
22. | Dr. Lenka Beranova oktava C 54 5 5 8
23. | Vitézslav Kala 0o 7
24. | Lenka Koval¢inova 5 1 6 6
25.—26. | Mgr. Jana Babovakova kvinta 26 0o 5
Jifina Pesova 0 5
27.-30. | Michal Rychnovsky 4 0 4
Mgr. Lucie Vasicka 42 0 4
Mgr. Zuzana Svobodova | 4. 28 0 4
Lubos Uli¢ny 4 3 1 4 4
31. | Mgr. Iva Koufilova 4. B 28 0o 3
32.-36. | Bc. Honza Chmelar 4. roc. 13 0 2
Alena Drabkova 2 0 2
Mgr. Zdenék Novacek 33 0o 2
Mgr. Martin Vcelak 29 0o 2
Jana Satopletova 2 0o 2
37. | Mgr. Gabriela Bohacova | 2. 39 0 1
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Vysledkova listina

po 7. sérii

Ulohy
Poradi |Jméno Roénik Z—l tl1 t2 t3 t7 rl r2 r3 ZO 21
1. | Prof. Tibor Vansa 263 | 3 3 6 7 4 5 28 123
2. | Doc. Vasek Cvigek 4. A 195 10 5 15 89
3.-4. | Dr. Petr Cermak 75 6 4 2 12 75
Doc. Martin Demin 2. 166 6 3 3 5 17 75
5. | Prof. Jirka Klimes 4. B 304 3 3 55
6. |Dr. Andrej Pidik 50 5 2 2 5 14 50
7. | Mgr. Tomés Stec 45 8 9 4 5 26 45
8. | Mgr. Stanislav Basovnik 30 30
9. | Mgr. Josef Strasky 28 28
10. | Mgr. Jan Spitik 27 4 4 27
11.-12. | Mgr. Lukas Pavlovsky 25 12 12 25
Mgr. Lukas Chvétal 25 0 25
13. | Mgr. Zuzana Rozlivkova 23 3 3 23
14.-15. | Doc. Honza Kluson septima 106 0 21
Dr. Dana Berankova 2. 59 3 5 8 21
16. | Dr. Peter Balis 2. A 62 0 19
17.-18. | Dr. Jozef Tinaj 4. D 56 0 17
Bc. Helena Kubatova 17 0 17
19. | Doc. Miroslav Frost oktava A 150 0 16
20. | Bc. Jan Verfl 14 0 14
21. | Bc. Lubos$ Uli¢ny 13 6 3 9 13
22.-23. | Vojtéch Skubanic 9 0 9
Jana Satopletova 9 4 3 7 9
24. | Dr. Lenka Beranova oktava C 54 0o 8
25. | Vitézslav Kala 7 0o 7
26. | Lenka Kovaléinova 6 0 6
27.-29. | Mgr. Jana Babovakova kvinta 26 0 5
Vojta Kuban 5 1 4 5 5
Jifina Pesova 5 0 5
30.-32. | Michal Rychnovsky 4 0 4
Mgr. Lucie Vasicka 1. 42 0 4
Mgr. Zuzana Svobodova |4. 28 0 4
33. | Mgr. Iva Kouftilova 4. B 28 0o 3
34.-37. | Mgr. Martin Vcelak 29 0o 2
Mgr. Zdenék Novacek 33 0o 2
Alena Drabkova 2 0o 2
Bc. Honza Chmelar 4. ro¢ 13 0o 2
38.-39. | Richard Bobek 1 1 1 1
Mgr. Gabriela Bohacova | 2. 39 0 1
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Vysledkova listina — VIII. ro¢nik

Série
Poradi| Jméno 1 2 3 4 5 Celkem
1. Prof. Tibor Vansa 23 14 40 18 28 123
2. Doc. Vasek Cvicek 12 37| 25| 15] 89
3.—4. Dr. Petr Cermak 2 8 20| 33 12 75
Doc. Martin Demin 25 10 121 11 171 75
5. Prof. Jirka Klimes 9 100 24] 9 3 55
6. Dr. Andrej Pidik 14| 9 5 14] 50
7. Mgr. Tomas Stec 3 16| 26| 45
8. Mgr. Stanislav Basovnik 171 13 30
9. Mgr. Josef Strasky 9 101 O 9 28
10. Mgr. Jan Spifik 11| 4 8 4 27
11.-12. Mgr. Lukas Pavlovsky 2 8 3 12| 25
Mgr. Lukas Chvatal 2 4 10 25
13. Mgr. Zuzana Rozlivkova | 11 5 3 23
14.-15. Doc. Honza Kluson 5 2 14 21
Dr. Dana Berankova 8 4 8 21
16. Dr. Peter Balis 7 4 5 19
17.-18. Dr. Jozef Tinaj 8 17
Bc. Helena Kubatova 11 5 1 17
19. Doc. Miroslav Frost 3 3 10 16
20. Bc. Jan Verfl 14 14
21. Bc. Lubos Uli¢ny 4 9 13
22.-23. Vojtéch Skubani¢ 9 9
Jana Satopletova 2 7 9
24. Dr. Lenka Beranova 3 5 8
25. Vitézslav Kala 7 7
26. Lenka Kovaléinova 6 6
27.-29. Mgr. Jana Babovakova 5 5
Vojta Kuban 5 5
Jifina Pesova 5 5
30.-32. Michal Rychnovsky 4 4
Mgr. Lucie Vasicka 4 4
Mgr. Zuzana Svobodova | 2 1 1 4
33. Mgr. Iva Koutilova 3 3
34.-37. Mgr. Martin Vcelak 2 2
Mgr. Zdenék Novacek 2 2
Alena Drabkova 2 2
Bc. Honza Chmelar 2 2
38.-39. Richard Bobek 1 1
Mgr. Gabriela Bohacova | 1 1




