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Termin odeslani 25. 5. 2002
Mili resitelé,
po néjaké dobé opét vyslo daldi éislo FBREA. Piprava soustfedéni ndm za-
brala hodné Casu, takze jsme jej nestihli dokoncit dfive. Doufame, Ze vzniklé
zpozdéni omluvite a Ze se vam budou nové tlohy a tématka libit. Také pfipomi-
name, Ze je mozné posilat reakce i na ¢lanky uverejnéné v zapisu z konference
ve Skiipiné.

Redakce 6849
Zadani uloh

Uloha 5.1 — Padajici bublinky (7b)

Urcité jste uz nékdy vidéli mydlovou bublinku, jak se pomalu snasi k zemi.
Zkuste se ted na takovou bublinku podivat trochu vice fyzikdlné. Dokézete
uréit, jakou rychlosti bude klesat a na jakych vlastnostech tato rychlost zavisi?
Zkuste potfebné udaje zméfit nebo kvalifikované odhadnout a porovnejte vas
model s vysledkem experimentu.

Nebo miiZete postupovat naopak. Zmérte rychlost padani u co nejvice raz-
nych bublinek za rtiznych podminek a ze zjisténych tdaji odvodte néjaky
obecny vztah — na ¢em a jak ta rychlost zavisi.

Uloha 5.2 — Cisla ze &ty¥ éislic (5b)

Ulohy ve stylu ,, Napiste ¢islo 6 pouze pomoci étyr ctyrek“ a podobné asi zna-
te. My ale nechceme podcenovat vaSe schopnosti, takze vam tu predkldadame
zajimavéjsi problém. Vymyslete, jak vypadaji vyrazy, obsahujici pravé ctyri
pismena n a jinak libovolné mnozstvi jinych znakd kromé ¢isel a pismen, tako-
vé, ze pokud na misto n napiSeme libovolnou éislici od jedné do deviti, bude
mit vyraz pokazdé stejnou hodnotu. Napt. jednicku muzeme vyjadiit takto:

1:n+n

n+n’

DokéZete timto zpusobem napsat vSechna pfirozena ¢isla od jedné do 217
A jde to vibec?

Pozn.: V této uloze je dovoleno psdt desetinng cisla bez pocdtecns nuly. Tedy
vyraz ;n bude mit, pokud za n dosadime dvojku, hodnotu 0,2.

Uloha 3 — Superkomprimace (5b)

Firma ZeoSync™ ohlasila sedmého ledna, Ze pravé ona hodlad polozit novy
milnik oboru komprese dat, a to vynalezenim perfektniho komprimac¢niho al-
goritmu. Tento algoritmus m& umoznit bezztratové komprimovat libovolny (ob-
sahujici 1 uplné ndhodné data) soubor pfiblizné stokrat.

Na tiskové konferenci na dotaz novinafe: ,Jak vnimdte zndmou poucku!,
turdici, Ze néco takového prosté neni moziné?“ odpovédél mluvéi firmy nésle-
dovné:

»Tenhle duvod jsme slyseli uZ mnohokrdt, Ze to nemiZze fungovat.

Lidé casto prohlasuji, Ze prdvé tohle je diuvod, pro¢ nase technologie ne-
muze fungovat. Hodlame tento mytus zbotit. Dokazujeme to, co pred nami ni-
kdo medokdzal. Dovedeme zkomprimovat libovolnou (every single) permutaci
n-prvkové mnoziny. Detaily budou uverejnény behem nékolika dni.*

Dovedete dokazat vyse uvedenou poucku? Co si myslite o lidech, ktefi pra-
cuji pro firmu ZeoSync™?

Zadani témat

Téma 7 — Vylievanie

Preskuimajte, ako ¢o najrychlejSie vyprazdnit flasu naplnent tekutinou bez po-
uzitia (alebo s pouzitim) akychkolvek externych technickych néstrojov. Experi-
mentéalne zistite ¢as, ktory je potrebny na vyprazdnenie Standardnej sklenenej,
0,7 litrovej mineralkovej, resp. 0,5 litrovej pivnej flase.

KedZe fTasa musi zostat po experimente neposkodend, medzi povolené na-
stroje sa kladivo urcite nepovazuje.

Reseni témat

Téma 1 — Mnohostény

Pozn. red.: Zajimavou uvahu nad tim, proc se na fotbalové mice pouziva praveé
,polopravidelny“ dvaatficetistén, nam zaslal Prof. Tibor Vansa.

I Tato poucka — véta — mluvi o tom, Ze neni mozné najit algoritmus, ktery by
dovedl kazdy soubor bez vyjimky zmensit alespon o jeden znak. Mysli se tim sa-
moziejmé bezztratova komprese, algoritmus musi byt schopen zkomprimovany
soubor rozbalit zpét na ptivodni beze zmény.
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Proc¢ zrovna polopravidelny dvaatficetistén?
Prof. Tibor Vansa

Hledal jsem né&jaky mnohostén misto toho fotbalového. Hral jsem si s dvacetisté-
nem? a pfemyslel, pro¢ se nekutali rovné. Mnohostén se totiz radéji prevali pres
se to predstavi u krychle — viz obr. 1 a obr. 2. Co s tim? Tak vrcholy prosté
ufezeme. Ale tim jsme dostali fotbalovou loptu!
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Obr. 1 Obr. 2

Pozn. red.: Tento zpiisob se zda byti dobrym navodem na , polopravidelna“
télesa. Jaka télesa dostaneme, pokud uiezeme vrcholy ostatnim platonskym
télesim — Ctyfsténu, krychli, osmisténu nebo dvanactisténu?

Mimochodem existuje téleso, které ma vice stén néz ,fotbalovy mic¢“, ale ma
stejné ,pékné“ vlastnosti, tj. kazdy vrchol je tvofen spojenim (ne nutné shod-
nych) pravidelnych mnohotihelnikt o stejné délce hrany, vSechny jeho vrcholy
lezi na jedné kulové plose a kazdy vrchol je stejného typu (tj. stény sousedici
s jednim vrcholem Ize pomoci otoceni a posunuti zobrazit na stény sousedici
s jinym vrcholem?®)? (Tato definice je zobecnénim definice platonského télesa* —
a samoziejmé platonskd télesa zahrnuje.) Nebo vds napadé lepsi definice ,, pék-
nosti“ takovychto téles?

Pokousel jsem se vymyslet jiny zpisob, jak slevit z definice platonského
télesa, abychom ziskali dalsi, i kdyz ,,méné pékna“, télesa. Napadlo mé slevit
z pozadavku existence koule opsané na existenci koule vepsané.® Ze je to sku-
teéné slabsi pozadavek je jasné, nebot viechna platonska télesa kouli vepsanou

2 Pozn. red.: To je dobré volba, nebot pravé dvacetistén je ze viech platon-
skych téles ,nejvice podobny kouli“, tj. ma nejvétsi thel mezi sténami.

3 Bez této dodatecéné podminky by definici odpovidal napi. pravidelny péti-
boky jehlan, jehoz stény jsou rovnostranné trojithelniky.

4 Platonskym télesem nazyvame (konvexni) n-stén, jehoZ vsechny stény jsou
shodné pravidelné mnohotihelniky a vsechny jeho vrcholy lezi na stejné kulové
plose.

5 Zde neni potieba dodateény predpoklad jako v predchozim piipadé, nebot
zde zistava pozadavek stejnych mnohotihelnikii, a tomu napr. jehlan zminény
v predchozi poznamce nevyhovuje. Navic zde nema smysl.

4

mayji, kdezto napf. , polopravidelny* desetistén (viz obr. 3) kouli vepsanou m4
(to je celkem jednoduSe vidét ze symetrie), ale opsanou nikoli (dokazete to
nékdo?).
Toto téleso ma dva typy vrcholi — G
jedny, ve kterych se sbihd 5 hran (A a
G), a druhé, ve kterych se sbihaji ¢tyii
hrany (B, C, D, E, a F). r D
Abychom obé nabizené definice né-
jak odlisili, nazyvejme ,takto polopra-

videlna“ télesa polopravidelnymi télesy B

druhého druhu, kdezto télesa , polopra-

videlna“ ve smyslu definice uvedené na A
predchozi strané polopravidelnymi te- Obr. 3

lesy pruniho druhu.
Pokuste se najit néjaka dalsi polopravidelna télesa jak prvniho, tak druhého
druhu.

vvvvv

konecné mnozstvi?

Be. Stanislav Basovnik vypocital vnitini iihly a polomér koule opsané a ve-
psané (Sestitthelnikiim). Jeho vysledek je narozdil od vysledku jeho pfedchudci
proveden v radikalech® (i kdy# vlastné vSe odvozuje z hodnot goniometrickych
funkci, které nikde nespocital).

Prvky mnohosténu
Be. Standa Basovnik
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Obr. 4

Znam délku hrany a. Odtud se pokusim zjistit ostatni prvky mnohosténu. Vy-
jdu z obr. 4, coz je podle Prof. Tibora Vansy pas, ze kterého je posklddan

6 Ve vyrazech skladajicich se pouze z séitani, odéitani, nasobeni, déleni a
odmocnin.
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mnohostén. Ve svych dalsich vahach pouziji nasledujici hodnoty goniometric-

kych funkei:
1
cos 18° = 3 A/ 5+\/—

1
cos 36° = sin54° = Z 5 + \/5)
1 5
cos54° = sin 36° = 3 \/_ (1.1)
cos(arcsinz) = /1 — 22 (1.2)
a . 18° Oznac¢me si ¢ vzdélenost |BC|. Podle ob-
€2 razku 5 plati
54° .
B 01- C c=c1+co=[a-cosbd’] + [a-cos18°] =

]
_|a 5—|—\/—
- 5 \/

Obr. 5 Po tpravach ¢ = — - \/5 + 2V5.
a

Oznad¢me si b vzdalenost |C'D|. Podle obr. 6

plati u
b=|CD|=2a-cos30° =+3-a. (1.3)
30°) 1 [30°
Spoctéme nyni tihel mezi Sestitihelnikovymi b
sténami o’. Na obr. 4 jsou body P, R, Q a P', R/, c D
Q' vrcholy pravidelnych pétithelnikt, body P,
Q,Q, P aR,Q,6 Q' R pak vrcholy pravidel-
nych Sestithelniki. Pokud z ,fotbalového mice*
ufizneme okoli hrany Q@' dostaneme tdleso na
obr. 7. Pro vzdalenosti plati
Obr. 6
QQ'| =a,
|PP'| = |RR/| = 2a,
|P'Q = |R'Q| =
~ |PQ| = |RQ| =a.

Pouzitim definice funkce sinus
dostaneme

Obr. 7 (Ve skuteénosti je obrézek plossi.)

|PR|

o' =2 arcsin —2—
w1

6

kde pro w; plati, podle rovnice (1.3) (uvédomme si, ze lichob&znik PQQ’P’
jest polovinou pravidelného Sestitithelnika),

b «a
= - = — . 3

w=5=5V3
a vzdalenost |PR| ur¢ime z obrazku 8 (uvé-
domme si, Ze trojuhelnik PRQ vznikl sefiznu- Q
tim pravidelného pétitihelnika) a

36°
|PR|:2a-cos36°=%(1+\/g) . P . R

Po dosazeni dostavame

o =2 - arcsin

e
[SIISH PN
—_
+
5
~

V3 Obr. 8

= 2 - arcsin

Nyni uréime tihel 3 mezi pétitthelnikem a spojnici Sestitthelnikti. Na ob-
razku 9 je stejné téleso jako na obr. 7. Plati

a

B = 90° + arcsin 2 = 90° + arcsin 2 ,
w 2w

kde w spoéitdme jako (P’, Q', R’ jest ¢asti pétithelnika, viz obr. 5)

(5-5).

. a
wzclza-sm36°:§
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Po dosazeni

. 1 1 5+5
B = 90° + arcsin | ————| = 90° + arcsin
[%(5—%)] [ 5-VE B

2- (5+V5) 5+v5
20 10

= 90° + arcsin [

] = 90° + arcsin

Pii uréovani tthlu 7/ mezi Sestitthelnikem a pé&tithelnikem vyjdeme z obr. 10
(lichob&znik PC1Cy P’ jest polovinou Sestitihelnika, lichobéznik NC;Co M Gasti
pétitthelnika a trojthelnik PNC1, resp. P’ M Cy Gasti Sestitthelnika). Dle obr. 6
plati

b ERVE]
v1:§:a~cos30 :741.
Dle obr. 5 plati
1
mes 2 5(5+‘[)

Z obr. 10 pak odvodime

2 2

" — M 2 2 — 2 (1
%hﬂpMP7<WP\\MN» _w< 2(+¢)>

2

—302- % (3 2‘[> 16(48 9+2-3-v5-5 ):“ (17+3~\/5).

2 2

Opét z obr. 10 vypocteme tihel 4/ pomoci kosinové véty (22 = 22 + y% —

—2zycos(LXZY))
012 + U2 — g2

~' = arccos
2@102

8

po dosazeni za v1, v3 a vg z pfedchozich rovnic

~' = arccos

E2E: ~;<5+¢5>—a;<17+w5>] _

= arccos é~6+5+\/371773\/5 —arCCOS|:1-(62\/g)'\/§}—
ERVEINCERE Ui VEe v

- | 3+45 \/14+6\/— (6+v5) 5_v5]

= arccos _ﬁ = arccos NG il

2-1/(25+11V5) (30 - 10V5)

= arccos

\/(100 * 44\/_) ( \/g = arccos | —
V6 (52+ (v5)”) -

V750 — 550 + 330v/5 — 250v/5
= arccos | — = arccos | —
V6 - 10
50 + 201/5 5425
= arccos | — _— = arccos | — .
V625 15

Nyni ur¢ime polomér koule vepsa-
né Sestitthelnikovym sténdm f a koule (3 — 90°
opsané p. Nejprve si spocitejme po-
mocné rozméry (viz obr. 11). Pro dél-

ku hy plati
a
5 V5+2V5-

hy = c-cos(B' —90°) =

1 D=~
- cos | arcsin —————— | ,
3 (5-V5)

vyuzitim vztahu (1.2) dostavame

\V5+2V5-
=2 \/5+2v5-

hi =

(5\/5
2

l\J\»—l

a

V6 -20

2-V/50+20v5 |
V610 a

_a \/5+2\f ) _a \/15+6\/55\/_2-5g'\/5+\/5
2 5-5 2 5-5 2 55
_a (5+\/5)2_a 5+v5  a

"5\ v i)

Podobné pro hy plati

%
NIQ

o 1+
ho —=b-sin — —a-vV3-
2 sm2 a \/_ 2\/5

(1+f)

]:
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Pozn. red.: V dalsim vypoctu se Be. Standa Basovnik dopustil chyby, proto
zde uvadim opraveny postup.

Pro polomér koule opsané plati (jak je zfejmé z obr. 4, lez{ body A, B, F a
G ve vrcholech mnohosténu, body C, E, H a J na hrané mezi pétithelnikem
a Sestitthelnikem a kone¢né body D a I na hrané mezi dvéma Sestithelniky —
tedy polomér kruznice opsané je roven napt. vzdélenosti |SF)|, viz obr. 11)

Jimcnar s G <o [0 )] -
\/z (1+2\/5+5)+1:%\/9+45+4+18\/5:

-\/58 +18V5. (1.4)

Protoze spojnice stfed Sestithelniku—vrchol Sestitthelniku—stied télesa tvoii pra-
vouhly trojahelnik, navic vzdalenost stfed Sestitthelniku—vrchol Sestithelniku je
rovna a, vzdalenost stfed télesa—vrchol Sestitthelniku je rovna poloméru kruz-
nice opsané ¢ a vzdalenost stied télesa—stfed Sestitthelniku je rovna poloméru
kruznice vepsané (Sestitthelnikim) f, plati

f\/m\/% (58+18\/5)faQ:%\/58+18\/5716:
\/42+18\/5:%\/27+2-9\/5+15:
~ () 2 (573) (vB5) ¢ () -

av'3 (3+ V5)
T

S
I

=l NS

| &I

Pozn. red.: Déle autor uvedl vypocet objemu télesa (protoze mél chybu ve
vypoctu poloméru koule opsané a prenesené ve vypoctu koule vepsané sSesti-
thelnikim, které ve vypoctu pouziva, uvadim opét opravenou verzi).

Mnohostén mohu rozdélit na nékolik jehlant. Povrch mnohosténu je tvofen
20 Sestithelniky a 12 pétithelniky. Tyto pétithelniky a Sestitthelniky pouziji
jako podstavy jehlant. Vyska jehlanu je vzdalenost stfedu podstavy od stredu
mnohosténu.

Vyska na Sestitthelnik v; je rovna poloméru koule vepsané f

VB(3+vE)

v = 4

Vysku na pétithelnik ve spoéitdme z Pythagorovy véty (spojnice stted pétithel-
niku—vrchol pétithelniku—stied té&lesa tvoii pravothly trojthelnik). Oznacme
vzdalenost stfed pétitthelniku—vrchol pétithelniku I, vzdalenost vrchol péti-
thelniku—stred télesa je rovna poloméru koule opsané p, tedy

10

Vg = \/92_12u

kde [ spocitame z obr. 12,

_ a @
"~ 2.cosbh4°’

pouzijeme-li vztah (1.1) a dosadime-li za o z rov-
nice (1.4), dostaneme

S g e

1 1
=a- \/16 (58—&-18\[) 7(57\/3):
a 32 a 290 + 90v/5 — 58v/5 — 90 — 32
4~\/<58+18\/5)— \/ — =

_g_\/168+32\/5 5+V5 a | 840 +160V5 + 168V5 + 160
4 52 — (v5)

5-v5  5+v6 4
_a [1000+328V5 @ 825 a
= 4-\/20 = 4-\/50+ = 2—0-\/1250+410\/5.
Obsah Sestitihelnika Sg je roven obsahu 6 rovnostrannych trojuhelniki o strané
délky a
2
o= (5, [ 1 . 33
RS . _ . a = — a .
2 4 2

Podobné obsah pétithelnika S5 je roven obsahu 5 rovnoramennych trojihelniki
o strané a a vrcholovém thlu 72° (viz obr. 12)

e

e

v

N

[\
=
ol
—
(3
|
S
bl
-
W

s a 12— 1 8 — 5+\f
5: n
Ta 5,

l —
2
/ + _ 5a® \/15+5f+3f+5 5a* 1+2\/5_
4 5

-4/25+10V5.

Objem mnohosténu V35 je tedy souctem objemt vsech jehlant

w\ﬁ

5
4
a2

1 1
V32:20'§U1'56+12~§122-S5.
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Dosadime-li za vy, va, Sg a S5, dostavame

3(3+V5 [ 2
V32:l QO.M.%GZ +1 12. % 1250+410\/5.a7 =
3 4 2 3 20 44/25 4+ 10v/5
15(3+v5)a® o
= (ff)a + ;—0\/31250 +10250v/5 + 12500V/5 + 20500 =

15 (3 5) a® 10 - a3
_15( +2\/—)a +\/—§0a \/5175 + 2275v/5 =

15 (3+ V5 1
{(+\/—)+Q 207+ 91V5| - a®.

Pozn. red.: Prof. Tibor Vansa zjednodusil svoje vypocty, které nam zaslal
minule.

Parametry ,fotbalového mice”
Prof. Tibor Vansa

Obr. 14

Kazdy vrchol dvacetisténu se sklada z 5 rovnostrannych trojuhelnikt. Okoli
vrcholu tedy tvofi pravidelny pétiboky jehlan. Pohled na vrchol shora je na
obr. 13, pohled z boku pak na obr. 14.

Uhel o je tihel mezi pétitihelnikem a Sestitithel-
nikem. Uhel ' je tihel mezi pétithelnikem a spoj-
nici Sestitthelnik. Uhel 4/ je tihel mezi dvéma Ses-
tithelniky.

Pozn. red.: Tedy pozor, Bc. Standa Basovnik a
Prof. Tibor Vansa se lisi ve znaceni!

Na obrazku 15 je ptdorys pétibokého jehlanu.
Plati”

a a
Val = 5——omg -
2-tg 36 Obr. 15

~ 2.sin36°’

7 Pozn. red.: Délky vq1 a r muZeme méfit v pudorysu, nebot lezi v roviné
zékladny jehlanu.

12

Pro vysku v, rovnostranného trojihelnika se stranou a (viz
obr. 16) pak plati

Vg = a2—(g)2:§~a.

2 [

a
Podle kosinové véty (12 = y? + 22 — 2yzcos(/Y XZ)) plati Obr. 16
v trojihelniku Spc AV (viz obr. 14)

a? —vy% — (r 4+ v41)?
cosa = ,
—20,(r + Va1)

odkud dostavdme (s pfihlédnutim ke skutecnosti, Ze plati a + o' = 180°)
o =142°37.
Podobné

V2 —a? — (r+v41)?
—2a(r + va1)

cos 3 =

b

odkud dostavame (s pfihlédnutim ke skutecnosti, Ze plati 5 + 8’ = 180°)

B =148° 17 .
E a Vv
E l
a T a VA a
m
D a o D a C
Obr. 17 Obr. 18

Nyni spoc¢teme tihel 4’ mezi dvéma Sestitthelniky. Vyjdeme z obr. 15 a spo-
¢itame si nejprve vzdalenost |EC|, ozna¢me ji « (viz obr. 17)

22 =a®+ a® — 2a® cos 108° .

Spv
Odtud Ua 2
T =1+/2,61-a.
E x C
Uhel mezi dvéma Sestitthelniky je ithlem mezi Obr. 19

rovinami DV E a DV C (viz obr. 18) a tento
thel je zaroven thlem mezi dvéma kolmicemi na spojnici rovin. Sta¢i nam tedy
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spoditat thel mezi vyskami v trojihelnicich DV E a DV C. Trojuhelnik CESpy
je na na obr. 19

tedy
~ =138°11".

Pozn. red.: Prof. Tibor Vansa odvodil diikaz existence ,fotbalového mice*
z existence dvacetisténu.

Dulkaz existence , fotbalového mice"
Prof. Tibor Vansa

Tim, Ze jsme ,fotbalovy mic¢“ ofezali z dvacetisténu,
jsme problém existence ,fotbalového mice* prevedli na
problém existence dvacetisténu.

Ze mohu sestrojit pravidelny pétiboky jehlan je podle ‘
mne ziejmé. Ze mohu sestrojit druhy a umistit ho pod néj
také. Nyni je vzajemné pootocim o 36°. Zbyva jiz jen spo-

jit jejich vrcholy hranami délky a. Pohledem na obrazek
se muzeme presvedcit, ze u kazdého vrcholu je pét troju-

helniku.

Vi

Pozn. red.: Be. Stanislav Basovnik zvolil ,,suroveéjsi
drobnosti si nechal pro sebe).

zpusob diitkazu (po-

Duikaz existence mnohosténu
Be. Standa Basovnik

Ur¢il jsem pomoci zjisténych thlt a dalsich prvkd mnohosténu souradnice vSech
vrcholi v prostoru. Zjistil jsem vzdalenosti mezi vSemi sousednimi vrcholy a
vzdalenosti téchto vrcholi od stfedu mnohosténu. Vypis podrobnosti by byl
velmi dlouhy. Vzdélenosti sousednich vrcholt byly skutecéné rovny a a vzdale-
nosti od stfedu byly rovny p.

Pozn. red.: Clanek Be. Standy Basovnika o mnohosténech ve étyirozmérném
prostoru otiskneme z diivodu nedostatku mista v pfistim cisle.
Martin Krsek
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Téma 2 — Cebysevovy polynomy

Pozn. red.: K naSemu velkému potéSeni alespon néktefi z vas na problema-
tiku CebySevovych polynomii nezapomnéli, naopak dali najevo, ze je toto téma
velmi zajimé (jmenovité Prof. Tibor Vansa, Doc. Vasek Cuvicek a Prof. Jirka
Klimes ).

Prof. Tibor Vansa se snazil odvodit nerekurentni vztahy pro koeficienty
f(a,n) Cebysevova polynomu ve vyjadreni fn(x) = fon2™ + fanz" 2 +
+ f(zyn)ZEn_‘l + -+ -. BohuZel vztah pro f(s,) se mu jiz odvodit nepodafilo. Au-
torovi se nepodafilo potvrdit hypotézu, Ze f(3,) je polynom tretiho stupné
(v n). Znamena to, Ze udélal v ndroéném vypoctu chybu? Nebo tato hypotéza
neplati? Jak je to obecné se stupném polynomu fj, ,)?

Stejné netispésné bylo hledéani nerekurentnich vztahii pro koeficienty f(*™)
Cebysevova polynomu ve vyjadreni f,(x) = fOn) 4 fLn)g 4 f@nIg2 4o

Prof. Jirka Klimes se zabyval odvozovanim vztahii pro koeficienty ve vy-
jadfeni cosnx pomoci cos® x. Pii vyjadfovani vztaht pro cos(n arccos(z/2)),
dospél k rekurentnim vztahtam f(#7) = fa—1n=1) _ ¢(i.n=2) potyrzujicim sprav-
nost vzorce Doc. Vaska Cvicka f,(z) = 2 cos(narccos(z/2)).

Neexistuje normovany polynom blizsi nule
Doc. Vaclav Cuvicek

Pokusim se dokézat vzorec fn(z) = 2 - cos (n-arccos2), |z| < 2, ktery byl
uvedeny v BRI ¢. 3. M1j dikaz by mél dokézat nasledujici vétu:

a. fn(z) je polynom n-tého stupné,

b. f.(x) je normovany,
(@)l =2,

d. existuje pravé jeden Cebyseviiv polynom n-tého stupné,

e. vzdalenost libovolného Cebyseva od 0 je 2 (na intervalu (—2,2)).
Dukaz:
a. Méme f,(x) =2 cos (n - arccos £).

Pouzijeme vzorce:

n . _ n
cosnx = cos”" T — (2) -sin?z - cos" 2z + <

o

4) csintz-cos" Yt — ...

2

. 9 T 9 T T T x
sin (arccos —) =1-—cos (arccos —) =1-— —cos (arccos —) =—,
2 2 4 2 2

o= (- () (- 1) 6
() (-9 @)

Vidime, ze f,(z) je polynom n-tého stupné.

tedy
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b. Vedouci koeficient polynomu f,,(x) mizeme vyjadtit nasledovné:

) (6

kde soucet kon¢i ¢lenem (”') pro n sudé a (,",) pro n liché.

S vyuzitim (}) = (";1) + (Z:}) prok<na(l)=1= (Z:}) dostaneme
tvar

) (o (1) (3 () ) e

Proto je f,(x) normovany.®
c. —2 < 2-cos(n-arccos Z) < 2.Prox = 2je f,(2) = 2. Proto || f(2)]| = 2.
d. Z predchoziho je zfejmé, Ze existuje normovany polynom n-tého stupné,
ktery mé na intervalu (—2,2) vzdalenost od 0 rovnou 2.

e. Dokazme nyni, Ze normovany polynom stup-

né n se vzdalenosti od 0 mensi nez 2 neexistu- ! . 2

je. N | ful@)
Sporem: predpokladejme existenci takového : ! n=3

polynomu a ozna¢me jej g(x). (Podle névodu N /-J'\ »>

v BB €. 3). Ctverec (—2,2) x (—2,2) rozdélme ! ! |

RN AR y | | 9(x)
na n obdélnikt svislymi ¢arami tak, ze f,(z) | |
spojuje jeho horni a dolni hranu (viz piiklad 5 1 2_2

na obrézku).

Funkce g, (z) musi graf f,(z) protnout v kazdém jednom obdélniku, pro-
toze ||gn(x)|| < 2. Proto f,(x)— gn(z) ma n kofent. Jenze, protoze f, i g, jsou
normované, je f,(x) — g,(x) polynom stupné mensiho nez n, proto nemize mit
n (redlnych) kofenti. To je spor.

Problém by mohl byt v tom, Ze jsme nedokazali, ze graf f,(z) se dotyka
étverce (—2,2) x (—2,2) na hlavni hrané ((n + 1) div 2)-krat® a na dolni hrané
(n div 2)-krat. Toto neni problém ukézat z periodického priibéhu funkce cos
(podle vyjadieni, které zde dokazujeme).!?

Zbyva dokazat, Ze existuje pravé jeden normovany polynom n-tého stupné,
pro ktery plati || f,(z)|| = 2. Tento dikaz ukazu pristé.

Pozn. red.: Pokusite se nékdo s Vaskem udrzet krok a dokazat nam toto
tvrzeni?

Hroch

8 Pozn. red.: Zde bylo autorovo feseni nepatrné modifikovano, ¢imz byla od-
stranéna drobna nepiesnost na konci souctii.

9 Pozn. red.: n div 2 je celociselné déleni é&isla n dvéma.

10 Pozn. red.: Ve skutecnosti potfebujeme navic ukdzat, %e se dotyky na horni
a dolni hrané stridaji, ale i to vyplyva z vyjadieni f,(z) = 2cos(ny(x)) pro
spojité monoténni y prochézejici interval (0, ).
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Jak vytvofit tabulku pro urceni koeficienti
Cebysevovych polynomil
Prof. Jirka Klimes

Nejprve jsem zkusil do rekurentniho vzorce dosadit n = 2 a za f(x) dosadit
vzorce Doc. Vaska Cvicka:

f(z) =2cos (n - arccos g) (1)

Potom mi doslo, Ze cos (arccos %) = 3. Ale takto nejde zjednodusit vy-
raz cos (3 - arccos %) Ten je nutné rozlozit, to jsem také udélal a dosel jsem

k uspokojivému zavéru:
X - CoS (2 - arccos %) — Cos (arccos g) = cos (3 - arccos ;) (2)

Pozn. red.: Protoze autortiv diikaz byl neprehledny, otiskujeme zde jiny.
Dukaz: Oznacme o = 3arccos 5 a 3 = arccos 5. Podle souctového vzorce

a+p a—0
cos
2 2

cos a + cos 3 = 2 cos
dostaneme
T T T T
cos (3 arccos 5) + cos (arccos 5) = 2cos (2 arccos 5) - COS (arccos 5) =

x
T - CcoS (2 arccos 5) ,

coZ je po prohozeni na druhou stranu rovnice (2).

Tedy toto funguje. Nyni jsem si trosku pohral se souctovymi vzorci pro
kosinus az do cos8z. Z vysledkt jsem si sestavil tabulku:

Rad cosz 0 1 2 3 4 5 6 7 8
cos /. U 0 0 0 0 0 0
cos2r -1 0 2 0 0 0 0 0 0
cos 3x o -3 0 4 0 0 0 0 0
cos 4z 1 0 -8 0 8 0 0 0 0
cos bx 0 5 g =20 0 16 0 0 0
cosbx -1 0 18 P —48 0 32 0 0
cos Tz 0 -7 0 56 g —-112 0 64 0

cos 8x 1 0 =32 0 160 0 —256 0 128

Tab. 1: Rozvoj cosnx do fady obsahujici pouze ¢leny
cos™ x. Prvni fadek udava rad cos x pro koeficienty ve sloupci
pod nim.
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Toto je zjednoduseny zapis, ktery uvadi, Ze napf. cos 5z = 5 cos x — 20 cos® z +
+16 cos® . Nyni je hlavni otdzkou, jak tabulku doplnit, tedy zjistit dalsi fadky.
K tomu si musime uvédomit zajimavé vlastnosti:

a) soucty fadku jsou vzdy 1

b) jakousi hlavni diagondlu tvoi{ mocniny 2, a to podle 9(sloupec-1)

¢) druhé ¢islo ve sloupci zavisi na prvnim éisle takto: druhé = —prvni -
-(sloupec + 2) — mohla by zaviset podobné i ostatni ¢isla v sloupci?

d) ¢leny v nultém sloupci se cyklicky stfidaji —1,1,—1,1,...

e) ¢leny v prvnim sloupci tvofi fadu 1, —3,5, —7, jejiz dalsi ¢leny lehce
uhodneme: 9, —11, ...

f) tieti ¢isla ve sloupci jsou po fadé 5,9, 14, 20-ti ndsobkem prvniho éisla
v sloupci, diference této fady linearné roste, v patém sloupci bude tedy
Clen 16 - 27 = 432 a v Sestém 32 - 35 = 1120 pomalu se fada pro cos 9z
a cos 10z zaplnuje:

012 3 4 5 6 7 8 9 10
cos9x 0 9 O 7 O 432 O —-576 (0 256 0
Tab. 2: Netiplné pokracovani tab. 1.

zbyly €len snadno dopocteme: = —120 (soucet vSech ¢lenti = 1)

0 12 3 45 6 7 8 9 10
cosl0z -1 0 ? O 7?7 @ 1120 @ -—-1280 O 512
Tab. 3: Netplné pokracovani tab. 1.

g) Ctvrté ¢leny sloupctt jsou po fadé minus 7,16,30-ti nasobky prv-
nich ¢lend, diference této fady je 9,14, coz jsou ¢leny fady z f), tedy
dalsi ¢leny budou —7, —16, —30, —50, —77, . . . ndsobky. Konkrétné ¢len
v ¢tvrtém sloupci bude —8-50 = —400, ¢len v druhém sloupci dopoc-
teme na 50.

0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
cosl0z —-1 @ 50 ¢ —400 ® 1120 @ —1280 @ 512
Tab. 4: Pokracovani tab. 1

Bylo by to s nami $patné, kdy-
bychom si nev§imli, Ze fada 5,9, @'
14,20,27,35, . . . se objevuje ve v{- B\_oe

pisu polynomu (viz B8 €. 3, vzo-
rec (4)) v fadé pod sebou. Také
by nam mohlo dojit, Ze jsem délal ~_
tabulku pro cosnx, ale ve vzorci
(1) je cos (n - arccos £). Kdy# toto
vezmeme v Uvahu, zjistime, Ze po
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cos” (arccos ) zbyde ( ) a hodnoty v tabulce musime vydélit ¢islem 2. Poté
je ale jesté ve vzorci (1) pred kosinem 2-, tedy budeme délit jenom 2"~1. Vyjde
nam tabulka 5:

P(n) 2% 2t 22 23 2t 25 2% 2T 2% 2% 210
1 0 1 0

2 -2 0 1 0

3 0 -3 0 1 0

4 2 0 -4 0 1 0

5 P 5 0 -5 0 1 0

6 -2 0 9 0 -6 0 1 0

7 0 -7 0 14 o -7 0 1 0

8 2 0 -16 0 20 0 -8 0 1 0

9 0 9 o -3 0 21 0 -9 0 1 0
10 -2 0 25 0 -5 0 3 0 -10 0 1

Tab. 5: Vysledny tvar normovaného Cebysevova polynomu.

Timto dostaneme &leny CebysSevova polynomu. Co tedy tato tabulka uka-
zuje (piiklad, sledujte v tabulce 1):

2 - cos (7 arccos g) =—-7-2-cos (arccos —) +56-2-cos (arccos g) —

—112-2 - cos® (arcco ) +64-2-cos (arccos g) =

B 56-2 5 112-2 o 64-2 -
—73:—!—835 32x—|—128x

tedy vychézi to presné podle fadku rozvoje cos 7x

= T+ 1423 — 72° + 27,

cosTe @ -7 @ 56 0 —112 § 64 @
Tab. 6: Sedmy fadek tabulky tab. 1

a nasledného déleni 2sloupec—1

T 0 -7 0 14 0 -7 0 1 0
Tab. 7: Sedmy Fadek tabulky tab. 5

Na tabulce 5 je také pékné vidét, jak se tvori dalsi (vyssi) polynomy. Chceme
napf. polynom 5. stupneé: vezmeme Fadek se ¢tvrtym polynomem, posuneme jej
o sloupec doprava (provadime operaci -z (sloupce znamenaji mocninu z)) a
od tohoto odecteme polynom 3. stupné. Z toho vychazi jakasi obdoba pas-
calovského trojtuhelniku, ¢lovek si to hned pri pohledu na vypis polynomu
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v B4 ¢. 3 (rovnice 4) neuvédomi, ale piece jenom nejnazornéjsi systém tvorby
je jakési: vem dva sousedni ¢leny, secti je a soucet sepis pod né. Tedy pravidlo
z pascalovského trojihelniku zde funguje obdobné a vychazi pfimo z defini-
ce: vem libovolny ¢len tabulky a odec¢ti od ného jeho souseda nahofe vpravo,
vysledek sepis pod souseda o dva fadky niz, priklad:

0 —16 1/
9 0 nebo 20 0
0 25 0 27

Tab. 8: Vybrana ¢ast tab. 5

Vezmu 9 a ode¢tu od ného jeho souseda vpravo —16, vysledek 9—(—16) = 25
sepisu pod —16. Diky tomuto nemusime pocitat celé polynomy, ale mizeme
spocitat jednotlivé sloupce (no, ale abychom je mohli spoc¢itat musime spoéitat
sloupce nalevo od nich). Dalsi véc: jednotlivé diagonély tvoii fady, pficemz
fady nad nimi tvoii jejich zaporné diference. Z toho mtzeme spocitat jednotlivé
diagonaly podle diagonal nad nimi.

Nakonec ze vseho i vyplyva instantni nadvod na tvorbu rozvojovych rad
kosinti. Postupujeme jako u fad polynomii, akorat si musime uvédomit, Ze ¢len
ptivodni (vlevo) pfi pfevodu na Ffadu polynomt délime dvakrat mensim ¢islem,
nez oba ¢leny napravo. Pfiklad s minulymi ¢isly:

0 —32 0 —112
9 0 nebo 160 0
0 50 0 432

Tab. 9: Vybrana ¢ast tab. 1

Postup jak vytvaret dalsi cleny je zfejmy: Vezmeme c¢len vlevo, vynasobime
ho dvéma a odecteme od ného ¢len nahofe vpravo, vysledek sepiSeme dolu
vpravo. Coz prevedeno do Feéi kosinu znamend (pii tvorbé celjch rozvoja):
vezmu znamy rozvoj kosinu, vynasobim ho dvéma a jesté k tomu ho vynasobim
cos z (tim ho posunu o sloupec doprava), od tohoto ode¢tu rozvoj o fadek vys.
Priklad pro cos 3z:

cos3z =2-cosx-cos2x —cosx =2-cosx -2 (cos>x — 1) — cosx

3 3

=4-.cos’x—2-cosx —cosx =4-cos"x —3-cosx,
tedy tady vzorec funguje.

Zavérem: Rozvoje kosinu lze pievést jednoduchym zptisobem na Cebysevovy
polynomy, u fad lze rovnéz snadno doplnovat dalsi ¢leny systémem ekvivalent-
nim k rekurentnimu vzorci, jelikoz to vSechno tak krasné hraje, nevidim dtvod,
pro¢ by mél byt vzorec (1) $patné.

Al-¢a
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Téma 3 — Tepelny stroj

Tepelny stroj
Doc. Viclav Cvicek

Zabyvejme se nejprve termoelektrickym (Seebecko-
konstantan

vym) jevem. Piedstavme si termoelektricky ¢lanek —

z konstantanu a médi (obr. 1). Q
Podle tabulkovych hodnot termoelektrickych na- +

péti (méd 40,76 mV, konstantan —3,51 mV) [1] bude méd

v médi v teplejs$im misté vyssi potencial. Smér vznik-

lého proudu pak vyznacuje Sipka na obrazku. Nyni

si predstavme, ze svicku ddme pry¢ a do obvodu

vlozime zdroj stejnosmérného napéti, ktery zptisobi

vznik proudu stejného sméru (viz obr. 2).

Usuzuji, ze priichodem proudu se bude spoj obou
kov s vysSim potencidlem ohfivat a spoj s nizs$im potencidlem ochlazovat.

Obr. 1

Pozn. red.: Doc. Viclav Cuvicek zde
konstantan

posoudil ohiivani a ochlazovani spoji na-

chladi ohitva prosto spravné. Jisté by se zde ale osvéd-

e c¢ila vétsi sdilnost, napi. podle jakého pra-

méd vidla Ize z obr. 1 urcit, ktery spoj se bude

Obr. 2 ohrivat a ktery ochlazovat? Navic bych

tady pro vas mél dalsi véc na zvazeni:

V kazdém elektronickém obvodu se urcité vyskytne hned nékolik spojii riiznych

kovii (napf. u odporu). Pokud timto obvodem protéks stejnosmérny proud, mél

by se jeden konec odporii ochlazovat a druhy zahrivat. Myslite si, Ze néco po-

dobného Ize realné pozorovat? A porad se mi neobjevil zadny prispévek na

téma, pro¢ vlastné vznika proud v termoclanku! Takova feSeni by si jisté za-

slouzila piiméfené velky pocet bodi. Vyhlasuji tedy soutéz — komu se jako

prvnimu podaii spravné popsat jak termoelektricky clanek funguje, na toho
napisi oslavnou baserl.

Guma je guma. Kdo maze, ten jede!

Nyni ke gumé pouzité jako tepelny stroj:

Nejprve mé napadlo jednoduché vyuziti zkoumané vlastnosti gumy — mi-
zeme ji pouzit jako termoregulacni prvek. Jeden konec bychom upevnili a druhy
by svym pohybem pfes néjaky prevodni systém napf. oteviral a zaviral zavoru
podle teploty. Tohle ale asi neni to pravé.

Chtélo by to néjaky gumovy pas, ktery by se v jednom misté ohfival a tim
by pohéanél celou soustavu. Jedina takova soustava, ktera mé napadla je na
obr. 3.

V oblasti zahfivani m4 guma diky zahfati tendenci vice se smrstovat. Je
tedy napnuta vétsi silou. Pevny femen slouzi k odvodu toc¢ivého momentu. Je
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gumovy pas

) pevny femen ( ®

72

smeér
vzniklého
otaceni

oblast zahfivani
Obr. 3

tfeba vhodné volit 1 a 5 podle toho, jak moc se zahfata guma zkrati, na zbylé
Casti pasu se guma ochlazuje.

Pozn. red.: Nevim, zda bude jen z ob-
razku a kratkého popisu jasné, jak takovy o
stroj vlastné funguje, tedy jesté dodavam )@/O
maly komentar. Pro ry a ro plati, ze r; > 0
> 1o. Gumovy pds, ktery se smrstuje pii- ”
sobi na obé kola stejné velkou tecnou si-
lou, ale vzhledem k tomu, ze r1 > r9 bude t/j
moment sily F - r piusobici na levé kolo
vétsi. To zpiisobi, ze také sila piisobici na
pevny Femen bude u levého kola vétsi (po- _
loméry vnitinich kol, na kterych je upev- ——
nén pevny pas je stejny a na levém ptisobi ~ —
vétsi moment sily). Pevny Femen tedy po-
otoci kola a s nimi i gumovy pas.

Kone¢né se dostavam k tepelnému stroji:'!

Ke stejnému schématu jako je na obr. 3 se pfipoji vnéjsi pohon levého
kola. Tento pohon bude stlacovat horni ¢ast gumového pasu, naopak natahovat
jeho spodni ¢ast. Gumovy pas v tomto pfipadé nebudeme v jeho dolni ¢asti
zahftivat.

Guma ma v horni ¢asti néjakou teplotu, tato ¢ast pasu prejde do dolni ¢asti,
kde je vice natazena. Méla by tam tedy mit vyssi teplotu, proto se snaze ochladi
prostfedim. Pak se uvolni, tim se ochladi, a proto miize pfijmout néjaké teplo
od okoli.

Literatura: prof. RNDr. J. Broz a kol., Fyzikdlni a matematicke tabulky
[1] prof. RNDr. J. BroZ a kol., Fyzikalni a matematické tabulky
Khayis

1 Pozn. red.: Zde se dostavame k otazce, co to vlastné je tepelny stroj. Tepelny
stroj je i takové zafizeni, které pomoci dodavani nebo odebirani tepla kona
praci. Tedy jim je uz vyse popsané zaiizeni z obr. 3. Jakou si myslite, Ze miize
mit takovy gumovy tepelny stroj ticinnost? Uplné by staéil jen p¥iblizny odhad
podepieny nékolika myslenkami.
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Téma 4 — Provazky

Provazky
Prof. Tibor Vansa

Tak jsem premyslel o svém znaceni a dosel jsem ke zptisobu, jak z néj zjistit,
zdali je provazek rozmotatelny.

2>5 5<8
/2</7\
6>3 1<4 1<4 3<6

Obr. 1 Obr. 2

Pozn. red.: Vansovo znaceni je délano nasledovné: Zvoli si néjaky pocatecni
bod na provazku a pevny smér, ve kterém se bude pohybovat. Pak ocisluje kii-
Zeni pFirozenymi ¢isly, pricemz kazdému krizeni odpovidaji 2 ¢islan a m, nebot
jsme jim prosli dvakrat. Kdyz jsme v n-tém kiizeni prosli pod m-tym kiizenim,
napiseme do obrazku n < m, jinak n > m. Lehko se ukaze, ze posloupnost
takovych usporadanych dvojic jednoznacné urcuje uzel.

1>4
1) Jdou-li za sebou dvé a vice ¢isel, kterd jsou

bud vzdy mensi, nebo vét$i nez druhé ¢islo

mohu je vyskrtat. Napriklad mohu skrtnout

fetézce {2 < 5,3 < 9,4 < 7} nebo {4 > 7, <3 5> 2
5> 11,6 > 9}.

2) Mohu také vySkrtnout pouhé pfevriceni pro-
véazku (obr. 3), napf. 6 < 7 nebo 10 > 9. Obr. 3

3) Vzdy vyskrtdvam nejprve uzly z bodu 2), az pak z bodu 1).

4) Nezbude-li mi na konci nic, je provazek jednoduchy.

5) Zbude-li mi néco, co nemohu seskrtat, napt. 1 < 4, 2 > 5, 3 < 6, pak
provazek jednoduchy neni.

6) Nezalezi na tom, odkud zaénu provézek éislovat a kterym smérem,
napf. jednoduchou smycku z obr. 1 mohu oznacit 1 < 4,2 > 5, 3 <6,
nebo kdybych 1 oznacil bod, ktery je na obr. 1 oznaceny 2, dostal
bych 1 < 4,2 < 5,3 > 6.

Pozn. red.: Tento postup, oznacme ho Vansuv postup, i kdyz v nejjedno-
dussich pripadech ziejmé funguje, vSak Prof. Tibor Vansa nedokazal. Pokuste
se dokazat, ze pokud je provazek rozpletitelny, tak opravdu vyskrtame Van-
sovym postupem vSechna krizeni. Pokuste se také rozhodnout, zda skutecné
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plati, ze pokud provéazek rozpletitelny neni, tak jej Vansovym postupem nikdy
nevyskrtame. Svoje tvrzeni zdivodnéte.
Peto

Téma 5 — Rimske fontany

Tece voda, tece...
Be. Jan Verfl

Samoziejmeé o zZadné perpetuum mobile nejde, je to jen populéarni trik. Princip je
v tom, Ze voda z horni misky pomalu pfetéka do spodni nadoby. Horni hladina je
samoziejmeé vys, nez hladina ve spodni nadobé, a tak zde ptisobi hydrostaticky
tlak p;. Ten stlacuje vzduch v trubicce, ktery prenasi tlak do horni nadoby.
Jelikoz ovsem aerostaticky tlak vzduchu je oproti hydrostatickému tlaku vody
zanedbatelny, ,vydélame“ timto prenosem pro zvedani vody vysku pfiblizné
odpovidajici rozdilu hladin ve spodni a horni nadobé. V horni nadobé na vodu
pusobi tlak ps — za idealnich podminek by bylo po = p;, avSak samoziejmé
dochézi ke ztratam, vzduch neni idealni plyn, trochu ho unikne, probihaji v ném
navic dalsi jevy spojené se zménou tlaku (uvazte, ze napf. obsahuje vodni paru),
ale tyto jevy jsou vzhledem k dalsim ztratam na vysce v podstaté zanedbatelné.
Tlak py tlaci vodu vzhiiru, ze zékona zachovani energie'? nadm plyne, Ze ji
miize vytlacit jen do takové vysky nad hladinu vody v horni misce, jako je
rozdil hladin spodni a horni nadoby. Této vysky ovSsem nikdy nedosdhneme —
jednak kvili ztratdm po cesté, ale hlavné kvili ,rozpadu“ vodniho sloupce po
opusténi trysky fontdny (v uzaviené trubice, pfipadné lépe kapildfe se voda
dostane mnohem vySe, nez kdyZ ji nechame volné prystit). Jednotlivé éastice se
postupné ,rozprchavaji“, at uz diky silam povrchového napéti, tlaku kapaliny
nebo turbulentnimu proudéni. Trajektorie ¢astic pak ziskaji slozku rychlosti ve
vodorovném sméru a voda padé zpét.

Cely systém ale nefunguje donekonec¢na! Vsimnéme si, Ze voda necirkuluje
kolem dokola, fetézec je prerusen vzduchovou trubickou mezi spodni a horni
nadobou, kterou samoziejmé zadna voda nejde. TakZe voda z horni nadoby po-
stupné ub§va a piibyva ve spodni — pokud se hladiny srovnaji,'3 nebo p¥ipadné
voda v horni nadobé zcela dojde (zéavisi od konstrukce), fontana se zastavi.

12 Pozn. red.: Zakon zachovani energie zde Ize pouzit za predpokladu, Ze objem
vody, ktery vytece z horni nadoby, je roven objemu vody, ktery strika z fontany
(tj. nedochdzi k ztratdm a prusakim).

13 Pozn. red.: To v pfipadé, Ze tryska fontany je na trovni hladiny rezervoaru
vody. Jestlize ale tryska z fontany tr¢i vzhiru, pak k zastaveni dojde, pokud
je rozdil hladin roven vysce trysky nad hladinou rezervoaru, viz nasledujici
¢lanek.
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Energeticky cely proces vyzivuje potencidlni energie vody v horni lahvi oproti
lahvi spodni.

Specialnich efektt lze vymyslet celou fadu — lze tvarovat trysku pro ruzné
tvary fontanky. Lze nahoru umistit micek, ktery tam bude hezky poskakovat.
Lze pouzit misto vody néjaké chemikalie, které spolu budou reagovat (naptiklad
jedna bude v horni lahvi a druhé ve zbytku systému, takze se operativné zacnou
misit az pri spusténi fontany, které se déje zvednutim horni lahve nad droven
spodni). Lze zapojit libovolné mnoho mezistupiit a rizné s nimi pred ofima
uzaslych divakd pohybovat — ti potom nikdy nepochopi, za jakych podminek
fontana stiika a za jakych ne, takze je nenapadne princip. Lze zhasnout a
zespodu pod trysku svitit. Diky Gplnému odrazu zevnitf na rozhrani voda-
vzduch bude vystfikovand voda pékné svitit.

A jak rychle nam to tece?
Prof. Tibor Vansa

Pozn. red.: Autor nam poslal od-
had rychlosti vody stfikajici z fon-
tany a odhad maximalni vysky, do
které fontana strika.

Pri zanedbani viskozity vody a
za predpokladu, ze prifez trubek je
mnohem mensi nez povrch hladiny
v nadobach, muzeme proudéni vody
v trubkéach povazovat za ustalené a
k feseni mizeme pouzit Bernoulliho
rovnici. Bernoulliho rovnice pro ka-
palinu v tthovém poli méa tvar:

2

|m|;~|

H,y

1
5;)112 + pgh + p = kounst. (1)
Rychlost pohybu hladin budeme zanedbavat. Pro nasi soustavu zavedme
nasledujici znaceni:
tlak ve spodni nddobé — p; = p, + Hspg,

tlak v horni nadobé — po,
atmosféricky tlak — p, .

Pro tyto tlaky plati
1
P2 =p1 = Ap = po+ (Hi + Ha)pg + 5pv*, (2)

kde v je rychlost vody stiikajici z fontanky.
Ubytek tlaku mezi horni a spodni nddobou zptisobeny tihovym polem Zemé
(zanedbatelné vzhledem k dal$im vlivim) jsme oznacili Ap.

Ap = (H3 — Hy)pog, (3)
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kde p, je hustota vzduchu. trysky nad hladinou (v je méfeno od trysky).
1 2 Do nadob uvniti schématu bychom mohli dat kapalinu tézsi nez voda
Pa + Hzpg = pa + (H1 + Ha)pg + = pv?, (v extrémnim pfipadé rtut). Vyska takového vodotrysku pro idealni

. 2 kapalinu
(Hs — (Hy + Ha))pg = 5pv°, (4) "
p
v:((——l) +1>H—m, (7)
V= \/29(H3 — (Hl + HQ)), 2 Pvoda
kde v je rychlost vody stifkajici z fontanky. Maximélni vyska, do které stiika kde p je hustota pouzité kapaliny.

fontanka, necht je oznacena jako h. Pozn. red.: Na zaveér jesté uvadim obrazek z fotografické dokumentace pokusu,

ktery nam poslal Mgr. Petr Cermdk.
Ondra Plasil

1

1
Do+ pgh+0=p, + 0+ =pv?,
2 (5)

;
h=Hs— (H + H,). ;
i

Navrhy na vylepseni
Doc. Viclav Cvicek
1 Pfidéanim dalsich nadob podle obrazku muzeme zvysit vysku vodo-
trysku, aniz by se zvétsila celkova vyska soustavy. Zde by horni odhad
vysky vodotrysku byl az

vng—m, (6)

kde n je pocet nadob, H je rozdil hladin v nddobach a m je vyska
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Reseni uloh

Uloha 3.1 — Funkce (5b)

Zadani:  V roviné je nakresleny graf funkce y = x2. Nékdo viak smazal souiadné osy, takse
zustala jenom parabola. Pomoci pravitka a kruzitka

(1) tyto osy nakreslete a
(2) vyznacte jednotku délky.

Reseni:
Reseni piikladu budeme prezentovat jako hruby popis konstrukece, ktery bu-
deme doplnovat vypocty, abychom se presvédéili o spravnosti uvedeného po-
stupu.
1. Narysujeme pfimku p tak, aby protinala parabolu ve dvou ruznych
bodech.
Pruseciky piimky p s parabolou oznaéme jako body A = [a,a
B = [b,b?]. Smérnice této pimky je tedy =% = b + a.
2. Narysujeme primku ¢ tak, aby protinala parabolu ve dvou rdznych
bodech a zaroven aby byla rovnobézné s pfimkou p.

)

2] a

Y

parabola

Priise¢iky ptimky ¢ s parabolou ozna¢me jako body C' = [c,c?] a
D = [d,d?). Smérmice pimky ¢ je tedy ©=< = d + ¢. Navic, diky
rovnobéznosti piimek p a g, jsou smérnice obou pfimek shodné, tedy
platia+b=c+d.

3. Zkonstruujeme stiedy tise¢ek Sap a Scp (po fadé stfedy usecek AB

a CD).
7 definice stiedu tsecky plati
Gam a+b a®+b? ) S c+d 2 +d?
AB — 2 ) 2 ) CD — 2 ) 2 .
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Zadani:

Z poznatku a + b = ¢ + d (2) dostaneme, ze ptimka SapScp je rov-
nobézna s osou y, protoze body Sap a Scp maji stejnou x-ovou sou-

fadnici “TH’ = cgd.

. Zkonstruujeme osu y z poznatku, ze primka S4pScp je rovnobézna

S osou ¥.

Staci zvolit dvé kolmice na piimku SapScp tak, aby kazda pro-
tinala parabolu ve dvou ruznych bodech. Vzniknou tak dvé tusecky,
spojnice jejichz stfedd je osa y.

. Zkonstruujeme piimku y = x.

Ze znalosti osy y zndme i bod [0,0] a osu z. Neni tudiz problém
zvolit libovolné r a zkonstruovat hledanou primku jako spojnici bodt
[0,0] a [r,7].

. Zkonstruujeme bod [1, 1].

Jedna se o prisecik primky y = x a paraboly, ktery nelezi v bodé
[0,0]. To ndm potvrdi feseni soustavy dvou rovnic y = z a y = 22, ¢ili
x = 2, kterd mé dvé jedina Feseni 0 a 1.

Hanys & Ziki

Uloha 3.2 — Ti¥i &isla (5b)

Méjme t7i ¢isla a, b a ¢ leZict na intervalu (0,7/2), pro kterd plati vztahy:

cos(a) = a,
cos(sin(b)) = b,

sin(cos(c))

Seradte tato ¢isla podle velikosti.

Reseni:

Tyto rovnice jsou analyticky ne-

feSitelné

mozné dostat se néjakymi tpra- |
vami napf. k vyrazu a = v/5/3
(tohle samoziejmé NENI spravné
feSeni ;-). Nicméné ndm stadi jen

— to znamend, Ze neni

hodnoty navzajem porovnat, a to f g

analyticky lze.
Oznacme si

Najit

T I

0 T2 T
Obr. 1

FesSeni téchto rovnic znamend najit pruseciky grafi f, g a h s grafem

funkce y(z) = x. Situace je zndzornéna na obr. 1. Je vidét, Ze pro x z otevieného
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intervalu (0,7/2) plati h(z) < f(z) < g(z). Z toho pak jednoznaéné plyne
c<a<b.

Nakreslit si grafy funkci ale jesté neni matematicky dukaz (nehledé na to,
Ze bez pocitade to neni nijak jednoduché). Uvedeny vztah mezi funkcemi tedy
musime dokazat.

Dosazenim zjistime, jak zkoumané funkce vypadaji v bodech 0 a 7/2 (to
jde spoéitat i bez kalkulacky):

0<hO) < fO)=g0) =1 a 0=h(3)=r(5)<9(5) <1 @

Z toho a ze spojitosti f,g a h mimo jiné plyne i fakt, Ze ¢isla a, b a ¢ vibec
existuji, neboli Ze graf y(z) = = na daném intervalu skute¢né grafy funkci f, g
a h protiné.

Vyjdéme ze zfejmych tvrzeni — rovnice = sin(z) mé pravé jedno feSeni
x = 0 a déle funkce sinus a kosinus jsou na intervalu (0, 7/2) spojité a prosté.
To je dobré védét, protoZze pak plati: kdyz se rovnaji funkéni hodnoty, musi se
rovnat i argumenty funkci.

Diky tomu vime, ze pro z € (0,7/2) plati x # sin(z), a tedy musi platit
cos(x) # cos(sin(z)). Pouzijeme nerovnici (1) ** a milym funkcim nezbyva nic
jiného, nez splilovat nerovnost cos(x) < cos(sin(x)). Tim jsme dokazali

flx) <g(x)  pro  x€(0,7/2). (2)

Dale postupujeme analogicky. Oznac¢ime si ¢t = cos(z). Pro € (0,7/2) lezi
t v intervalu (0,1). Pro takova t plati ¢ # sin(t), neboli cos(x) # sin(cos(x)).
Opét pouzijeme nerovnici (1) a dostaneme cos(z) > sin(cos(z)), tedy

f(z) > h(x) pro z € (0,7/2). (3)
Dohromady nam vztahy (2) a (3) davaji
hz) < f(z) <g(z)  pro  ze(0,7/2),
¢imz jsme dtkaz dokondili.
Pro tplnost dodejme, Ze TeSeni rovnic tvaru
flz) == (4)

se d& (pokud existuje) jednoduse ur¢it numericky. Podminkou je, aby pro deri-
vaci f platilo |f/(x)| < 1, a zdroveti, aby existovalo (libovolné malé) prstencové
okoli bodu zr (kde g je FfeSenim), ve kterém plati |f/(z)| < 1.

Pozn.: prstencové okoli jsou body, které obklopuji dany bod, ale on sam do
néj nepatii.

14 Pozn.: K tomu nds opraviiuje skutecnost, ze jde o spojité funkce.
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Algoritmus vedouci k feseni pak vypada nésledovné. Vezméme libovolné z¢
a opakované aplikujme operaci

Tnt1 = f(2n). ()

Pro rostouci n se bude x,, blizit k feSeni rovnice (4). Ve vétsing piipadt
ziskdme dostatecné piesny vysledek uz po nékolika iteracich. Navic ndm staci
obyc¢ejna kalkulacka.

Pokud jste uvedeny postup zcela nepochopili, tak pfidam jesté malou napo-
védu — zadejte poc¢ateéni hodnotu zy (tfeba 7,45), vytrvale tukejte do tlacitka
a po chvili uztite hledané feseni rovnice.

Marble

Uloha 3.3 — Baterie na (-radioaktivitu (5b)

Zadani:  Uvniti kovové koule je umistén kousicek radioaktivniho materidlu, ktery je od
koule izolovin. KaZdou sekundu se rozpadne v atomi. Predpoklddejme, Ze energie elektronu
vznikagicich pri rozpadu je se stejnou pravdépodobnosti rozloZema mezi hodnotami Wyin a
Whnax- Urcete elektromotorické napéti na svorkdch baterie (body A, B). Jaky nejvétsi proud
muZe doddvat takovd baterie? Do jakého odporu zdtéze mizeme jesté baterii povaZovat za ge-
nerdtor proudu?

Elektromotorické napéti (U,) je definovano jako
prace nutna k preneseni jednotkového naboje od za-
porného pdlu ke kladnému, konané vtisténymi silami
neelektrické povahy uvnitt zdroje elektrického napé-
ti. V nasem pripadé je to prace potfebna na premis-
téni jednotkového naboje z centra, kde je radioak-
tivni material, na povrch koule. Tedy na pfekonani
potencidlového rozdilu mezi témito misty, ktery je
hledanym elektromotorickym napétim.

Na povrch koule se dostanou pouze elektrony, pro
jejichz energii W plati

W >eU,. (1)

Protoze energie elektrontl je rozloZzena rovnomérné mezi Wi, & Wi, a2, dostane
se kazdou sekundu na povrch koule

Wmaz - eUe

= — - . 2
1 Wmam_Wmin v ( )

elektront (v ptipadé, ze Wiar > eUe > Wi ). Kazdy elektron nese néboj e,
takze vysledny proud uvniti koule
Wiaz — eUe

Iy=ne=—"0" 7€ e,
F e Wmaz_Wmin e (3)
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Napéti na svorkach je stejné jako vyse urcené elektromotorické napéti, takze VSfSledkOVé listina
kdyz k baterii zapojime odpor o velikosti R, bude obvodem protékat proud
Ulohy
I=U,/R. (4) Poradi |Jméno D4 |tl t2 t3 t4 t5 rl r2 r3 + >, >4
1. | Prof. Tibor Vansa 217112 5 2 12 4 1 3 1 40 77
V rovnovézném stavu (tj. kdyz je U, konstantni) musi platit 2. | Doc. Vagek Cvicek 155 10 12 6 2 4 3 37 49
3. | Doc. Martin Demin 138 6 1 1 4 12 47
I = Ik . (5) 4. | Prof. Jirka Klimes 292 13 5 1 3 2 24 43
5. | Mgr. Andrej Pidik 31 4 1 2 1 8 31
Z rovnic (3), (4) a (5) plyne vztah pro elektromotorické napéti 6. | Mgr. Petr Cermak 30 11 5 2 2 20 30
7. | Mgr. Jan Spitik 23 3 4 1 8 23
Ue _ Wiae —elUe (6) 8. | Be. Josef Strasky 19 0 0 19
R Wonaz — Winin ’ 9. | Bc. Stanislav Basovnik 17]12 2 3 17 17
veRW aa 10.-11. | Doc. Miroslav Frost 150 5 5 10 16
Ue = . (7) ( ,
Wnaz — Wnin + Re2v Bc. Helena Kubatova 16 5 5 16
12.-13. | Bc. Zuzana Rozlivkova 15 0 15
Tyto vztahy ale plati pouze za predpokladu, Ze jsou jesté néjaké elektrony Be. Lukas Chvatal 15 4 15
»V zasobé“, tedy U, > Wpin/e, a tim paddem z rovnice (6) dostavame R > 14.-15. | Be. Jan Verfl 14 2 14 14
> Wiin/(ve?). V opa¢ném piipadé bude proud konstantni (ve) a napéti se Dr. Peter Balis 57 2 0 2 4 14
bude ménit podle Ohmova zdkona (4): 16. | Bc. Lukas Pavlovsky 10 8 10
17.-19. | Vojtéch Skubanic 9 0 9
I=ve, Ue = Rve. Mgr. Jozef Tinaj 48 0 9
Mgr. Dana Berankova 471 1 1 9
V pfipadé nezatizeného zdroje (R — oo) nebude protékat zadny proud, a 20.-21. | Vitézslav Kala 7 0o 7
tedy kdyz spoéitdme limitu vztahu (7), ziskdme hodnotu Dr. Honza Klusoi 92 1 1 9 7
22.-23. | Jifina PesSova 5 0 5
Umnae = Wmaa:/e s Mgr. Jana Babovakova 26 5 5
24.-26. | Mgr. Lucie Vasicka 42 0 4
ke které se bude napéti v ¢ase neomezené blizit. Michal Rychnovsky 4 0 4
Vidime, 7e nejvétsi proud baterie dodava pii zatézi R = Winin/(ve?), a po- Megr. Zuzana Svobodova | 28 0 1 1 4
kud budeme odpor snizovat, bude jen klesat U, zdroje, coz uz prili§ neodpovida 27.-29. | Mgr. Iva Kouilova 28 0 3
tomu, jak si predstavujeme chovani baterie. Mgr. Lenka Beranové 49 0 3
Hanss & Marble Tomés Stec 3 12 3 3
30.—-34. | Mgr. Martin V¢elak 29 0o 2
Ad resa reda kce: Jana Satopletova 2 0 2
M&M, OVVP, UK MFF Mgr. Zden¢k Nové(:tek 33 0 2
Bc. Honza Chmelar 13 0 2
Ke Karlovu 3 Alena Drabkova 2 0 2
121 16 Praha 2 . .
35. | Mgr. Gabriela Bohacova 39 0 1

Telefon: (02) 2191 1235

Sloupecek >, je soucet vSech bodii ziskanych v naSem seminafi,
> o Jje soucet bodu v aktualni sérii a ), soucet vSech bodii v tomto
ro¢niku (tedy pro Feseni prvni série musi byt >, = >",). Sloupecek +
znaci extra body.

E-mail: MaM@mam.mff.cuni.cz; MaM@atrey.karlin.mff.cuni.cz
WWW: http://mam.mff.cuni.cz/
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