Studentsky matematicko-fyzikalni ¢asopis

rocnik VIII  cislo 4

Termin odeslani: 9. bfezna 2002

Zadani témat

Téma 6 — Alibaba a ctyficet loupezniku

Alibaba chytne a postavi pfed soud c¢tyficet loupeznikt. Maji posledni Sanci,
jak se zachranit. Vsichni se musi postavit do fady tak, ze kazdy vidi jenom ty,
ktefi stoji pred nim. To znamen4, Ze prvni v fadé nevidi nikoho a posledni vidi
vSechny. Pak kazdému posadi na hlavu ¢ervenou nebo bilou ¢epici. Loupeznik,
ktery uhodne barvu své Cepice, dostane milost. Kazdy hada jenom jednou a
muze Fict jenom ,bild“ nebo ,Cervend“. Zacina posledni, poté hada ten pred
nim, a tak dale, az nakonec hada prvni v fadé. Jakmile Alibaba sdéli tato pra-
vidla loupezniktim, ale dfive nez jsou jim nasazeny Cepice, se mohou loupeznici
domluvit na strategii. Jejich snahou je, aby jich co nejméné p¥islo o zivot. Porad
jim, jakou strategii maji zvolit.

Co kdyz Alibaba chytil n loupezniki a soudi je podle nasledujicich pravidel:
Kazdy loupeznik vidi ¢epice vSech ostatnich, kromé té svoji. Na papir, ktery
ostatni nevidi, mize napsat ,Cervend“, ,bila“ nebo ,nevim“. Kdyz se alespon
jeden splete nebo vSichni napisou ,nevim*, vsechny popravi. Naopak, vsichni
se zachrani, kdyz alespori jeden uhodne barvu své Cepice a nikdo se nesplete.
Poté, co jsou jim nasazeny Cepice, uz nesmi promluvit. Jakou strategii maji
zvolit ted, aby minimalizovali pravdépodobnost, Ze zemiou?

Zadani uloh

Uloha 4.1 — Na jedné lodi plujem... (5b)

Dva parniky pluly po mofi konstantni rychlosti beze zmény sméru. V 11:55
byly od sebe vzdaleny 5 mil. Ve 13:10 je délilo v/10 namoinich mil a ve 14:50
byla jejich vzdalenost 31/2 mil. Na jakou nejkratsi vzdalenost se parniky k sobé
dostali béhem plavby?

Uloha 4.2 — Jak to vidi kruZnice? (5b)

Jak se v dutém zrcadle zobrazi kruznice se stfedem v jeho ohnisku? Predpokla-
dejte, ze polomér kruznice je mnohem mensi nez polomér kiivosti zrcadla.

Uloha 4.3 — Praméty piimek (5b)
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Nékolik mimobéznych pfimek v prostoru, které se neprotinaji, se zobrazi do
horizontalni roviny. Tyto projekce jsou nakresleny tak, ze na prisecicich vidime,
ktera ¢éra je vys a kterd niz. Jsou projekce na obrézcich a), b) a ¢) mozné? Lze
najit postup, jak zodpovedét danou otdzku v obecném piipadé?

ReSeni témat
Téma 1 — Pravidelné mnohostény

Mgr. Jozef Tinaj ndm poslal sit télesa a spocital jeho povrch v zévislosti na
délce hrany. Tyto vypocty byly jiz (v podéni jinych autortt) zvefejnény v pred-
chozim ¢isle, proto je zde neotiskujeme.

Mgr. Jozef Tinaj ve svém TeSeni dale zminuje, ze fotbalovy mi¢ vznikne
ofezanim dvacetisténu. Posle nam nékdo navod, jak orezat dvacetistén, aby
vznikl  kopacak“? Lze podobnym zpisobem ofezat i ostatni Platdnska télesa
(Gtyfstén, krychli, osmistén a dvandctistén)? Pokud ano, jaka télesa vzniknou
takovym ofezanim?

Martin Krsek

Téma 2 — CebySevovy polynomy
Cebysevovy polynomy, pokracovani zadani

Minule jsme zavedli tyto pojmy: CebySevem n-tého stupné nazyvame takovy
normovany polynom p,(z) n-tého stupné, ktery ma ze vSech normovanych po-
lynomt n-tého stupné na intervalu (—2, 2) nejmensi vzdélenost od nuly. (Vzda-
lenost od nuly je definovana jako [|p,|| = maxgze(—2.9){|pn(2)|}). Kandidatem
na Cebys$eva n-tého stupné byl nazvan kazdy normovany polynom, jeho# graf
se ve Ctverci (—2,2) x (—2,2) dotyka horni a dolni hrany ¢tverce dohromady
v n+ 1 bodech. Méli jste dokézat, Ze pokud kandidat existuje, tak uz je to Ce-
bysev, a kandidati nikdy nemutze byt vic nez jeden. Ted jde o to, jestli kandidat
existuje. Dokazte nasledujici lemma:
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Lemma. Funkce 2cos(na) se dé vyjadiit jako normovany polynom n-tého
stupné od funkce 2 cos a.

2 cos(na) = pp(2cos a)

Napiiklad pro n = 2 plati: 2 cos(2a) = (2cosa)? — 2, v ¢emz miizete vidét
¢asto pouzivany vzorec cos?a = %(1 + cos(2a))). Tedy pro n = 2 mnoho¢len,
zminény ve znéni lemmata, nabyva tvar p,(r) = 22 — 2. Kdy# k ditkazu pouzi-
jete indukci, jakoby mimochodem dokazete i rekurentni formuli pro polynomy
pn(2). Ted uz mizete, pomoci toho, co jste se dozvédéli pfi Feseni tohoto i mi-
nulych zadani, zformulovat, jak vypadaji CebySevovy polynomy na intervalu
(—2,2) i s ditkazem, Ze jsou jednozna¢né urceny. Naleznéte koteny Cebysevo-
vych polynomi. Opét pomuze lemma.

Martin Mucha

Téma 4 — Provazky

Provazky
Doc. Tibor Vansa

Je-li provazek rozmotatelny do kruhu, nemohu s nim délat nic jiného, nez né-
jakou jeho ¢ast podsunout (obr. 1), nadsunout (obr. 2) nebo zk¥izit (obr. 3).

PP

Obr. 1 Obr. 2 Obr. 3

Zéakladnimi typy nerozpletitelnych jsou uzly ,oc¢ko“ (obr. 4), ,osmicka“
(obr. 5), ,néco* (obr. 6). Ostatni jsou jejich kombinaci.
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Obr. 4 Obr. 5 Obr. 6

Pozn. red.: BohuZial, k téme neprislo vela rieSeni.

Navrhy na premyslanie:

Definujme si niektoré pojmy:

Pod slovom uzol budeme rozumief uzavrety povrazok s kone¢nou dizkou.

Stuperi uzlu nech je najmensie nezaporné celé ¢islo n (pokial existuje) také,
Ze na rozmotanie uzlu je treba aspon n krat prestrihnat Spagat a zviazaf ho
tak, Ze to, ¢o bolo predtym ,,nad“, bude ,pod“. V pripade, Ze také n neexistuje,
definujeme stupeti uzla nekoneéno. Specidlne, jednoduchy povrizok je uzlom
stupna nula.

Dva uzly nazveme izomorfné, ak mdzme jeden previest na druhy postupnym
rozplietanim a zaplietanim (bez strihania apod.).

Uzol nazveme separovatelny, ak ho moZeme previest do tvaru ako na ob-
razku 7, kde uzol A-X-B—¢ast 1 a uzol B-Y-C—¢ast 2 nie st jednoduché po-
vrazky a oba maja stupeil mensi, nez je stupein pdvodného povrazku (t.j. uzol

je separovatelny, ak ho mézeme rozmotat na viac ,mensich uzlikov*).

Uzol nazveme neseparovatelny, ak nie je separovatelny. Napriklad jednodu-
chy povrézok je neseparovatelny.

Komponenta uzla je také ¢ast uzlu O, ze uzol, ktory vznikne spojenim bodov
A a B z obrazku 8, nie je separovatelny, ani sa nedé rozpliest.

/a’-'A C'_‘~\ g \\
/’ 2 B 2 \\ / N
| ¢ast 1 + cast 2 g / o A
% 7Nl X A B
D, Y
Obr. 7 Obr. 8
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(a) Ukazte, Ze existuje povrazok, ktory nie je jednoduchy.

(b) Ukéazte, Ze pre kazdé n € N existuje uzol stupiia n.

(c¢) Najdite dva neizomorfné uzly rovnakého stupria.

(d) Rozhodnite, ¢i existuje povrazok nekoneéného stupriia.

(e) Rozhodnite, ¢i existuje uzol s dvomi komponentami, ktory sa dé roz-
pliest.

(f) Rozhodnite, ¢ existuje koneéne mnoho navzajom neizomorfnych ne-
separovatelnych uzlov.

(¢) Rozhodnite, ¢i pre dané n € N existuje koneéne mnoho neizomorf-
nych uzlov stupiia n. Ak dno, pokuste sa (asponl pre nejaké malé n)
odhadnt, kolko takych uzlov existuje.

(h) Majme obrazok, na ktorom je nejakd komponenta uzlu (obr. 8). Roz-
hodnite, ¢ je mozné spojit body A a B tak, aby sa zvy$na cast po-
vrazku nedotykala oblasti O, a povrazok bol jednoduchy.

(i) Predpokladajme, Ze uzol sa iba koneéne mnoho krat kriZi sim zo se-
bou. Zvolme si pevny bod X na povrazku a pevny ,smer“, v ktorom
sa od bodu X budeme pohybovat. Reprezentujme si uzol kone¢nou
postupnostou nul a jedniciek, pri¢om nula na i-tom mieste znamen4,
ze sme presli popod int ¢ast povrazku a jednicka na i-tom mieste zna-
mena, ze sme presli ponad povrazok — pohybujeme sa pritom od bodu
X v danom smere, az kym sa nevratime do X. (Pismeno i =1,2,...
reprezentuje i-te krizenie, na ktoré narazime.) Rozhodnite, ¢i existuji
dva neizomorfné uzly, ktorym zodpovedd rovnakd postupnost.

(j) Existuje pre kazda kone¢nt postupnost nil a jedniciek, v ktorej je rov-
nako vela jednic¢iek ako nil, aspoii jeden prislusny uzol (vid predché-
dzajuci bod)? Existuje pre kazda taka postupnost dokonca prislusny
jednoduchyj uzol?

(k) Néjdite okrem stupiia uzla eSte iné charakteristiky uzlov, ktoré st pri
izomorfnych uzloch rovnaké.

(1) Anicka bola v obchode a kupila 10 metrov $pagétu, 3 pomarande a
6 bananov. Kolko ma doma jablk?

Peto
Reseni uloh

Uloha 2.1 — Motorka (5b)

Zadani: Jaky vikon musi mit motorka, abychom ji dokdzali ,postavit na zadni kolo?
Potrebné parametry si najdéte nebo je odhadnéte.

Reseni:
Jak vidite, tak se ndm drsny motorkafsky svét prodral i do E8&A. Tato

tloha byla velmi tézkd na odhad toho, co kde vlastné piisobi a jaky to ma na
motorku koneény efekt. Ve fyzice sice plati, Ze experiment ma pokazdé pravdu,

6

le¢ ja jsem se kvili svym chabym motorkaiskym schopnostem rozhodl jit na
celou véc Cisté teoreticky.

Nejdrive si musime polozit otazku, jak je mozné, Ze se motorka na zadnim
kole vlastné udrzi. Podle jednoduché poucky, ze téleso ztistane stabilni, kdyz ma
nutné motorku zvednout pomeérné hodné. Celd vaha motorky se tim presune
na zadni kolo, jehoZ plocha se o poznani zvétsi, takze podminky pro spravné
naklonéni nebudou tak p¥isné, a celd pozice je (kdyz se to umi) docela stabilni.
Celou zalezitost si nejdfive zjednodusme. Z poc¢atku pisobi jak na predni, tak
na zadni kolo tiha. Velikost tihy ptisobici na zadni kolo je

kde M - je celkovd hmotnost motorky,
I — vzdélenost piedni a zadni osy motorky a

T

ho

do

™

osa zadniho kola

Obr. 1

Maximalni sila, s jakou zadni kolo motorky zabere, je rovna velikosti treci
sily:
Ft = LLG7 (2)

kde p je koeficient tfeni mezi pneumatikou a silnici.

Da se predpokladat, ze motorka dokaze vyvinout i vétsi moment sily (resp.
silu na obvodu kola), ale pfi vétsi ptisobici sile dojde k prokluzu a motorka
vyuzije jen silu Fi. Diky ni se zacne roztacet zadni kolo. Stejnou rychlost jako
bod na obvodu kola bude mit i jeho osa, tj. bude na ni evidentné ptsobit i
stejné zrychleni jako na obvod kola. Toto zrychleni si oznac¢ime a a budeme
predpokladat, Ze vznika ptsobenim sily F' = P/v o velikosti maximalné Fy.

Preneseme se ted do soustavy spojené s osou zadniho kola motorky. Ta
bude neinercialni, a proto zde bude ptisobit zdanliva setrvacna sila proti sméru
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pohybu. Nesmime zapomenout na tithovou silu. Ostatni vlivy pro jednoduchost
vylouCime. Plisobisté téchto sil prenesme do tézisté motorky a urceme celkovy
moment sily viici zadni ose kola, kolem které se bude motorka v této soustave
otacet
P
D=;~h—Mgd. (3)

To ovSem plati jen pro pocatek
pohybu, kdy budou obé kola na sil-
nici. Pozdéji se jak h, tak d budou
pfi zméné naklonéni motorky mé-
nit. Oznacme si proto tyto udaje
pro horizontalni polohu (obé osy ve
stejné vysce) do a hg. Pl zvednuti
motorky o tithel a se jejich hodnota
zméni na

Obr. 2

d=dy.cosa,

(4)

h = hg.cosa+ dg.sina.

Nyni uz muzeme dosazovat vSechno do rovnice momentu sil
P .
D==—(hgcosa+dysina) — Mgdycos .
v

Abychom mohli motorku zvednout, musi byt D v meznim pfipadé rovno 0,
tedy

P
Pl (ho cos a + dg sin ) = M gdy cos «
(5)

P = Mgy dg cos .
hg cos a + dy sin «

Az sem jste skoro vSichni postupovali stejné (resp. néktefi jste jesté zapo-
¢itdvali 1 jiné sily).

Zcela logicky plati, ze nejvétsi moment tihové sily ptisobi v prvnim okamzi-
ku, kdy je jeho rameno sily d nejvétsi. Musime ale zaroven zvazit, ze pozdéji
sice bude potifeba mensi setrvacnd sila, na druhou stranu ale bude mit mo-
torka uz néjakou rychlost, a to se projevi na podmince P = F' - v. Tohle uz si
vétSina z vas neuvédomila. Néktefi jste to zkusili opravit pfes néjakou stalou
nenulovou pocéateéni rychlost (Doc. Tibor Vansa, Mgr. Jozef Tinaj. Be. Josef
Strasky, nezbyva je nez pochvalit za to, ze do svého FeSeni zapocitali i tohle.

Nestadi Fict, ze je potfeba splnit podminku pro pocatek zvedani. Mimocho-
dem, potom bychom mohli motorku zvedat z nulové pocatecni rychlosti a stacil
by ndm jakykoli vykon motoru (jak si spravné vsiml Prof. Jiid Klimes).

Pokud budeme chtit urcit, jak bude pribéh zvedani vypadat, dostaneme
velmi slozité soustavy rovnic, proto je docela tucelné zkusit si cely déj namo-
delovat. Nejjednodussi zpusob je postupovat s vypoctem po malych ¢asovych

8

intervalech At a pro kazdy okamzik vypocitat potfebné tidaje. Jakmile klesne
€ pod 0, neboli motorka zacne klesat zpét, je potieba zvysit vykon a vypocet
se provede znova od zacatku.
Oznac¢me € — thlové zrychleni rotace,

w — thlova rychlost rotace kolem zadni osy a

J — moment setrvacnosti motorky vii¢i ose zadniho kola.

r=h,
h = hg.cosa + dg.sin «,

d=dy.cosa,

P
D=—h—-M.ygd,
v

D
J?

1 2
a=oa+wAt+ §E.At ,

€ =

w=w+eAt,

v=uv + \/%.\/P.At—g.(h—x).

Tim se nam ale objevila nova charakteris-

tika motorky — moment setrvacnosti. Vyrobce

% ji neudava, takze nezbyva, nez ji odhadnout.

6 Vzhledem k tomu, Ze jsme si uz predtim zjed-

~vey

tolik neptekvapi, kdyz si ted motorku predsta-
vime jako desku o rozmérech [ a 2hy s hmot-
nosti M s osou kolmou na svou plochu umis-
ténou do rohu desky.

Po dosazeni idajt tykajicich se bézné mo-
torky (tj. hmotnost okolo 250 kg véetné jezd-
kola okolo 50 cm) mi vysel vysledek 1-3kW.
Skutecny vysledek bude asi o poznani vétsi
(odhadem okolo deseti kW), protoze do v§po-
¢tu jsem nezahrnul takové véci jako je odpor
presnéjsiho tady asi neziskdme. Jednotlivé pa-

rametry se lisi od motorky k motorce. Napt. jeden zcela konkrétni vypocet pro
Jawa 353, jejiz presné udaje nam poslal vazeny kolega Mgr. Jozef Tinaj, vysel
vykon 0,9kW. Pouzity program v Pascalu nasleduje, nebo si ho také muzete
stahnout na http://khayis.webpark.cz/motorka.pas .
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program Motorka;

const M =270;
g =10;
1 =2.065;
do =1.3;
hO =0.3;

dT =0.1;
var P,J,x,h,d,0Omg,Eps,DD,alfa,v:real;

begin
J:=Mx2%1*h0/3 + M*(Sqr(1/2)+Sqr(h0));
P:=1;
repeat
P:=P+1;
alfa:=0 ;
h:=hO0;
d:=do0;
Omg:=0;
v:=0.01;
repeat
X:=h;
h:=hO*cos(alfa) + dO*sin(alfa);
d:=d0*cos(alfa);
D:=P/v*h-M*g*d;
Eps:=D/J;
alfa:=alfa+Omg*dT + 1/2+Eps*Sqr(dT);
Omg : =Omg+Eps*dT;
v:i= v + Sqrt(2/M)*Sqrt (P*dT - g*x(h-x));
until (alfa>=Pi/2) or (Eps<0);
until (alfa>=Pi/2);
Write(P);
ReadLn;

end.
Vypocteny vykon nepatii
mezi nejvétsich, takze z malé o __/§

rychlosti miizeme postavit na
zadni témér cokoli. Potvrze-
nim nam bylo i feseni Be. Lu-
kdse Chvdtala: ,,Se zaddnim
ulohy jsem obteZoval nékolik
kamarddi — motocyklisti — a
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ti mé ubezpecili, Ze: »Dobrej motorkar postavi na zadni i pfedpotopni
vehikl. «

Na zavér takové malé shrnuti. Postavit motorku na zadni kolo je nejjed-
nodussi pfi malych rychlostech. Snadnost zavisi pfedevsim na hmotnosti a na
rozmérech motorky (zkuste postavit na zadni takového choppera). A hlavné!
Pokud to poradné neumite, nezkousejte to, protoze bychom radi méli co nejvice
Tesiteld.

Zprava 1: Bzuco rikal, ze jde otestovat, jestli postavi na zadni autobus.

Zprava 2: Z fakultni nemocnice Bulovka z oddéleni zlomenin vas zdravi
(délam si srandu).

Khayis

Uloha 2.2 — Barometr (5b)

Zadani: Jednoduchy barometer je tvoreny trubicou v tvare pismena U, v ktorej je voda
siahajica v oboch ramendch do vysky L pod okrajom. Na jednom konci trubice zvysime tlak,
nasledkom coho voda v druhom ramene vystupi. Maximadlny tlak, aky moZeme takymto baro-
metrom merat je dany tym, aby voda z druhého ramena nevytickla.

Ak mdme dva takéto barometre, moZeme ich zapojit za sebou tak, ako je to nakreslené na
obrdzku, ¢im vznikne jeden vicsi barometer. Kolkokrdt sa zvysi mazimdlny mozny tlak, ktory
mozeme zmerat tymto pristrojom?

Reseni:
Pfi méfeni timto barometrem bude
nad jednim otevienym ramenem tlak pg P2 Po
(okolni tlak) a nad druhym méfeny tlak bI p1 d
pa. Rozdil je kompenzovén hydrostatic- ¢
kym tlakem sloupcii vody. Vzduch upro-
stfed pouze prenasi tlak z jedné trubice
do druhé — jeho tihu mohu v klidu za-
nedbat. Z obrazku vpravo je vidét, ze
v ustaleném stavu plati

p2=po+ (a—b+c—d)pg. (1)

Vim, Ze na zacatku bylo a = b = ¢ = d = L. ProtoZze se béhem méfeni
z4dné voda neztratila ani nepfibyla (a jeji stlacitelnost neuvazuji), musi stéle
platit a + b+ ¢+ d = 4L. VSechny tyto vzdalenosti jsou nezdporné, takze z (1)
plyne, Ze nejvyssi zméritelny rozdil tlaki nemize byt v zadném piipadé vétsi
nez 4Lpg. (Této maximalni hodnoty docilime tehdy, kdyz b = d = 0, a tedy
a+c=4L.)

Ted potiebuji zjistit, jestli barometr miize byt ve vyse uvedeném stavu.
Mezi trubicemi je vzduch, ktery budu nadéle povazovat za idedlni plyn a budu
zanedbavat objem hadicky spojujici obé trubice. P¥i méfeni vzdy pockam, az
se cela soustava ustali, takze stlacovani mohu povazovat za izotermické. Plati
tedy

2Lpo = (b+ )pr = (b+¢)(po + (¢ — d)pg)- (2)
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Priifez obou trubic je stale stejny, takze staci uvazovat délku vzduchového
sloupce. Mé& zajima stav, kdy b = d = 0, a rovnice (2) tedy pfejde na

2Lpo = cpo + ¢*pg

0=c?+ Po._ 2Lpo
P9 P9
2 2L

29\ 4022 T pg

Druhé (zéporné) feseni nemé fyzikalni vyznam. V barometru sice nemusi obec-
né platit a +b = 2L a ¢+ d = 2L, protoze nic nebrani tomu, aby se ¢ast vody
mezi trubicemi prelila, ale miize se pielévat jen z levé do pravé (protoZe ¢ bude
vzdy vétsi nez nula), takZe pro vztah (3) musi také platit ¢ < 2L.

op> Py [ P8 2Lm
~ 2pg 4p%g*  pg
oy 0 [ T 20
2p9 — \ 4p%9*  pg
412 + 2Lpo i P(z) S P(z) 2Lpo
pg  4p*g* ~ 4p?g*  pg
42 >0,

coz je pravda.

Jesté zbyva ukazat, Ze se barometr do tohoto stavu miize dostat. K tomu
staci, aby platilo, Ze ¢im vyssi je tlak po, tim mensi je vzdalenost d. Dokud bude
b > 0, tak je to zjevné. Pokud tlak stoupne dédle o Ap, tak se prelije sloupec
vody o délce = a hladiny ve tfeti resp. ¢tvrté trubici stoupnou o y resp. z. Urcité
musi platit a + ¢ —d < (a+ ) + (¢ —y) — (d — z) (protoze Ap > 0 a tedy
hydrostaticky tlak v barometru musel stoupnout). Tedy 0 < z —y+ z. Ted chci
dokézat, Zze z > 0 (tj. ze hladina v posledni trubici stoupne). Dosadim podle
r =y + z a uz primo ziskdm pozadovanou nerovnost.

Déle je tu jesté jedna podminka. Barometr byl urcité konstruovan tak, aby
délka trubic byla vétsi nez 2L (a tedy aby se dal bez problému pouZivat v po-
dobé jedné trubice). Ale v naSem p¥ipadé mlze byt a > 2L, takze je jesté
potfeba, aby délka trubice byla vétsi nez 4L — ¢, kde ¢ je hodnota spocitana
z rovnice (3).

Pokud plati i tato podminka, tak barometr vyrobeny ze dvou spojenych
trubic mtze mérit dvojnasobny rozdil tlakd oproti barometru z jedné trubice.

Pozn. red.: Pokud premyslite, jak by se s takovym barometrem dal sku-
tecné mérit tlak, tak neni nic jednodussiho, nez mit na vSech ¢tyfech ramenech
stupnice, z nich odecist a, b, ¢ a d a tlak spocitat podle rovnice (1).
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Timto zptisobem (spésné) fesil tlohu Be. Lukds Chvdtal. Trochu jing pfi-
stup zvolil Prof. Jirka Klime$ — uvazoval pouze ,vratny“ stav barometru, tedy
jen pokud se neprelije zddnd voda ani mezi trubicemi. Dospél ke spravnému
vysledku, Ze pomér maximéalniho zméritelného pretlaku v pripadé dvou trubic
a jedné trubice je

1 1 3 2
1 Po NI Po + P '
2 4Lpg 4  4Lpg 16L2p2%g?

Pro L neomezené se blizici k nule vyjde n = 2 a pro rostouci L se n asymptoticky
blizi k jedné.
Marble

Uloha 2.3 — Nerovnost (5)

Zadani: Dokaste, ze z libovolngch 4 riznych cisel mizeme vidy vybrat dvé éisla z a vy, pro
kterd plati:
T —y

0<
T 1ty

<1.

Reseni:

Spousta z vas dospéla ke spravnému feSeni, nejcastéjsi feseni byla grafic-
ka, analyzou nerovnosti nebo kombinaci obou dvou. Pékné feseni méli napt.
Be. Petr Cermdk, Mgr. Andrej Pidik, Doc. Tibor Vansa, nebo Doc. Martin
Demin.

Reseni podle Doc. Martina Demina:
Vyjdeme z nerovnosti

0< XY <4
STiay =
Reseni si rozdélime na 2 ¢asti:
o l4+a2y>0—= y:_Tl — nakreslil jsem si grafy:_Tl.
0<z—y<l4zy = y<zx — nakreslil jsem si graf y < z.

Upravou nerovnosti dostaneme z — 1 < y(1 + ).
Reseni se opét déli na 2 &asti:

z—1 s . z—1
a. Pro z < —1 dostaneme y < T nakreslil jsem si graf y = o712
- . z—1
< =— <
zabarvil jsem si y < s i Poys®z
b. Pro x > —1 dostaneme y > v—1 zabarvil jsem si y > v—1 funkce
- —x+1 —x+1

proy > .
e 1+2y<0 = y >z Nagrafu jsem zabarvil y > z.

Upravou nerovnosti dostaneme z — 1 > y(1 + z)
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rz—1
>
1'y—:z:+1

2y<:z:—&-1

3'y>x_—1

4.y < i+——

Reseni se opét déli na 2 ¢asti:

-1 s . T —
a. Pro x > —1 dostaneme y < <z T nakreslil jsem si graf y = o712
zabarvil jsem si y < <Z T i pro y > x.
b. Pro z < —1 dostaneme y > > o T % Na grafu jsem zabarvil y < <Z T i

proy > .

Ke vSem nakreslenym grafim jsem vytvoril inverzni, protoze lze zaménit
soufadnice z a y.

Kdy?z si zvolime bod v 1. kvadrantu, jeho soufadnice budou mit stejné zna-
ménko, to samé plati o bodech ve 3. kvadrantu. Body budeme ze 4 rtiznych ¢isel
tvorit tak, Ze si vytvo¥ime viechny dvojice z a y. Cim budou body blize ke grafu
x = y, tim méné budou od sebe vSechny vytvoiené body vzdalené. Aby vsak
nerovnost neplatila, musim zvolit body z nezabarvené oblasti, ktera lezi v 1.
a 3. kvadrantu, protoze jejich x-ova resp. y-ova soufadnice je zaporna. Proto
neni mozné vytvorit takovou ¢tvertici, jejiz vSsechny body by byly v nezabarvené
oblasti. A nerovnost plati. O

Kromé této cesty, nebo néjaké jeji varianty, ma uloha i daleko kratsi a
elegantnéjsi feseni, na které bohuzel nikdo z vas nepftisel.

Oznacme si tato realna ¢isla podle velikosti xg, z1, 22, z3 a substituci xz; =
= tg ¢ si je pievedeme do intervalu (-7, 7). Necht nejmensi vzdalenost ze
vech ¢;—1 — ¢; (a také ¢g — ¢p3 — 7, nebot funkce tg je 7 periodickd) je ¢, pak
dp >, tedy ¢ > 7.

Podle znamého vztahu pro rozdil funkce tangens

tgxr —tgy

tg(z —y) = ——— 2
g —v) 1+tgxtgy
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nerovnost prejde na tvar

tedy
o
0 < ¢z - QS] = Z )
coz jsme dokazali vyse.
Al-¢a
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6.—7. | Bc. Zuzana Rozlivkova 15 212 0 4 15
Be. Jan Spitik 15 1 1 2 4 15
8. | Doc. Vasek Cvicek 4. A 118 0 12
9.-10. | Bc. Helena Kubatova 11 0 11
Bc. Lukas Chvatal 11 4 5 9 11
11.-12. | Dr. Peter Balis 2. A 53 3 3 10
Be. Petr Cermak 10 3 5 8 10
13.-14. | Mgr. Jozef Tinaj 4.D 48| 4 3 2 9 9
Vojtéch Skubani¢ 9 0 9
15. | Mgr. Dana Berankova 2. 46 0 0 8
16. | Vitézslav Kala 7 0o 7
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Mgr. Lenka Beranova oktava C 49 0 3
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Jana Satopletova 0 2
31. | Mgr. Gabriela Bohacova | 2. 39 0 1

Sloupecek >, je soucet vSech bodi ziskanych v nasem seminafi,
> o Jje soucet bodu v aktualni sérii a ), soucet vSech bodii v tomto

ro¢niku (tedy pro feSeni prvni série musi byt > o =>,).

Tituly uvedené v piedchozim textu slouzi pouze pro tcely £ .
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Vyéislitelnost; Algoritm. vyéis. fce, ekviv. jejich riznych matem. definic; TS(A[Abeceda], Q[Stavy],
o[Stavy], ‘g[po€. stav], F[konc. stavy]); o: (Q-F) x (AU{A}) — Q x {L, N, R} x (AU{A}); D: Sezn. instrukci (o)
je uplny, kdyz qe Q-F, pro Vse AU{A} 3 instr. 6(q, s); D: Univers. TS: U(kod(T[TS], S[vstup])) = T(S); V:
Abec. {A, [}, mame tfidu TS, kde ¥V TS ma 'konc. stav = 3 univ. TS pro tuto tfidu. V: Neex. TS, ktery
fekne, jestli se danny TS nad S zastavi — halting problem; D: Fce f je turingovsky vycisl., if 3 TS, ktery ji
vycisl; PRF, CRF}; Z3kl. fce (jsou totalni — vSude def., 3 TM, ktery je reprez.): o(x) = 0 - nulova fce, s(x) =
x+1 - sucessor, In'(x1..xn) = x; (1<i<n) — i-t4 projekce; Operatory: Subst. Sy"(f [m-prom.], g1..gm[n-prom.]) =
h, h(x1..xn) = f(g1(x1..xn)..gm(x1..xn)); f, g = tot. = h je tot., f, g = efekt. vyCisl. = h je efekt. vycisl.; Pf:
Mame f(x,y) = x+y, pak x+y+z = f(f(ls'(x,y,2), ...), ...); Primit. rekurze Rn(f[n-1 prom.], g[n+1 prom.]) = h; for
cykl.; h(0, x2..xn) = f(x2..xn); pro n = 1 h(0) = const.; h(y+1, x2..xn) = g(y, h(y, x2..xn), x2..xn); pro h(y+1) =
a(y, h(y)); Rn tot. = tot.; Pi: Nasob. - h(y,x) = o(x), h(y,x) = x + h(y-1, x); Minimalizace; while cykl.;
Mn(f[n+1 param.]) = h; h(x1..xn) = y & f(x1..xn, y) = 0 & Vj(j < y) — f(x1..xn, ) & # 0; | zvéts., dokud
f(x1..xn, j) = 0; D: Fce f je primit. rekurz. (PRF), kdyzZ ji Ize ziskat ze z&kl. fci pomoci kone€. mnoha operat.
S a R (zastavi se) - V aritm. fce; D: Fce ¢ je &ast. rek. (CRF), kdyz ji Ize ziskat ze z&kI. fci pomoci koneé.
mnoha operat. S, R, M; D: Fce f je obecné rekurz. (ORF), kdyz je CRF a soudasné je tot.; V: VCRF je
efekt. vycisl.; V: VPRF je tot.; V: PRFc[ackerm. fce(x+y, x.y, x"y - iterace predch.)JORFc[nekon.
smy¢ka]CRF; V:3 univ. fce pro PRF, ale ¢ PRF; D: Predik. P je prim. rekur., kdyz ce (charakt. fce) je PRF;
D: -”- je obecné rek., kdyz cp je ORF (v CRF, nebot cp je v8ude def.); D: Predik. P je rekurs. spo&., kdyz P
je def. oborem CRF; D: MnoZ. M je rekurs., kdyZ cu je ORF (3 alg., ktery vzdy | a vrati 0,1); D: Mnoz. M je
rekurs. spog., kdyZ M je def. oborem CRF (3 alg. A, Ze xeM < A(x){); Rek c Rek. spog.; Churchova teze -
pojem algoritmu = CRF, TS, ...; Obec. rek. predik = rek. mnoz., rek. spo&. pred. = rek. spo&. mnoz.; V: CRF
je ekviv. TS; V: 1) jestlize Q(x;..xk-1, ¥) je rekurs. spocet. predikat, pak také (Vy)y<t Q(...) je rekurs. spo¢.,
2) Qjer.s, pak také 3y Q(...) je r.s.; CRF = TS; Rekursivni a rekursivné spo&etné mnoz. a jejich vlastn.; D:
Wy = x-ta r.s. mnoZina = dom(gs[x-ta CRF]); D: Universaini predikat Ti(i, x1..xk, y), i — index (Godelovo
¢islo), y je dvojice vysledek a # krokU, ktery k tomu potfebuje, (i-ty tur. str. k-proménnych se vstupy x;..xk
se zastavi); D: mnozina (halting problem) K = {x:ox(x){} = {x:xew,} = {x:¥;[¢astecné rek. fce CRF](x,x){};
V: 1) Kje r.s., neni rekursivni, 2) K™ neni r.s.; Porovn. mnozin - 1,m - pfevnost; D: A je jednodussi nez B,
A<nB < 3 ORF f (pro < prostd), Ze xeA < f(x)eB; D: B je 1-Uplnd < B jers. alib. Ars. <y B-Bje
nejtézsi r.s.; Vlastnosti rek. spo¢. mnoz: jejich N, U, negace — zachovavaji rekursivitu; ale negace
nezachov. r.s. na rozdil od N, U [pf. K]; V: 3 PRF o,B, Ze Wy(xy) = WxWy, B pro U, disl. je, Ze u a nr.s.
mnoz je r.s.; V(Postova): mnoz. M je rekurzivni & M a M~ jsou r.s., P je ORP < P a —P jsou r.s.
predikaty; DUk: < necham paral. béZet prgmy pro M a M—, 1 se uréité zastavi.; V: R.s. mnoZiny jsou pravé
obory hodnot CRF; Lemma: Necht o je CRF. Pak 3 CRF B, Ze dom(B) = range(o); B(y)d = y = o(B(y))
[obr.]; D: F je usekova, kdyz jeji def. obor je po¢at. usekem Nipfiroz. €isla] (bez mezer); D: Mnoz. M je
generovana fci ¢, kdyz M = range(¢); ¢ generuje M.; V: 1) R.s. mny jsou pravé mny generované prostymi
usekovymi CRF. 2) Rek. mny jsou pravé ty, které lze generovat rostoucimi Gsekovymi CRF; Véta: V
nekon. r.s mna obsahuje nekone¢nou rekurs. podmnoZzinu; Uvést Kleeneho vétu; Véty o rekursi; V1:
Méame fci f (CRF), pak 3 &islo a, Ze Vx(ga(X)=0ra)(X)); @ je tFida CRF fci, V je tam nekon. mnohokrat; véta
Fika, Ze pro V x najdu takové a, Ze fce f ukazuje na shodnou fci @y; V2(s parametry): Jestlize h je CRF m+1
prom. — 3 PRF g m prom., Ze Qng(y1.ym), yt.ym(X) = @gy1.ym)(X), kde g(y1..ym) je pevny bod; V(o pevném
bodé): spoj. f - Ix, Ze x = f(x); ob& VoR jsou dlsl. s-m-n véty; V(Kleeneho véta o normalni formé): 3 PRF
U; 3 PRP Ty (k+2 prom.); 3 CRF ¥ (k+1 prom.); 3 PRF Sk (k+1 prom.); 1) ¥ je univ. fci pro tfidu vSech
CRF k prom.; 2) Wk(i, X1..Xk) = U(py [minimalizace - ¥ prg mtZe mit 1 cykl.] Ti(i, X1..x«, y)[konfigurace
béhem vypoctu]); 3) Sk je prosta a roste ve vSech proménnych; 4) (s-m-n véta) ¥m.n(i, Y1.-Ym, X1..-Xn) =
Yo(Sm(i, y1..ym), X1..Xn) — redukce # param., param. se nahradi konst. se vSemi mozn. hodnotami a
program odskakuje na tu kterou ¢ast...; Dusl. VoR je Riceova véta: V: Kdyz F je tfida CRF (1 prom), A =
{x: g« F} — indexova mnoz., kdyz F # @ a F = v&. CRF (tzv. F netrivialni) (= A=0,N), pak A neni rekurzivn;
(DUkaz: Mna je rekurzivni, kdyz 3 algor., ktery pro dany prvek zjisti, jestli tam patfi nebo ne); = neexist.
algor., ktery pro 2 CRF Zzjisti, jestli jsou ekviv.; Relativni vy&islitelnost; tt-pfevod. - predstupef relat. vy&.;
motivace - K<,K™ - nesrovtelné; D: Mna A je tt-pfevna na B < 3 ORF f, Vx, f(x) je tt-podm. <a[n-arni bool
fce],<yl..yn>[n-tice bodl]> & ca(x) = o(cs(yl)..ca(yn)); # n-arnich bool fci je 272"n; KK -
x—<negace,<x>>; V: B rek. a A<yB = A rek.; D: A <1 B (A je T-pfevoditelna na B, A je vycisl. relat. k B, A
je B-rek. (redukce ve sloz.)), kdyz A=®¢(B) pro néjaké e; tzn. Vx ca(x) = A(x) = ®¢(B)(x); B je tzv. orakul, B
Jpokryje® A; <t je refl., tranz.; D: A je B-r.s., kdyz A = dom(®,(B)) pro néj. e; D: Mnoz. je T-UpIna, pokud je
r.s. avrel. <t je nejsloz.; V: A<tB, B je rek. = A je rek.; D: T-stupné - tfidy ekviv. podle =t; D: Zobecnény

Predchozi obrazek ukazuje abstraktni uméni urcené né€kterym diplomantim UK MFF.



