Studentsky matematicko-fyzikalni ¢asopis

rocnik VIII  cislo 3

Termin odeslani: 14. 1. 2002
Zadani témat

Téma 5 — Fontany

Podivejte se na obrazek, na kterém
je namalovana fontana a vysvétlete, jak

funguje. Odhadnéte, do jaké vysky mize
pfi tomto usporadani dosdhnout proud
vody stiikajici z fontdny. Tento odhad po-
rovnejte s experimentem. (Pozor na vyto-
peni koupelny!) Navrhnéte rtznd vylep-
Seni a specialni efekty.

Lisdk Riki tvrdi, Zze nase fontana je
zajisté perpetuum mobile. Ma pravdu?

Zadani uloh

Uloha 3.1 — Funkce (5b)

V roviné je nakresleny graf funkce y = z2. Nékdo vSak smazal soufadné
osy, takze zlistala jenom parabola. Pomoci pravitka a kruzitka

(1) tyto osy nakreslete a
(2) vyznacte jednotku délky.

Uloha 3.2 — Ti¥i ¢&isla (5b)

Méjme t#i éisla a, b a ¢ leZici na intervalu (0, 7/2), pro ktera plati vztahy:

cos(a) =a,
cos(sin(b)) = b,
sin(cos(c)) = c.

Seradte tato ¢isla podle velikosti.

Uloha 3.3 — Baterie na j3-radioaktivitu (5b)

Uvnitf kovové koule je umistén kousicek radio-
aktivniho materidlu, ktery je od koule izolovan. Kaz-
dou sekundu se rozpadne v atomti. Pfedpokladejme,
Ze energie elektronti vznikajicich pfi rozpadu je se
stejnou pravdépodobnosti rozlozena mezi hodnotami
Whin @ Whax. Urcete elektromotorické napéti na
svorkdch baterie (body A, B). Jaky nejvétsi proud
muze dodavat takova baterie? Do jakého odporu za-
téze muzeme jesté baterii povazovat za generator
proudu?

Reseni témat

Téma 1 — Pravidelné mnohostény

Pozn. red.: K téme futbalovej lopty prislo viacero velmi zaujimavych pris-
pevkov. Na prvom mieste tu chcem podakovat Mgr. Dane Berdnkovej, ktora
z papiera poskladala prekrasnu futbalovu loptu.

Z matematického hladiska dosiel k najzaujimavejsim vysledkom Doc. Tibor
Vansa.

Geometrie mnohosténu
Doc. Tibor Vansa

Pozn. red.: Autor sa pokusil zistit polomer gule, ktord je lopte opisand a
gule, ktora je vpisana Sestuholnikovym stendm. Spocital uhly medzi jednotli-
vymi stenami a dospel k zaveru, ze uhol medzi dvoma susednymi 5-uholni-
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Obr. 1
kovymi a 6-uholnikovymi stenami je asi v' = 142° 16’, uhol medzi susednymi
6-uholnikovymi stenami je o = 138° 11’ a uhol medzi hranou a susednou 5-

uholnikovou stenou je 3’ = 148° 16/.

K tymto pribliznym vysledkom dosiel Doc. Tibor Vansa ivahami pomerne
komplikovanymi a nie tplne prehladnymi. Ak niekto (mozno sém Doc. Vansa)
posle podrobnejsie zdokumentované odvodenie, urcite ho uverejnime v dalsom
cisle.

Mié se sklada z past podobnych jako jsou na obrazku 1. Mic¢em tedy mohu
udélat ez, ktery vidime na obrazku 2.
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Obr. 7

Sectu-li vSechny thly, vyjde mi pfesné 1440°, coz odpovida souc¢tu uhla
mnohotihelnika (n — 2) - 180°. Tim jsme dokézali, Ze mi¢ vibec existuje.! Zde
p je polomér kruznice opsané, nebot ta spojuje vSechny vrcholy. Vzdalenost
|SD| = |S¥| (obr. 2), nebot jsou spojnicemi stiedu mice a stiedu spojnice
dvou 6-thelnik. Tuto vzdalenost spoéitéme jako |SV'| = hy + ho z obrazku.
V pravidelném pétidhelniku (obr. 3) platl = dy + do, kde d; = cos18°a

dy [54°
D 189
dy

Obr. 3 Obr. 6 Obr.

dy = cosb54° a, po secteni D = 1,53 a. Potom hy = sin D, kde § = 180° —
— (' (obr. 4). Déle hy = 2zsinw, w = (180° — o')/2 (obr. 5). Z obrazku 6
potom tg o = H/(a/2), z ¢ehoZ mozno spocitat o a p = a/(2coso). Vyjde
nam ptiblizné p = 2,48 a.

Polomér koule vepsané f je vzdalenost stfedu k nejblizsi sténé. Nejblize
je sténa v mistech, kde jsou dva vrcholy od sebe nejvic vzdaleny. To je mezi
dvéma vrcholy 6-thelniku: f = psin n, (obr. 7), f = 2 26 a.

Povrch koule se vypoéte P = 4712, objem V = —7rr . Obsah Sestithelnika

! Pozn. red.: K tomuto m4 redakcia isté vyhrady.

Obr. 12

Siet, podla ktorej si mozte poskladat futbalovi loptu,
nam zaslali Doc. Tibor Vansa, Mgr. Gabriela Bohdcovd,
Jana Satopletovd, Dr. Honza Klusori, Dr. Peter Balis a Be.
Helena Kubdtovd.

chh 12. Celkova plocha mice je tedy S = 20 Sg + 12 S5 ~ 72 6 a? Povrch opsané
a vepsané koule je S§ = 77,16 a® ~ 106,2% S a S, = 64,59 a2 = 88,96% S

Obarveni:

Ze to nejde pro tii barvy, je jasné jiz z toho, Ze v siti mide se nachazi
pétithelnik (obr. 9, 10).

Pozn. red.: Niektori z vas sa pokusili zostrojit podobné polopravidelné
telesa, bohuzial, nikto v nich nehladal Ziadne matematické zakonitosti a nesnazil
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sa ich néjst a popisat vietky.

Bc. Helena Kubdtova
»,Moje vlastni téleso“ (obr. 13) je pravidelny Gtrnédctistén, sestavajici ze
Sesti Ctvercll a osmi rovnoramennych trojuhelniki. Lze jej odvodit z krychle:
spojime stfedy hran krychle tak, aby na kazdé jeji sténé vznikl ¢tverec o strané,
jejiz délka se rovna jedné poloviné délky sténové thlopticky krychle a ktery
je pootoceny o 45° vuci sténé krychle. Takto ziskdme hrany vymezujici nové
téleso.

Proc se fotbalové mice Siji ve tvaru daného télesa?

Dtivodem mohou byt kratké svy (relativné kratké hrany vzhledem k ve-
likosti télesa) — kdyz se fotbalista pfi kopu trefi do §vu, mohl by se delsi Sev
snaze roztrhnout.

e

Obr. 13 Obr. 11

Dalsim faktrorem mohou byt praktické divody
pii vyrobé — fotbalové mice se zfejmé S$iji ze silnéjsi
kuze, ktera by se ve vétsich kusech tézko ohybala a pri-
zpusobovala svym tvarem pozadovanému tvaru mice.
Jedna se tedy o pomérné malé stény vzhledem k ve-
likosti télesa. Provedeni mice je také dostato¢né kon-
trastni vi¢i terénu, coz mize znacné usnadnit jeho
hledani predevsim v hustém porostu. Vyhodu zajima-
vého geometrického provedeni spattuji i z pozice hrajiciho fotbalisty: pfi méné
akénim zapasu se pro nevytizeného hrace muze mic¢ stat namétem k celé fadé
stereometrickych tivah, z nichz nékteré jsou pfedestieny pravé v zadani tohoto
tématu.

Pozn. red.: Co si myslite o tychto ndzoroch vy? Premyslali ste uz niekedy
o stereometrii pri dobrom futbale? Preco sa futbal hréd s kozenou loptou, ked
by stacila obyc¢ajna gumenna? Je naozaj ,futbalova lopta“ mnohosten, ktory
ma relativne najkratsie hrany?

A na zdver eSte uvddzam siet telesa, ktory poslala Bc. Zuzana Rozlivkova
(obr. 11):

Toto teleso vSak nema rovnaké vrcholy, ani mu nemozno opisat gulu, ktora
by sa dotykala vietkych vrcholov, ani vpisat gulu, ktora by sa dotykala vsetkych
stien.

Sktiste sa zamysliet nad tym, aké iné

Do/‘s polopravidelné telesa este existujii okrem

gj futbalovej lopty a zrezanej kocky Bc. He-

leny Kubdtové. U Be. Kubdtové je existen-

;/— @; = cia telesa jasna priamo z jeho konstruk-
% K cie. Z ¢oho vsak plynie, zZe existuje futba-
“= T 7 = = lovd lopta? Ze ked budeme k sebe davat

= 5-uholniky a 6-uholniky tak, aby sa vzdy

vo vrchole stretli dva 6-uholniky a jeden 5-

uholnik, tak ,to vyjde“ a teleso sa pekne uzavrie? Skiiste prist na to, ¢i existuje
konecne alebo nekone¢ne mnoho polopravidelnych telies s dlzkou hrany a = 1
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takych, ze vietky vrcholy st rovnaké. Skiiste ich ndjst, popisat ich konstrukciu,
ukédzat existenciu a dokézat, ze neexistuju iné.
U futbalovej lopty ostava taktiez ako otvoreny problém tiloha spocitat uhly
medzi jednotlivymi stenami.
Peto

Téma 2 — Cebyseviiv polynom

Cebysevovy polynomy
Be. Jan Spivik

Polynom 1. stupné:

Cebyseviiv polynom prvniho stupné je ve
tvaru f(x) = z + ag. Grafem funkce, ktery po-
lynom popisuje, je pfimka, v nasem ptipadé
tsecka. Maximum a minimum bude mit proto
ve svych krajnich bodech pro x = -2 a =z = W
= 2. Aby byla vzdalenost polynomu minimalni Qiz
musi byt absolutni hodnota z maxima i mi- J
nima shodnd: | — 2 + ag| = |2 + ag|. Protoze
Cebysevtv polynom je normovany, neni mozno
ménit sklon pfimky, a proto pro dany inter-
val bude pro minimélni vzdalenost polynomu
od nuly tsecka prochézet 0 a zaroven bude 0
stfedem této tusecky. Z toho vyplyva, ze ¢len
ap = 0 a tvar Cebysevova polynomu prvniho
stupné bude

F

NS
R

fla)==x (1)
a vzdalenost toho polynomu od 0 bude 2.

Polynom 2. stupné

Cebyseviv polynom druhého stupné mé tvar f(z) = 22 +a 2z +ag. Grafem
funkce, ktery polynom popisuje je parabola, v nasem piipadé pouze jeji Cast.
Minimum polynomu bude v misté vrcholu paraboly, maxima budou v misté,
kde = bude nabyvat hodnoty —2 a 2. Do polynomu dosadime:

f(—2):4—2a1 +ag,
f(2):4+2a1+a0,
f(0)=0+0+ap=aop.

8
Absolutni hodnoty téchto ¢isel se musi rovnat.
‘ao‘ = ‘4 — 2a1 + a0| s
‘Cl()‘ = ‘4 + 2a1 + a0| s
|4—2a1—|—a0\:\4+2a1+a0| = a1 =0.
Dosadime:

lag| = [4 + aol

a0:—2.

Z toho plyne, ze Cebyseviiv polynom druhého stupné mé tvar

[J@=2"-2 |. (2)

Vzdalenost polynomu od 0 bude 2.

Polynom 3. stupné

Z podobnosti Cebysevova polynomu prvniho a druhého stupné odhaduji
tvar CebySevova polynomu t¥etiho stupné na

| f@)=2"-3z |. (3)

Pozn. red.: Spravny tvar polynomii vyssich stupnu nasli Be. Zuzana Roz-
livkovd, Doc. Martin Demin, Dr. Honza Klusorn, Doc. Vasek Cuvicek, Vojtéch
Skubani¢, Prof. Jiri Klimes, Be. Jan Spirik a Vitézslav Kala. Tady jsou:

fi==x

fo=a%-2

fs = — 3z

fr=at—422 42

fs = a° — b + 5z

fo =2 — 62* + 922 — 2 (4)
fr=a" —7x% 4+ 162> — Tx

fs = a® — 825 4+ 202* — 1622 + 2

fo=a%—92" +272% — 302% + 9z

fro = 2% — 102® 4 3525 — 502 + 2522 — 2
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f3(z) f3(2)

fi(x)

|
o

fa(z)

-2
Cebysevovy polynomy fi(z) az f4(z).

Vsimnéte si, Ze polynomy se vzajemné protinaji nejenom v bo-
dech (—2,-2), (—2,2), (2,2), ale i v jinych bodech. Napf. na obrazku
mizeme vidét, Ze polynomy fi(x), fo(x) a fa(z) se protinaji v bodé
(—1,-1). Existuje vice takovych boda nebo je to jenom ndhoda? Své
tvrzeni dokazte, popfipad€ najdéte takové body.

Vzorec pro CebySeviiv polynom
Doc. Vasek Cuicek

V [1] jsme nagel vzorce pro Cebysevovy polynomy. Oznadeni:
T, (z) — Cebysevovy polynomy pro interval (—1,1),

fn(x) — Cebysevovy polynomy pro interval (—2,2).

Ziejme:
Fal@) = 2" Tu(3).
V [1] se taky piSe, Ze lze ukdzat
To(x) = - cos (narccos ) , pro |lz]| < 1.

2n71
Pak
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fn(x) =2cos (n - arccos ;) , pro ||z|| <2,

coz by mohl byt p&kny visledek, jen to dokézat.?

Vlastnosti Ceby$evovych polynomt

Pozn. red.: Autoii Doc. Vasek Cvicek, Doc. Tibor Vansa, Dr. Honza Klu-
son, Vitézslav Kala, Doc. Martin Demin se zamysleli nad vlastnostmi Cebyse-
vovych polynomt a dosli k nasledujicim zavérium:

o Cebysevovy polynomy sudého stupné jsou sudé funkce a lichého
stupné jsou funkce liché.

® Vsechny koreny Cebysevovych polynomii lezi v intervalu (—2,2).

e Vzdalenost vsech Cebysevovych polynomii je 2.

Pokouseli se tyto vlastnosti odiivodnit, ale vétsinou je nedokazali. Zvladne
to nékdo z vas?

Pokracujte v badani a zjiStovani zajimavych vlastnosti. .. -:)
Aléa

Literatura:

[1] Rektorys, K. a spolupracovnici: P¥ehled uzité matematiky

Cebysevovy polynomy, pokracovani zadani

P¥ipomeiime si definici Cebysevovych po-
lynomt na intervalu (—2,2). Pro p,(z) jsme
™72 si zavedli jeho vzdéalenost od nuly vztahem
: : fa(@) lpall = max|pn(z)]; € (=2,2). Cebysevo-
| L~ vym polynomem n-tého stupné nazveme ta-
?—r t kovy normovany polynom, ktery je ve tvaru

|

|

1

: — h(z)  fo(z) = 2" + a12" ' + .-+ + a,, ktery m4
| nejmensi vzdalenost od nuly, ¢ili pro libovolny
2*2 normovany polynom n-tého

stupné ¢, (z) plati, Ze ||gn(z)]| > ||fn(x)]|. Minule jste se méli piesvédéit,
Ze polynomy x a 2 — 2 jsou Cebysevovy, a ze Cebysevovy polynomy vyssich
stupni se dostanou pomoci rekurentni formule

jﬁ+1<x)::xjh(x)"jﬁ—1(x)

Je tomu skutecné tak? Podivejte se na jejich grafy, které jste si jiz jist€ nakreslili.
Jsou celé obsazeny ve &tverci x € (—2,2) y € (—2,2). Navic se dotykaji jeho

2 Pozn. red.: Poda¥i se to nékomu z Vis?
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hranice v n+1 bodech (n je stupeti polynomu), a to na st¥idacku, jednou nahote
a pak dole. Nazvéme normované polynomy s takovouhle vlastnosti kandidaty
(na Cebyseva, pochopitelné). Pro kazdého kandidata g(z) plati ||g|| = 2. Je
mozné najit takovy normovany polynom, ze jeho vzdalenost od nuly je mensi
nez 27 Kolik riznych kandidétu existuje?

Nasledujici postup necht je vam inspiraci: nakreslete si graf néjakého kan-
didata g, (x) do ¢tverce (—2,2) x (—2, 2). Rozdélte tento ¢tverec svislymi ¢arami
na n obdélnikd tak, aby kandidat spojoval v kazdém obdélniku jeho horni a
spodni hranu (viz obrazek). Ted do grafu prikreslete jinou funkci h(z) (o které
si muZete myslet, Ze je to normovany polynom n-tého stupné), ktera ale bude
mit mensi vzdalenost od nuly nez 2. Pak zkoumejte rozdil g,(z) — h(x). Ko-
lik ma korent? Polynom jakého stupné to je? Co z toho plyne? Pro pristé si
nechame dikaz toho, Ze rekurentni formule skutecné generuje kandidaty, ale
mizete to zkusit uz ted.

zadaval Martin Mucha

Téma 3 — Tepelny stroj

Chladime, chladime...

Doc. Martin Demin
Ve velké mife se vyuzivaji 3 druhy tepelnych stroji:
1. chladici zafizeni s kompresorem,
2. absorb¢ni chladici zarizeni,
3. chladici zafizeni vyuzivajici Peltieruv jev.
Dale se budu zaobirat zafizenimi 2 a 3.

2. Absorbéni chladici zafizeni

Princip spociva v tom, ze voda velmi dobfe pohlcuje amoniak. Nejdiive
mame smés vody a amoniaku, kterou zahfivime a nechame odpafit, poté se
oddéli amoniak, ktery odtéka do vyparniku, voda se vraci zpét. Tim je vSechno
pripraveno k chlazeni. Zkondenzovana voda se snazi absorbovat amoniak, coz
vyvola jeho jeho vétsi odpafovani z vyparniku, ktery se tim ochlazuje. Takové
zalizeni se vyuziva hlavné ve velkych komplexech, kde by byl kompresor net-
nosné velky napr. na zimnich stadiénech.

Spotfeba energie (pfi zahfivani vody) S = 3-6kWh
Pfenesena energie Q =4,2-8,4MJ
Uéinnost n= % = 0,38
Tab. 1

3. Chladici zafizeni vyuZivajici PeltierQiv jev

Kdyz spojime 2 vodice z riiznych kovl zapojené do elektrického obvodu
a mista, kde se tyto vodice dotykaji, maji riznou teplotu, pak naméfime, ze

12

vodi¢em protéka proud. Tento jev se nazyva Seebeckiv. Existuje k nému i jev
opacny, tzv. Peltiertiv jev. Ten spociva v tom, ze kdyz do stejného obvodu
(spoje dvou drath z dvou riiznych kovil) zapojime vnéjsi zdroj stejnosmérného
el. proudu, pak se bude jeden spoj vice ohfivat a druhy bude naopak chladnéjsi
nez by mél byt.

V praxi se kvili lepsim vlastnostem pouzivaji spise polovodice, dva druhy
kov1 se nahrazuji polovodi¢em typu N a polovodi¢em typu P. Obvod chladiciho
zaifzeni® (resp. termoclanku) pak vypada jako na obrazku vedle tabulky 2.

Q — absorbované teplo P N
Qp — vydané teplo

P - polovodic typu P

N - polovodi¢ typu N 1 % 1
Tab. 2

Sériové vyrabéné termobaterie maji zhruba tyto vlastnosti:

Tnax 3,3A
dTmax (max. rozdil teplot) 60°C
U 1,9V
Prax 3,9W
pocet dvojic spoji 17
Tab. 3

Lednicku chceme ochladit z 20 °C na 0 °C'. Lednicka mé objem V' = 2001 =
= 0,2m?. Pfedpoklddejme, Ze 1/ objemu je voda a zbytek je vzduch. Potom
potfebujeme na ochlazeni energii:

kg B kJ
Pvz = 1,27 F Cyz = 0,28 kg—K

B kg B kJ
Tab. 4

3 Pozn. red.: Pro¢ se jeden ze spojii ohiiva méné, kdyz jim prochdzi stejny
proud jako tim druhym? Podle ¢eho vlastné pozndme (piedem) ktery spoj bude
chladit a ktery oteplovat?
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Vv
Q=m-c-dT’; m:%

v
Q= dT; (Cyz* pva+ ¢y - py) = 8360kJ

Q
Pmax

T= = cca 24 dni.
Coz znamend v podstaté nikdy, protoze chlazeny prostor neni dokonale od-
déleny od okolniho svéta. (Ale takova lednicka uz byla skuteéné vyrobena. . .)
P1i porovnavani s ostatnimi zptisoby chlazeni je ale dilezita i¢innost.

Proax 3.9W
_ _ —0,622.
"= U Tpax  33A-19V

Q ale zavisi na d7'. Cim je dT vétsi, tim je Q mensi a pii dTay je @ = 0.

Nejvyhodnéjsi je tedy zarizeni s kompresorem, potom absorbéni chladici
zafizeni (k zahfivani nemusi byt pouzita el. spirdla, ale i plynovy horak) a
nakonec chlazeni Peltierovym ¢lankem, ktery dnes pouzivaji poC. procesory a
prenosné auto-chladnicky.

Tepelny stroj mtze fungovat i na principu rozpousténi nékterych chem.
latek ve vodé. Napf. pii rozpousténi siranu sodného se roztok ochlazuje a tim
ochlazuje i okolni piistroj. Poté je mozné vodu odpafit a opét pouzit.

Gumicku s teplotné zavislou tuhosti neni mozné premeénit v tepelny stroj,
protoze pfi jejim roztahovani a stahovani je uvoliiovano teplo, které vznika pri
deformaci. Cim bude teplejsi, tim bude uvoliiované teplo mensi. Gumicka vsak
nikdy nebude teplo pfijimat.

Pozn. red.: Tady taky nemohu souhlasit. Jde to, i kdyzZ je to jen teorie bez
vétsiho praktického vyuziti. Mala napovéda: guma ma tu zajimavou vilastnost,
Ze se s rostouci teplotou smrstuje.

Khayis
Reseni uloh

Uloha 1.1 — Na koleji. .. (5b)

Omlouvame se reSitelim, ktefi nevidéli na obrazku s kolejemi
pismena A a B. (Téch ktefi je vidéli, je zanedbatelné
mnoho vuéi ostatnim.) PFisté si na tiskaiské Sotky
dame vétsi pozor. Spravny obrazek rovnéZ zobrazujeme:

Zadani: Na koleji A na obrdzku nahofe stoji n vagdnd, které jsou srovndny v jistém
poradi. Vagony se postupné presunuji na kolej B, pFicemz vagon mize zajet na nékterou ze t7i
postrannich koleji, nesmi se vak vracet (postupovat miZe jenom smérem ke koleji B). Predpo-
kladame, Ze na kaZdou postranni kolej se v pripadé potreby vejdou vsechny vagony najednou.
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kolej A — — kolej B
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Dokaz, Ze pro dost velké n existuje potadi vagonu, které nelze vyse uvedenym zpisobem
docilit. Pro jaké n to jesté jde?

Reseni:

Zacnéme nejprve s jednodussim pripadem, kdy méame k dispozici pouze
jednu vedlejsi kolej. Pocet poradi, které miizeme vytvorit na koleji B, je omezen
shora poc¢tem vsech moznych posunovacich postupti. Pokusme se urcit pocet
vSech korektnich posunovacich postupt v zavislosti na poctu vagont n.

Zakdédujme si tedy kazdy takovy postup posloupnosti odpovidajici pro-
vedenym tahtim, tj. kazdému tahu odpovidé pismeno a pismena jsou za sebe
fazena podle toho, jak byly provadény odpovidajici tahy — pismeno A odpovida
tahu z koleje A na odstavnou kolej 1 a pismeno B odpovida tahu z odstavné
koleje 1 na kolej B, presunuti z koleje A na kolej B odpovida dvéma tahtim
popsanych AB.

Je ztejmé, ze:

1) Kazdy korektni posunovaci postup ma
pravé jeden zapis.

2) Kazdy zapis korektniho posunovaciho
postupu obsahuje pravé n pismen A a
n pismen B (mame n vagénii a kazdy
vagén je pravé jednou posunut na od-
stavnou kolej a pravé jednou na kolej
B).

3) Kazdy zapis korektniho posunovaciho postupu spliiuje podminku,
ze kazdé jeho pismeno B pfedchéazi vice pismen A nez B (abychom
mohli pfesouvat z odstavné koleje potfebujeme tam mit vagén).

Pocet posloupnosti, které spliuji podminky 2 a 3 nam dava nasledujici
lemma:

Lemma. Pocet posloupnosti, které obsahuji n pismen A a n pismen B (pod-
minka 2) takovych, ze kazdé pismeno B predchdzi vice pismen A nez B (pod-

. 1( 2n
inka 3 — .
minka 3), je n(nl)

2
Duikaz: Pocet vSech posloupnosti spliiujici pouze podminku 2 je ( n) Ur-
n

¢eme pocet ,Spatnych” posloupnosti, tj. posloupnosti splnujicich podminku 2 a
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nespliujicich podminku 3, z ¢ehoz uz snadno urcéime pocet ,,dobrych“ posloup-
nosti, tj. posloupnosti splnujicich zaroven podminky 2 a 3. Je-li posloupnost
LSpatnd“ (tedy porusuje podminku 3), musi mit pismeno B, pfed kterym neni
vic pismen A nez B. Vezméme si prvni vyskyt takového B a vytvofme ,po-
mocnou® posloupnost tak, ze zménime vSechna A na B a B na A od zac¢atku
posloupnosti az po toto B. ,,Pomocna“ posloupnost vzdy obsahuje n+1 pismen
A an—1 pismen B. Navic zadné dvé ,Spatné“ posloupnosti nemaji stejné odpo-
vidajici ,,pomocné“ posloupnosti a kazda posloupnosti slozené z n+1 pismen A
an—1 pismen B je ,pomocnou” posloupnosti k néjaké ,Spatné“ posloupnosti.
Tedy ,,pomocnych“ posloupnosti je stejny pocet jako ,Spatnych“. Pomocnych

1) a tedy ,,dobrych“ posloupnosti je
2n 2n 1 2n
n n—1)" n \n—-1/"

Podle lemmatu vidime, Ze pocet
poradi pro n vagénu s jednou pomoc-
nou koleji mizeme docilit maximalné

2
1 ( n ) — dokonce muzeme doci-
n \n-—1

.. 2n
posloupnosti je

2
lit presné vsech L. ( " 1) poradi

n n ’
protoze kazdy z postupt vytvori jiné :z:2

pofadi. Jiz pro n = 3, vidime, ze do- A" ama
cilime maximalné 5 pofadi, prestoze mn ey
podet viech moZnych je 6. MU

Mame-li k dispozici tfi pomocné

2n

3
1)) postup, jak presunout n vagénu z ko-
n—

koleje, existuje nejvyse (% . (

2n \\* .
poradi, protoze né-
n—1

které postupy davaji stejné vysledky. Pomoci dvou jednoduchych lemmat si

SR (1 2n °
ukazme, Ze plati 0 < 64™.

leje A na B. Zde uz nedosdhneme vsech (% . (

n—1
n .
Lemma. () <2"  proi=0,1,...n
i

Dukaz: PouZitim binomické véty a vynechanim vSech ¢lend sumy az na jeden

o v ()= (1)

16
O
Lemma. Plati*
n n
n! > (—) .
e
Diikaz: Upravami dostavame
Inn! = Zlni > / Inidi=nlnn—-—n+1>nlnn—n
a tedy
n n
n! > (—) .
e
O

S pouzitim téchto dvou lemmat dostavame

() <) oo

Zajima nas nyni, pro které n uz nemtizeme s tfemi pomocnymi kolejemi
docilit vSsech moznych poradi. Chceme-li, aby maximalni pocCet postupt byl
mensi nez pocet vSech moznych poradi dostavame podminku na n:

n! > (n/e)" > 64",

tedy g > 64, a proto pro n > 64e nemiiZzeme se tfemi pomocnymi kolejemi

dosdhnout vSech poradi.
Ales

Uloha 1.2 — Zamény ¢&isel (4b)

Zadani: Je ddino nékolik nenulovjch &isel (alespori dvé). Umaz dvé libovolnd &isla a a
b a misto nich napis ¢isla a + g ab— 5. Dokaz, Ze jakmile jednou zacnes, uZ nikdy nedostanes
puvodni soubor cisel.

Reseni:

Méjme posloupnost A = z1,...,x,, kde n > 2. BUNO?: &isla, ktera bu-
deme nahrazovat jsou x1 a xs.

8|8

(1)

4 e je Eulerovo é&islo, e = 2,71828. ..
® Bez Ujmy Na Obecnosti



et VI3 17

Tedy posloupnost nové vznikla je
x T
B=331—|-—2, .132——1, T3,...,Tn . (2)

2 2

Na posloupnostech A a B zadefinujeme normu:

(@1 aa)| = Zw (3)

a ukazeme, Ze norma puvodni posloupnosti A je vzdy mensi neZ norma noveé
vytvorené. Tedy ukazeme, Ze plati nerovnost:

x
b af bl < (@t ) (- P i (9)
Po upraveni pravé strany dostavame:
5 5
of +af+a+ o bay < Jaf 4 oadai 4 ta. (5)

4

4

Tato nerovnost plati.

Z toho plyne, ze se nam nemuze stat, abychom dostali v nékterém kroku
posloupnost B takovou, ze B = A. Muselo by totiz platit ||A| = || B||, ale
podle vyse dokazaného je pro vSechny posloupnosti B ziskané z posloupnosti
A v k-tem kroku (k > 1) ||4]| < || B].

Al-ca

Uloha 1.3 — Tramvaj (5b)

Zadani: Kdys se tramvaj pohybuje po horizontdlni drize jistou rychlosti, prochdzi jejim
motorem proud Iy = 100 A. Ucinnost motoru je n = 0,9. Kdy? #idic¢ tramvaje pii jizdé z kopce
vypne motor, pohybuje se tramwvaj tou samou rychlosti. Jaky proud bude protékat motorem,
kdyz se tramvaj bude pohybovat stejné rychle po stejné draze smérem nahoru?

Reseni:
Necht Up je napéti v siti. Kdyz se tramvaj pohybuje po horizontélni dréze,
motor pfijima pfikon N = Uyl,. Céast piikonu se ztraci v podobé Jouleova tepla

18

I2R, kde R je odpor obvodu (viz pozndmka nize). Vyuzitelny vykon je tedy
jenom

N' = Uply — I3R = nUply , (1)

kde n je ucinnost. Protoze se tramvaj pohybuje s nulovy zrychlenim, tento
vykon se rovna vykonu odporovych sil, jako tFeba tfeni v loziskach, nebo odpor
vzduchu (valivé t¥eni koleje—kola zanedbejme).

P1i pohybu z kopce , koné podle zadani, praci ti-
hova sila. Projekce na smér pohybu je mgsin«, kde
« je thel jenz svird draha s horizontalni rovinou. Jeli-
koz se tramvaj pohybuje rychlosti v, je vykon této sily
vmgsin a. Protoze se tramvaj pohybuje rovnomeérné,
vykon této sily se musi rovnat vykonu odporovych sil,
¢ili vmgsina = N'.

Necht I je proud prochazejici motorem pfi jizdé do kopce. P¥ikon Ny =
= Upl; se jednak ztréci jako Jouleovo teplo I?R, dalsi ¢ast N’ se vyuZije na
prekonani odporovych sil, a ¢ast v mgsin « se spotfebuje na konani prace proti
tihové sile (tramvaj stoupd). To znamen4

Uoly = I}R+vmgsina + N’ = I? + 20U I . (2)
To je kvadratickéd rovnice pro I, jejim feSenim dostaneme

- U() + Ug — SRUUQIO

I 3.1
1 - (3.1)
Pomoci vztahu (1) dosadime za R, takze
14+/1—8n(1l—1n)
L =1 (3.2)

2(1—n)

Dosazenim zadanych hodnot Ip = 100A a n = 0,9 dostaneme dvé fyzikalné
pripustna FeSeni:

Ktera hodnota se realizuje zavisi od konstrukce motoru.

Poznamka ke vztahu (1):

Opravnéné muzete namitat, ze pfi vypoctu ucin-
nosti motoru nestaci uvazovat jenom Jouleovo teplo,
ale taky teplo které vznika v disledku vifivych proudii
v jadru elektromotoru (ostatni ztraty snad muzeme za-
nedbat). Tyto proudy jsou dusledkem zdkona elektro-
magnetické indukce a indukuji se ve vodivém materialu
vzdy, kdyz v ném dochézi k ¢asovym zménam magnetic-
kého pole (jako tfeba v motoru nebo transforméatoru).
Elektricky vodivé jadro elektromotoru totiz predstavuje vodivou smycku in-
duktivné vazanou s civkou elektromotoru a v dusledku indukovanych proudt
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tam vznikd dalsi Jouleovo teplo. O tuto energii se tedy musi snizit energie VSfSledkOVé listina
dodavana do elektromotoru. Tento jev se da popsat, jako kdyby mél elektro-
motor efektivni odpor Ret., kter7 je vétsi nez jenom odpor civky a pfivodnich

vodi¢t. Pokud se motor otac¢i porad stejné rychle, tato hodnota se neméni. To o i Ulohy Témata
znamena, ze mizeme pouzit vyse uvedeny postup, kde nas konkrétni hodnota Poradi | Jméno Skola 21 |t1 t2 t8|r1 r2 13 |30 2,
odporu nezajima, avSak predpokladame, Ze je konstantni. Potom i feseni vyjde 1. | Doc. Martin Demin 2. ro¢. 1615 5 514 4 2 2525
stejns. 2. | Doc. Tibor Vansa 16316 5 2 23 23
Martin Mucha 3. | Bc. Andrej Pidik 14| 5 3 2 14 14
4. | Doc. Vasek Cvicek 4. A 118 6 2 12 12
5.—7. | Bc. Helena Kubatova 11| 8 3 11 11
Bc. Jan Spifik 11 5 4 2 11 11
Bc. Zuzana Rozlivkova 1114 4 3 11 11
8.-10. | Vojtéch Skubanié 9 4 5 9 9
Prof. Jirka Klimes 4. B 258 6 3 9 9
Josef Strasky 9 3 4 2 9 9
11. | Mgr. Dana Berankova 2. roc. 46| 8 8 8
12.-13. | Dr. Peter Balis 2. A 50| 1 1 4 1 7
Vitézslav Kala 7 4 3 7T 7
14.-15. | Jifina Pesova 5 4 1 5 5
Dr. Honza Kluson septima 90 5 5 5
16.-17. | Michal Rychnovsky 4 4 4 4
Mgr. Lucie Vasicka 1. roc. 42| 4 4 4
18.-20. | Mgr. Lenka Beranova oktava C 49 3 3 3
Mgr. Iva Koufilova 4. B 28| 3 3 3
Doc. Miroslav Frost oktava A 137 3 3 3
21.-29. | Mgr. Zdenék Novacek 33 2 2 2
Mgr. Zuzana Svobodova |4. ro¢. 26 2 2 2
Mgr. Martin Vcelak 29 2 2 2
Lukas Chvatal 2 2 2 2
Alena Drabkova 2 2 2
Petr Cermék 2 2 2
Jana Satopletova 2|2 2 2
Bc. Honza Chmelar 4. ro¢. 13 2 2 2
Lukas Pavlovsky 2 2 2 2
Ad resa reda kce: 30. | Mgr. Gabriela Bohacova | 2. roc. 391 1 1
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