Studentsky matematicko-fyzikalni ¢asopis

rocnik VIl cislo 6
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Zadani uloh
13. Uloha — Lamborghini 4b

Aléa (podobnost jména s jistou oso-
bou je ¢isté ndhodna) je blazen do rych-
lych aut. Jednou vidéla Lamborghini Di-
ablo Roadster VT a okamzité se do néj
zamilovala. Zjistila si, ze auto dosahuje
maximalni rychlosti 323km/h a zrychli
z 0 na 100km/h za 4,1s. Za tuto dobu
urazi 75 metru. Alca by si rdda spocitala,
kolik koni ma jeji vysnéné Lamborghini
pod kapotou a s jakym zrychlenim bude
tlacena do sedadla. Pomuzes ji s vypoc¢tem?

14. Uloha — Kondenzatory 3b

Méjme nekoneénou sit kondenzatori znézornénou na obrazku. Spoéti vy-
slednou kapacitu mezi body A a B. C; =4C; =1F.
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15. Uloha — Déleni kruhu 4b

Nejmenovana sekta matfyzakt pfijima mezi sebe
jenom ty, ktefi dokdzou vyfesit jisté (velice tézké) tko-
ly. Jednim z nich je i pokus o jednoduchou transformaci
magického amuletu. Amulet je zobrazen na obrazku
vpravo. Sklada se ze tii stejnych Sedych dila tvoficich
dohromady kruh. Ukolem adepta je roziezat amulet
(tmavé ¢4sti) na Sest ne nutné stejnych dili tak, aby se
z nich dal poskladat obdélnik. Zvladnes to i ty?

Zadani témat

Téma VI. — Lahev a mince

Prazdnou sklenénou 1dhev (pochopitelné od mineralky) postav na pevnou
vodorovnou podlozku a na jeji hrdlo poloz vhodné velkou naslinénou minci,
¢imz neprodysné uzavies vzduch v 1lahvi. Obéma rukama uchop stény ldhve a
¢ekej, po chvili se za¢ne mince nadzvedavat a dosedat zpatky.

Na zékladé svého teoretického modelu se pokus spocitat frekvenci, s jakou
je mince nadzvedavana, a porovnej ji s experimentalni hodnotou. Jak se méni
frekvence s ¢asem? Pouzij rtizné mince a lahve, pfi¢emz ostatni experimentalni
podminky se snaz zachovat stejné. Posli nam jakykoliv zajimavy vysledek, ex-
perimentélni i teoreticky.

Téma VII. — Mnohouhelniky

Za devatero zobrazenimi zily, byly dva mnohothelniky. Jeden se jmenoval
n-thelnik a druhy m-thelnik (hadejte pro¢). Byly dobrymi kamarady, a tak
jim nevadilo, Ze se nékteré jejich strany protinaji. A ¢im vic pruse¢iki mély,
tim vic se mély radi... a mély se moc radi az do smrti.

Ozna¢me p(n, m) maximélni podet prisecikl, které mohou mit n-thelnik
a m-uhelnik. Uvazujeme pouze nedegenerované piipady, tj. pfipady, ve kterych
maji dvé strany vzdy nejvyse 1 prisecik. Mnohotithelniky bereme konvexni i ne-
konvexni. Napf. p(3,3) = 6 — dva trojahelniky poloZené pies sebe vytvafejic
Sesticipou hvézdu.

Zkus ur¢it nebo odhadnout p(n,m) v nasledujicich pfipadech:

a) n nebo m je sudé.

b) m =n = 5.

¢) n = m, pro libovolné m.
d) m a n libovolné.

e) cokoliv vas napadne ...

Téma VIII — Pyramidy a energie
Navrh od Bc. Jany Babovakové

Jednou jsem shlédla zajimavy dokument o pyra-
midéach. Bylo tam mnoho zajimavych véci, a tak
mé napadlo, ze bychom spole¢né mohli zapfemys-
let nad jednim tématem o pyramidach.

Pyramidy jsou odjakziva velkou zahadou a
porad se objevuji nova a nova tajemstvi, ktera
skryvaji.

O pyramidéach v Gize a okoli jsem se dozveé-
déla nové zajimavé véci: Jist€ vite o zdhadnych
hieroglyfech v hlavnich sinich v pyramidéach. Toto
pismo se (pokud vim) nepodafilo rozlustit. Mezi

/ e L7 : i
Velka pyramida v Gize
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znaky na sténach védci objevili (spi$ si toho vSimli a zamysleli se nad tim)
napsané 3 hvézdy za sebou (##x). Zkoumali také rfizné Sachty v pyramidach
a jejich vyusténi. Jedna z nich byla velice pozoruhodnéa. Z jedné chodby bylo
touto Sachtou krasné vidét na oblohu. Za téch mnoho let, od postaveni /N az
do dneska, vSak zménila no¢ni obloha trochu vice svou polohu. Kdyz si vSak
védci posunuli oblohu tak, jak vypadala v té dobé, tak zjistili, Zze otvor mifi
pfimo na souhvézdi Orion. Pak je jiz napadlo, co znamenaji ty t¥i hvézdy za
sebou. Ano, znamenaji t¥i hvézdy v pasu Oriona. Pak hledali souvislosti mezi
pasem Oriona a pyramidami v Gize (a okoli).

?Sahure? Bellatriz
Betelgeuze @ k

Chufew Menkaur

Alnitak
Mintaka
Chafre
Alnilam

Saiph 3K Radzedef
/ Rigel

Jména jsou Cerpana z knihy Svét Starého Egypta, 1996

Postupné zjistili tyto shody:

e 3 pyramidy v Gize v &ele s (nejvétsi) Cheopsovou! maji stejné postaveni
jako hvézdy v pasu Oriona. Dvé v jedné primce, a ta tfeti je trochu
vedle. Dokonce se mi zdé, Ze ty pyramidy jsou velké podle jasnosti téch
hvézd.

e Jesté se pry v egyptskych legendach nebo mozna v téch pismech v /N
(uZ si to pfesné nepamatuji) ¥iké, ze bohové sidli v Orionu (nebo jenom
v pasu?). A faraéni byli v podstaté téz bohy, a tak to mohlo ptlisobit
jako prostfedek (nebo néco podobného) cesty na posmrtny Zivot.

L egyptsky se faraén jmenoval Chufew, fecky Cheops

e Dale zjistili, Ze postaveni pyramid vii¢i Nilu je stejné jako postaveni téch
t¥{ hvézd vici Mlééné draze (na obloze).

e Pak premysleli o téch dalsich hvézdach Oriona. Zde téz hledali néjakou
souvislost. Pak zjistili, Zze dvé pyramidy, dale od téch tri, odpovidaji
svym postavenim dal$im dvéma hvézddm Oriona. A pfitom je jejich
postaveni od sebe vzdaleno nejen nékolik desitek let, ale nékdy i stoleti.
Je otazka: jak to, ze to takhle postavili?

e Celé to vypada tak, Ze kdybychom se podivali na pyramidy v Egypté
z velké vysky (ptaci perspektivy), pak bychom vidéli jakoby obraz ob-
lohy. Vidéli bychom Orion vedle M1ééné drahy (s ohledem na zmény toku
Nilu). Bohuzel si pfesné nepamatuji jména téch ostatnich dvou pyramid,
a tak je hadam podle knizky. Myslim, Ze si to jiz dokazete predstavit.

Porad ale nejsem u toho, co jsem vam chtéla navrhnout. Ale myslim, Ze
i toto by se dalo tifeba pouzit. Napadla mé jedna véc.

Myslim, Ze vite, co se ¥ik& o rtiznych schopnostech pyramid, jakozto o ge-
ometrickém tvaru. Pod poklopem tvaru pyramidy se jidlo lépe uchovava. Tvar
pyramidy chrani véci proti ,zubu ¢asu”, tfeba Sperky proti zcernani a podobné
veéci.

Bylo tam i o tom, Ze kdyZ si ¢lovék tieba lehne do takové pyramidy (uméle
vyrobené, ne z Egypta), pak se citi vice uvolnéné a prosté citi proudéni ener-
gie.

Prosté umi rizné véci. A tak mé na-
padlo, ze bychom se mohli vSichni spo-
le¢né, v ramci seminare, zamyslet nad té-
matem Pyramidy a energie. Myslim, Ze
je to zajimavé téma. Sice dosud ani védci
ve svété si to nedokazi poradné vysvét-
lit, ale pro¢ bychom to nemohli zkusit
i my? Muzeme piijit na spoustu zajima-
vych véci. A tieba néco porddného spolu
také vymyslime. Vic hlav vic vi. A na-
vic jsme piece premyslivi lidé, ne? Jsme
piece spolutvofitelé FERA.

Mohli bychom se o pyramidach zamyslet nad mnoha vécmi. TTeba téz nad
tvarem pyramid. Nejdfive se prece stavély stupiiovité e, dale lomené 2\ a
pak nejvice znamé /N . Pfitom se do pisku nepropadaji (dalsi zajimavost). To
vSe by se dalo zpracovat.

Jinak i jiné zajimavosti: na mumiich se nasly zbytky rostlin, z kterych se
dnes vyrabéji drogy, a ty jsou prece pouze v Jizni Americe. Jak se tam mohly
dostat?

Be. Jana Babovakovd

Komentar redakce:

1) Pyramidy a Orion: Teorie, podle které byly starovéké pyramidy
stavény podle urcitého radu, ma svoje opodstatnéni. Nikdo nebude sta-
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vét néco tak kolosalniho, jako je pyramida, jen tak pro nic za nic. A neni
vétsi hybna sila lidskych mas nez vira. Mizes se pokusit najit v litera-
tufe (a kriticky posoudit) argumenty pro a proti tomu, Ze pyramidy a
souhvézdi Orion v kultuie starého Egypta spolu souviseji. Hlavné prosim
nezapomeri uvést literaturu, ze které jsi ¢erpal!

2) Pyramidy a energie: Otdzka je, jestli je v tomto pFfipadé viibec co
zkoumat. Redakce zatim energii v pyramidach nepozorovala a je v tomto
ohledu skepticka. Riizni lidé ale maji na energii skrytou ve tvaru pyra-
midy riizné nazory. Miizes nam napsat sviij nazor a hlavné popsat vlastni
experiment s pyramidami. Necht je libovolna teorie jakkoliv krdsna, kdy#
odporuje experimentu, je k ni¢emu.

Téma 1 — Papirové koberecky

Konvexni a nekonvexni mnoho(helniky
Dr. Tibor Vansa

Podarilo se mi vystfihnout rovnostranny trojuhelnik. Zde si mtizete pro-
hlédnout navod, podle kterého jsem postupoval.

rozlozit!
P
A
2\ \
/N L\
Ly |L ‘_\7/
Obr. 1 Obr. 2 Obr. 3 Obr. 4 Obr. 5

Dalsi navod ukazuje, jak vystfihnout pravidelny pétithelnik:

A
A
SN ~ z\
A I /
\_5_/ ;{/(v
Obr. 6 Obr. 7 Obr. 8 Obr. 9 Obr. 10

Stejnym zptusobem jsem postupoval u Sestithelniku, sedmithelniku a osmi-
thelniku. Vzdy jsem papir piehnul podle nékteré osy soumérnosti vystiihova-
ného obrazce, a poté prikladal hrany k sob€, az jsem ziskal hranu jedinou, a tu
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jsem pak vysttihl. Tvrdim, ze takovym postupem lze ziskat libovolny konvexni
n-thelnik, ktery mé alespon jednu osu symetrie.

Co se tyée nekonvexnich n-thelnikt, podafilo se mi vystfihnout viechny?
az na ty, které obsahovaly tvar pismene ,C* apod.

Obr. 11 — Tvar pismene ,,C“, ktery jednim stfihem ziskat nelze.
Obr. 12 — Tento nekonvexni mnohotihelnik jednim stfihem ziskat lze.

Obr. 11 Obr. 12 Obr. 13 Obr. 14 Obr. 15

Pozn. red.: Je postup pro pravidelné mnohotihelniky pouzitelny i pro mno-
hotihelniky nepravidelné? Autorovo tvrzeni, Ze postupem Ize ziskat libovolny
konvexni n-ithelnik s alespon jednou osou symetrie, nam nepiipada z auto-
rova prispévku ziejmé. Uméli byste toto tvrzeni dokazat, nebo alespon popsat
navod, jak se vyrovnat s nepravidelnymi konvexnimi n-tihelniky s jednou osou
symetrie? MiiZete se také pokusit dokazat (anebo vyvratit), Ze konvexni mnoho-
thelniky bez osy symetrie vystfihnout nejdou. Zamyslet se miizete nad obrazky
13 az 15.

Obr. 13 — Tvar pismene ,, L, jehoz ramena maji ruznou Sirku i délku.
Obr. 14 — Trojahelnik, ktery nema osu symetrie.
Obr. 15 — Ctytuhelnik, ktery nemé osu symetrie.

Sklddadm, skladas, skladame
Dr. Tibor Vansa

RAd bych zareagoval na Bzuctv vSete¢ny dotaz, zda

se da papir pirehnout alespon 12-krat. Velice zalezi na
rozmérech papiru. Pokud je tloustka papiru porovnatelné 11X/
s jeho rozméry, prehyb4 se jiz velmi Spatné, nebot jeho (°

délka nestaci na ohyb. Slovem pielozit rozumim ohnout

na polovinu, ne skladat harmoniku. Priklepovy papir se

mi podafilo prelozit maximalné osmkrat. Pfi dvanécti

prehnutich bychom méli 2'2 = 4096 vrstev papiru nad

sebou. P¥i tloustce papiru 0,004 cm by to bylo 16,38 cm. % —
Jak byste chtéli do toho sti¥ihat?

2 Pozn. red.: Redakci se nechce véiit, Ze autor vystiihnul, skuteéné vsechny
existujici nekonvexni n-tihelniky.
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Novy namét k tématu 1:

Vezmi ¢tverec papiru a preloz jej nékolika ohyby
tak, aby se vSechny ohyby dotykaly v jednom bodé

prFiblizné uprostted papiru (v Zadném jiném bodé se oY <\>5/ 3.
%4dné dva ohyby neprotinaji), a aby vyslednd skla- ENErd

) EIN N
dacka byla placatd (placatou sklddacku lze zaviit do s
knihy a nevznikne tim Z&dny novy ohyb). Na ob- |~ = °

razku jsou piiklady skladacek, jaké miizes dostat
(papir vsak miizes posklddat nekoneéné mnoha dal-
$imi zpuisoby). Na obr. 16 vedou do vrcholu 4 ohyby,
na obr. 17 je to 6 ohybi, a na obr. 18 opét 4 ohyby.
Ohyb je vzdy tise¢ka zacinajici ve vrcholu uprostied Obr. 16

a koncici na kraji papiru. Cerchované jsou oznacené , hiebenové“ ohyby (ohyb
vystupuje smérem k tobé), ¢arkované jsou ,udolni“ ohyby (ohyb se prohybd
smérem od tebe). Musi byt pocet vSech ohybu vzdy sudy? Jaky je pocet hie-
benovych ohybti a jaky je pocet tidolnich ohybi? Zkus provést pozorovani na
vice placatych sklddackéch s jednim vrcholem a odhadnout (¢i dokdzat), jak by
to s poc¢ty ohybii mohlo byt.

Obr. 17 Obr. 17a Obr. 18 Obr. 18a

Matous & Mata

Téma 2 — Z vodni fiSe

Lodé, lodé, lodé ...
Dr. Tibor Vansa
Pozn. red.: Dr. Tibor Vansa nam poslal své rozdéleni lodi podle jejich
ucelu.
Zakladni charakteristiky lodé jsou:
vytlak, nosnost, stabilita, manévrovaci schopnost,
odpor kladeny pfi pohybu dopfedu, ponor, vyska
stézné, délka, Sitka trupu, typ a sila pohonu.
Dale jsem se pokusil rozdélit lodé podle jejich pouziti:
1) plachetnice — byly uzké a dlouhé (a proto rychlé) pokud to byly ob-
chodni a dopravni lodé, nebo siroké, pokud §lo o valeéné lodé (napf.

galeony) nebo malé barky. Tvar trupu takovychto lodi nemtze byt
vélec, protoze by se protocily,

2) kolesové parniky — pouzivané na fekdch, mély maly ponor a ploché
dno, aby nemohly uvéznout na mélciné. Dokézaly se tocit na misté,
protoze se kolesa tocila nezavisle,

3) veslice — ve starovéku se pouzivaly k pfepravé vojsk, byly rychlé s dz-
kym trupem, protoze vojaci s sebou brali jenom nejnutnéjsi véci,

4) pramicky na rybnice — hlavné stabilita, aby se rybafr neskacel do

vody, kdyz tahéd néjakého toho sumce,

) kajak, kdnoe — jejich pfednosti je manévrovatelnost a maly ponor,

) motorové parniky a zdmoiské lodé — co nejvétsi objem,

) katamarany — jsou rychlé a stabilni,

) rakety — lodé& na kiidlech, co nejvétsi rychlost,

) Titanik — co nejvice cestujicich :-))),

) kacenka ve vané — nepotopitelna.

Bzuco

Téma 3 — Kyvadlo

Jediny ¢lanek k tématu 3 ohledné kyvadla napsal Dr. Tibor Vansa. Ve
svém prispévku se pokusil popsat pohyb kyvadla v systému pevné spjatém se
Zemi. Jelikoz se Zemé otaci kolem své osy, jedna se o neinercialni systém. Proto
v tomto systému, jak autor spravné uvedl, musime psat pohybovou rovnici ve
tvaru:

ma = Fskut. + deénl. ’

¢ili na pravé strané mame jednak skutecné sily a jednak sily zdanlivé. V nasem
pfipadé mame dvé zdanlivé sily, Coriolisovu silu

FcZ—QmQXU,

a odstredivou silu

Fo = —m[& x (& x 7)].

Uvédomit si, co vlastné tyto rovnice fikaji, mize byt znacné namahavé, ale
je moznost se tomu vyhnout. Udélejme nasledujici amluvu, co se tyce sourad-
nych systémt. Pfedpokladejme, Ze kyvadlo je na severnim pélu (zemska osa je
rovnobé&zn4 s vektorem gravita¢niho zrychleni). Necht je ddn inercidlni systém a
s nim spojend soustava kartézskych soufadnic, osa z tohoto systému je totozna
s osou rotace Zemé a kyvadlo je zavéSené v bodé (0,0,0). Kladny smér osy z
je smérem vzhuru, tudiz kdyz kyvadlo visi, jeho poloha ma zapornou z-ovou
soutadnici. Dfiv nez se dostaneme k neinercidlnimu systému, vyzyvam fesitele,
aby se pokusili namodelovat pohyb kyvadla v inercidlnim systému (neuvazujte,
7e se Zemé ota¢i — zaddna Coriolisova nebo odstiediva sila).
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1) Nakreslete obrazek kyvadla v nékteré nerovnovézné poloze a popiste
vSechny sily ptisobici na kyvadlo v homogennim gravita¢nim poli.

2) Jelikoz sila je vektor, mé tii slozky. Napiste jak vypadaji tyto slozky,
¢ili jak zavisi na poloze kyvadla a na jeho rychlosti.

3) Kdyz budete mit takové vyjadieni, pak uz neni problém namodelovat
pohyb kyvadla na pocitaci podobnym zpiisobem, jako jste pocitali
pohyb délové koule.

Kdo chce uvazovat i rotaci Zemé, at ¢éte dal. Kromé inercidlniho systému,
nazvéme jej S, mame i neinercialni systém S pevné spjaty se Zemi, a to tak, ze
v ném pocatek souhlasi s pocatkem systému inercialniho, ale osy Z a ¢ se otaceji
vici osdm z a y thlovou rychlosti w. Pokud znadme polohu kyvadla v jistém
okamziku v systému S, tj. zndme slozky jeho polohového vektoru 7= (z, y, z),
miizeme zjistit slozky toho samého vektoru v sytému S takto:

T coswt sinwt 0 T
Yy | = —sinwt coswt 0 Y
Z 0 0 1 z

Jednd se o maticové nasobeni, a transformacni matice pochopitelné zavisi na
Case. Zaroven je vidét, ze z-ova slozka je v obou systémech stejna. Nabizi se
nam zpiusob, jak modelovat pohyb kyvadla, aniz bychom potfebovali pocitat
Coriolisovu silu. Namodelujeme pohyb kyvadla v systému S, tim dostaneme
pro libovolny ¢as ¢t > 0 trojici soufadnic (z,y, z), a tuto trojici transformujeme
pomoci transforma¢ni{ matice na jinou trojici (z, 9, 2), kdyz to udélame pro
kazdy ¢as (ktery nas zajima), iloha bude hotova. Zkuste tedy vySe popsanym
zpusobem na pocitaci nakreslit graf — pramét trajektorie pohybu kyvadla do
roviny Zy, tj. obrazek, ktery by zanechal na Zemi Stétec, visici z kyvadla smé-
rem doli. Uvedte, s jakou délkou kyvadla, gravita¢nim zrychlenim a tthlovou
rychlosti jste pocitali. Taky se pokuste odvodit tvar uvedené transformacni
matice.

Martin Mucha, mucha®@atrey.karlin.mff.cuni.cz

Téma 4 - Lipovy list

Plochojevné zobrazeni
Dr. Jakub Jerabek

Dané zobrazeni uz neni symetrie. Také neni pii danych podminkach jed-
nozna¢né urceno. Obraz konstruujeme tak, Ze si vybereme jeden bod originalu
(A), nakreslime pfimku na opacéné strané osy (v opaéné poloroviné nez se na-
chazi bod A), kterd bude rovnobéznd s osou, a jeji vzdélenost od osy bude
rovna vzdalenosti bodu A od osy. Na tuto pfimku umistime libovolné obraz
daného bodu A’ — tim je zobrazeni pevné uréeno. Spliiuje vSechny podminky
— pfimky rovnobéZné s osou se promitaji rovnobéZné a osa ptli tsecku AA’.
Libovolny dalsi bod B zobrazime tak, ze udélame rovnobézku BX s primkou
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AA’, a kdyz protne osu v bodé Y, naneseme stejnou vzdalenost na druhou
stranu od osy, tak aby platilo BY = B’Y. Zobrazeni je vlastné urdeno osou a
smérem (nebo osou a thlem, ktery s ni svird smérovy vektor zobrazeni, nebo
osou a samodruznou pfimkou nebo ...), je to néco mezi posunutim a osovou
soumérnosti a trochu mi pfipomind kruhovou inverzi (zas az tak moc se v geo-
metrii nevyznam). Obsah obrazcti ziistdva zachovan — vzdalenost bodi, které
lezi rovnobézné s osou, zustava zachovana a vzdéalenost bodi od osy taky. Kdyz
budeme zobrazovat tfeba trojihelnik ABC, kde AB je rovnobézné s osou, tak
|AB| = |A’B’| av(C, AB) = v(C’, A'B’), takZe strana a vyska zistanou zacho-
véany, a tim paddem i obsah S = av/2. Méni se jediné Ghly. Je to jako kdybychom
obréazek rozstiihali na hrozné tenké prouzky rovnobézné s osou a ty pak znovu
poskladali posunuté. Osova soumérnost je vlastné specidlnim piipadem tohoto
zobrazeni. Analyticky uréené by zobrazeni bylo takto: Osa zobrazeni je osa y,
déle potfebujeme koeficient k, ktery urc¢uje smeér. Pro k = 0 je to osova soumér-
nost. Bod Az, y] se zobrazi do A'[—z,y + kx]. Samodruzné piimky (zobrazi se
samy na sebe) jsou v8echny piimky, které maji smérnici (—k/2).

Kdyz to tak shrnu, je to v podstaté néco jako plochojevné zobrazeni v at-
lase.

Pozn. red.: K podobnému vysledku dospeli viaceri
z vas. Doc. Miroslav Frost nazval vysSie popisané zob-
razenia kosa osova soumérnost, alebo iba ,kosost*,
precizne ju axiomaticky definoval a rozobral niektoré
jej vlastnosti v dlhom clanku. Dokazoval v nom aj A
veci, ktoré sa inym zdaji samozrejmé a nezmienuji B
sa o nich: napriklad Ze obraz usecky XY je tsecka 2
X'Y', kde X' je obraz bodu X a Y’ je obraz bodu TR
Y. Doc. Miroslav Frost sa taktiez zamyslel nad tym, Y '
preco sa u zakladnych geometrickych ttvarov zobra- I
zenim ,kosou osovou soumérnosti“ zachovava obsah. . |Bs
Kym Dr. Martin Jerdbek argumentoval nie celkom jas- | .
nymi ,hrozné tenkymi prouzky“, Doc. Miroslav Frost $ Y
to dokazal obecne pre mnohouholniky. Tu si niektoré i
casti ¢lanku Doc. Miroslava Frosta. Obr. 1

.. X/

Kosa osova soumérnost
Doc. Miroslav Frost

Pozn. red.: Kedze z technickych dévodov nie je mozné uviest cely ¢ldnok
Doc. Miroslava Frosta, uvddzam z neho niektoré dasti. Nech preto Citatela
nemyli ¢islovanie odstavcov a viet.

2.2 Vlastnosti secek a primek
(IIT) Obrazem usecky XY je tiseCka X'Y’.

Dukaz. Méjme tsecku XY a body X'Y’ (obrazy bodi XY v kososti
s osou ¢ a thlem «). Nyni vezméme libovolny bod Z tisecky XY (tak, ze plati
7 # X aZ #Y) azobrazme ho v dané kososti (obr. 1). Vedme blizsimi z bodt
X,Y a X', Y’ rovnobé&zky s o.
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O tom, ze AXA1Z je podobny AX AsY | se muze kazdy snadno presvéd-
Cit:
|A1Z| |AY]

kde | X A;| = |X'By|, nebot X X'B;jA; je rovnobéznik, | X As| = | X' Bs|, nebot
X X'By A, je rovnobéznik.

Navic |ZA1| =|Z'By| a |Y A2| = |Y' By plyne ptimo z definice kososti (B,
je obraz A;, By je obraz As).

Rovnici (1) miZzeme psat ve tvaru

|X'B1|  |X'By|
|Z'By|  |Y'Bal|’

tedy |£Z'X'By| = |/Y'X'Bs|, coz ale znamend, ze Z' lezi na X'Y’ (protoze
navic |Z, 0| =|Z', 0|)3.

(IV) Obrazem piimky prochazejici body X,Y je pfimka prochazejici
body X' Y.

Dtikaz. Pro rovnobézky s ¢ to plyne z (I1)%, pro rtiznobézky rozdélime
pfimku na nekoneény pocet tsecek. Kazd4a z nich se ndm zobrazi dle (III) a
kazdé 2 sousedni tisecky budou mit spole¢ny bod (plyne z prostoty kososti).
Vsechny tyto usecky vSak budou svirat stejny thel a s osou o.

2.3 Vlastnosti nékterych geometrickych atvaru.

Zobrazme si dany trojuhelnik ve dvou kosostech
s riznymi . Ct.

Je pékné vidét, ze kosost neméni délky tsecek, le-
Zicich na rovnobézkéch s osou o (obr. 2). (Velmi p&kny
ditkaz pomoci rovnobé&zniku BB’C’C ponechidm na ¢te-
nari.) A protoze i vysky ke strané BC (resp. B'C’)
jsou u obou trojuhelniki stejné, pak i obsahy AABC a
AA'B'C’ jsou stejné. Tento zavér mzeme snadno zo- A
becnit.

Provedeme tedy dikaz, kde vyuzijeme jedné zaji-
mavé vlastnosti lichobézniki. Zvolme libovolny licho- v
béznik ABCD se zadkladnami AB a CD. Oznac¢me S}
stfed tsecky AB a S, stfed Gsecky C'D (obr. 3). Piimka
5152 déli lichobéznik na 2 mensi lichobézniky AS;.S5:D
a BS15:C. Spocitejme si jejich obsahy:

Pro AS155D plati:

QU
<

p
y
7
SN
G .
— 2’ ‘
2 b - >
S ’
i

@)
o
=

O

3 Pozn. red.: Prisne vzaté, tym sme ukdzali, Ze obraz tisecky XY je pod-
mnozina usecky X'Y', k dokonc¢eniu dokazu by bolo treba ukdzat aj opacnt
inklaziu.

4 Bod a jeho obraz maji stejnou vzdalenost od osy o

12

|AB] " |CD|
(JASy| + |S2D|)v 2 2 (JAB|+ |CD))v
Sl = = = .
2 2 4
Pro S1BCSs plati:
(|AB| n CD|) .
g, = US1B[+|CSv _ \ 2 2 _ ([AB[ +|CD|)v
2= 2 = 2 = 1 .
D 52 /"(? C
//—\ / -
(SI:’ / 'So1 |V
A /‘/51 B
Obr. 3
Tedy Sl = Sz.

Primka S7.5; rozdé€luje lichobéznik na dvé
éasti se stejnym obsahem. A ted jiz k dukazu.
Zvolme libovolny AABC' a jeho obraz v kososti
(s tthlem kososti ) ozna¢me AA’B'C’5 (obr. 4).
Piimky AA’, BB’, CC’ tvoti zékladny dvou li-
chobéznikt: AA’X'X a XX'C'C. Vezméme li-
chob&znik AA’ X' X: protoze Ss je stied XX’ a
BB’ a S3 je stfed AA’, mizeme dle vyse uve-
deného psat, ze obsah lichobé&Znikti AS35,X a
A’S35, X’ je stejny. Zaroven je vsak stejny ob-
sah lichob&znikti AS35:B a A’'S3S5:B’, z toho
vyplyvé, Ze rozdil obsaht AS35:X a AS3S5:B
je stejny s rozdilem A’'S3S55X’ a A’'S3S53B’. Proto je obsah AABX shodny
s obsahem AA’B’X’. Stejnou tivahu provedme pro AXBC a AX'B’C’. Do-
kézali jsme tak, Ze obsah AABC je stejny jako AA’B’C’. Stejnym zptisobem

5 Pozn. red.: Skiiste si premysliet, preco je obraz trojuholnika trojuholnik.
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vvvvvv

nekonvexni utvary provedeme pro snazsi diikaz rozlozeni do nékolika trojihel-
nikd, pro které provedeme ditkazy zvlast, nakonec obsahy trojuhelnikii resp.
jejich obrazl seCteme (laskavy ¢tenaf jisté takovy ditkaz zvlddne sdm, vodit-
kem nechf mu je obr. 5).

VI Obsah libovolného n-thelniku a jeho obrazu jsou si v kososti
rovny.

Coz bylo v predchozim odstavci dokdzano.

‘7

~

AN
I\\
| N

Obr. 6

Pozn. red.: Doc. Miroslav Frost ndm poslal aj niekolko zaujimavych ob-
razkov, z ktorych sme vybrali kruh a pétcipu hviezdu.

Obr. 6 — Obrazem kruznice je v kosém zobrazeni elipsa. Alespon se tak
domniva Doc. Miroslav Frost.

Obr. 7 — Péticipa hvézda se samoziejmé da zobrazit také. V tomto ptripadé
je g(z) = 0.6z (viz nize).

Obr. 8 — Svicka od Mgr. Gabriely Bohdcové. Jak se vam 1ibi?

Pozn. red.: Otdzka, prec¢o by sa mal zachovdvat obsah kruhu, elipsy a
inych geometrickych ttvarov, ostdva nadalej otvorend, pretoZe ju nikto jasne
nezodpovedal.

To bola , kosd osovd stmernost”. Vicsina z vds sa domnievala, Ze st to
jediné zobrazenia, ktoré spliiuji axiomy 1) 2) a 3') zo zadania, napriek tomu sa
to nikto nepokiisil dokdzat. Preto je mozno prekvapujtce rieSenie Dr. Martina
Berdnka, ktory k problému pristupil obecnejSie. Z axiémov 1) 2) a 3') totiz
vobec neplynie, Ze obraz priamky je priamka!

Dr. Martin Beranek vo svojom ¢lanku po istych tivahach dospel k tomu,
Ze ak je os o prave os y v beznom znadeni (¢o mézme bez ujmy na obecnosti
predpokladat), tak kazdé zobrazenie spliujiice axiomy v zadani mozno zapisat

v tvare
(5) - (y +_9x(fc>> ’

Obr. 8

14

kde g(z) je nejaka neparna funkcia také, ze g(0) = 0. Inymi slovami, Ze kazdé
x —x
také zobrazenie zobrazi bod do bodu , kde g je funkcia pre-
( y ) ( y+g(x) ) 7 P

mennej x, ktora nezavisi na y.

I
lo (o]

g(z) = (-0,22)3 + g(xz) = —0.4z g(x) = 7sin(0,75x)

Q

Ak je to pravda, tak ,kosa osovd stmernost® je Specidlnym pripadom
vzorca Dr. Martina Berdnka pre g(x) = kx, k € R. Dr. Martin Berdnek napisal
aj niekolko netrividlnych pozorovani o tom, za akych predpokladov a ako sa pri
,kosej osovej stimernosti“ zmeni dlzka tisecky.

Mam rad zobrazeni
Dr. Martin Berdnek
Méjme zobrazeni g(z) = kx a libovolnou tsecku. Tuto usecku vyjadiim
jako y = ax + b ®. Rovnice jejtho obrazu pak bude y = —az +b — kx = —(a +
+k)x+0b7.
Délku tsecky vyjadiim jako /(Ax)2 + (Ay)?. Pro vzor plati Ay = a Ax
a pro obraz Ay = —(a + k)Az 8. Z toho tedy pomér délek?:

6 Pozn. red.: Autor chce zrejme povedat, Ze tisecka je grafom takejto funkcie
pre vSetky = z nejakého kone¢ného uzavretého intervalu.

7 Pozn. red.: To plyne z vyssie spomenutého vzorca <x) — < - )

Py sl sp y y+9(x)

dosadenim g(x) = kz.

8 Pozn. red.: Ide o rozdiel z-ovych resp. y-ovych stradnic vzoru a obrazu
tsecky.

9 Pozn. red.: V nasledujiicich rovniciach je | dlzka tsecky a I’ dlzka jej ob-
razu.
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I 2 2 2. — ! .
U'=+/(Az)2 + ((a + k)Az)2 = Az /1 + (a + k)?; Ax_m,

, 1+ (a+ k)2
=101\ ————.
1+a?
Z toho se da vycist, ze délka vzoru a obrazu se k sobé

blizi, kdyZ se k blizi k nule, nebo kdyz se zvysuje |al. @m
Stejné délky jsou budto kdyz je k = 0 (tedy osova sou- e
mérnost), nebo kdyz a — oo (tedy usecka rovnobézna %
s osou). S

Pro dané k plati nasledujici. Pokud je k > 0, tak ‘,f
pro hodnoty a mensi nez —k/2 bude délka obrazu mensi
a pro a > —k/2 naopak vétsi (pro a = —k/2 bude vzor

i obraz stejné dlouhy). Pokud je k < 0, tak hranice bude
opét —k/2, ale ke zkraceni dojde tehdy, kdyz je a vétsi a
naopak. Pokud ten vztah zderivujil®, tak zjistim, Ze ma-

ximum prodlouzeni nebo zkraceni nastane tehdy, kdyz

L hEVETA
===

Navrhy na premyslanie:

1) Rozhodnite, ¢i kosé osové simernosti si jediné zobrazenia, ktoré spl-
nuju axiémy zadania a okrem nich eSte aj podmienku, Ze obraz Iu-
bovolnej priamky je priamka.

x —x
2) Rozhodnite, ¢&i je spravny vztah Dr. Berdnka — ,
) Jespraviy ( y > (y +9(x) >

g neparna, g(0) = 0, t.j. ¢ neexistuje aj iné zobrazenie, ktoré sa
neda vyjadrit takymto vzorcom a predsa spliia axiémy v zadan.
Porozmyslajte tieZ, nakolko obecnd moéze byt Berankova funkcia g
(musi byt napriklad spojita?).

3) Musi kosé osovd sumernost zachovavat obsah vzdy? Premyslite si na-
sledujiici argument: ,,pekné“ geometrické utvary mozno ,,skoro celé”
pokryt konecne vela trojuholnikmi, ktorych obsah sa zobrazenim ne-
zmeni. Za akych predpokladov si mézme byt isti, Ze ,zvySok“, t.j.
to, ¢o sme nepokryli, sa zobrazi na nieco dostato¢ne malé, aby sme
to v limite mohli zanedbat?

4) Co to je vébec ,,obsah“ a ,pretinat sa“?

Peto

10 Pozn. red.: Autor zrejme derivoval podla a pri pevnom k.
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Téma 5 — Kolo kolo mlynsky

Teorie kola s hornim nahonem
Mgr. Gabriela Bohdcovad

Vodni kola byla prvnimi a

nejjednodussimi vodnimi moto- L vodni ndhon
voda kona praci

ry. Muzeme rozlisit kolo na vod- ouze v t6to 4

ni dopad (je nejuéinnéjsi — da- P sésti ,

le je vysvétleni), kde spidd vody castl

h je vétsi nez prumér kola, dale h=9r
kolo na stfedni a spodni dopad. dale pouze "

Neékdy se muzeme setkat s oz- pada

nacenfm kolo na vrchni, stiedni Volnym pédem' !

a spodni vodu. V podstaté byla Obr. 1

vodni kola nevykonnd vzhledem
k velkym rozmértim, malému poctu otdcek a malé uc¢innosti (kolem 50%). Nyni
se vyuziva predevsim turbin, které maji G¢innost az 95%*'!.

Kolo na horni vodu

Vyhodnéjsi je vrchni ndhon, protoze celkové energie ma slozku kinetickou
i potencialni'?. Jestlize uvazujeme lopatky kolmo upevnéné ke kolu, pak voda
(pfi hornim ndhonu) kond préaci pouze v horni ¢tvrtiné (viz obr. 1). V celé
soustavé plati zdkon zachovani energie (ZZE):

1 1
§mvf + 2rmg = Emvg + W,
kde

m — prumérna hmotnost vody za jednotku casu,
W — préace kterou vykoné kolo,

v1 — rychlost vody dopadajici na kolo,

v9 — obvodova rychlost kola.

Pokud chceme vypocitat praci W, kterou vykona kolo, pouzijeme nasle-
dujici vzorec (voda kond praci pouze v % otacky, neméni svou vysku o 2r, ale
jenom o r, (obr. 1)):

1
- Em (wr)® + 2rmg —mryg,

m (U2 - (wr)z) +mrg.

1 Pozn. red.: Toto je maximalni teoretickd ti¢innost, v praxi je problém do-
sdhnout uc¢innost vice nez 90%.

12 Pozn. red.: Tento argument je diskutabilni. Kolo se spodnim nahonem ma
kinetickou i potencialni slozku také, viz ¢lanek Dr. Tibora Vansy.
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Dale 1ze spo¢itat G¢innost (1) kola:

15 5, . 02 — W22
w w 2m(v wr)—i—mrg 5 +rg

77 = — = = = 2 =
E %WUQ + 2rmg smv? + 2rmyg % +2rg
v2 w?r?
7 + 27"9 - 2 —Tg w2r2 + 2’[”9

- v? + V2 T v2 4 4drg

5t 2rg 5t 2rg

Teorie horniho a spodniho nahonu
Dr. Tibor Vansa

Pozn. red.: Autor pocital uc¢innost kola s hornim nahonem, kde dosSel ke
stejnym zavérum jako Mgr. Gabriela Bohdcovd. Pro mirné odlisny postup reSeni
uvadime oba clanky.

Kolo s hornim ndhonem
Jeho tcinnost je:

E,
= 1 _—
n E,’
kde E, je energie vody na zacatku a F, energie o
vody na konci. -—

Voda piisobi jenom do poloviny vysky ko-
la'3, poté volné vytéka s rychlosti v = wr.
Ze 77E:

1
E, =FE,+ By, = gmvg + 2Rmg,

1 1
E, =mgR+ §Iw2 =mgR + imR2w2,

1 2 2
o1 2 M R 2m

1
Emv(z) +2Rmg

U(Q) + 4Rg Obr. 2

— ze vzorce vyplyva, Ze Gfinnost je maximalni, je li w — 0 a vg — oo, pak
n—1,

— jelivg=0aw—0, pakn:l—%:l/?,

— je-li vy = 0, pak pro maximalni thlovou rychlost mlynského kola dosta-
vame:

13 Pozn. red.: srovnej s piistupem Mgr. Gabriely Bohdcové.

18
Lo 5 R2 1 %R
R== R — mar = —_———=1-— " =1-1=0.
mg 2mw w 1/ 7 n 1R
Kolo s dolnim nahonem:
Vo
<«
A
2R
\N/
\/\/\@.L&,/\/\/\/\/\AQU_AQ v
Obr. 3
Ze zakona zachovani energie plyne:
1 1
2Rmg + §mv8 = §mv2 ,
v=1/4Rg+ v3.
1
§mv’2 V"2 w?R?
’[7:1— :1——2:1—727
lmvz 4Rg + v 4Rg + v§

2
kde v’ je rychlost vody za kolem (viz obr. 3).

— opét n je maximalni, jestlize w — 0 a vg — oo
VAR 2

= Wmaz = —}%+UO apakn:O

Které kolo je u¢innéjsi? Pii vg = 0 ma
horni ndhon maximalni i¢innost %, kdezto dol-
ni 1. Je zde ale otazka, jaky je pomér ¢innosti
lopatek, stiikdm-li na né vodu rychlosti v anebo
roztacim-li je vlastni tihou vody. To lze zjistit
experimentalné.

Pozn. red.: Pokusi se nékdo experimental-
né zjistit, které kolo ma vyssi uc¢innost?

Obr. 4 Obr. 5

Uvahy o tvaru kola

Lopatek je 1épe mit vice, protoze v nich zistava vice vody pri otaceni. Tim
se zlepsi GcCinnost. Jak lze jesté zlepsit t¢innost?
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1) Na kolo ptidélat z boku 2 kruhové desky, aby voda nevytékala bokem
kola. Srovnej obrazky 2,3 a 4,5.

2) Desky dat aZ na jakési koleso, které vypliuje vnitiek vodniho kola. Cim
je voda dal od stfedu, tim vétsim momentem sil pisobi na vodni kolo.

3) Desky by mohly byt vypuklé, mély by mit takovy tvar, aby kladly vodé
vé&tsi odpor (viz obr. 5 a obr. 6). Voda pak kolo roztaci i tam, kde by se
u rovnych desek vylila. Je ale mozné, ze by se zase nevyuzivala prito-
kové rychlost vody. Pozn. red.: Jaky tvar musi mit desky, aby vyuzivaly
i ptitokovou rychlost vody, i jeji vlastni tihu (u horniho ndhonu)?

Obr. 6 Kolo na horni nahon se zakfivenymi lopatkami

4) Muzeme uvazovat o kole podobném tomu na obr. 7. Kolo dokonale ko-
piruje dno na vétsi draze, energie se odebira uplné z kazdé kapicky.

—i‘%\y\ — %n
(/

G

-

dno potoka
Obr. 7 Mlynské kolo s lopatkami s promeénlivou délkou.

5) Pouzit turbinu — ta bude nejlepsi, proto ji maji v elektrarnach misto
série mlynskych kol. Jeji Giéinnost je okolo 95%, protoZe energie se skoro
nikde neztraci. Vymyslet idealni tvar Sroubu v ni je ale pro mé prilis
netrivialni dkol.

Pozn. red.: Vétsina z vas pii feSeni Cerpala zejména z literatury. Pripo-
mernime pékné zpracované reseni Dr. Martina Demina.

20

Aké kolesa vlastne pozname?
Dr. Martin Demin

Ludia uz odpraddvna vyuzivali vodni energiu. Boli tri typy vodnych kolies
s hornym, strednym a dolnym ndhonom. S hornym ndhonom sa pouzivali pre
vicsie spady H = 3 az 12m, so strednym H = 0,7 az 2,5m a s dolnym H =
=0,5az 1,7m.

— horny nahon — Toto koleso vyuziva najmi potencidlnu, ale trochu
aj kinetickl energiu. Jeho u¢innost je v idedlnom prevedeni 70%, ale
v praxi je to iba 45-50%. Funguje tak, ze sa koréeky napliiaju vodou,
jedna strana je tazsia ako druhd, koleso sa prevazi a zacne sa otacat.
Kineticka energia pohybuje koleso pri vtekani vody do korcekov.

— stredny nahon - koleso premiernia kineticka a ¢iasto¢ne aj potencidlnu
energiu. Je ulozené v tizkom kandli tak, Ze je iba niekolko centimetrov
siroké. Jeho lopatky si rovinné a postavené mierne Sikmo proti pradu
vody. Hlavnym predstavitelom je Sagebienovo vodné koleso.

— dolny nahon — Koleso premietia iba kinetick energiu a Géinnost u Pan-
celetovho kolesa je 60-70%.

U¢innost je najviac ovplyvnend prietokom, Sirkou kolesa, spAdom, mecha-
nickymi stratami v loziskach, pred¢asnym vytokom vody z vaniciek a stratami
pri prevode. Prevod je potrebny, pretoze koleso o velkych rozmeroch moze mat
maximélne 10 ota¢ok za minitu, ¢o je priamo nevyuzitené.

Vodné kolesa st dobré najmi v znelistenej vode a pre nizke spady, kde
maju vacésiu aéinnost ako turbiny.

Uvahy o Gcinnosti
Doc. Jirka Klimes
Zatimco G¢innost turbin se pohybuje az kolem 90%, Gi¢innost vodnich kol
na vrchni vodu je podle [1] 60-70%, podle [2] 30%, G¢innost kol na spodni vodu
je v obou piipadech polovi¢ni.
Vhodnost kola vzhledem k podminkim:

spad Q nahon
do 1,5m 0,6-4m® spodni voda
0,5-3,5m 0,5-2,5m® stfedni — s prepadem
1,5-5m 0,4-1,5m? stfedni — kulisovy vtok

od 4m do 1m® vrchni voda

Volba kola a jeho typu zavisela také na mistnich podminkach (srazky,

povodné, nutny vykon, nutné otacky, rychlost proudu).
— Idedlni je dvojnasobné rychlost proudu proti kolu — pfi narazu preda
voda svou hybnost a zastavi se (ptisobi svoji hybnost{ pfi otdceni kola
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na vrchni vodu). Toto plati pro vrchni a stfedni vodu, pro spodni vodu
by se mély rovnat'?.

— Pii kole na vrchni vodu (pfi rychlém proudu) je lopatka skoro kolmé
k obvodu kola, neni nutny velky prostor pro vodu. Pfi pomalejSim
proudu je sklon vétsi, aby se voda nevylila moc brzy z lopatek a ne-
ztratila tak cast své energie.

— Jestlize je potieba vyssich otacek, tak se udéla kolo mensi, zlab se ze-
Sikmi, tedy bude vice ptisobit Exyineticks vody.

— Utinnost a vykon kola na spodni vodu zavisi mj. na tom, jak hluboko
je ponofeno. Je-li kolo mélo ponofeno, neni schopno prekonat odpor
soukoli a neotaci se. Jestlize je ponofujeme hloub, odporova sila vody
na lopatky roste. Az sila pfekond odpor soukoli, kolo se zaCne otacet.
Pti vysokém ponoteni se kolo brzdi o vodu, kdyz ji tlaci dolt pfi vstupu
a nahoru pfi vystupu z vody. Idealni rychlost kola se pokusim zjistit
z méfeni.
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[1] Ludék Stépdn, Magda K¥ivanovd: Dilo a Zivot mlynata a sekernika v Ce-
chéach, nakl. Argo
[2] Dr. Frantisek Hanzdk: Na poéatku bylo kolo, vydala KYKO-MEDIA Praha,
spol s.r.o.

Be. Zuzana Svobodova

Ak by som mala postavit mlyn, tak osobne postavim asi mlyn s podbehom,
pretoze TahSie by som asi vykopala Sikmu plochu nadol a tiou pustila vodu ku
kolesu, ako vybudovat cely systém, kadial by voda tiekla k hornému néhonu,
pricom by som potrebovala vela dreva — musia byt okolo lesy na vybudovanie
tohoto privodu.

Dalsie ndmety na badanie mézu byt napr:

e Pokiiste sa urcit ti¢innost redlneho mlynského kolesa, aplikujtic rovnice,
ku ktorym dospeli Mgr. Gabriela Bohdcovd a Dr. Tibor Vansa. Vedeli
by ste taktiez teoreticky odvodit tc¢innost kolesa na strednii vodu?

e Skuste zostrojit vlastny model kolesa (pochvala patri tym, ktori uz tak
urobili) a experimentalne odmerajte jeho tc¢innost.

e Aky je optimalny pocet dosiek v kolesach pri hornom a spodnom na-
hone? Kolko vody sa teoreticky zmesti do kolesa s hornym nahonom?
Kolko musi mat lopatiek, aby v fiom bolo maximéalne mnozstvo vody?
Predpokladajte, ze dosky su ulozené v kolese tak, ze vzdy smeruju do
stredu (viz napr. obr. 2).

14 Pozn. red.: Pro¢ by se mély rovnat? Umi to nékdo z vas vysvétlit?
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® Doc. Jirka Klimes ukéazal, Ze aj literatira sa rozchadza v nazore, aka
je ucinnost vodnych kolies (porovnaj napr. s ¢lankom Dr. Martina De-
mina). Pokus sa objasnit, preCo rozne literatiiry uvddzaji rozne ucin-
nosti pre tie isté typy mlynskych kolies.

Bzuco

Uloha 7 — Lomena &ara (4b)

Zadani: Z vrcholu A do vrcholu B pravoidhlého trojihelniku vede lomend édra, jejis
useky jsou kolmé stiidavé k odvésné BC a k preponé AB. Celkovd délka lomené cdary je 260
dilkid.

Z wvrcholu B do wvrcholu A téhoZ trojuhelniku vede lomend cara, jejiz useky jsou kolmé
stiidavé k odvésné AC a k preponé AB. Celkovd délka této lomené cary je 78 dilki.

Jaké jsou délky stran trojihelnika ABC?

Reseni:

Nejprve je nutno vyjadrit délku lomené ¢ary v za-
vislosti na délkach stran trojuhelnika. Nacrtnéme
si obrazek nékolika prvnich tsekt.

Vidime, zZe thel o u vrcholu B se vyskytuje
jesté alespon u dalSich 2 vrcholti. NapiSme si pro c
délky stran x,y rovnice z toho vyplyvajici: T y
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7 podobnosti dalsich trojahelnikt plyne, Ze kazda nasledujici pficka je
(a/c)-krat kratsi nez predchozi. Nyni vidime, Ze celkovou délku lomené Cary
milzeme vypocitat jako soucet nekoneéné geometrické rady:

llzb-<1+<%>+<%)2+(%)3+...>:1_b%.

Podobnou rovnici mtizeme napsat i pro druhou lomenou ¢aru a dostaneme
analogicky vztah:
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Hledany trojahelnik je pravouhly, takZze musi platit jesté tieti rovnice a® +
+b? = 2. Soustava rovnic vypad4 takto:

b
260 = 1
0= "3, 1)
a
8=, (2)
2 =a2 4+
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Tuto soustavu je mozné zjednodusit vyuzitim faktu, Ze pokud zvét$im né-
jakym faktorem trojuhelnik, tak se stejnym zpusobem zvétsi i délky lomenych
Car — zavislost je linedrni. Nemusime se tedy zajimat hned od zacatku o mé-
Fitko, ale mtzeme si nékterou stranu zvolit. Po vypocteni poméri mezi délkami
jednotlivych stran pak vypoctené délky jenom vynésobime vhodnym koeficien-
tem. Soustavu je nutné v tomto smyslu upravit — zbavit se konkrétniho méfitka.
Zvolme tedy ¢ =1 a podélme rovnice (1) a (2):

b 1-b
10/3 = —-
0/3=—-7—: (3)
l=a*+b?. (4)

Prevedme jmenovatele v rovnici (3) na druhou stranu a dostaneme
10a — 10a® = 3b — 3b*.
Uvéazime-li, Ze podle rovnice (4) plati b*> = 1 — a2, dostaneme
~13a® + 10a + 3 = 3b.

Umocnime tuto rovnici na druhou a opét aplikujeme rovnici (4). Takto se
zbavime vSech ostatnich neznamych a vznikne pouze jedna rovnice vyssiho
stupné pro neznamou a.

13%a* —2-10-13a® 4 (100 — 2-3-13)a® + 210 - 3a + 3% = 3%(1 — @?),
(169a* — 260a® + 22a% + 60a + 9) + (9a*> —9) =0,
a- (169a® — 260a® + 31a + 60) = 0.

Tuto rovnici bychom mohli vyfesit podle Newton-Cardanovych vzorca
nebo numericky. Zkusme se vSak poohlédnout po néjakém racionalnim feseni.
M4-1i polynom P(z) = apz™ + ... + a1x + a9 = 0 s celoéiselnymi koeficienty
racionalni kofen x = p/q, kde p, ¢ jsou nesoudélnd celd ¢isla, pak musi platit
plag a qla,. (Dokazte jednodussi verzi lemmatu pro celoéiselny kofen, tzn. pro
piipad ¢ = 1. Uz jste o ném urcité slyseli, ditkaz je velice jednoduchy.)

Hledejme kofeny tvaru p/q, kde p|22 -3 -5 a ¢|132. Celo¢iselny kofen ne-
najdeme, zato rychle zjistime, Ze a = 12/13 je opravdu kofen nasi rovnice.
Uvazovany polynom musi byt tedy délitelny polynomem 13a — 12. Vypocitame
délenim polynomu koeficienty polynomu druhého stupné a rovnice se nam zre-
dukovala na tvar:

a-(13a —12) - (13a* +8a+5) = 0.

Kvadraticka ¢ast této rovnice ma zaporny diskriminant, a tedy nema zadny
redlny kofen. Kofen 0 ptivodni rovnice nés také nezajimé, protoze vznikl ne-
ekvivalentni ipravou rovnice (déleni nulou). Jediné feseni je tedy a = 12/13.
Po dopocteni z rovnice (4) déle vidime, ze b = 5/13.

Na zavér dopocteme meéritko trojihelnika. Vynasobili jsme vSechny délky
méfitkem u, tedy plati 260u = b/(1 — a). Dosadime vypoétené hodnoty a do-
staneme 260u = 5/(13 — 12) = 5. Tedy u = 1/52. V8echny strany tedy musime
vynéasobit 52 a hledany trojahelnik ma strany a = 48,b = 20, c = 52.

Robert

24

Uloha 8 — Slysite to? (5b)

Zadani: Matous zavésil kovovou desticku ze stavebnice Merkur na nit a rozeznél ji
uderem druhé desticky. Desticka néjakou dobu vyddvala ton stejné vysky, postupné sldbnouci.
Potom napustil umyvadlo plné vody, desticku znovu uderem rozeznél a pomalu ji ponotoval.
Jak a proé¢ se ménila vyska tonu s ménici se hloubkou ponoru?

Reseni: Pokusme se rozebrat néktera znamé fakta. Jestlize do desticky
udefime, zacne vydévat uréity tén, nebo spiSe vice téni najednou. Aproxi-
mujme si desticku harmonickym oscildtorem (kdyz néco kmité, tak se téméf
vzdycky Fekne, Ze je to harmonicky oscilator, a kupodivu to funguje).

Jestlize si predstavime takovy oscilator, pak pro thlovou rychlost jeho
netlumenych kmit zavedeme oznaceni wy. Takovouto tthlovou rychlosti by
kmital, kdyby nebyl brzdén zadnou tfeci silou, kdyby nedochéazelo ke ztraté
energie desticky. Obecné ale, kdyby se energie oscilatoru zachovavala, pak osci-
lator nemiize vydavat zadny zvuk. I zvukové vlny si totiz odnaseji s sebou jisté
mnozstvi energie. Je proto prirozenéjsi situaci zeslozitit na model tlumeného
harmonického oscilatoru. Pro jeho pohyb plati rovnice:

ma — kv +mw?z =0, (1)

kde k je koeficient titlumu odporové sily a x vychylka oscilatoru. Pouziti tohoto
vzorce piredpoklada, Ze sila zodpovédna za tlumeni je pifmo tmérné rychlostil®.
Tato sila pak zpiisobuje, Ze se energie oscilatoru vyzaii do okoli v podobé
zvukovych vln. Resenim rovnice (1) zjistime, Ze thlova rychlost tlumeného
harmonického oscilatoru je v porovnani s netlumenym oscilatorem nizsi:

k2
wr =/wg — Q2 = wg—%. (2)

D4 se ukazat, ze v prvnim pfiblizeni je vykon zvukovych vin pfimo tmérny
hustoté prostredi, kterym se zvuk $iti. Jestlize desticka kmitéd ve vzduchu, ktery
ma relativné nizkou hustotu, bude jeji tlumeni malé. Ponofme ale desticku do
prostiedi, které je 1000-krat hustsi. Vyzafovany vykon stoupne rfadové 1000-
krat. (To by ve vodé hraly 200 W reproduktory! To by byly diskotéky!) Energie
desticky se rychle proméni ve zvuk, proto se desticka ve vodé mnohem rychleji
utlumi. Cim vice ponofujeme do vody desticku, tim vétsi bude odporova sila
(energie zvukovych vin desticky se bude pfeddvat vodé na vétsi plose). To ale
znamend, Ze se musi zvétsit koeficient k v rovnici (1). Pak podle vztahu (2) se
zmensi frekvence, kterou budeme slyset.

Udélali jsme také experiment. Nechali jsme znit desticku na vzduchu a ¢as-
tecné ponofenou do vody. Skutecné, zvuk se ve vodé mnohem rychleji utlumil.
Bylo zfetelné slyset, ze ¢im vice jsme ponorili desticku, tim hlubsi zvuk vyda-
vala. Pak jsme jesté ponotovali desticku do studené a vrouci vody. V studené
vodé znéla desticka o néco malo (ale opravdu jenom malo) vys. Studend voda
ma totiz vyssi hustotu.

Hanss € Bzuco

15 D4 se ukézat, Ze tomu tak piiblizné je.
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Uloha 9 — Poker (5b)

Zadani: Ales a Bzuco spolu hraji sérii partii pokru. Oba jsou stejné mazani, maji
tedy oba v kaZdé hie stejnou Sanci vyhrdt (k remizdm, jak zndmo, v pokru nedochdzi). Predpo-
kladame, Ze hry jsou nezavislé, t.j. vysledky jednotliviych her nijak neovlivriuji pravdépodobnost
vyhry jednoho nebo druhého v partiich nasledujicich. Hraje se o 50 velikych chutnych tvaroho-
vych palacinek se slehackou, které dostane ten, kdo prvni vyhraje Sest her. Najednou Bzucovi
prisel mail a hra musela byt predéasné ukoncéena za stavu 5 : 3 pro Alese. Jak si magi spraved-
livé rozdélit palacinky? Zkus premyslet, jak bys jim poradil, kdyby platilo jedno z ndsledujicich
zobecnéni:

(a) Hra byla ukoncena ve stavu a : b (specidlné a =b=10),

(b) pravdépodobnost vijhry Bzucéa v kaZdé partii je p, pravdépodobnost vghry Alese je
g=1-p,

(c) Alesovi staci k ziskdni palacinek vyhrdt k partii, Bzucdovi staci vyhrdt s partis.

ResSeni: Otazka, ako spravodlivo rozdelif palacinky, je neobycajne zé-
vaznd a tazkd. Na tivod by som si dovolil dat slovo niektorym z vas.

Bc. Iva Koutilovd: ,Palac¢inky by méli darovat hladovému spolubydlicimu,
protoze hraci nesplnili podminky hry.“

Dr. Honza Kluson: ,Jelikoz (...) jsme si vSichni rovni, nepfipada v ttvahu
jiné déleni nez bratrské (. ..). Vzdyt soudruh, ktery hife hraje karty, miize umét
lépe dojit kravy.“

Inak sa vyjadril Doc. Miroslav Frost, ktory by palacinky rozdelil pracuji-
cemu ludu.

Kvoli nutnosti vyriesit tento hypoteticky pro-
blém sa jedného diia musela zvolatf velkd matema-
ticka konferencia, ktora trvala cely tyzden a den.

Ako to uz je na takych konferenciach zvykom, pro-

Vi N
SR
blém sa vobec nevyrie$il, ale skér zahmlil, zato :Q
sa v8ak dosiahlo niekolko netrividlnych vysledkov.
Jeden z nich rozoberiem v tomto ¢lanku. Bude to ?Q/
odpoved na otdzku, aky je pomer pravdepodob- ¢ 0\
\, \{l
\ s \YJJ W
\n NY )7

nosti vyhry Bzuca a vyhry Alesa.

Vieme, ze v kazdej hre ma Ales rovnaka San-
cu vyhraf ako Bzuco, teda 1/2. Predpokladame,
7e jednotlivé hry st nezévislé, ¢o znamend to, Ze hry nijako neovplyviiuji na-
sledujtce hry. Pre tych, ktory nevedia, ¢o je to pravdepodobnost, pripominam
struént definiciu:

Je to funkcia definovand na mnoZine ,javov*, ktoré mozu v danom ,po-
kuse* nastat, ktord nadobtida ako hodnoty nezdporné redlne ¢isla a ma vlast-
nosti:

N\,

1) Pravdepodobnost, Ze nastane nejaky jav, je 1.

2) Pravdepodobnost, Ze nenastane ziadny jav, je 0.

3) Ak javy Al, A2,... maju vlastnost, Ze nemozu ziadne dva z nich
nastat stcdasne, tak pravdepodobnost, Ze nastane bud Al alebo A2
alebo. .. je su¢tom pravdepodobnosti P(Al) + P(A2) + ...

26

Spytajme sa teraz, akd je pravdepodobnost, ze v dvoch po sebe nasleduj-
ucich partidch vyhra Bzuco. KedZe v kazdej partii maji obaja rovnakia Sancu
vyhrat a hry st nezavislé, mame tu $tyri mozné kombinacie vyhier: Bzudo—
Bzuco, Bzuco—Ales, Ales—Bzuco, Ales—Ales, ktoré su vSetky rovnako pravdepo-
dobné, jedna z nich uréite nastane a nemozu nastat dve z nich sticéasne. Preto
je pravdepodobnost kazdej z nich 1/4, lebo podla axiémov 1) a 3) pre pravde-
podobnost x kazdej z nich plati x + z +z +z = 1.

Z podobnej tivahy plynie, Ze pravdepodobnost, Ze vyhrd Bzuco trikrat po
sebe, je 1/8. Ak je hra v stave 5 : 3 pre Alesa, tak ma Bzuco jediny sposob,
ako moze ziskat palacinky: musi vyhrat trikrat po sebe. Teda pravdepodobnost
vyhry Bzuca je 1/8. Z toho plynie, Ze pravdepodobnost vyhry Alesa je 7/8.

Teda keby si mali rozdelit palacinky podla pomeru pravdepodobnosti,
mohli by si ich rozdelit v pomere 7 : 1, napriklad takto: Ale$ 7 palaciniek,
Bzuco 1 a ostatné spolubyvajuci.

Este zistime pravdepodobnosti vyhier za pred-
pokladov, ze Alesovi staéi vyhratf k partii, Bzucovi
s partii a pravdepodobnost vihry Bzuca je p, Alesa
q = 1—p. Bez ujmy na obecnosti mézme predpokla-
dat, Ze hra je v stave 0 : 0, lebo ak by bola v stave
Bzuco : Ales = a : b, tak situacia je Gplne ekviva-
lentnéd situécii 0 : 0, v ktorej AleSovi staci vyhrat
k — a, Bzucovi s — b partii. (Napriklad pripad 5 : 3
pre Alesa, ak sa hra do Sest, je rovnaky ako pri-
pad 0 : 0, v ktorom AleSovi sta¢i vyhrat 1 partiu a
Bzucovi 3 partie.)

Obecnt pravdepodobnost vyhry Bzuca spocitame tak, Ze s¢itame pravde-
podobnosti vSetkych moznych priebehov hry takych, ze Bzuco vyhrava.

Bzuco vyhrava, ak hra skonci v stave Ales : Bzuco = z : s, kde = <
< k. Udalosti, ze hra skonéi v stave x : s, x < k, s nezlucitelné, a jedna
z nich nastane prave vtedy, ak vyhrd Bzuco. Teda pravdepodobnost vyhry
Bzuca je suma pravdepodobnosti, ze hra skonéi v stave x : s, kde x = 0,. ..,
k — 1. Ak4 je pravdepodobnost, Ze hra skonéi v stave i : s, i < k7 Tento stav
mohol nastat roznymi priebehmi, t.j. hra sa mohla do tohto stavu dostat obecne
roznymi spdsobmi. Kazdému spodsobu, akym sa hra dostala do stavu i : s,
mozme jednoznacne priradif postupnost nul a jedniciek, v ktorej 1 zodpoveda
vyhre Bzuca a 0 vyhre Alesa. Hra 1,1,0,1,1 znamen3, ze 2 krat vyhral Bzuco,
raz Ales a potom opéf 2-krét Bzuco. Z predpokladu nezévislosti jednotlivych
partii plynie, Ze pravdepodobnost takejto hry je p*q; obecne, ak sa v nejakej
postupnosti, ktora zodpoveda vyvoju hry, vyskytuje m krat jednotka a n krat
nula, tak pravdepodobnost takejto hry je p™¢". Teda kazdy konkrétny priebeh
hry, ktora sa vyvinula do stavu i : j, i < k, j < s, ma pravdepodobnost (p) -
- (¢®). Takych hier je vSak prave (HZ”), lebo tolko je moznosti, ako vybrat ¢
prvkov z i + j; my vyberame z i 4+ j ¢lenov postupnosti ¢ miest, na ktorych je
nula.

Dalej si uvedomme, ze hra, ktora sa dostala do stavu i : s, i < k, sa tam
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musela dostat zo stavu i : (s —1) a nie zo stavu (i —1) : s (v ktorom by hra bola
skoncila). Teda pravdepodobnost, Ze sa hra dostane do stavu i : s, je pravde-
podobnost, Ze sa dostane do stavu i : (s — 1), vynasobena pravdepodobnostou
vyhry Bzuca (t.j. poslednej vyhry, ktord posunie poziciuzi: (s—1) nai: s).

Ales
A
k
ji+1
q
J —
(4,4)| P
O—>
(0,0) i i+1 5 Bzuco

7 tychto Gvah plynie, ze pravdepodobnost vyhry Bzuda je

=0

kz_:l s+i—1\ o4 skz_:l s+i—1) ;
i p gp=p £ i q -

Pravdepodobnost vyhry Alesa sa spocita podobne.
Odpovede na dalsie otdzky (napriklad strednd doba trvania hry) stvisiace
s pokrom néjdete v pomerne lahko ¢itatelnej knihe Matematika ndhody od Jirtho

Andéla.

Peto

Adresa redakce:

M&M, OVVP, UK MFF
Ke Karlovu 3
121 16 Praha 2

Telefon: (02) 2191 1235
E-mail: MaM@atrey.karlin.mff.cuni.cz
WWW: http://atrey.karlin.mff.cuni.cz/MaM/
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