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Téma 1 — Elektrén

Be. Jan Novotny se pokusil spoéitat integral z ¢isla 3, ktery zanechal Mgr. Zoltdn Mics nevyfe-

Seny.
do
t= / ——e—dr. ()
s 2062 (; — (TD)

Nejprve si spo¢téme neurcity integral:

/ Me dr = medo T/ L
2Ce? (% _ le)) 2Ce? Vdo—r

N4S integral je ve tvaru:

3 s . _ r _ dolf2 g _ 2d0t
Zavedme substituci 1 = do—r = TEI e A mfp

di di 1 1
r-2 — = -z - - =
do (/ e / 0 +t2)2) 2d,T (arctgt 211 2Z%I‘Ctgif)

:F(doarctg d r T—\/r(do—r)) + ®, D ecR.
Vdo —

(*)= lim T - (doarctg A /L — Vr{dy— r)) — limT- (doarctg1 [ Vr{dy— r))
r—dy dy—r r—0t do—r

_ T [mmed]
=Tdog = 8Ce? )

t oznasme tento vyraz T’
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Mgr. Peter Cendula: Komentar k predchadzajicim &ankom® Mgr. Zoltdna Micsa v &isle 3

¢ Pokiisme sa riefit integral

2)

0 dz T
/ S / da,
209 (1 _ 1
VA CEt VR
kde pouZivame znaenie zavedené v predchadzajiicom c&isle. OkamZitd vzdialenost naboja @

od bodu vrcholu (bod S) je z. Cas T je &as, za ktory padne nédboj @ do bodu S. d je podiato&na

vzdialenost @ od S. Zavedme substiticiu

z=d- sin’@ prez=d 9:_%1

%=2dsin900s0 prex =0 =0

0

2md? . 5 2md® [0 —sinfcosf]® T [2md?
\/C»Q?/Sl“"d"‘\/cczz'{ 2 ]_E‘Z cq ®
—/2 2
Vatah (6) v & 2 déva hodnotu Ty = % 2m - teda 0= 1 x 107,

obmeneny Keplerov zakon

e Mo6Zeme postupovat analogicky ako pri gravitaénej sile a pouZit

v mnou odvodenom tvare.
UvaZujme teleso m; obiehajice po kruhovej drihe s polomerom r okolo centralneho telesa

s hmotnostou M. Z rovnovéhy sil (odstrediva a gravitatni) dostaneme

M

— w? =

mwzr——n ! —a
1
,,.2 ,,.3 ’

T < , . . .
—. Iné teleso ms zalne padat zo vzdialenosti r = d na centralne teleso

kde obezn doba T} = 2
M. Doba jeho padu nech je T5. Predpokladajme, Ze teleso ms nespadne na M, ale obehne

okolo neho po velmi pretiahnutej elipse s velkou poloosou g Keplerov zikon hovori, Ze

T a4 :>T—ﬂ d
@)? & (d/2)° >~ 2\ M

Teraz sta®i uvazit, Ze rovnaké rovnice musia mat rovnaké rieSenia, a teda
. cQ?
elektrén  F = d?
= CQ’=rmM. (4)

gravitacia F = %2]\—[

# Autor sa nemusi ztotoZfiovat so zavermi. St to len matematické pripomienky.

i Pokuste se pfijit na to, pro¢ by jako feSeni nemohlo vyhovovat taky napt. 8 = 7.
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wd 2md

Potom T = g\ T o je ekvivalentné s vysledkom (3) na predchédzajicej strane.

2
¢ Pozn.: Vlidila sa tieZ chyba v znadeni v &isle 2. Vztah (3) v &. 2 definuje F = kCQ”

d'? , pricom
Dalej analogicky zavadza potencidlnu energiu, ale chybne, pretoZe

2
by malo byt Epe. = —kC:iQ , priom vynechal k. Ja som do kon§tanty C v predchadzajtcich

autor uvazuje k = 7 1 .
TEY

vypoctoch zahrnul uZ aj k. Doba padu elektrénu do bodu S je teda

7=t 5 )
1

kde C = Tre A, kde A je zatial nezndma bezrozmernd konstanta.
0

® Treba sa zamysliet nad korektnym pouZivanim zrkadlovych nabojov. Ja sdm som nepochopil
myslienku pouZitia zrkadlovych nibojov v Cisle 2. Vypocet nie je podstatny, ide o to, ako
autor pouZiva zrkadlové ndboje. Chcem ho preto poprosit o bliz§i komentar.*

Dalsie vypolty Mgr. Petra Cendulu

Vzhladom na to, Ze rozmery dosiek sii priam obrovské, v smere ich priese¢nice mdZeme kaZzdé miesto
na priamke s fiou rovnobeZnej a leZiacej v rovine osi uhla o povaZovat za identické. Preto budem
uvaZovat len néboj Q medzi dvoma vodivymi priamkami, ktoré zvieraji uhol o a st uzemnené!.

Kvalitativny popis. Ndboj @ v pokoji: Aby mali priamky konStantny potencidl (obe rovnaky, rovny
potencidlu zeme), musi sa na nich indukovat rozloZenie naboja. LenZe toto rozloZenie naboja mé

* Pozn. red.: Peter Cendula snad pochopf problematiku virtualnfho naboje z &ldnku Michala Tarany,
ktery otiskujeme v tomto ¢isle.

! Pozn. red.: Autor piedpoklads, %e rozloZeni hustoty naboje v piipadé, Ze se jedns o desku, je stejné
jako v pfipadg, Ze se jedna o pfimku. Je tomu skutedn& tak? Jaky je vas ndzor?

-3-
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na ne samotné tiez vplyv (indukované néboje na p; indukuji ndboj na ps a vice Versab). Pozri
obrazok 1. MoZeme pisat

Q 1

471'50 ' a 2 a
(dcos§ - l) + (dsmi)

kde ¢y (1) znadl potencidl v bode L od priamky p;
©pyzy 2znaci potencidl v bode L od priamky ps.

=+ ¢ + Ppr) =0, (5)

Potencial od platnf p; a ps je préave taky, ako potencial od niboja —Q,* osovo simerného podla
P2 8 Q. Cely pohyb naboja @ po tsecke osi uhla « si teda moZno zjednodu$it na pohyb @ k S so
sucasnym pohybom zrkadlovych ndbojov —@Q, v osovych simernostiach s p; , ps. Pri vzdialenosti
z od S plati pohybova rovnica (zatial neuvaZujem fluktudcie v smere kolmom na os z).

d’z -2 QQ’!‘ a T QQ’!‘

b L ¥®T_ gin =)= —— kde ¥ = ——————. 7
"ar T dne % . (2) z*’ ) 8megmsin & "
2z sin Bl 0 5
Znova pouZijeme analdgiu s gravitaciou, kde pre dve telesd (M > m, M sa nepohybuje) a pad
telesa m na M plati rovnica

d?z &M

FT e ¥ — kM.

V predchéadzajtcej ¢asti som odvodil v rovnici (3) pre dobu padu ¢as

d? d? d3 wd f 1o
T=m|—— — T=m|/—==m = -4 [ TEgmd sin —.
8xM 8T QQ,/weymsin a QQ, 2

2
(8)
Pre a= g vychadza T = \/% neomdg.
T
Pre a=0 mame T=0.

Nie je to ale celkom korektné, pretoZe ako som spomenul, neuvaZovali sme fluktuicie v pohybe
v smere kolmom na os . Domnievam sa, Ze v 3 rozmeroch sa rie§enie nezmeni, pretoZze zrkadlové
naboje maja tu istd polohu a néboj.Jr Logické dosledky vztahu (8) sa zhoduji s fyzikalnou intuiciou
a zjavnymi vlastnostami hladaného rieSenia.

lat. naopak

Peter Cendula mél v ¥eSen{ uvedeny virtuslni naboj Q. Redakce si dovolila zm&nit tento naboj
na @, , kde @, = CQ, C € R je konstanta. Redakce se domniva, 7e vysledny naboj @, nebude
roven .

Autor ¢€lanku se myli, nebot v 2D vypada potencidl bodového néboje iplng jinak nez v 3D (je to
jako kdybychom v 3D brali nekonenou ty¢).

1 1
Potencial bodového naboje v 3D je a v 2D to je e In —.
iy

Q
dwegr
—4—
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Dalgia vec, ktord by bolo vhodné uvaZovat, je nahla fluktuacia polohy niboja v osi y a nasledné
,vybolenie® z osi uhla c. Udinok zrkadlovych nabojov od p; a ps sa teraz v smere osi y u% nerus,
a vyvolava silu s nenulovou zlozkou kolmou na os z. Pozri obrazok 2.

d’z 1 QQ, . Q 1 QQ, P
maE = “nes .a 3 sing — Iney a 7 sing, (9.1)
2rsin oW <2r sin (5 + w))
& 1 1
Y- . @ ccos 2 Qe - cos %, (9.2)

M T dme, T 2 C%% T dme 7 /o 2
2r sin 5~ w 27 8in i—i—w

pricom r? = 224+y? tgw = % . V kartézskych siradniciach nie je velmi prijemné riesit tito sistavu.

Prejdime preto k polarnym siradniciam r, w. Plati x = rcosw, y = rsinw. Potom

d%_di —rsinw%-i-gcosw =
N dt  dt N

a2 dt
= —sinw%g - rd—w cosw% - rsinwdz—w + &cosw - gsinw% =
N dt dt dt dt di2  de? dt dt —
—&cosw—2sinw%g— d ’ — rsin dz—w (10)
= e ad " \a) YT

Stistava diferencidlngch rovnic (9.1), (9.2) v sebe obsahuje napr. &leny sin® (% - w), ktoré nie

st velmi prijemné pri hladani analytického rieSenia ststavy. Domnievam sa, Ze jej rieSenie je pre
spominané siny asi nie celkom elementarne, ak vobec analyticky rieSitelné. Osobne by som odporidal
numerické riefenie.

Doc. Michal Tarana: Elektrostatické zrkadla

UvaZujme pole dvoch bodovych nabojov QT a @~ . Silo¢iary pola
(plnou €iarou) a ekvipotencidlne plochy (¢iarkovane) mozno vidiet na
obrazku vpravo. PreloZzme niektorou ekvipotencidlnou plochou tenky
plech. Ak upravime jeho potencial na potencial ekviplochy, na ktorej
leZi, situacia sa vobec nezmeni. Pole bude stile rovnaké. Takto mé-
7em zmenit aj plochu A. Musi platit, Ze vektor intenzity v prieniku
s plochou bude na tito kolmy. Ze to bude platit, je zrejmé, pretoze
silodiary st vzdy kolmé na ekviplochu. Z toho vyplyva, Ze mdZme rie-
§it int dlohu. Majme dany bodovy naboj @ a vodivi rovinu. Pole
naboja sposobi, Ze na doske sa rozloZi zaporny naboj. Vyjadrime in-
tenzitu pola homogénne nabitej roviny s pouZzitim Gaussovho zékona.
Polia na oboch stranach roviny s (€o do velkosti) rovnaké. Pre velkost elektricke] intenzity plati:

Q 1 Qcosa Q h
E=2E -2 . - . == "
LS = e YT 2ney WA T 2me, (12 + 1)
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TakZe na nas naboj pdsobi sila Q
[
1 2
L @& 5- (2) o
dmeg (27) h R

Toto je rieSenie pre pripad, Ze ¢ = 7. Spoditajme este vysledny
indukovany naboj Q. Plati

o0
Qz/eoﬁ.dng —%27#&': o=@
s o 4w (h®+71?)

RieSme zadant dlohu pre % V tomto pripade vznikne symetricky kvadrupdl podla obr. 3. Plati:

1 2
%zcosg, FL:r-Qi.
TE 4q2cos? T

UvaZujme, %e cely dej je nerelativisticky. Uvedeny vysledok v8ak ani zdaleka nie je Gplny. Treba
zapoCitat eSte posledny naboj v kvadrupdle (pozri obr. 4). Vysledn4 sila bude potom

Q?cos w4 1 Q@ 2v/2-1 @

- = . . 3
2T 4w (2d)° 4 dmegd? ®)
4

1
F=2F +Fj=2—-
A0 42 cos

obr. 3

Teda ako vidime, pocet virtualnych nabojov zavisi od «, napr.:

a=90° — 3 virtualne naboje
a=60° — b virtuidlnych nabojov
a=30° — 11 virtudlnych nabojov

Pre a — 0 pdjde vlastne o kruZnicu so stredom vo vrchole dosiek, kde bude nulovy potencial. Preto
tam bude na elektrén posobit sila F' — Oi. Bzuco

t Vidime, %e zavéry Petra Cenduly a Michala Tarany nejsou stejné, co se tyée doby padu niboje na
desky, kdyZ a — 0. Jaky je va$ nazor?

—6—
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Téma 3 — Gramatiky

Nejprve se musim velmi omluvit feSitelce Ladé Oberreitové za to, Ze jsem zaSantroGil jeji FeSeni,
které se tak se nedostalo do pfedchoziho éisla, kam z velké vetSiny patfilo. Zarovei s omluvou
se pokusim chybu alespoh ¢asteéné napravit: Lada dostala za minulé ,kolo“ tématu 7 bodd, jeji
Fefeni bylo vicemén& shodné s FeSenimi, ktera byla uvedena jako vzorova. Chtél bych ji pfedeviim
pochvilit za to, Ze u pfikladi (4) a (5) uvedla nd8kolik FeSeni (kterd vyuZivala pokaZdé jinou techniku
konstrukee gramatik) a u pfikladu (9) se ji téméF podafilo dosdhnout spravného fegeni.

Déle od Mgr. Ondieje Pladila pfislo opoZdéng (za coZ nemiiZzeme ani my, ani Ondfej) Fe§eni minu-
1ého ,kola“ gramatik, které jsem ohodnotil 14 body. Ondiej Gsp&$né vyfesil piiklad (9) a ukazal
podobnost piikladd (10) a (11), jejich spole€né zobecngni, a dokonce malou Gpravu vzorového FeSeni.
Déle pak fesitel pFidal Gplné novy piiklad, ktery oznafil dalsim &islem (13) - viz niZe.

Z minulé série
(9) Zadéani: Vygeneruj slova, jejichZ polet pismen je délitelny tfemi.

® Refeni Mgr. Ondreje Pladila (citace): G = (N,T,P,A), N = {A,B}, T = {a,b,c},
P={A —aAc,A— B,B — bBc,A —e¢,B —¢}.
ReSeni je zcela spravné, dokonce je lze trogitku zkritit vynechanim pravidla A — e,
které lze docilit pouZitim po ¥adé pravidel A —» B, B — e.

® Refeni Lady Oberreitové: G = (N,T,P,S), N = {S,A}, T = {a,b}, P = {S — ¢,
S — AbAbAb, A — aA, A — e}.
Pozornym prozkouménim jejiho feSeni zjistime, Ze uvedena gramatika vygeneruje vidy
3 b-¢ka, a mezi né a na levy okraj vlozi libovolny pocet a-Gek, coz lze opravit jednak
tak, aby a-Cka byla i napravo od posledniho b-Cka (zména pravidla S — AbAbAb na
S — AbAbAbA) a jednak tak, aby byl generovan libovolny poéet b-Gek délitelny tFemi
(zménou pravidla S — AbAbAbA na S — SbSbSbS a priddnim pravidla S — A).

(10) a (11) Zad4ni opakovat nebudeme, ani feSeni. Refeni Mgr. Ondieje Plasila bylo roz$ifenim fegeni
Dr. J. Klimese (viz pFfedchozi €islo). Ondfej navic pfidal opatfeni, aby vygenerovand €isla
nezaginala nulou (sta¢{ zm&nit po&étedni netermindl z A na S a pfidat pravidla, ktera kopiruji
pravidla A — 04, A — 1B, A — 2C tak, %e vynechavaji takova, kterd vpravo zalinaji
nulou):

(10): G = (N, T,P,8), N={A,B,C,D, E,5},T = {0, 1,2},

P={A—eS—1B,S—>2C,A— 04, B—0D,C - 0B, D — 0E, E - 0C,
A—1B,B—1E,C —>1C, D— 1A, E — 1D,
A—2C, B—2A,C—2D,D— 2B, E—2E}.

(11): Analogické opatieni, aby gramatika negenerovala &isla zaéinajici nulou.

(13) Citujeme Mgr. Ondfeje Plasila: Zadani: Gramatika generujici &isla davajici po d&len{ sedmi
zbytek —4 v minusdvojkové soustavé.! ReSeni: 1 znameni minus jednitku — nechce se mi
vymyslet n&jaké specialni znaky. Znaceni zbytki: A =0, B =-1,C = -2,...,G = —6,
H=1,I=2,...M=6.

1 Pozn. redakce: minusdvojkova soustava, ale i mnoho jinych &selnych soustav bylo diskutovano
v pfedchozich ro¢nicich M&M.

—7—
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G: (N7T7P7S)1N:{A7B7C7D7E7F7G7H7I7J7K7L7M7S}1T:{071}1

P={FE—e,

S — 1B,
A — 04,
B — 01,
C — 0K,
D — 0M,
E — 0H,
F — 0J,
G — 0L,
H = 0C,
I— 0F,
J = 0G,
K — 0B,
L—0D,
M — 0OF,

A— 1B,
B —1H,
C — 1J,
D — 1L,
E — 14,
F =11,
G — 1K,
H— 1D,
I—1F,
J— 14,
K — 1C,
L—1FE,
M — 1G}.

generujeme Cisla, ktera davaji po déleni sedmi zby-
tek —4 = musime skon¢it v E.
opatreni, aby ¢islo nemohlo zac¢inat nulou.

Pozn. redakce: Osobné si myslim, Ze zbytek —4 je pfi déleni sedmi totéZ, co zbytek 3.

Od Dr. Jiftho Klimese jsme dostali pifsp&vek ke generovani matematickych vyrazd, ktery odstrafiuje
problém vice zévorek u vyrazi (napf. ((3))- 2 nebo 1+ (1)). Re¥en (citujeme):

G:(N7T7P7A)1N:{A7B7C7D7N7O7.Y;Z}1T:{07172737475767778797+7_7-7/7(7)}1

P={ C-0C, C = 1C,
D —1C, D —2C,
N — 1C, N — 2C,

sy

A— D,
Y = A/,

Z = /NZ,
o0—- -}

A—e, A — AOA,
B — A/N, B — AOA,
Y —e, Y = AO,
Z — e, Z — 0OA,
00— O —=+,
Vysvétlivky:

C posloupnost ¢islic,

D prirozené &slo (tedy i nula),

N nenulové ¢&islo,

A podatedni znak, samostatné ¢islo, tvorba vyrazi,

Y slouZ k rozliSeni AO a A/,

Z tvorba vyrazi za zévorkou,

B

Pozn.: Timto postupem se nezbavime nap¥.: 1/(1 — 1).

—8—

C — 9C, C —e,

D — 9C, D —0,

N = 9C,

A—A/N, A—-Y(B)Z,

nemusi byt obsaZeno, jestliZe je 1+(1) vyraz - pak je nahraditelné A.
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Kontextové gramatiky

Ke kontextovym gramatikidm pfislo jediné feSeni od Lady Oberreitové. Pro pohodlné ¢teni doporu-
¢uji zabit piikladem (2), ktery je z uvedenych nejjednodussi:
1. Zadanf: a”. Refeni (citujeme): G = (N, Term, P,S), N = {S,Z,Q,T, X,Y, K}, Term =
=14},
te} P={S— ZQK,
Q - XQY,
Q—e
XY - YXT,
TY - YT,
TK — Ka,
XK = K,
ZY — Z,
ZK — e}.

Poznamka redakce: Vysvétleni funkénosti je nasledujici: Neterminaly Z a K maji vyznam
zafdtku a konce neterminald (hlavnd aby se nam o gramatice 1épe pfemyslelo). Neterminal @
funguje jako generator X™Y™. Spole¢né s pravidlem § — ZQK tedy vygeneruje ZX"Y"K
(stejny pofet X-ek a Y-ek, napf.: ZXX XYYY K). Potom se vZdy jedno X-ko vyd4 na cestu
doprava pfes Y-ka, a kdyZ pfeleze Y-ko, vygeneruje jedno T-¢ko (pravidlo: XY — Y XT).
Poté co X-ko dojede na konec Y-ek — tj. dojede ke K-¢ku, tak zmizi (pravidlo: XK — K).
Vsechna T-Cka, kterd X-ko po cesté vygenerovalo, jsou pfed X-kem tlafena aZz ke K-cku
(T-Cka preskakuji Y-ka: TY — YT, ale X-ka je pfedjet nesmi — zamé&rn& chybi pravidlo
XT — TX), kde se z T-Cka stane a-¢ko, ale az za K-Ckem. Co se tedy stalo? n X-ek piejelo
n Y-ek a pokazdé, kdy? se X a Y srazila, vzniklo jedno T-&ko, tedy celkem vzniklo n? T-&k
a kazdé T-Zko se proménilo za K-tkem v a-tko. Mame tedy slovo: ZY™Ka™ . Nyni se musime
zbavit neterminadld Z, Y a K — pravidla: ZY — Z, ZK — e nam to pfesné zaruéi.

2. Zadéni: o®*. Re¥eni (citujeme + zména komentaid): = (N,T,P,S), N = {§,2,T,Q,

K }1 T= {a}a
P={8— ZGuK, »ZGaK* Z=zatatek, G=generator, K=konec
Ga — aaG, »ZaaGK* G-&ko zdvojnasobi pofet a-tek cestou doprava (ke
K-tku)
GK — QK, »Zaa@QK*“ na konci se G-Cko pievlede za Q-¢ko
a@ — Qa, yZaQaK*“, ,7QaaK“ Q-Cko se vrati zpatky na zabatek
ZQ — ZQG, »ZGaaK* a7 (-tko dorazi na zaGatek, pfevlece se zpatky na
G-to (a miiZeme to provést znova)
ZG — e, »aaK“ a7 se G-Cko unavi, tak mlZe zmizet
K —e}. »aa“ a K-Cko mliZze taky zmizet - dokonce kdykoliv, protoze

jinak G-¢ko nema4 kde skonéit, a jak vSichni vime, slova gene-
rovana gramatikou se mohou sklddat JEN z terminald (mals
pismenka)

Poznamka redakce: Chvalim Ladu za pfipojeni komentard, které jsem pro tisk upravil.
Odvozeni slov gramatiky:

-9
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ZGaK _)(K—>e) ZGa _)(ZG—)(B) a

(Ga = aaG) "+ 7 (viz vige) 2GK (7G5 ¢) WK = (g ) aa
nebo

ZGaaK _)(Ga—nzaG) ZaaGaK _)(Ga—nzaG) ZaaaaGK _)(G—>Q)

_)(OdebIlé pf’edchozim) ZGaaaaK — ... — aaaa

ze ZGaaaaK obdobné miZeme dostat ZGaaaaaaaaK . Poviimnéte si, Ze G-¢ko vidy zdvoj-
nésobi podet a-&k — odtud dostaneme vztah a®*.

3. Zad4ni: dv& slova nad abecedou {a, b} zapsané za sebou (napf. abbaabba). Re¥eni (citujeme):
G=(N,T,P,S),N={S,Q,A,B,K},T = {a,b},

P={S—QK,
Q —aQAl, Q—bQB,
AK - aK, BK —bK,
Aa — aA, Ab — bA, Ba —aB, Bb—bB,
Q — e, K —e}.

Poznimka redakce: @ generuje dvé stejna slova — vlevo z malych pismen a, b (ta uZ ménit
nebudeme) a vpravo z velkych A, B (s t8mi budeme déle pracovat). Cilem je dostat A, B aZ
na konec, s tim, Ze se nesméji pfedjizdét a na konci se pfed K-¢kem zméni na odpovidajici
malé pismenka. Tato mald pismenka jsou pieskakovana pismenky velkymi. Napiiklad odvozeni
slova bbabba:

QK — bQBK — bbQBBK — bbaQABBK — bbaABBK — bba ABbK
—» bba ABBK — bba AbbK — bbabAbK — bbabbAK — bbabbaK — bbabba

10. Zadéni: a?, kde p je libovolné prvoéislo — jinymi slovy: NapiSte gramatiku, kterd vygeneruje
viechna slova prvoéiselné délky.
Lada se o tento piiklad pokusila, ale v FeSen{ je dost chyb, takZe se mi nepodafilo rekonstruovat
,»,co tim chtél basnik fici“. Vzhledem k tomu, Ze je feSeni pfili§ dlouhé a pouze technické,
neuvadim ho zde. PopiSu pouze zdkladni mySlenku (kterd moZné napadla vice lidi): Nejprve si
vygenerujeme a”, pak zkouSime, je-li n prvoé¢islo. To znamen4, Ze musime umét délit, musime
umét kopirovat pocet a musime umét délat ,for-cyklus®, tj. zkouSet to od n — 1 do 2. Pokud
nam vyjde, Ze je n né¢im délitelné, nemize byt n prvocislo. Pozn.: zde se rozhodné nevyplati
zainat od n/2, protoZe je to zbytetnd technicky niroéné.
Poznamka redakce: Doufam, Ze vas feSeni Lady motivuje k dal§imu pokrafovani tohoto
tématu. MiZete se pokusit FeSeni obménit, vymyslet si nova zadini nebo alespoii dofefit
pfiklady (4)—(9) plus zdstava ndkolik nedod&lavek z pFedchazejicich &isel.

P.S.: Pokud vas toto téma nadchlo, miiZete se t88it na soustfedéni M&M (bude pravdépodobnd
v fijnu), kde se o gramatikich a podobnych v8cech dozvite daleko vice. Mnoho dsp&chd v zapoleni
s gramatikami vam pfeje Ziki
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M&M, studentsky Casopis pro badéani v oblasti matematiky a fyziky Roénik VI Cislo 5
Téma 4 — Cajové listky

Mgr. Peter Cendula: Spin-Down, Crmvm- JTosx
Pozn. red.: Clanek je uvefejnény bez vétdich zasahti do textu.

Popis experimentov: PouZivana aparatira bola opisand v éisle 2, pouZity zavaraninovy pohar
objemu 370 ml, ¢aj znacky Baliarne Poprad. Na rotaciu vody v pohéri bol pouzity kuchynsky pristroj
znaCky ETA 02 na strihanie, mletie apod. Na rotujicu os a néstavec staéilo prilepit plastelinu, a
na to pohar tak, aby jeho os bola zhodn4 s osou rotacie pristroja. Vyskytli sa problémy s drobnou
precesiou osi rotéacie, ktorit som minimalizoval ruéne cez kruhovy néastavec na strithanie (obr. 1).
Pristroj sa toé¢il s frekvenciou okolo 3 Hz, presny Gdaj som nezistil.

Cajovy sakok sa musi nechat vyldhovat vo vriacej vode, aby sa &ajové listky v fiom zmé4gali. Potom
ich mdZeme pod vodou vloZit do pohdra (priemerny rozmer listkov ~ 1mm). Pokym sa pristroj
roztaca, listky st odstredivou silou tladené ku stendm a sfiGasne sa zdvihni asi do polovice vysky
pohéra. Tesne pod viefkom plavaji uZ iba vadsie listodky (obr. 2).

obr. 3 obr. 4

obr. 1

Asi po 10 s sa vrstva mengich listkov ustéli na mensSej vygke a je potom dost ostra hranica medzi fiou
a okolitou vodou, v ktorej plavajd vacsie listky (obr. 3). Po zastaveni stroja a pohéra na fiom rotuje
iba voda v pohari, pokym ju neubrzdi viskézna sila. Mensie listky vytvoria na dne akisi pyramidu,
navrchu ktorej si tie najmengie listoky. Velké listocky, ktoré predtym plavali v hornej Gasti, sa
usadia pod viekom (obr. 4). V8imol som si, Ze po ustaleni rotcie sa pod viekom velké listky
zhromazdia v strede. Pri miefan{ aju v hrndeku s listkami sa tie bud zhromaZduji vo vzniknutom
lieviku, ktory pribrzdovanim rotécie zaniké, alebo sii na dne a vytvoria spominani pyramidu.

Aby som zistil, ¢o sa deje na dne, pretoZe dosial som to cez nepriehladné veko nevidel, otoéil som
pohar dnom hore. Pri pokuse obratit pohar hore dnom sa prejavila pruZnost veka, a po zatlaceni
naii vosiel do pohara vzduch (dve—tri bublinky). Av8ak pri roztaani posunutie &s zapri€inilo, Ze
pohar mi vystrelilo do boku, ten sa rozbil a aparatira bola v ¢udu. Uz sa mi to nechcelo znova
pripravovat, tak sa budem spoliehat na vykonané pokusy.

Roztadanie tekutiny (aju) tzv. spin—up resp. spin—down som videl modelované v knihe H. Green-
spana, ale iba som ju listoval. OdporGéam:
H. GREENSPAN: Teorija Vrasciajuscichsia Zidkostej, Gidrometeoizdat, 1975,
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M&M, studentsky Casopis pro badéani v oblasti matematiky a fyziky Roénik VI Cislo 5

Teoreticky rozbor: Pohar naplneny vodou (bez vzduchu), ktory rotuje: Prebicha konvekcia vody
od osi obvodu v hlavnom objeme a od obvodu k osi v hraniénych vrstvich (teda na dne a pod
vietkom). T4 tie? zabezpeluje prenosom momentu hybnosti vysledné ubrzdenie rotacie. Cajové
listky sleduji pohyby tejto konvekcie, preto sa na dne a povrchu zhromaZzduji okolo osi rotécie a
v hlavnom objeme rovnomerne.

Keby rotacia vody bola udrzovana nejakym zdrojom energie, listky by sme pozorovali pri stene.
LenZe ked sa zpomaluje viskozitou a trenim o steny, ked sa listo¢ky dostant do stredu, uZ ich to zasa
neodnesie tak ku stendm a ostand tam. Som si vedomy, %e model nem4 kvantitativne spracovanie
a tieZ Ze nemoZno robit zévery, pokial nevieme radovy dosah spomenutych javov.

Pozn. red.: Pokusi se nékdo vypracovat alesponi kvalitativni teorii proud&ni vody v sklenici?

Stanislav Hampl se domniva, Ze ve sklenici dochazi k turbulenci. Nastava proudéni smérem do stfedu
sklenice. Za pov§imnuti stoji také to, Ze ¢im vice se voda ve sklenici otaci, tim vice jsou listky ve
stfedu, a dokonce putuji v okolf osy rotace nahoru. Autor se domniva, Ze listky majf hustotu jenom
nepatrné vetsi nez voda+, jinak by tento pohyb nebyl mozZny. Bzuco

Téma 5 — Hodiny

Bod Bod (i)(a)

Mgr. Jan Benes: Dalsl aspekt ruci¢kového problému

Zaujal mne problém nastinény ve tietim ¢isle éasopisu, totiz situace, kdy jsou viechny ruéicky stejné
dlouhé, pficemz hodinovi a minutova ruci¢ka se pohybuji plynule, zatimco sekundova skokem.

Pro srozumitelné feSeni bych si dovolil definovat pohyb skokem. JestliZze se sekundova rudicka po-
hybuje skokem, potom v ¢ase 00:00:00:00 je na dvanéactce, v ¢ase 00:00:00:zz je stale na dvanactce
a v ¢ase 00:00:01:00 je uz na prvnim dilku. Jeji pohyb z dvanactky na prvni dilek povazujme za
nekone¢né rychly.

V tomto ¢lanku bych navdzal na mnou uvefejnéné rovnice otisklé v éisle 3. Protoze hodinova a
minutova rudicka se stile pohybuji plynule, potom vztahy pro vypoéet éasu v obou variantach, tj.
vztah (2) a (9), zlstanou stejné.

Sekundova rucicka se ale pohybuje skokem, tedy jeji ihlovou rychlost miZeme definovat jako w, =
=3 s~1. Nicméng protoZe se tato ruticka pohybuje skokem, jeji rychlost m4 smysl uvaZovat jen
v souvislosti s celo¢iselnym poétem sekund.

Cas t tedy vyjadiime jako:

_ o4, 3600-(z+4)

! 11 11

s. (5.1)

i Mite stejny nazor? Kdo se pokusi experimentalng urdit hustotu ¢ajovych listecki?
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Varianta 1

Protoze nas vSak zajima jen celo¢iselny pocet sekund, budeme z tohoto vyrazu brat jen celou
dast.

Dosazenim do rovnice (5) v . 3 dostaneme:

4
wh-t—i-wh-x-1h+§7r=w3-t—2p7r, (5.2)
T z+4 7 4 w | 3600-(z+4)
T T g lhtom= 2 | 2ETT N opr, 5.3
6 1 "6 " MT3TTg { 11 P (5:3)

Upravou tohoto vztahu dostaneme:

11- [735°°'l(f+4)J — 60z — 460
660 '

p= (5.4)

Aby ruficky nékde vytvofily pFesnd rovnostranny trojihelnik, potom by se hodilo, kdyby p vyslo
naprosto pfesné pfirozené ¢éislo. Po provéfeni  od 0 do 11 jsem bohuZel takové z neobjevil. Jediny
trochu zajimavy p¥ipad nastal pro z = 8, kde p vySlo 64, 025. To znamena, Ze sekundova ruéicka
opsala 0,025 - 360° = 9° navic, tj. v obrazku dhel 8 bude ne 120°, ale 129°.

Varianta 2

Postupujme analogicky k variantd 1. Dosazenim do rovnice (10) z minulého &sla dostaneme rov-
nici:

2

wh-t—i-wh-x-1h+§7r=w3-t—2p7r, (5.5)

T z+8 w 2 w | 3600-(z+8)
—- —.z-lh+-mr=—.|—F—*| — 2pm. 5.6
6 1L "6 ° +3”30{ 11 Jp” (56)

Po tpravé tohoto vztahu dostaneme:
11| 22058 | 60z — 260
_ il (5.7)
P 660 ' '

Pfi provéfeni viech z € {0,1,2,...,11} jsem ale v této varianté nenalezl nic zajimavého, tedy

desetinnd Gast &isla p nikdy nebyla natolik zajimavd, Ze by thel « byl v intervalu (110°,130°).
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Bod (i)(b)

Zopakujme pohled 2 na problém (i)(b) tak, jak byl uvefejnén v &isle 3. Mame ruci¢ky o délkich h
(hodinova), m (minutova) a s (vtefinova), kde kh,m, s jsou vzajemné rizna kladné &isla. Koncové
vrcholy hodinové a minutové ruéicky nechme nakreslit soustfedné kruznice kj, ky,. Koncovy vrchol
hodinové ruéicky ozna¢ime H. Koncovy vrchol minutové ruéi¢ky oznacime M. Hodinovou ruéicku
zastavime — necht ukazuje pofad nahoru. Minutovou ruditku nechame jednou ob&hnout kolem ci-
ferniku (bod M tedy nechdme pohybovat po kruZnici k). Ke kazdé poloze bodu M chceme najit
bod V tak, aby HMYV byl rovnostranny trojihelnik. Délka strany trojihelniku se bude s pohybem
bodu M po kruznici ménit. Bod V se bude pohybovat po néjaké kfivce 1y . Nechame-li viefinovou
rudicku opsat kruznici k,, potom kazdy prisec¢ik kfivky )y s kruznici k, bude vrcholem V' n&jakého
rovnostranného trojihelnika H'M'V’, kde H' je poloha konce hodinové rucicky, M’ poloha konce
minutové rudicky, V' poloha konce vtefinové rucicky. Pak uZ stadi jen ovéfit, jestli tyto konstelace
rudidek mohou nastat (to samozfejmé bude zéileZet na volbé h, m, s).

Mgr. Karel Martisek, Bc. Hanss Novotny: Rizné dlouhé rudicky a rovnostranny trojihelnik — shrouti
vysledki vyzkumu obou autord.

Oba autofi napsali, Ze se kfivka ¢y sklad4 ze dvou kruZnic k; a ki, a nakreslili nasledujici obra-
zek:

Mgr. Karel Martisek k tomu dodal, Ze stfedy téchto
kruzic S; a S} leZl na kruZnici kj. Pokusi se ndkdo
dokéazat, %e se opravdu jedn4 o kruZnice? A urdi nékdo
pfesné polohu jejich stfed? Zkuste si pozorné prohléd-
nout obrazek!!! Pokud se nikdo nenajde (coZ bych se
divil), prozradim vam sprévné FeSeni v pFi§tim &isle.
Niépovéda: vS§imnéte si, jaky je polomér obou kruznic
ki, k.

Az urite polohu st¥edd S; a S, napiste si obecné a parametrické rovnice kruZnic. Snad vdm to
pomiiZze kone¢né vyfesit problém rovnostranného trojihelniku pro rucdicky riznych délek.

Bod (iii)(A,B,C)

Studiu Archimédovy spirély se vénovali Mgr. Karel Martisek, Peter Murdrik, Bc. Hanns Novoiny
a Be. Jitt Tomdnek. Petru Murdrikovi dékujeme za pékné grafy. Clanek jsme sestavili z piispévku
kolegy Bc. Tomdnka.

Be. Jift Tomdnek: Trajektorie mouchy

Jak bylo uvedeno v €isle 4, je trajektorie mouchy Archimédova spiréla, popsana v polarnich sou-
fadnicich rovnici

r
0=75"0, (*)
kde 7y je vzdalenost pohybujictho se bodu od pélu po jedné otacce.
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Spoéitejme ry pro pohyb mouchy.

® w, bud dhlova rychlost ot4deni rudicky, w, = T&r ,
.
2

¢ T, je perioda otaceni rucicky, T, = 7,
.

® v, je rychlost pohybu mouchy po rudiéce.

U, * 2T

Pro rg plati: ro = v, - T, = . KdyZ tento vztah dosadime do rovnice Archimédovy spiraly

w"‘
(rovnice (%)), dostaneme

U,
=0 ¢e00).
o=_"0 @ (0, 00)

V kartézskych soufadnicich m4 tato kfivka rovnici

z=gcosp, y=pgsing, € (0,00).

Narysujme &ast k¥ivky pro hodnoty v, = 0,01 m-s7?,

wy = 35 (Gihlova rychlost vtefinové rudicky). Tedy ¢ =
= %(p, @ € (0,2m). V Gseku ¢ € (2m, 27w + §) za-
kreslime, jak by se moucha pohybovala, kdyby v tomto
tseku konala vtefinova ruci¢ka pohyb se skokem.

Bod (iii)(E)
|
Miroslav Frost: Likvidace mouchy té€Zkotonaznim délem U T

V ¢ase 0 je moucha ve stiedu hodin, stfela v d&le. V éase ; urazi moucha
po rucicce vzdalenost vy, - a thel w i, kde w = 35 s~1. Zaroveii v Case 10m d
1o vystielime z déla. V Case T zasahuje stfela mouchu. Neptisobi-li na ni

gravitace, urazi stiela drahu d = /10? + (vy, -T)z, viz obrazek ,,z ptadi
perspektivy“: I

Doba od vystielu po zasah je t; = T'—1,. Stfela urazi drahu d za dobu #;, rychlosti v,. Plati tedy
d=wv,-t;, = /100 + 2 T2.
Zde dosadime T' =ty 4 £; a upravime:
w3ty = 100 + vy, (1 + £)? ,
V22 — vl — vkt = 100 + v2 12,
17 (v —v2) —tr (2v2t0) — (100 + v213) = 0.
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Tuto krasnou kvadratickou rovnici lehce vyFeSime (zndme-li oviem hodnoty s, v, to) a ziskdme
ir.

Za t; urazi moucha tGhel {7 - w, tedy v ¢ase zésahu T bude vtefinova rucicka s mouchou svirat

s potatednim stavem Ghel o = w - (t +1o) = 5 (tr +1o) -

Délo tedy nastavime nejprve o Ghel 8 vzhiru, a potom hlavefi oto¢ime po kruZnici o Ghel a.

Zbyva uréit 8 — viz pohled ,z boku®:

10 m

T
tan,b’zv;"—o = ﬂzarctan(

vy, (fo +11)
10 )

Tomas tedy zvedne hlavefi vii¢i ose o o dhel 8, a potom hlavefi otoéi po kruZnici s polom&rem
Um(to + t1) a stfedem na ose o.

Bod (v)

Miroslav Frost: Vypodcet k sefizovani hodin

Definujme, e prvni hodiny se zpozduji o m minut, druhé se pfedbihajf o n minut. Cas na prvnich
hodindch nastavim na své hodinky a pfejdu k druhym hodindm. Znam ted Zas, ktery ukazuji prvni
i druhé hodiny. Jejich odedtenim (ode€itdAm mensi od vé&tsiho) zjistim délku ¢asového intervalu K.
Tuto délku intervalu K budu znafit k.

Priklad:
1. hodiny se zpozduji o 10 minut — m = 10,

2. hodiny se pfedbihaji o 5 minut = n = 5.

Prvni ukazuji 16:31 — nastavim, pfejdu k druhym, které ukazuji 16:53, moje hodinky ted ukazuji
16:41 (10 min cesta), tedy k=12. Teoreticky miZe byt 13 moZnych asti (16:41, 16:42, 16:43 ... 16:53).
Ukéazeme, Ze tento pocet lze snizit.

KaZdé hodiny musi mit alespofi 1-minutovou odchylku (jinak by §ly pfesng), ale zaroveifi odchylka
nemiZe byt v3tsi nez zadand. (V naSem pfiklad® nemiZe byt nap¥. 16:46 — 2. hodiny by se p¥edbihaly
0 7 minut).
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Obecné to lze vyjadfit tabulkou:

(a) k—-1>m A k—-1<n — m moZnosti

by k—1<m A k—1>n — n moZnosti

¢ k=1>m A k—1>n — (m+n+1-—k)moZnosti*
(d) k—1<m A k—-1<n — k—1moZnosti

Od délky intervalu k odeditdme 1 minutu, kterd musi byt v 1. (2.) intervalu; zbytek z k se musi
vejit do 2. (1.) intervalu.

V prvé &asti tabulky jsou uvedeny po¢ty moZnosti, tedy kolik ,spravnych ¢asi“ miZe byt. (N4S
pfiklad spadado k—1>m A k—1>n, existuji proto m+n+1—k =4 moZnosti spravnych
Casl.) Tyto moZné ,spravné asy® zjistime, kdyZ interval K rozloZime na intervaly délky a,b (a +
+b=k, a,be N) tak, aby a < m, b < n. Potom k ¢asu na hodinkach pFi¢tu a, éimZ zjistim moZny
spravny Cas. (N4§ piiklad: £ =12,12=10+2=9+3 =8+ 4 = 7+ 5 — viechny moZnosti, tedy
»moZné spravné Sasy“ jsou: 16:48 (4147), 16:49 (41+8), 16:50 (414+9), 16:51 (41+10).)

Z mo#nosti si ted vyberu aritmeticky primér a podle ngj sefidim hodinky (v na§em pfipadé 16:49:30
— avak jelikoZ pracujeme s pfesnosti celych minut, zaokrouhlime i primér na minuty: 16:50; mam
jistotu, Ze nejvétsi moZné odchylka je 3 minuty).

Pravdépodobnost p uréime vztahem p = %, kde za = dosadime pocet moZnosti z pravé strany

tabulky (v nafem pfipadé p=1/(m+n+1—k) =1).

Poznamka: ve svém prispévku jsem pracoval s pfesnosti na minuty, rozdéleni pravdépodobnosti
Ys
povaZuji za rovnomérné, pojmem ,spravny ¢as“ je myslen oficidlni ¢as platny v republice.

Vyhoda tohoto feSeni je univerzalnost. Postihuje viechny moZnosti m,n a k a lze se jim #dit pro
libovolné hodnoty m, n, k. Matous

Téma 6 — Strategie
Piskvorky

Musim bohuZel podotknout, %e Zadny z vas nepochopil pofadné, co se ma u piSkvorek dokazat. Asi
tfi z vas popisovali nadSené& strategii, kterou si vymysleli, ovSem bez jediného potfadného dikazu.
Nékteré tyto strategie (jako napf. umistovat kfizek tésné vedle soupefovych kolefek a to pokud
mozno za jeho nejdelsi fadu) jsou intuitivng jasné kazdému, o to vice by pot&sil pofadny dikaz.

Pro mensi hraci plany (napf. 5 x 5 na 5 piskvorek) se takovy dikaz miZe ud@lat ruéné probranim
v8ech moZnosti (s uvdZenim symetrie), pro obecné hraci plany je nutno vymyslet n&jaky trik. Abych
nehovofil jen tak do vétru, ukazi vam jednu takovou dokonalou remizovou strategii.

* Pokud (m+n+1— k) <0), je to podvod a nemé smysl pokrafovat v urovani ¢asu — v zadani je
pak nékde chyba.
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Robert Spalek: Remizovs strategie pro 5 piSkvorek ve vodorovné nebo svislé fadé na libovolng velkém
hracim planu

Rozd&lme si nekoneény hraci plan na skupiny polidek (tvaru 2 x 1 nebo 1 x 2 jako u domina) podle
néasledujictho schématu:

Nyni si uvédomme, 7Ze kazda vodorovna ¢i svisla fada 5 piSkvorek za sebou musi nutné zaplnit
alespofi jednu celou dominovou kosti¢ku — diky symetrii sta¢i uvazovat pouze vodorovné piskvorky
a viechna mozna umisténi piskvorek jsou vyznacena na obrazku.

Nyni je feSeni zfejmé: pokazdé kdyz soupef umisti piskvorku, my ji umistime do opa¢ného policka
pfislusné dominové kosticky. Tak se stane, Ze nikdy nemohou byt v jedné skupiné dvé piskvorky
stejné barvy a tedy ZAdny ze soupeil nemize udélat 5 pikvorek v fadé.

Doufam, Ze se vAm uvedend strategie libi a zkusite nalézt ndjakou podobnou pro jinou variantu této
hry.

NIM — odebirani sirek

Ani u sirek nenf situace o mnoho lep#i, nenf to v8ak nepochopenim zadani, ale pfili§ t8Zkymi Glohami.
Autofi se snazili vyfesit pfevaznd tyto 2 (naro¢né) tlohy:

® NIM — N hromadek, v kazdém tahu si vybereme jednu hromadku a odebereme z nf libovolny
podet sirek. Vyhréva/prohrava ten, kdo vezme posledni sirku.

® NIM2 na 2 hromadkach — obecnd N hromadek, v kaZdém tahu bud odebereme z jedné hro-
méadky libovolny poéet sirek nebo ze 2 riiznych hromadek odebereme libovolny stejny pocdet
sirek. Opé&t miZeme zkoumat ob& varianty hry, kdy vyhréva/prohrava ten, kdo vezme posledni
sirku.

¥

Abyste mohli do dalstho éisla 1épe zkoumat, napisi n&kolik rad, jak se tlohy tohoto typu Fesi:

e NIM: Necht vyhrava ten, kdo odebere posledni sirku.
Vétsina z vas pfisla na to, Ze se 2 hromadkami je Gloha trividlni. Prohrané pozice jsou pozice
tvaru (k, k), ve kterych je na obou hromadkach stejny polet sirek. At odebereme libovolny
podet sirek, soupef stejny poCet odebere z druhé hromadky a jsme zase tam, kde jsme byli.
Takto to trva az do doby, neZ soupef odebere posledni sirku.

18-



M&M, studentsky Casopis pro badéani v oblasti matematiky a fyziky Roénik VI Cislo 5

Toto plati pro 2 hromadky. Vy, ktef{ jste zkoumali situaci pro vice hromadek, jste se snazili
nakombinovat na stav (a, b, ¢) rovnost a +b = ¢ a ji podobné, coZ se nikomu z vas nepodafilo.
Uznavam, Ze vyteit tuto Glohu bez jistého triku je docela t&87ké, tak vam néco poradim: Zkuste
misto zkoumdni operace plus zkoumat operaci XOR — programéatofi jisté v&di, o ¢em mluvim,
ostatni necht si pfe¢tou nasledujici popis:

Def. Operace XOR je nad logickymi hodnotami definovdna jako nonekvivalence, tedy na-
byva jednicky pravé tehdy, jsou-li obé vstupni hodnoty rizné. VSe je ziejmé z ndsledujici
tabulky:

a b aXORb
00 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

) Z %1

Operaci XOR miiZeme po jednotlivych bitech rozsifit na pFirozen4 ¢isla. To znamena, Ze si isla
zapiSeme ve dvojkové soustavé a nad jednotlivymi bity provedeme operaci XOR. Vysledkem
je ¢islo odpovidajicl vyslednému bindrnimu zapisu.

Aplikujete-li vhodnym zpisobem operaci XOR, moZné vés napadne fefen{ pro libovolny podet
hromadek.

¢ NIM2: Uvazujme pouhé 2 hromadky, prohrava ten, kdo vezme posledni sirku.

Mgr. Karel Martisek a Miroslav Frost se podrobnéji zamysleli nad touto variantou metodou
hrubé sily — prosté zkousSeli vSechny malé pocty hromadek a hledali prohrané pozice. Tato
metoda jist& vede k FeSeni (dokonce se d4 implementovat jako poéitadovy program), ale vi-
nou $patné symboliky méli ve vypoctu oba dva stejnou chybu — zapomnéli na prohazovani
hromadek, tzn. %e pozice (m,n) je ekvivalentni pozici (n, m).

Nejlépe se prohrané pozice zakresluji do ¢tvereGkované sité. Prohranou pozici si oznadime
kiizkem, naceZ viechny pozice, ze kterych se da bezprostiedné dostat této prohrané pozice,
proskrtneme jako vyhrané. Oznaime si dalS{ prohranou pozici a postup opakujeme. Algorit-
mus je snad jasnéjsi z pfilozeného diagramu:

—— Pozice (0,0) je vyhran, oznaéime (1,0)
K a profkrtneme vSechna policka doprava
K a Sikmo nahoru doprava. Déale progkrt-
5 neme vSechna policka nahoru, dojedeme
. na diagonélu a pak jesté vSechna policka

5 doprava — kvili symetrii prohazovani hro-

Ol 2 3 &% 22 G5 XX (0 maéadek kreslime pouze poli¢ka pod diago-

eedochodecteclecdeche nalou.
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£
polt ] y ; .
|4 0 Prvni neprogkrtnuté pole je (2, 2). Ozna-
ROENEREZD ¢ime ho kfizkem a proskrtneme vSechny
L [-q-epeqeepecpe]eepe néasledniky stejnym zpiisobem.

A
N ..Jo..l

o,
o
g
.

0

.
.

.
o

%F : Na pozici (5,3) jsme nalezli dal§i pro-
33 0 23 23 £ X2 £ XX 3 £ XX (1 ST hranou pozici, pokra¢ujeme v proskrta-

vani.

g
AN

2¢ asf o R frelon

Takhle vypadaji viechny prohrané pozice,
ve kterych jsou poéty sirek na obou hro-
madkach maximalng 20.

Robert

Téma 7 — Chronometr

Pozn. red.: Prilo nAm pomérné velké mnozstvi p¥ispévkd, které obsahovaly prakticky Gplné fe-
geni Gvodni dlohy a ziroveh jeji podstatné rozsifeni viceméné na libovolné ¢asy. Pro pfehlednost
vybirame élanek Miroslava Frosta. Podobné feSeni poslali také Be. Jan Novoiny, Be. Jirt Tomd-
nek, Mgr. Karel Martisek a Mgr. Viclav Cvicek. Ostatni pFispévatelé vytesili zpravidla prvni ¢ast

problému — odmé¥eni Easd tvaru 1/2".
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Miroslav Frost: Chronometr (mirn& upraveno)

(a)

PopiSeme nejprve piesnéj§i metodu, kterd umoziuje vyfeit Gvodni dlohu. Prvni §hdru za-
pélime na obou koncich a soudasné druhou na jednom konci. AZ prvni §fidra shof{ (to bude

pravd za pil hodiny), zapalime i druhy konec zbytku druhé §fidiry. Druh4 $fidra dohof za &tvrt

¥ x%o

hodiny, dohromady tedy obé 8fiiry hofely 3/4 hodiny.

Xy o

Obecnd, pokud mame v&tsi podet §iifr (Fekndme n), miZeme vytvofit vySe popsanym postu-
pem casovy interval

1 1 1

5 + 1 +...+ o
hodiny. MiZeme-li si je§t8 navic §fidry ,,pfipravit® pfed samotnym odméfovanim (tzn. nejprve
si vytvofime n&kolik $fidr o riiznych délkach hofeni, a teprve potom zaéneme odmé&fovat €as),

X o

mizZeme vytvofit z velkého poétu $iflr libovolné soucty libovolné mnoha zlomkd hodiny ve

tvaru
1 1 1

hodiny. Poéet $iilir pot¥ebnych k takovému méfeni samoziejmé prudce stoupd a s tim stoupa
i nepfesnost. Kdyz budeme mit zapalovad a filry, které lehce vzplanou blizko sebe, miiZeme
interval mezi zapalenim dvou $hdr zkratit az na dvé sekundy. MiZeme také dat konce $idr

k sob& a zapélit jich vice naraz. Pokud tedy nevyzadujeme intervaly mensi nez 1,5 minuty a
odchylka v fadu 8 sekund nam nevadi, je tato metoda dostatecné pfesna.

Ted uvedu metodu méné pfesnou, kterd nam ale zato umozni odméfit libovolny éasovy interval

ve tvaru 1/n hodiny. Prvni 8fidru zapalime na obou koncich a aZ dohofi, zapalime druhou $fidru
tak, aby hofela neustale na étyfech mistech, nap¥. zapalime oba konce a uprostied zapalime

§fidru tak, aby se plamen §ifil na obé strany. Jakmile se dva plameny setkaji a druhé dva
budou jesté hotet, ihned nékde uprostied hofictho zbytku opét vytvofime dalsi dva plameny.

X o

MiZeme také na zaGatku $hdru rozpilit a pak postupovat stejng. Celkem tak ziskdme ony t¥i
étvrté hodiny.
Obecné, Shdru zapalime na n mistech, a potom stale udrZujeme n plament. Tim vytvofime

Z x¥ o

na jediné §iitife Gasovy tsek 1/n hodiny, s vice $fiirami miZeme ziskat

1 1
=t S
a n

hodiny. Vyhoda tohoto postupu je v moZnosti vytvofit i napf. 1/3, 1/5 hodiny, nevyhodou je
rychle rostouci nepfesnost.

Na zavér shrneme nejdilezitej$i vyhody a nevyhody obou metod.

(a)

metoda spolehlivi, lehce realizovatelna, nepfesnosti v ¥adu sekund,
pfesnost se s rostoucim poétem §idr pfili§ nezmensuje,
zlomky jen ve tvaru 1/2" hodiny a jejich souéty,

na méfeni je zpravidla potieba vice $idr,

(OBNORRORNS RN

méfeni vyZaduje pfipravu.
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(b)

zlomky ve tvaru 1/n hodiny a jejich souéty,
¢asto stadi k méfeni jedina $hdra,

méfeni nenf pfili§ presné,

pii méfeni mengich ¢asti hodiny nepfesnost roste do velkych &isel,

[OBNORNONNS RNS)

metoda nespolehliva, 8patné prakticky realizovatelna.

Be. Jan Nowvotny: Jak zjistit, za jak dlouho shofi nezndmy provazek

Predpokladejme, Ze provazek shotfi za méné nez hodinu. V opaéném ptipadé nejprve odpalim celoéi-
selné nasobky hodin, a potom budu se zbytkem postupovat tak, jako by platil pfedpoklad. Nejprve
si stanovim presnost, s jakou m& zajim4 pozadovany ¢as. Reknéme, 7e je to 1 /m hodiny, kde m € N.
Pak si pfipravim ! $ifir, které budou postupné hotet

l

y Ty

o~

hodiny. Plati m = 2! (pokud m je sudé; v opaéném piipadd musim vzit nejbliZsi sudé &islo a stanovit

nepfesnost bud v&ts{ nebo mensi). Zjistim, mezi kterymi dvéma ¢asovymi jednotkami $iitira shofela,
a dostanu poZadovany ¢as s pFesnosti £1/m hodiny. Tomds

Uloha 14 — Umite d&lit?

Piiklad méa velmi jednoduché FeSeni, kdo hledal cokoli sloZitéjsiho, byl mozna zklaman. I pfes svou
jednoduchost se nam do zadani vloudila mala chybicka (3patng popsané dhly), kterd viak naSt8sti
neménila smysl fe§eni. Obrazec mlZeme rozdglit na libovolny podet mengich dilkd podle nasleduji-

ciho schématu:

150° N

120°

:

Aja & Robert

Uloha 15 - Tepelny stroj

Pro zafatek pfedpokladejme, Ze Oy je idedlni plyn. P¥i pohledu na obrézek je zfejmé, Ze mezi body
A, B a C, D probih4 izobaricky d&j, a mezi D, A a B, C d§j izochoricky. Plat{ tedy:

P8 _ Pc Tc Ty .
Ty To Pc TBPB TBpA’ protoze L4 c
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D& D, A je také izochoricky, a tudiz

T2
Pa_Po  p-r,BR2_4A

.= T, 2 Ty’ protoZe pp = pc.

Teplo, které musime plynu dodat v reakeci A, B, je

Qus =me(Ts — Ta),

kde ¢, je mérn4 tepelnd kapacita kysliku pfi stalém tlaku a m je hmotnost kysliku, v naSem pfipadé
asi 0,454 kgl. Podobnd

Qsc = me,(Te — Tg),

Qcp = me,(Tp — Te),

Qpa =mey(Ta — Tp).

Protoze Ty < Tg > Te > Tp < Ta, v d&jich A, B a D, A teplo kysliku dodavame, zatimco v déjich
B,C a C, D kyslik odevzdava teplo okoli, nebot Q@ gc a Qcp jsou zaporné. Tedy teplo, které musime
kysliku dodat, je

Q1 =Qup+ Qpa=m(cy(Tg —Tu) + ¢,(Ta — Th)).
Prace W, kterou kyslik béhem cyklu vykon4, je rovna celkovému teplu, které kyslik béhem cyklu
pfijme, t.j.
W = Qas + Qe + Qop + Upa,
protoZe zména vnitini energie na pocatku a na konci je nulovi. Tedy G¢innost

_E_QAB“FQBC"‘QCD“FQDA_1+QBC+QCD .
= Q- Qas t+Qpa a Qas+Qpa

_ 14 ™elTe = Tp) + (T — Tc)) _
m(cy(Ts —Ta) + ¢,(Ta — Tp))

- e(Te — Tc) + ¢p(Te — %)
&(Ts — Ta) + ¢o(Ta — 1)
I_TB—TA+H(TA—;:§):< _&) n—l-
H(TB_TA)JFTA_% Ty ”"'%

Vidime tedy, Ze G¢innost nezavisi na hmotnosti ani na objemu latky. Jediné, na éem zavisi, je &,
ktera je pro kazdy dvouatomovy plyn stejné.i

Po dosazeni: n = 0,0745 = 7,41%, @Q; = 179kJ. Bzuéo & Peto

t To je ta jedna libra.
 Pro vypolet k plati: kK = %, kde s je podet stupnt volnosti. Kazdy jednoatomovy plyn ma 3

stupné volnosti, dvouatomovy 5 stupfid volnosti.
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Uloha 16 — Rychlejsi nez Porsche

Na Trabanta™ jedouciho z kopce piisobi tyto sily: gravitacni
sfla F,, odporova sila vzduchu F,, ostatni t¥ect sily (tFeci sfla
v loZiskach, odporova sila valivého t¥eni mezi koly a silnici, . ..)
— souhrnng je nazvéme F;, hnaci sila motoru F;,. Jestli jesté stale
nevite, jak takovy Trabant™ vypada, podivejte se na obrazky:

Velikost odporové sily vzduchu miZeme uréit ze vzorce
1 2
F, = 50,98911 , 1)

kde ¢, je koeficient odporové sily, S priifez kolmy na smér pohybu, ¢ je hustota prostfedi, v némz
se Trabant™ pohybuje, v je rychlost pohybu. Problém pfi tomto postupu je ten, Ze (pokud neméme
k disposici rozméry Trabanta™) je odhad prifezu S dosti nepfesny' a i koeficient odporu ¢ se
§patné odhaduje (u modernich vozil byvé okolo 0,30, tedy by se dalo &ekat, Ze u Trabanta™ to bude
asi 0,40).

Vase odhady se také dosti liily.
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Uréit velikost ostatnich tfecich sil F; je je§té obtiznéjsi, nastésti pro nas se di olekivat, Ze pfi
rychlostech blizkych maximAlni rychlosti je lze zanedbat. Argumentovat mZeme napfiklad takto:
ostatni odporové sily nezavisi na rychlosti a kdyby nebyla odporova sila vzduchu mnohem vétsi nez
ostatni odporové sily, auta by pfi rychlostech blizkych maximélni nebyla ,lind“ (neakcelerovala by
velmi pomalu)?.

7

Pokud uvazime, Ze pfi jizdé po roviné maximalni rychlosti vm.x je v rovnovaze sila odporova a hnaci
sila motoru, ziskdme mnohem lepsi zpiisob uréeni odporové sily vzduchu. Vykon odporovych sil (a
tedy i vykon motoru) je totiZ roven

P = Fmax, (2)

kde F je velikost sily pdsobici proti pohybu (zanedbame-li ostatni t¥eci sily, je rovna F,) a vp,, je
maximalni rychlost pfi jizdg po roving. Dosazenim vztahu (2) do rovnice (1) dostaneme
P
k=——,
vma.x

kde koeficient k = %ckSg. Je dobré si uvédomit, Ze vykon motoru P zavisi na jeho otackich a pfi
maximalni rychlosti vyax je mensi nez maximalni vykon motoru Pp.x. My toto ale pro zjednoduseni
nebudeme uvaZzovat a budeme brat P = Pyx.

Hnaci sila motoru F,, zavisi na vykonu motoru P a rychlosti v, kterou Trabant™ jede, podle
vztahu
P = F,v.

Tedy bereme-li vykon konstantni pro vSechny rychlosti P = P,,,, je hnaci sila motoru F,, pfi
rychlosti v dana vztahem

V okamziku, kdy Trabant™ dosahne pfi jizd€ z kopce maximalni rychlosti v, jsou sily na obr. 1
v rovnovaze. Sila F, je te¢nou slozkou sily gravitaéni Fy, plati

F, = Fysina.

Rovnovahu sil vyjadfuje rovnice
F,=F,+F, 3)
ze které po dosazeni dostavame
kv? = % + Fysina

P P
——v’ = - + mgsina, (4)

kde m je hmotnost Trabantu™.

Ziskali jsme rovnici t¥ettho stupné pro rychlost v. Zde lze pouZit Cardanovych vzorcd nebo Fefit
pro konkrétni hodnoty numericky.

Samozfejmé i pro odporové sily nezdvisejici na rychlosti bude existovat maximalni rychlost (jak je
patrno ze vzorce (2)), ale pokles zrychleni nebude tak znatelny.
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Trabant™ vlidne nasledujicimi parametry: maximalni vykon je Pqr = 19,12kW, maximalni rych-
lost po roving vmax = 105km/h a hmotnost vozidla s jednou osobou odhadneme na m = 700kg.

Vétsina z vas si viibec neuvddomila, Ze sklon 15% neni to samé jako sklon 15°, ale klesdni 15m
vygkovych na 100 m vzdalenostnich, vychazi tedy o = arctg0,15 ~ 8,53°. ReSenim (4) pro tyto
hodnoty dostavame

v &~ 160km/h.

V praxi se ale u Trabantu™ pfi jizdé z kopce odpoji motor od osy kol, tj. v rovnici (3) bereme hnaci

¥ X

silu motoru F,, = 0 N. Pak fe§ime rovnici

P , .
——v° =mgsine,
v
max
z které lehce vyjadiime v jako
mg vr:ilax

P
Po dosazeni hodnot vychézi v€rohodnéjsi vysledek

sin @
v = .

v & 130km/h.

Ales & Martin

Uloha 17 — Mééédc velka Cisla
(a) Prvni &st Glohy byla snadna: Tomd$ Vysko¢il provedl dikaz matematickou indukei:
ProtoZe funkce z* roste na prvni pohled rychleji neZ z!, pfedpokladal jsem, Ze z* > z! pro
x> 2.
1. 22> 2!, opravdu 4 > 2.
2. Druhy krok indukce (z > 2, proto lze d8lit vyrazem z + 1):

(z+1)E > (z+ 1),
(z+1)* (z+1) >z (z+1),
(z+1)* > !

ProtoZe pfedpokladame, Ze z® > z, tim spiSe bude pro z > 2 platit (z + 1)* > z!
Refenim rovnice ez =0azx = 1.

Dospét k tomuto vysledku lze i touto jednoduchou Gvahou: z* =z -z -z - ...z (z Ciniteld),
el=z-(x—1)-(x—2)-...-2-1 (z &niteld, ale menSich neZ na levé strand). Je tedy z¥ejmé,
ze prava strana je mensi neZ leva pro viechna pfirozens Cisla vEtsi nez 1.

Dalsf cestou, ktera vedla k cili, bylo grafické feeni. To tu uvadét nebudu, nenf to nic kompli-
kovaného.

Mnoho z véas uvadélo pouze jedno Fefeni, a to £ = 1. V&tiina povaZovala vyraz 0° za neurdity,
nebo se o tom, Ze by nula mohla byt Fefenim, viibec nezminila. Pokud ale definujeme 0° = 1
(korektni definice), pak je £ = 0 opravdu kofenem (0! = 1).
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(b)

I k druhé ¢asti dlohy jsem dostala mnoho ptispévki. Rozdélili jste se na dvé& disjunktni skupiny.
Prvni skupina byla pesvédéena o tom, Ze &islo 2'° +5'2 je prvoéislo, druh4 skupina tvrdila, Ze
neni. A jak to tedy doopravdy je? Hodné z vas na to §lo hrubou silou — zjistili jste si skuteénou
hodnotu vyrazu a dali to kalkuladce nebo poéitaci, at si to pfebere.

Existuje vSak i mnohem hez¢i FeSeni, na které viibec Zadnou elektroniku nepotfebujete. Je
velmi snadné, uvedomite-li si moznost pfic¢teni a odecteni stejného éisla zaroven:

210+512:(25)2+2_25_56_2_25+5G+(56)2:
= (254552 —26.55 =
_ (25 + 56)2 _ (103)2 _
= (2°+5%+10%) - (2° +5° — 10%).

Cislo lze rozloZit, proto je to sloZené &islo, nikoliv prvoéislo.

Vzhledem k tomu, Ze tfeti ¢ast Glohy se pokusilo Fe§it jen velmi mélo lidi (snad se vam zdéla
nezajimava nebo t8zka), rozhodli jsme se, Ze vdm troSku napovime: VSechna permutovatelna
prvocisla se mohou skladdat jen z cifer 1,3,7,9, protoZe kdyby obsahovala éislice 0,2,4,6
nebo 8, byla by alespofi jedna z permutaci délitelna 2; kdyby obsahovala 5, pak by 5 délilo
minimélné jednu z permutaci.

Déle plati: Cislo ve tvaru 11...1 k-krat je &islo sloZené, je-li k slozené. Cislo nenf permuto-
vatelné prvoéislo, jdou-li jeho cifry p¥erovnat tak, Ze rozdil éisel na lichych a sudych mistech
je délitelny 11 (&islo je délitelné 11). KdyZ je jedna permutace &isla ve tvaru

11...133...377...799...9

(a-krét, b-krat, c-krat, d-krat), alespoii dvé ¢isla z a, b, ¢, d jsou nenulova a nejmensi spoledny
délitel a, b, ¢, d je v&t8i nez 1, pak je jedna z permutaci &islo sloZené.

Doporuéuji tento pfiklad nefeSit ,ruéné“ (i kdyZ dobrovolnosti se meze nekladou), u tohoto
pfikladu urcit& docenite pomoc pocitace. Pokud objevite n&jaké efektivni pouZiti kritéria pro
délitenost, tak nevahejte a napiSte ndm ho. Chtéla bych zde vyzdvihnout ¥efeni Be. Jiftho
Tomdnka, ktery ndm poslal vypis po¢ita¢ového programu.

Pokracujte v badani, hledani a objevovani. Té8{m se na dalsi p¥ispévky. Aléa
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M&M, studentsky Casopis pro badéani v oblasti matematiky a fyziky Roénik VI Cislo 5
Témata Ulohy

Pofadi | Jméno Skola Do.|1 3 4 56 7[14 15 16 17 |3 >,
1.-2. |Dr. Jif Klime3 Jirdskovo G, 2.B 57 3 5 5 2 15 72
Mgr. Peter Cendula G M. Hodzu, 3.B 26 |27 10 2 4 3 46 72
3. | Mgr. Karel Martigek G Elgart., kvinta 34 11 2 10|13 5 5 36 70
4. | Mgr. Ondfej Plail G Chodov., sept. 39 14 713 4 28 67
5. | Miroslav Frost G Elgart., kvinta 9 10 9 10/3 5 5 3 45 54
6. | Bc. Ji¥{ Tomének G Hranice, 3. 19 4 11213 4 4 4 32 51
7. | Bc. Hanss Novotny 12| 4 10 113 2 3 5 38 50
8. | Mgr. Zoltén Mics G mad. Sahy, 3. 42 0 42
9. |Mgr. Jan Bened Bisk. G, sexta B 23 75 5 1 18 41
10. | Mgr. Viclav Cvicek G P. Bezrude, 1. 23 0] 3 2 15 38
11. | Mgr. Jan Rychmberk Kluson | G Jirdska, kvinta 26 6|3 1 10 36
12.-13. | Mgr. Ji¥{ Novak G Ledetn. 8., 4. 20 3 1 4 24
Bc. Disa Eisenmannovi G Heyrov., 3.A 14 713 10 24
14.-15. | Mgr. Jana Kritka G Piestany, 3. 23 0 23
Lada Oberreiterovd G Trebit, 3.B 9 22 22 23
16.-17. | Mgr. Pavel Augustinsky G Haviiov, 4. 48 0 20
Mgr. Miro Urbnek GVOZA, 2B 20 0 20
18. | Toma3 Vyskoéil 9 3 2 3 8 17
19. | Miroslav Sulc G Stavbaid, kvinta B 0 3 4 5 3 15 15
20. | Lenka Buresovd G Dopplera, 2. 7 4 4 2 10 14
21.-24. | Mgr. Martin Rosol 20 0 13
Doc. Michal Tarana GVOZA, 4. roénik 11710 3 13 13
Peter Murérik G L. Sttra, 2.G 7 4 1 1 6 13
Bec. Majka Hanzlikova 19 3 1 4 13
25.-26. | Bc. Peter Zeleny 11 0 11
Bc. Jan Chmelaf G Hranice, 1. 11 0 11
27.-28. | Mgr. Tom43 Svatoh GJKT, 3.A 39 o 7
Kristyna Forrova GJKT 7 0 7
29. | Stanislav Hampl GOA Sedl¢any, septima 0 3 21 6 6
30.-31. | Martin Trojdk GVOZA, 4B 5 0 5
Klira Maturovs, 5 0 5
32. | Lenka Beranovi G Vrchlického, sexta C 0 3 3 3
33.-34. | Robert Meixner G Slovan., V.A 2 0 2
Jiff Vlach GOA Sedléany, 2. roénik 0 2 2 2
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