M&M, studentsky Casopis pro badéani v oblasti matematiky a fyziky Roénik VI Cislo 3

M&M Cislo 3 Roé&nik VI

Mil{ Fesitelé,

dostava se vam do rukou zbrusu nové &islo Casopisu M&M. Pfinasime vam pokradovani zajimavych
témat, néjaké ty rekreacni dlohy a pfedev§im informace o soustfedéni!

Tradiéni soustfedéni M&Mse bude konat ve dnech 19.-25. bfezna 2000 na Studenové v Krkonogich.
Studenov se nachazi asi 4km od Rokytnice nad Jizerou. Dalsi podrobnosti najdete v pozvance.
Program soustfedéni bude sestavat z prednaSek, lyZovani, her a dalSich aktivit. Na soustfedéni
budeme vybirat Géastnicky poplatek, ktery nepfesahne 500,- K& Pokud mate zijem zGlastnit se
soustfedéni poslete nam do 5. bfezna vyplnénou pfihlagku. za redakci Matous

Téma 1 — Elektron
Mgr. Zoltan Mics:

Autor nam poslal do redakcie doplnky k rieSeniu z minulého &isla ¢asopisu.

Dékaz existencie virtudlnych ndbojov

Majme uzemnend, nekonednd platiiu a naboj @, ktory je od nej vzdialeny d. Pésobenim naboja
sa na platni vytvori indukovany néboj. Potencial na platni musi zostat nulovy, pretoZe platiia je
uzemnend. Vypoditajme preto potenciél ¢ na platni v bode R, ktory je vo vzdialenosti 7 od kolmého
priemetu @ na platiiu. Potenciél ziskame z posobenia @} a posobenia indukovanych nabojov platne
;. MdZeme preto pisat:

1 Q 1 Q

=0= - = [ S
? ¢i+47r€0 Vd? +r? dmey 1?2 + d?

Vidime, Ze rozloZenie nabojov a potenciil na platni akoby vznikol pre pdsobenie virtualneho naboja
—@Q, ktory je na opafnej strane platne vo vzdialenosti d. Preto aj naboje na platni posobia na @
tak, akoby v skutoénosti pdsobil virtualny naboj, teda silou:

1 @

= ey A2

Pozn. redakce: To, Ze si za platfiou miiZeme pFedstavit virtudlni naboj —@Q je moZné odvodit
i ze skutednosti, Ze siloGary na platfie jsou kolmé k jeji povrchu (Kdyby nebyli, tak by se vektor
elektrické intenzity, ktery je zodpovédny za silo¢ary, dal rozloZit na slozku kolmou k platni a na

—1-



M&M, studentsky Casopis pro badéani v oblasti matematiky a fyziky Roénik VI Cislo 3

slozku s ni rovnob&znou. JenZe rovnobézni slozka by svym silovym pidsobenim uvedla do pohybu
naboje na platni tak, aby zaujali polohu, kdy se uz hybat nebudou, tedy kdyz uz bude slozka vektoru
elektrické intenzity rovnobézna s povrchem platne nulova. To by ale znamenalo, Ze vysledny vektor
bude kolmy na povrch, tedy nastane stav ktery jsme popsali.) Silo¢ary elektrického pole s ndbojem
—@Q ve vzdélenosti 2d vypadaji stejnd. Proto mdZeme Fict, Ze pole je generovano nabojmi @ a

-Q.

Autor déle upozorfiuje na nepfesnost vztahu pro vypodet doby padu v minulém &isle, vzorec (6).
Vztah byl poéitin za pFedpokladu, Ze zrychleni je konstantni, ale ze vztahu (3) v minulém éisle
plyne, Ze sila pisobici na elektron se méni, a tedy se méni i zrychleni. Pro ¢as padu odvodil :

S 2062.<1_L) N t_/‘“ [ me
dt m, \r dp o 2062(%_%)
0

kde r je vzdalenost elektronu od vrcholu desek. Tento integral neumi autor spocitat, pomidze mu
nékdo?

Pozn.: Podle nas neni téeba integrovat. Sila, kterou ptisob{ desky na elektron, klesd s 1/r2. Jests
jedna sila se tak chovd — gravitaéni sila. Pokuste se odvodit tedy ¢as, za ktery padne téleso ze
vzdalenosti d na jiné téleso (je vhodné uvaZovat Keplerove zakony). Bzuco & Stépka
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Téma 4 — Cajové listky

Vela riegitelov pisalo, Ze vykonali experimenty, ale nikto tieto experimenty neopisal. Poprosime teda
autorov, aby posielali svoje popisy experimento nadalej, pokial moZno podrobnejgie.

Jan Rychmberk Kluson, Hanss Novoiny, Mgr. Zoltin Mics, Jifi Klimes:

L1 %L

Autofi zjistili pfi svych experimentech, Ze skutedn& p#{ roztoleni sklenice nebo zamichani §lku Caje
se listeCky hromadi u okraje, a p¥i brzdéni se kumuluji ke stiedu.

Mgr. Zoltdn Mics:

Autor dokazuje, Ze kdyZ se bude ¢aj otafet v nadobé uhlovou rychlosti w, bude mit povrch tvar

rota¢niho paraboloidu:
2
w
h — Rgreqd = P%T‘

2

JelikoZ objem vody se zachovava, musi hladina pfi okraji stoupnout, a ve stfedu poklesnout.®
Tedy pfi zastaveni rotace musi nutné nastat tok vody od kraji ke stfedu, protoZe pfi krajich bude
nastavat pokles hladiny a ve stfedu se bude naopak hladina zvedat. Tento tok spisobi posun listeck{
ke stiedu.®

Hanss Novotny:

Autor provedl experiment pod vodou, kdy nebyl v nddob& vzduch. Roztodil sklenici, a pak ji ob-
ratil vzhiru dnem. Pozoroval, jak ¢ajové listky padaji prostfedkem sklenice ke dnu. Teoreticky to
odvozuje skute¢nosti, Ze uvnitf sklenice dochazi k proudéni. Listky jsou strhavany diky vnitfimu
tteni, které se projevuji predevsim v okoli dna.

Jirt Klimes:

Autor provedl experiment, podle kterého listetky klesali ke dnu p¥i st&néch a pak se shromaZzdovali
ve stfedu. Liste¢ky ve stfedu stoupali nahoru, potom dolti a7 klesli na dno.% Bzuco & Stépka

& Pozn. redakce: Cels véc se komplikuje skutednosti, Ze vztah plati jenom kdy# je rotace ustilens,
neptisobi v soustavé ttec sily. P¥i zastaveni rotace sklenice se voda setrva¢nosti bude toéit dale, ale
bude na ni plisobit viskézni sila. Potom uz nebude mit povrch var paraboloidu.

$ Podle redakce neni tento efekt dostednd silny, aby spiisobil posun listedki. Skuste si to spoditat
pomoci energii, jakou praci vykona odsfediva sila a jakou energii mtize proti ni byt uvolnéna ze
zmény vysky hladiny. Nebo se mylime?

% Pozn. redakce: Jak vidite, riizni autofi dospéli k riiznym pozorovanim. Jaky je v4§ nézor na expe-
riment? PopiSte pfeesné, s jakou aparaturou jste mé&fili.
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Téma 5 — Hodiny

Bod (i)(a)

V zadani jsme se ptali, kdy (tzn. v kolik hodin, minut, sekund) budou koncové body t¥i stejnd
dlouhych hodinovych ruéi¢ek tvofit vrcholy rovnostranného trojahelniku.

Méli jsme pFitom na mysli zkoumat chovani hodin, na nichz se v8echny tfi ruéicky pohybuji plynule,
konstantnimi Ghlovymi rychlostmi, nikoliv ,skokem®. Mnoz{ z vas si tilohu zjednodusili pfedpokla-
dem, Ze hodinov4 i minutova rucicka se pohybuji ,skokem®, tj. hodinova se pohne jednou za hodinu
a minutova jednou za minutu. Tento pfedpoklad je dost silny. Jednak jsem v Zivoté nevidél ta-
kové hodiny, které by sice mély vtefinovou rucicku, ale hodinovou ruéickou je§t& v 11:55 ukazovaly
na jedenactku. A jednak dlohu opravdu hodn& zjednodusil: dvakrat za hodinu jste nechali dojit
minutovou ruéicku do dvou Zadoucich konstelaci, a pak jste si pockali, az do tfettho vrcholu doces-
tuje rucicka vtefinova. Za dvanact hodin tedy doslo ke vzniku rovnostranného trojihelniku celkem
24x. A jesté n&co: kdyZ si spolitate, kolikrat bude svirat hodinova rucicka s minutovou thel 120°
nebo 240° na hodinéach s plynulym otadenim rudicek, zjistite, Ze pouze 22x! Pfedpoklad skakajicich
rudidek tedy navic zkreslil (ne nezajimavym zpisobem) vysledek.

Zajimavéjsi neZ pfedchozi pfipad by bylo zkoumat hodiny, u nichZ se hodinova i minutova ruédicka
pohybuji plynule, av8ak ,po skocich® se otadi rudicka vtefinova. Pfesné tak jdou hodinky, které

méam ted na ruce. Zkuste se nad tim zamyslet!

A nyni se jiz zahloubejme do €lanku Jana BeneSe, ktery problém fegil pro hodiny s plynulym chodem
vSech ruciéek.

Vzorové reseni Jana BeneSe:

Nejdfive si nakresleme maly obrazek:

Pokud jsou vSechny ruéicky stejné dlouhé, je trojihelnik ABC rovnostranny, pravé kdyZ plati

2
ol = 18] = byl = 5.

Reknéme, 7e hodinova rutidka je na obrazku ta, jejiZ vrchol jsme oznagili A. Potom minutovs rudicka
mizZe byt:
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(1) ta, jejiz vrchol jsme oznadili jako B,
(2) nebo ta, jejiz vrchol jsme oznaéili jako C.

Uhlovs rychlost hodinové rudieky je wy, = %h_l. Uhlovs rychlost minutové rudieky je wy, = 2rh~".
Uhlova rychlost vtefinové ruditky je w, = 120w h~1.

Pro zjisténi, kdy budou vrcholy ruéicek tvofit rovnostranny trojthelnik, jsem zvolil nasledujici me-
todu: nejprve piesné spocitdm, kdy bude Ghel mezi hodinovou a minutovou ruéickou %w (varianta 1)
nebo 4§7r (varianta 2) v zdporném smdru otafeni, a potom ov8fim, zda v tu dobu bude vtefinova
rudicka na pozadovaném misté.

Varianta 1

Nejdfive vypoéitame, kdy bude iihel mezi hodinovou a minutovou ruéickou pravé %n. Cely asovy
interval (0h0min0s;12h0min0s)' rozdélime na 12 hodinovych fsekd.

Musi platit nasledujici rovnice:
2
wpZ - Th+wpt + 3" = Wpt, 1)
kde ¢ je ¢as od zaGatku celé hodiny (tj. od okamZiku, kdy minutova ruditka naposledy ukazovala na
dvanéctku), tzn. 0h <¢ < 1h.

Jak znémo, kaZdou celou hodinu se hodinova rucicka posune pravé o wy - lh = %, ¢len wpz - 1h
v rovnici (1) udéva posun hodinové ruicky za z celych hodin. z je celé &islo, a vzhledem k tomu,
Ze studujeme Gasovy interval dlouhy 12 hodin, mé smysl uvaZovat pouze z € {0,1,2,...,11}.

Dosazenim hodnot dhlovych rychlosti do (1) a dpravou ziskdme &as ¢:

r+4
= h. 2
t=" 2)

Polohu ¢, hodinové ruéicky (tj. dhel od pozice, v niZ ukazuje na dvanactku) miZeme charakterizovat
takto:
6z + 2

T rz+4 7
T T oper- . 3
6 11 6 " 33 ®)

pp=wp - t+wp-z-1h=

Dostali jsme tedy (ve vztahu 2) &as, kdy je minutova ru€icka posunuta o %w od hodinové. Zbyva
zjistit, jestli se pro néjaké x dostane do poZadované polohy také ruéicka vtefinova. Chceme, aby pro
polohu ¢, vtefinové rucicky platilo

Ps —Pn = 3T 4)

! Pro piehlednost budeme psat 0h0min0s misto 24 h0min0s.



M&M, studentsky Casopis pro badéani v oblasti matematiky a fyziky Roénik VI Cislo 3

To 1ze zapsat rovnici:
4
wh-t+wh-x-1h+§7r=w3-t—27r-p, (5)

kde p je celé &islo. Cheeme totiZ zjistit, zda za Cas ¢ opiSe vtefinova rudicka celodiselny podet otadek,
a potom jedtd thel p,. Cislo p udévs tento celodiselny podet otadek.

Ze vztahu (5) dostaneme dosazenim a (pravami:

708z + 2788
=\ 6
p 13 (6)
Nyni zkoumame pro z € {0,1,2,...,11}, zda p je celé &slo. Prozkoumanim v8ech moZnosti vak
zjistime, Ze pro Zadné celé z od 0 do 11 neni &islo p celé. V feéi hodin to znamen4, Ze vtefinova
rucicka se do pozadované polohy nedostane.

Varianta 2

Potadi rudicek bude nasledujici: nejdiive bude hodinov4, s ni bude svirat thel %w vtefinova a 457r
minutova (oboji v zdporném sméru). Pofadi minutové a vteFinové ru¢icky bude tedy oproti pfedchozi

varianté opacné.
Bude platit:
4
©n + gﬂ— = ©m, (7)

a proto bude oproti prvnf varianté jiny i ¢as £, za ktery se dostanou hodinova a minutova rucicka
do pozadované vzajemné polohy. Pro tento ¢as plati:

4
wipt +wpz-1h+ ngwmt (8)
(obdoba rovnice (1) ve variant& 1). Dosazenim zndmych hodnot a Gpravou dostaneme ze vztahu (8)

hledany CGas ¢:

_z+8

t
11

h. ©)

Dale bychom chtéli, aby pro vztah mezi polohou hodinové a vtefinové ruéicky platila rovnice

2
wit +wpz - 1h + §7r = wyt — 2@p. (10)

Odtud plyne po dosazeni a Gpravé

708z + 5708
=

132 (1)

JestliZe provéfime v8echna = € {0,1,2,...,11}, zjistime, Ze ani v této variant& neexistuje jediné z
z této mnoziny, pro néz by bylo ¢islo p celé.
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Shrnuti vysledkl obou variant

V obou variantich jsme dospéli k zavéru, Ze pokud jsou konce hodinové a minutové rucicky v nékte-
rych dvou vrcholech rovnostranného trojihelniku, nemiiZze byt konec vtefinové ruci¢ky ve vrcholu
t¥etim. Budou-li tedy vSechny t¥i ru€icky stejné dlouhé, nebudou jejich vrcholy nikdy
tvofit rovnostranny trojihelnik!

Poznamka

Jan Bene§ uvAdi jesté alternativni postup, ktery stvrzuje pfedchozi vysledky.

Stejné jako v prvnim postupu vyjadfime ¢as, kdy spolu budou hodinova a minutova ruéicka svirat
poZadovany thel. Dale v8ak budeme vyjadfovat vztah minutové a vtefinové rucicky. Vyhoda tohoto
postupu: kazdou hodinu startuji minutova a vtefinova rudicka ze stejného mista.

K varianté 1

V prvni variant& mame ¢as ¢ = % h. Chceme, aby mezi polohami minutové a vtefinové rudicky

platil vztah ¢, + %w = ,, odtud wp,t + %w = wst — 2wp. Z toho plyne p = w, kde z € {0,

z xr

1,2,...,11}. Skutend pro Zz4dné z z této mnoZiny neni p celé &islo.

K varianté 2

Ve druhé varianté vySel éas t = %8 h. M4 platit ¢, + %w = m, po dosazeni ziskdme w,t — 2wp +
+ %71’ =wyl = 120%%’*{8 —27p+ %71’ = 2%%’*{8 = p= w. Také zde nenf p celym &islem pro
ze{0,1,2,...,11}.

Bod (i)(b)

Hledani rovnostrannych trojihelnikd pro rudicky riznych délek jste se ponékud zalekli: véfte nebo
nevéfte, nikdo ndm nenapsal nic, co by stélo za Fe€. ReSeni Glohy zatim nezna dokonce ani autor
zadani. To v8ak neznamend, Ze je to problém pfili§ t&8Zky. Obvykle totiZz dost zaleZi na tom, jestli
se dokdZzeme na tlohu podivat ze spravného Ghlu. Nékolik riznych pohledd na dlohu se vAm nyni
pokusim nastinit — tfeba po pfe¢teni nasledujicich odstavcl nékoho z vas napadne, jak Glohu vyfesit
anebo jak se alespon pfiblizit o dal§i kricek k feSeni.

—7—
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Pohled 1
Predstavte si, Ze ru¢icky maji délku h (hodinova), m (minutovd) a s (vtefinovd). Pfedpokladejme,

ze h, m, s jsou vzajemné rlizn4 kladna ¢isla. Koncové vrcholy rudiéek nechme nakreslit t¥i soustfedné
kruZnice kp, km, ks (viz obr. 2).

Strany nageho trojihelniku spojuji dvojice bodi AB, BC,CA, pfi¢em% A € ky, B € k,,,,C € k.
Kdybychom uméli zkonstruovat pro dana &isla h, m, s trojtihelnik ABC, dokézali bychom jiZ uréit
Ghly, které maji mezi sebou svirat jednotlivé ruéicky. Pak bychom mohli Glohu FeSit analogicky jako

(i)(a).

Pokud se vam zda konstrukce trojthelniku v této obecnosti moc slozitd, milZete zkusit zvlastni
piipad, kdy jsou nékteré dvé rudic¢ky stejné dlouhé.

Déle by bylo dobré stanovit n&jaké podminky, které museji spliiovat ¢isla h, m, s, aby pozadovany
trojihelnik viibec existoval.

Pohled 2

Opét méme ruéicky o délkiach h (hodinova), m (minutovd) a s (vtefinova), kde h,m, s jsou vza-
jemné riizn4 kladna éisla. Koncové vrcholy hodinové a minutové rudicky nechme nakreslit soustfedné
kruZnice ky, ky,. Koncovy vrchol hodinové rucicky ozna¢ime H. Koncovy vrchol minutové ruéicky
oznatime M. Hodinovou ruéicku zastavime — necht ukazuje pofad nahoru. Minutovou ruéicku ne-
chame jednou ob&hnout kolem ciferniku (bod M tedy nechdme pohybovat po kruZnici k). Ke kazdé
poloze bodu M chceme najit bod V' tak, aby HMV byl rovnostranny trojihelnik. Je zfejmé, Ze
délka strany trojihelniku se bude s pohybem bodu M po kruZnici ménit. Bod V se bude pohybovat
po né&jaké kfivce y. Nechame-li vtefinovou ruéicku opsat kruznici k,, potom kazdy prisecik kiivky
¥y s kruznici k; bude vrcholem V7 n&jakého rovnostranného trojahelnika H'M'V”, kde H' je poloha
konce hodinové rucicky, M’ poloha konce minutové rudicky, V' poloha konce vtefinové ruéicky. Pak
uZ stafi jen ovefit, jestli tyto konstelace rudidek mohou nastat (to samozfejmé bude zéleZet na volbd
h, m, s).

Pokud se vam povede v n&jakych soufadnicich vyjadfit, jak vypada kiivka 1y, mate vyhrano.
Pokud se vAm to nepovede, miizete do pfiStiho ¢isla poslat alespoii narysovany obrazek kfivky )y
pro n&jaka (vami zvolend) &isla h, m, s.
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Pohled 3

Je dano h, m, s jako v pfedchozim. Bod S bud st¥ed hodin. Pfedstavte si rovnostranny trojihelnik
ABC, kde BUNO? A je konec hodinové, B konec minutové a C konec vtefinové rudicky. Carovanim
s kosinovymi a podobnymi v&tami se vAm mozné povede vypoéitat |ZASB|, |.BSC| a |/CSA|.
Kdyby se vAm to podafilo, mohli byste dél pokrafovat analogicky jako v (i)(a).

Bod (i)

Ptali jsme se, kolikrat za 12 hodin se viechny t¥i ruci¢ky vyskytnou ve vyseci velikosti « a jak dlouho
v tomto stavu setrvaji. Nase zadani si lze vyloZit dvéma rliznymi zptisoby, pfi¢emz obé& varianty
jsou zajimavé:

(a) Jak dlouho setrvaji ruiky v né&jaké jedné pevné (byt libovolnd) zvolené vysedi velikosti o
(pozor — i v takové se mohou b&hem dvanécti hodin objevit vickrat neZ jednou)?

(b) Kolikrat za 12 hodin dojde k takové situaci, Ze lze viechny t¥i ru€i¢ky schovat za kruhovou
vyse¢ velikosti a, vystfiZzenou z papiru a pfiloZenou stfedovym vrcholem ke stfedu hodin?

Specidlni pfipad oo = 0°

Také zde jste pouZivali hodiny, u nichz se hodinova ruéicka pohne 1x za hodinu a minutova 1x za
minutu. Karel MartiSek pouZil hodiny, u nichZz minutova ruéicka poskocila 1x za minutu a hodinova
5% za hodinu o minutovy dilek. Pro tyto druhy hodin jste snadno nahlédli, Zze v ¢asovém intervalu
{(0h0min0s;12h0min0s) dojde k pravé dvanicti pfekryviim vSech t¥ rudidek.

Co kdyZ v8ak bude pohyb ruci¢ek plynuly? Kolikrat za 12 hodin se v8echny tfi rufitky budou
pfekryvat? (Napovéda: kdy?Z si to dobfe rozmyslite, je tato Gloha jednoduchou modifikaci dilohy (i)(a)
a jde pro ni s vyhodou pouZit symbolika Jana BeneSe, jehoZ ¢lanek jsme v tomto €isle citovali.)

Poznamka: pfi plynulém pohybu ruciéek se minutova pfekryje s hodinovou pravé 11x za 12 hodin,
nikoliv 12x, jak by se snad dalo dekat. Schvalné si zkuste tocit ruéickami budiku.

2 Bez ijmy na obecnosti.
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Obecny pfipad (a > 0°)

Jan Rychmberk Klusori: Pravdépodobnostni FeSeni varianty (a)

UvaZujme hodiny s plynulym chodem vSech ruéifek. Ve vyseéi velikosti e (libovolng pevné zvo-
lené) se hodinova ruditka za 12 hodin vyskytne jednou, minutovd 12x a vtefinovd 720x. VSechny
t¥i soucasné se zde vyskytnou tolikrat, kolikrat se zde vyskytne vtefinova rucicka, kdyz se zde
nachézeji zbylé dvé. Pravdépodobnost, Ze hodinova ruficka bude v dané vysedi, je 355 (@ je v Gh-
lovych stupnich). Pravdépodobnost, Ze v této vysefi bude minutova ruéicka, je také 365- Tedy

60 *
k soufasnému vyskytu vSech t¥i ruci¢ek v dané vysedi dojde (720 360" %)-krét celkem po dobu
(% “ 360 " 360 " 12) hodin za 12 hodin.

N&s$ komentar: fesit Glohu pomoci pravdépodobnosti povaZujeme za pékny napad. Dokonce toto
fefeni po zralé Gvaze povaZujeme za jedno z nejlepSich. Nemtizeme si v8ak odpustit nékolik pozna-
mek:

(1) Pro autora je vysel velikosti ¢ interval hld z jedné strany uzavieny a z druhé strany ote-
vieny. Jinak by totiZ napf. pro @ = 30° obsahovala vyse€ zvolend od dvanictky (véetnd) do
jednidky (vEetn&) ne 5 (jak pfedpovida autor), nybrz 7 vyskytd (okolo ¢ast 00:00:00, 00:01:00,
00:02:00, 00:03:00, 00:04:00, 00:05:00, 01:00:00). Tato podminka na otevfenost z jedné strany
a uzavienost ze strany druhé je pozoruhodné. Zd4a se vSak, Ze pfi této definici vysede by mohly
autorovy vysledky platit. Nebo snad n&kdo najde p¥iklad, pro ktery neplati? Za takovy p¥iklad
(pro o v&ti nez v/180 a celotiselné) nebudeme body etfit!

(2) Problém nastane pro malé dhly (¢ < +/180). Pak toti# vyjde podet vyskyt necelo&iselnd
(pFiemZ po&et by mél byt vidy celé &islo).

(3) Stejny problém nastane pro neceloéiselné c.

(4) Vzorec kolegy Klusong zjevné neplati pro o = 360°. Pak totiZ tento vzorec udava 720 vyskyt,
coz je nesmysl. I Toma§ Brauner vi, Ze v této ,vysedi“ jsou rudicky jen jednou, zato vSak
provzdy.

-10-
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Jirt Klimes: Refeni varianty (b) pro hodiny se skakajicimi rudigkami

Mégjme hodiny, na kterjch se hodinova rudicka pohne 1x za hodinu a minutovid 1x za minutu.
Vtefinova ruditka urazi za 1s dhel o velikosti 6°; Ghel velikosti o urazi za dobu §s, kde o je
vyjad¥ena v dhlovych stupnich. Necht ¢y, je hel hodinové ruéditky (ve smdru pohybu ruéifek) od
pozice, v niZ ukazovala na dvanactku. Podobné ¢,, budiZz dhel, ktery urazila minutova ruéicka od
chvile, kdy naposledy ukazovala na dvandctku (viz obr. 3).

XII. .. ,
vterinova
minutova
$n
Py
alla
II1.
odinova
vtefinova
VI

Pokud |¢p — ¢m| < @,® potom budou viechny t¥i ruditky ve vysedi velikosti o od okamZiku, kdy
vtefinova ruéitka dojde do vzdélenosti @ od ruéicky, kterd je ve sméru otéfeni rudidek dal (na
obrazku hodinova). Ru&i¢ky budou ve vysedi velikosti @ do okamZiku, kdy vtefinové rudicka pfed-
behne ruditku, ktera je ve sméru otdeni rudidek pozadu (na obrazku minutova), o Ghel v&tsi ne? a.*
V dobé, kdy budou vSechny ruci¢ky ve vyseéi velikosti c, Projde vtefinova rucicka vyse¢ velikosti
2a — |on — ©m|. To bude vtefinové rudice trvat M’%‘”” s.

Ve vysedi velikosti a se ruditky vyskytnou kaZdou minutu, pro kterou plati |¢p — @n| < a.® Ve
vyseéi pak rucicky setrvaji po dobu w S.

Karel Martisek: ReSeni varianty (b) pro hodiny se skoky po minutovych dilcich

sr

Pfi fefeni pocitam s tim, Ze se rudicky nepohybuji plynule, ale Ze ,,pfeskakuji“ po minutovych dilcich.
Nejprve budu uvaZovat pouze minutovou a hodinovou ruéicku. ReSeni nezavisi na tom, zda rudicky
startuji pohromadé, nebo zda je kazda jinde; proces popisu pro p#ipad, kdy startuji samostatné.
Minutova dohoni hodinovou tak, e s ni bude svirat iihel §, pak se s ni pfekryje, a potom se od

Situaci, ve které je mezi hodinovou a minutovou ruditkou vzdélenost < «, aviak vyseé obsahuje
dvanactku, se autor nezabyval.

Autor mléky pfedpoklada, Ze se ani hodinova, ani minutova rucicka v pribéhu ,pochodu® vtefinové
rudicky nepohnou. To v8ak nemusi byt vZdy splnéno. P¥i pfechodu vtefinové ruciky ptes dvanictku
se pohne minutova rucika o jeden minutovy dilek. Celkem dvanactkrat za 12 hodin se vSak pohne
i ru¢icka hodinova, a to je potom daleko v&tSi rumrejch!

5 Toté? jako v poznamce 3.
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ni vzdali na thel §, a ,pojede” dal. Ruditky se sice pfekryji v mém modelu 12x, av8ak prekryti
v 11:59 je velice blizko k pFekryti ve 12:00, resp. 00:00 (v modelu s plynulym pohybem ruéiéek tato
dv& pFekryti splynou). Proto pro e > 6° prob&hne tento cyklus 11x. Ted je$td vtefinova rudicka:
jelikoz jednomu vtefinovému dilu odpovida 6°, a vtefinova rucicka se do vyseée velikosti o dostane
1x za minutu, pak pro a = 6° budou ve vyse¢i viechny ruéicky pouze 1x, pro o = 12° dvakrat
atd. Za 12 hodin se v8echny t#i rucicky vyskytnou ve vyseci velikosti o celkem %a-krét.

M4-li vyse€ velikost 6°, setrvaji ruicky ve vysefi po dobu 2s (1s v jedné a 1s v druhé okrajové
poloze). Ruéi¢ky setrvaji ve vyseéi velikosti a celkem %a s.

Nas komentar:

(1) Co kdyZ « neni délitelné Sesti? Pak polet vyskytl vychézi necelo€iselng!

(2) Pokud nebude a celé &islo, v naprosté vét§ing pfipadd nebude ani pofet vyskytd celodi-
selny.

(3) Problém je také v tom, Ze autor nedefinoval, co pro ndho znamen4 vyse€ velikosti a — pojem si
1ze totiZ vyloZit vice zpisoby (interval otevieny, uzavieny, nebo z jedné strany otevieny).

(4) Pro a = 30° se v kazdém cyklu vyskytnou ruéicky ve vyse€i pfiblizng 10x. To by znamenalo
asi 110 vyskytt. Citovany vzorec v8ak dava pouze 55 vyskytd.

Dal3i ndméty k bodu (ii):

(1) Zkuste najit vSechny ,mouchy® ptedchozich FeSeni.

(2) Pokud ovladate aspot trochu programovani v jakémkoli jazyce, miZete se pokusit napsat
program, ktery by na vstupu dostal &islo a a vracel vysledek tlohy (a) a/nebo vysledek dlohy
(b).

(3) Zkuste tlohy (a), (b) FeSit pro plynuly chod vSech ruéifek a pro ¢ > 0 libovolné, tzn. napf. i
necelodiselné.

—12—
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Bod (i)

Moucha

V zadéni jsme chtéli popsat trajektorii mouchy, ktera leze rovnomérng po ruéi¢ce hodin. Obvykle
jste psali, Ze touto trajektorii jest spirdla. Spiral v8ak chodi po svét& mnoho. Dokonce i téch Archi-
médovych spiral je nékoneéné mnoho - v zavislosti na rychlosti ota¢eni hodinové ru¢icky a rychlosti
posuvného pohybu mouchy po ruéiéce. Do p#istiho ¢isla pro vas mam tedy tyto naméty:

A.

Rychlost pohybu mouchy po ru&iéee budi? v,,. Uhlova rychlost otaden{ rudiky necht je w, a
rucicka necht se pohybuje plynule bez skoki. Jaki bude rovnice spirély, po které se moucha
bude pohybovat? Popiste tuto spirdlu jednak v kartézskych a jednak v polarnich soufadni-
cich. Pokud si vzpomenete je$té na néjaké jiné pékné soufadnice, mizete k¥ivku popsat také
v nich.

. Zvolte si rychlost mouchy v, a za w, vezméte Ghlovou rychlost vtefinové rudicky. Narysujte

trajektorii mouchy pro tyto parametry.

. Uvaite, co by se stalo, kdyby se ruci¢ka pohybovala ,se skokem®, tj. napt. vtefinova ruéicka

by se hnula pravé jednou za sekundu (v nekone¢nd kratkém ¢ase by pfeskoéila o jeden dilek
zvici 6°). Zkuste narysovat trajektorii mouchy, ktera leze po takové vtefinové ruéicce, kterd
se hybe skokem. Rychlost mouchy v, zvolte stejnou jako v (B). Nejlepsi bude, pokud obrazek
nakreslite do obrazku kfivky z tlohy (B).

. Uvazme nekone¢né dlouhou ru¢icku. Moucha vyrazi v ¢ase {5 = 0s od stfedu hodin rovno-

mérnym pohybem po ruéi¢ce. Pohyb ruéicky je plynuly, bez skoku, se stalou Ghlovou rychlosti
w,. KdyZ bude moucha dost daleko od stfedu hodin, bude jeji rychlost (z pohledu pozoro-
vatele stojictho pfed kostelem) v&t8i neZ rychlost svtla. To odporuje teorii relativity. Jak se
s tim vyrovnéte a jak popiSete (nejlépe rovnicemi) pohyb mouchy s pfihlédnutim k teorii
relativity?

. Osa hodin o je kolm4 k roving hodin. Ve vzdalenosti 10 m od stfedu hodin stoji na ose o Tomas

Brauner, ktery nema rad mouchy. T&sné vedle Tomase stoji téZkotonazni délo, které je nabito.
V jakém sméru ma Tomas vystielit v ¢ase ¢, aby trefil mouchu, ktera se zacala pohybovat od
stfedu hodin po vtefinové ruci¢ce v ¢ase 07 Na stielu neptlisobi gravitadni pole.
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Bod (iv)

Experimentélni Gloha
Zde je namisté citovat vysledky méfeni né€kolika vehlasnych experimentitort:

e Karel Martisek: ,M& i po provedeni experimentu zajima, jak by se mél zmé&nit chod hodin.
Vzal jsem budik, ktery nepatii zrovna mezi nejmodernéjsi a ktery je stoprocentné na pruzinu.
Zavésil jsem ho, nechal jsem ho kyvat a kyvat a kyvat, ale stejné Sel pofad Gplné pfesné.“

e Peter Murarik ndm lakonicky a bez dalitho zddvodnéni sdélil: ,Hodiny budd megkat.“

e Hanss Novotny nam napsal: ,Vzal jsem si hodinky, jak bylo fedeno, a nechal jsem jimi
kyvat 41 hodiny. Ob¢as jsem kyvadlu pomohl. Kyvani nebylo pravidelné. Kmity se mé&nily,
nebot jsem nemgl synchronni kyvadlo. Vysledek: Casovs zména nebyla pozorovana. Mozn4,
7e nastala, ale pfesnost hodin byla i pfed pokusem $patnd. Déle to mohlo ovlivnit i kmitani,
které bylo zapti¢inéno mnou. Také doba 41 hodiny je kratkd (moZna, Ze se navic je§té oblas
Uplng zastavily). Zavér: Cely pokus nestoji za regulérni obodovani, proto byste mi udélali
velikou radost do nového roku, roku magického, plného olekavani, a dali mi alespofi jeden
neregulérni bod, a tim abych se mohl z(dastnit dalstho soustfedéni. O zabavu se postarim
(pFinejmensim o tu svoji).“

Bzudovy pokyny k dal§imu experimentovini: Vezméte vrtacku, navrtejte na ni $palek,
na ktery pfivaZte za Fetizek hodiny (budik). Stiskem spinade na vrtadce to roztocte. Pak se
pokuste pozorovat, jak se méni pfesnost hodinek. Ministr zdravotnictvi vAim doporucuje se
pied experimentem diikladné zakopat.

Bod (v)

Dvoje dédovské hodiny

Jan Rychmberk Klusori: Sefizovani hodin

(a) Na svych hodinkach nastavim €as, ktery je aritmetickym primérem &asu na kostele a fasu na
MNV.

(b) ProtoZe je maximélni odchylka na MNV poloviéni (pouze 5 minut), jsou tyto hodiny dvakrat
presn&jsi. Zapocitam je tedy do aritmetického priméru dvakrat.

(c) Pfi tvofeni primérnych ¢ast budou pFesn&j§i hodiny zapoditdny do priméru tolikrat, kolikrat

xixr

jsou ptresnéjsi nez druhé hodiny.

Protoze jdou hodiny s pfesnosti na minuty, je pravdépodobnost, Ze budeme mit na hodinkich
spravny ¢as (na minuty) rovna %, kde k je poCet minut, ktery se vejde do vzijemné odchylky
dédovskych hodin. Naptiklad pro odchylku 9 minut je tato pravdépodobnost rovna é
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Komentdr redakce:

Bohuzel postradame zddvodnéni, proé zrovna tento postup povede k nejvétsi presnosti nagich ho-
dinek. S autorovym tvrzenim o pravdépodobnosti se neztotoZfiujeme a myslime si, Ze je $patng.
(Bude-li se kostel pfedbihat max. o 10 minut a MNV zpoZdovat max o 10 minut, déle bude-li na
kostele napt. 10:10 a na MNV 9:50, pak je zfejmé, Ze ptfesny ¢as je 10:00, coZ vime s pravdépodob-
nosti 1, nikoliv %, jak bychom dostali dle autorova navodu.)

Jana Krdtka: Ako ¢o najpresnejSie uréit éas v D&dové

Clovék si prohlédne &as na kostele, pFidem? si uréf rozmezi,® ve kterém se spravny &as uréit& nachéz.
Za 10 minut dorazi k MNV, opét si uréi rozmezi spravného éasu, potom rozmezi spravného Gasu
z kostelnich hodin zvy§i o 10 minut (pfipoéita tak dobu cesty), a z danych dvou rozmezi si udéla
prinik. Ze dvou krajnich ¢asdl tohoto priiniku pak vypoéte aritmeticky primeér.

Priklad:

10 min
spravny Gas 16:30 +—— 16:40
kostel 16:38 MNV 16:33
+10 min
rozmeziyoge; 16:28-16:37 — rozmeziyyy 16:34-16:43
rozmeziygte 16:38-16:47
prinik rozmezi je 16:38-16:43

Priinik rozmezi (intervald) je interval (16 : 38;16 : 43). Aritmeticky primér z krajnich mezi je
16:43216:38 — 16 : 40 : 30. Clovek si tedy nafidi das 16 : 40 : 30.

Komentdr redakce:

Ani z tohoto €lanku neni patrné, pro¢ si timto postupem zajistime pfesny Cas s nejvétsi pravdépo-
dobnosti. Navic nejsme spokojeni s tim, Ze autorka pracuje s éasem s pfesnosti celych minut, aby
si vzapéti sefidila hodinky s pfesnosti 30 vtefin.

Kdo se pokousel n&jakym zptlisobem se s touto dlohou utkat, narazil na pojem pravdépodobnosti.
Véichni asi vite, Ze pravdépodobnost ndhodného jevu se da vypocitat jako podil poétu piizni-
vych vysledkli a poétu vSech moznych vysledkli. Vysledky v8ak museji byt tzv. elementarni jevy,
které jsou vSechny stejné mozné, tzn. kterykoli z nich miZe nastat ,se stejnou pravdépodobnosti“.
Mame-li mnoZinu jevi, které jsou takto stejné mozné, fikime, Ze jde o rovnomérné rozdéleni prav-
dépodobnosti. Rozdéleni mohou byt i jina (trojihelnikové, exponencidlni, normélni. . .). Rozd&leni

6 Pod pojmem rozmezi rozumime &asovy interval.
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pravdépodobnosti pro zpoZzdovani a pFedbihani dédovskych hodin jsme v zadani zdkefné neuvedli.
Autofi pfedchozich dvou pHspévkid viceméné intuitivng poditali s rozdélenim rovnomérnym, tzn.
pro kazdy ¢as od 0 do 10 minut je stejné pravdépodobné, Ze je zpoZdénim hodin na MNV.

Udélali byste mi (a Bzu€ovi jisté také) velkou radost, kdybyste si zvolili n&jaké rozdéleni pravdépo-
dobnosti (miZete zaéit u toho rovnomsrného, to je nejjednodussi) a zkusili dlohu pro toto rozdéleni
pedlive a spravné vyfesit. Méate pFitom minimalng dvé moZnosti: bud p¥edpokladat, Ze na obou
dédovskych hodinich lze odeditat idaje s libovolnou pfesnosti, anebo uvazit, ze oboje hodiny jdou
s pFesnosti napf. na celé minuty. Casové intervaly se vam pak podle toho rozpadnou bud na ne-
kone¢n& mnoho ¢asovych Gdaji, nebo na minutové dilky. Co myslite, jakd bude v prvnim p¥ipadé
pravdépodobnost, Ze si sefidite hodinky aplné pfesnd?

Zévérem

V pfedchozim mnohostrankovém textu jsme vam nabidli spoustu (skoro dvacet) nAmétid a napadi.
Budeme radi, kdyZ nékteré z t&chto Gloh vyfesite. A budeme jesté radsi, kdyZ se vam podafi vymyslet

(a tFeba i vyFesit) n&jaky vlastni p&kny hodinovy problém. Oboji patfiéné bodové chodnotime. A aby
se vam piijemné fefilo, dodavame Spetku kultury. Matous

16—



M&M, studentsky Casopis pro badéani v oblasti matematiky a fyziky Roénik VI Cislo 3

17—



M&M, studentsky Casopis pro badéani v oblasti matematiky a fyziky
DEDOVSKE HODINY

(piibéh preukruinyg, jenZ viak nemiZe byt podepten
skutecnosti, neb v Dédové neni kostel)

V Dédové ozndmil Obecni urad
obecnim rozhlasem doddvku kutat.
Poctivi dechovka nese se krajem:

na pocest doddvky polku vdm hrajem.
Dédovem nesly se bujaré tony,

na mistnim kostele zvonily zvony.
Pan fard¥ za provaz tehal tak tuze,
Ze se pak navecer podobal duze.

Premital pozdéji pan fardF u piva,

pro¢ ten ¢as v Dédové tak dovné uplyvd;
premijslel pan fard? v hospidce stinné,
pro¢ ten ¢as v Dédové tak divné plyne,
aZ dosel k zavéru: vinny jsou hodiny!
Po této myslence doslo i na éiny.

Kdyz tahlo k desdté, rozhod se kanovnik,
na faru do sklepa skoéil si pro Zebiik;
pFistavil Zebiik ke kostelni fasddé,
hodiny seridi, ispéch je nasnadé.

Kdyz uZ byl ve vysi kostelni bané,
optlym dechem si zahtival dlané.
Kdyz uZ se dotykal poslednich pfFicek,
vyletél z cibule splaseny sycek.

Pan fard? ukrutné ptdika se ulekl,
nohou se ze $prisle Zebiiku sesmekl.
UzuZ to citil: jsou skoncdeni dnové!
Viom se vsak chytil rucky hodinové!
Ruéicka od hodin neni viek stvotena
k neseni tlustého knéZského biemena,
a tak se, dfive neZ desdtd odbila,

rucicka s fardfem do hlubin zFitila.

Dédov je dédina, Dédov je vesnice:
zdroj zdejsi obZivy je cernd ornice,
Sohaji nosi tu barevné kroje

18-
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a v kaZdé ulici je trocha hnoje.
Nejvétsi hromada se oviem tuli
k priceli obecni kapituly.

Po této vsuvce uz nikomu neni
zatézko odhadnout budouci déni.
Svaty Jan zdlibné sledoval z mostu,
jak padd pan fara? do kompostu.

A kdyZ se vyhrabal na povrch stohu,
deékoval za spdsu, modle se k Bohu.

Dédov je vesnice, Dédov je dédina,
Dédovem nese se prazvldsini novina:
lidé pry videéli nebeské andély,

jak toho fardfe z oblohy sndseli.
Neékteri oviem se k ndzoru kloni,

Ze to v tom nebi dost podivné voni.

Ptali jsme se pana fardfe u piva,

pro¢ ten ¢as v Dédové tak divné uplyvd.
Odvétil pan fard¥ nad bilou pénou pivni,
cas Ze je v Dédové uZ dlouho relativni.

A pak dodal se zachvévem skryté pijchy v hlasu:
,»Od véerejska v Dédové je dilatace dasu!l“

Zikiho dobrodruzstvi
(Vypravnd tragédie o mnoha déjstvich a jediném aktérovi,)

J. V. Slidek

V smradu uvniti éerné sluje
tanci Ziki v pruhovaném triku
v nadéji, Ze z hliny vycaruje
kontextovou gramatiku.

Pozdé v noci pri zatméni
substance uZ barvy méni.
Strasng puch je skoro vsude:
uZ to bude, uZ to bude!

Roénik VI

Cislo 3
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Dobre Ziki, dobte ¢ind,

uZ to voni po jeskyni.

UZ to vie a uZ to syci:
gramatika brzy vzklici.
Gramatikae zrodila se!

UZ tu stoji v plné krdse.
Oblak puchu dosud hali

jeji nézné termindly.
Zdpach onen dosud hromsky
nesnesl by ani Chomski.

Chomski moZnd, ne viak Ziki.
Ten touZebné ocekdvd,

aZ se z nitra gramatiky

zacéne linout zpév a sldva.

Avsak déj vzal jing spdd,
jen se pojdie podivat:
uprostred té sazné sluje
—muj ty J. V. Plevo! —
gramatika generuje,

Ze je Ziki stievo.

Ziki popad kladivo,

bude horor naZivo

(patrné se ovdem zpozdi,
nebot to vzal rovnou do zdi,
avsak vstdvd, vpred se vrhd,
gramatika zdrhd, zdrhd...)

Pri sudi¢kdch! Radegaste!
Utékem svou dudi spaste!
Gramatika chvainé prchd.
Kampak asi, kampak, mrcha?
Tajné dvete otevird,

pred ni zeje ¢ernd dira.

Jesté spésné prohodila,
Ze md chybu v kodu,
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neZ za sebou zaklopila
viko od zdchodu.

Ziki zdrcen shlizi z viyde,
kam ta hroznd mrcha spadla.
Nepokoten ve své pyse
dotekl se splachovadla.

Ortel ukrutng se plni,
2byly jenom vzduté viny,
na nichZ termindly péni...
To je konec vyprdvéni.

CAJOVE LISTKY
(aneb zimni poetickd bdsesi s varovdnim
pied BzuCem)

Dlouhé zimni obdobi

mnoho skody nadrobi.
Rymu, chiipku, snih a led

- ¢co vam budu vyprdvét.
Jeden zimni vecer

u kamen jsem klecel,

éta si K. M. Capka - Choda.
V konvici bublale voda

a jd myslel na léto,
Aatozlutd paleto!

Dobry ndpad v hlavé zraje:
uvaiim si hrnek Caje.
Voda bubld, srdce kreje,
kdeZpak myslet na zdvéje!

Caj jsem zalil, vtom vsak kdos
do dveri mi strkd nos.

Kdo to? Ejhle! Bzuco vchazi,
okem po mém hrnku hdzi;
béhem nékolika chvil

hrnek s éajem zabavil.

Roénik VI

Cislo 3
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Zda se mi, Ze zrak mne $dli:
Bzuéo michd, bulvy vali,
michd, michd, ¢aj se vzdmul,
2 hrniéku ven vylitnul!

Na stropé je mokry kruh. ..
Bzuéo, stary dobrodruh,
zbytky listku 1Zickou sbird

- sper ho das! Oheri a siral -
a potésen pokusem

odchdzi pryé¢ poklusem.

A tak mdm dnes po Caji.
Viocky na zem slétaji,
mrdz si tuZkou z ledu édrd,
od ust stoupd sytd pdra,

v konvici uZ nevie voda

a jd si étu Capka - Choda.

Yz = .
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Téma 6 — Herni strategie
(i) Piskvorky
Tomuto zajimavému tématu se prekvapivé vénovalo pramalo lidi.
Jan Rychmberk Klusoni: PiSkvorky na malém hernim planu

Autor uvadi, Ze na planu 3 x 3 neexistuje na 3 piSkvorky vitézn4 strategie, pokud zalinajici hrad
poloZi svoji piSkvorku doprostfed, miZe maximalné remizovat. Analogicky na planu 4 x 4 na 4
piSkvorky. Tato tvrzeni se snadno dokdZou rozborem vSech moZnosti, v téchto pfipadech trivial-
nim.

Na planu 4 X 4 lze snadno vyhrat na 3 piskvorky, pokud je poloZime vedle sebe do prostednich 4
poliéek. Diikaz je opét snadny.

Pozn. redakce: Zkuste se zamyslet nad nasledujici modifikaci piSkvorek: hraje se na libovolng
velkém hracim planu na 5 piSkvorek, ale pouze ve vodorovném a svislém sméru. Naleznéte pro
zalinajiciho hrace remizovou strategii.

(ii) Odebirdni &islic
Vage FeSeni se povétsinou shodla na tom, Ze zaéinajici hra¢ dokaze vzdy zvitézit. LiSily se jak pouzité
postupy, tak pouZita symbolika. Uvedu zde jedno z mnoha moZnych feSeni.

Jan Benes: Vylucovaci metoda

Nejprve vysvétleme zakladni strategii. Po rozehrani nékolika poéateénich tahd uréujeme svij dalsi
tah (obvykle se jedna o 3 kolo) podle t&chto kritérii:

® Pokud existuje ¢islo, které musime vzit, abychom zabranili soupefi v dal§im tahu zvitézit,
vezmeme ho. Pokud by jich existovalo vic, prohrali jsme, ale to se nam nestane.

® V opaéném piipadé vezmeme takové éislo, abychom mohli dosdhnout souctu 15 vice zpidsoby.
Pokud existuje, pak prohral soupef.

Abychom se dostali do vyhodné pozice, Ze takové tahy budou vZdy existovat, musime rozehrat hru
podle tohoto schématu:

1. V prvnim tahu vezmeme vzdy 8.

2. Podle tahu soupefe vybereme svij tah takto:

soupef 9 7 6 5,4,3,2,1
my 4 4 5 7

3. Soupef nyni musf reagovat na mij tah ,kradezi“ ¢isla, jinak okamZité prohraje. V kazdém
piipadé nam zbydou 2 moznosti, jak pokracovat, coz nam opét zaruéi vitézstvi.

Ukazme si na ptikladé, jak bude probihat partie. Vyplnime tabulku vynucenych taht a uvidime, Ze
soupef nem4 na vybranou. Analogickd tabulka se d4 vyplnit pro kazdy jiny poéatek partie.
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kolo 1.2. 3. 4.
my 84 5 6/2
soupef 7 3 2/6 prohral

Soupef musi ve druhém tahu nutné vzit 3, abych nevytvofil soucet 8 +4+3 = 15. J4 vytahnu trumf
— ¢islo 5, které nuti soupefe vzit 2 i 6, protoZe mi obé tato ¢isla oteviou cestu k vyhte: 8+5+2 = 15,
4+5+6=15.

(iii) Odebirani sirek

Tento ptiklad byl velice jednoduchy, takZe jej vytesil skoro kazdy — taky za néj bylo nejméné bodl
— a% na bod (b), ktery je naopak docela obtiZny a nerozfesil jej zatim nikdo.

(a) Pokud miZeme odebirat 1,2,...,k sirek, pak dokdZeme na libovolny tah soupefe ¢ odebrat
k 4+ 1 — 1 sirek, coZz dava dohromady k + 1 sirek. Pozor, soupef tohle dokdZe taky. Prohra-
vame v piipadé, Ze na stole neni sirka, pokud je tam 1,2,...,k sirek, tak naopak prohrava
soupef.

Z toho nutné plyne, Ze kazdy nasobek k+1 je pro nas beznad&jné ztracens pozice: at odebereme
cokoliv, soupef to je schopen dorovnat a tak se dostaneme az do nuly. Pokud podet sirek neni
délitelny k + 1, tak to na nasobek zarovnidme my a provedeme ten samy trik soupefi.

(c) Zde jsou prohrané pozice nasobky 3. DileZité je pouze to, Ze miZeme odebrat 1 nebo 2 sirky,
zatimco nasobek 3 nikoliv. At soupef odebere jakoukoliv mocninu 2, nikdy nebude délitelna
3. My vypoéitdme zbytek po d&leni 3 a opaény zbytek (1 nebo 2) odebereme.

(d) Zadnou dal3i zajimavou variantu odebiréni sirek jste bohuZel nenavrhli.

Pozn. redakce: Zkuste se zamyslet nad néasledujicim problémem. Mame n&jaky poéet hromadek a

na kazdé je néjaky pocet sirek. V jednom tahu si hraé vybere libovolnou hromadku a odebere z ni
libovolny podet sirek. Vyhrava ten, kdo odebere posledni sirku. Jaka je vit&zna strategie? Robert
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Uloha 5 — Modry a rudy

C

Uvazujme Sest bodd ve vrcholech pravidelného SestiGhelniku a stfed jeho opsané kruznice. Ma-
li stfed Sestitihelniku nap¥. modrou barvu, miZeme piedpokladat, Ze vSechny jeho vrcholy nejsou
Gervené, jinak bychom méli jednobarevny rovnostranny trojihelnik. Necht je dal§im modrym bodem
napt. bod D.

Podobné ndm vyjde, Ze vrcholy A, B (obr. 1) budou &ervené a nim pfisluiny vrchol rovnostranného
trojihelniku C bude modry. Kone¢né& musi byt zbyvajici dva body éervené.

Pfidame-li ale k uvedenym sedmi bodim dalii bod vidime, Ze at ho obarvime jakkoli, dostaneme
stejnobarevny rovnostranny trojihelnik. Aja

Uloha 6 — n-thelnik

Jiri Tomdnek:

Im

Az

Ao

Re

An-1

M&jme pravidelny n-thelnik AgA;As...A,—1. Oznaéme S soulet druhych mocnin velikosti jeho
thlopfidek vychézejicich ze zvoleného bodu (vrcholu) Ag. Plati tedy

S = |ApAr|® + |ApAs® + |AoAs]> + ... + |AoAn— ™ 1)
,25,
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Pravidelny n-thelnik | AgA; As . . . Ap—1| umistime v Gaussovg roving tak, aby vrcholy A byly obrazy
éisel

< 2kn .. 2k7r)
wy =R |cos— +isin— |,
n n
kdek =0,1,2,...,n—1 a R je polom&r kruZnice n-Ghelniku opsané. Cisla wy, jsou kofeny binomické
rovnice w™ — R" = 0. Plati
|AoAk[* = wk — wol” = |wk — R|* = (we — R)(wx — R) = (wx — R)(ws — R). )

Jist& wy = R, tedy pro n-ahelnik, at uZ ma lichy & sudy pocdet vrchold, plati:

Wi = Wp—1, W2 = Wp—2,...,Wn_2 = Wy, Wp_1 = W1.

To dosadime do (2) a ziskdme:

S = (w; — R){(wy—y — R)+ (wy — R){wy—2 — R) + ...+ (wy—1 — R)(w; — R). 3)

Také plati:
2
W W1 = WolWp_3 = ... = Wy_1w; = R”.

Po dprave rovnice (3) dostaneme:

S=2n—-1R*— (wiR+w, 1R+ wsR+w, sR+...+w, 1R+ wR=
:2(71— 1)R2—2R(W1+WQ+...+1U"_1). (4)

Pro kofeny binomické rovnice w™ — a = 0 plati wg + wy +ws + ... + wy—1 = 0. Protoze wy = R,
plati v naSem pfipadé w; + ws + ... + w,—; = —R. Po dosazeni do (4):

S =2(n—-1)R? - 2R(—R) = 2nR® — 2R* + 2R* = 2nR”.

Tim je dikaz proveden.
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Uloha 7 — T¥i vlakna

7 podobnosti trojihelnikd na obr. 1 uréime, jakou jsou pfed pfetrzenim vlakna namahana silou —
pied pfetrzenim je situace symetricka, tihova sila pisobici na zavaZi se tedy rozdéli rovnomérné
mezi vlakna:

kde h; je vySka mista spojeni viech t¥i vlaken od stropu a g je tihové zrychleni. Aby se slabsi vlakno
(patrng zmetek) pfetrhlo, je tfeba, aby byla splnéna podminka

1 l . .
Smg = 7> pt = sy

3 “h
kde m je hmotnost zévazi, F52% je maximalni sfla, jakou miZe byt vlakno napindno, aby se
nepfetrhlo, a M2 je nosnost vldkna v mistnich podminkach (uvédomte si, Ze i kdyZ se ndm ve
vysledku hodnota g pokréti, tfeba na Venusi by pro stejné vlakno byla jins hodnota M,525%).

Po pretrzeni bude postupné narfistat slozka ve sméru vlaken gravitaéni sily i dostfedivé sily*; ta

navic sama roste. Nejvéti silou tedy budou vladkna namahéna v nejnizs§im bod&. S vyuZitim zndmych
vzoreCkl dosaneme pro silu plisobici na zavazi vztah

2
F:FG+Fd=mg+mv—,

ha

kde F, je dostfediva sila, hy je vySka mista spojeni dvou vliken v nejniz8§im bod& od stropu,
jinak také polomér oblouku, po kterém se zavazi pohybuje. Rychlost v uréime ze zdkona zachovani
mechanické energie, to si oviem miZeme dovolit jenom diky tomu, Ze zanedbdvame t¥eni. Soudet
energie potencidlni a kinetické v mistd utrZeni (index 1 v oznafeni veli¢in) ziistane zachovan i v

yxr

nejniz&im bod& (index 2 v oznafeni veliin):
Ep + By = Epy + Egs.
Nulovou hladinu potencialni energie zvolme v Grovni stropu.

1
—mghi +0 = —mghy + imv2
v? = 2g(hy — h1).

* ktera nuti zavazi pohybovat se po oblouku, misto rovhomérné p¥imocafe
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Po dosazeni do rovnice pro silu

F:mg(l-{—M).
hs

vy

7 podobnosti trojihelnikl na obr. 2 uré¢ime, jakou silou jsou vldkna namahana v nejniz&§im bodé

! 2(hy — 1)\ 1
F=F— =mg (142" °
27 ok mg( L )2h2

Aby se silngjsi vlakno nepfetrhlo, je tfeba, aby byla splnéna podminka
F, < Rl = pginesty,
kde vyznam FEIn%s 5 ArsingR je analogicky jako pro slab3i vldkno.
ml (3 o
W <§h2 - hl) < MSnesi,

K uréeni hy a hy ze zadanych I a a je uz potfeba pouze geometricka vaha, nakonec vychazi

1 1
= pR—— = 2 _ g2
hy Vl 37 hy = 4/l 17

Vyuzijeme-li vyhodného tvaru zadani, mizeme podminky postavit takto: sila plisobici na t¥i vldkna
pfed pFetrzenim je v&t3i neZ sila plisobici na dvé vldkna v nejniZ§im bodg, tj. (jiZz po vykréaceni g)

ml > mll §\/l2_1a2_\/12_1a2 A
3./12 — 1g2 12— Za2 2 4 3
3

Po mnoha a mnoha 1’1pravéchJr dojdeme k rovnici (protoZe jsem provadél umocfiovani obou stran
rovnice, je nutné k tomu dodat, Ze vSe plati pouze za pfedpokladu a € (0, V3. 1)).

2a" — 290%° + 681" < 0,
kterd je FeSitelns pomoci substituce ¢ = a® a méd koFeny +1./(29 & 3+/33) - I. Chovéni funkce
mimo interval (0, V3. 1) nés viak nezajima. ProtoZe je koeficient u nejvySSi mocniny kladny, bude
nerovnost splnéna pouze na intervalu (3/(29 — 3v/33) - ,v/3 - 1). Hmotnost potom musi byt v

intervalu
3hiMp.  2R3Mp.
< l ’l(3h2—2h1)) ’
kde M., je spole¢nd hodnota maximalni nosnosti. Z feSeni pfedchozi rovnice je zfejmé, Ze prvni
vyraz je — pokud je a zvoleno tak, aby existovalo feSeni — vZdy mensi neZ druhy. Martin Krsek

T nad kterymi jsem stravil pdl dne, neZ se mi podafilo zeliminovat pfeklepy v Maplu a chyby na
papife natolik, Ze vySel stejny vysledek
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Uloha 8 — Duty valec

Dokud se vélec nepohne, miZeme se na n&j a na vodu divat jako na jedno tuhé téleso. Podivejme
se tedy, jaké sily na toto téleso pisobi.

Oznaéme M hmotnost valce a m hmotnost vody uvnit¥. Hybnou silou, ktera se bude snaZit valcem
posunout na naklon&né roving, bude titha (M + m)g. Déle na soustavu pisobi normélova reakce
podlozky N atfeci sila T (a tlak okolniho vzduchu — pro¢ ho nemusime déle zapo€itavat?). Valec
se zacne pohybovat v okamziku, kdy

(M +m)gsina > T, 1)
tj. bude naruSena rovnovaha sil ve sméru rovnobéZzném s naklonénou rovinou.

Velikost t¥eci sily miiZe byt maximalné Mg f cos a, kde [ je koeficient tFeni mezi valcem a naklonénou
rovinou. Mezi vodou a naklon&nou rovinou totiZ t¥eni nepiisobi (ngjakou tu viskozitu lze u vody
spolehlivé zanedbat), a proto bereme jenom tu &ast normélové sily N, odpovidajici vélci.

Minimalni mnoZstvi vody, které tedy musime do valce nalit, aby se za¢al pohybovat, bude potom
uréeno rovnici
(M 4+ mupn) sine = M f cos e,

odkud po Gpravé dostaneme vysledek
Miin, = M (f cotga — 1), (2)

kam je$t& miZeme pfipadné dosadit za hmotnost valce M = py(R? — r2)H, kde py je hustota a IT
vyska valce.

Zamygleni se nad tim, jak (a jestli) by bylo pot¥eba tuto Gvahu modifikovat, kdyby voda ve vélci
nezakryvala celé dno valce, nechame pilnému ¢tenafi.

Pokud se nékomu z vas nelibi, kterak jsme uvaZovali vélec i s vodou jako jedno tuhé té&leso a z
normalové sily pak vzali jenom €ast, miZeme k vysledku (2) dospét i jinak. UvaZujme tedy vélec
i vodu oddéleng a hledejme podminku, aby se pohnul valec. Na véalec ptisobi tiha Mg, norméalova
reakce podlozky ]\7V, tfeni T a kone¢nd voda tlakovou silou 13, ktera je rovnobézna s naklon&nou
rovinou, nebot tlak vody (jakoZto idedlni tekutiny v nafem modelu) pisobi vZdy kolmo k povrchu.
Na vodu pisobi ttha mg, reakce podlozky N H,0 a reakce —P vélce. Z podminky rovnovahy vody
ve sméru rovnob&Zném s naklon&nou rovinou dostaneme, Ze (co do velikosti) P = mgsin o. TakZe
s valcem se bude snaZit pohnout sfla o velikosti Mgsina + P = (M + m)gsina. Tfeni uZ zde
potitame jenom ze sily Ny, tudiZ nam vyjde op&t vysledek (2). Tomds
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Uloha 9 — Paradoxon

1.

-30-

Dvé koule ve vesmiru

SnaZit se zachovavat veliéinu miv; +mevs = 2mu je samoziejmé nesmysl. Zafizeni pFitahujici
koule k sobé kon4 totiz praci, a tak velikost rychlosti kouli roste. Na soustavu sloZenou z obou
kouli (a p¥islusného pfistroje, ktery se v8ak nachézi na ose rotace, ma tedy nulovou hybnost)
ale neptisobi Zadna wvnéjsi sila. Proto se zachovava vektor hybnosti mi¢7 + mets = 6, tak je
to. Zakon zachovani hybnosti pro jednu samotnou kouli nem4 ovem smysl uvazovat uz proto,
7e se pohybuje po zakiivené draze a sila, kterd ji na této draze udrzuje, neustale ménf jeji
hybnost.

. Deskovy kondenzator

Voda se mezi desky kondenzatoru nasaje uz diky kapilarité, jak jste mnozi psali, to nam vSak
nestadi. Cheeme v&d&t, pro¢ po pFivedeni ndboje na desky voda vystoupi jesté vys. V béZnych
ucebnicich a sbirkach ptikladd pro st¥edni Skoly lze nalézt nasledujici vysvétleni:

Kdy# na desky pfiloZime naboj @, bude energie kondenzétoru rovna Q*/2C, pficem? C je
kapacita kondenzéatoru. Odvozeni tohoto vztahu vychézi z pfedpokladu, Ze mezi deskami je
homogenni pole a vné kondenzéatoru je elektrické pole nulové. KdyZ se voda nasaje do kon-
denzatoru, zv&tsi tim jeho kapacitu (vzpomeiite si na zndmy vzoretek C = Se/d), ¢imZ se
sniZi energie kondenzatoru. Musi tedy existovat sila, ktera vtahuje vodu dovnitf a pfitom kona
praci — vykonand préace je pak rovna Gbytku energie kondenzatoru. Na druhou stranu je vSak
znamo, Ze molekuly vody (& jiného dielektrika) si lze pFedstavit jako malé dipdly a vysledna
sila pisobici na dipél v homogennim poli je nulova, existuje tu jen jakysi ota¢ivy moment.
Problém tedy byl, odkud se bere ta sila.

NuzZe diivod je v tom, Ze pole kondenzatoru nemtize byt homogenni. Existence homogenniho
pole jenom v n&jaké omezené oblasti prostoru (pfifem? jinde by bylo pole nulové) je totiz ve
sporu s existenci potencidlu a ten pro elektrostatické pole existuje vZdy. O dipdlech je také
znamo, Zze v nehomogennim poli jsou vtahovany do mist s vétSi intenzitou pole, proto tedy je
voda do kondenzétoru nataZena (vtahujici sila by méla byt nejvétsi u okraje desek).

. Z3rovka

Ve skutecnosti je tento problém velice jednoduchy. Kdyz sviti Zarovka bafikou vzhiiru, tak
vlakno velice rychle oh¥iva okolity plyn (bud je to inertni plyn nebo vzduch s velmi nizkym
tlakem). Ten samoziejm& stoupd vziiru, a tedy oh¥iva sklo na vrchole baiiky. KdyZ otod¢ime
baiiku, nic se nezméni, jenom plyn pfi stoupani ohfiva okolité nosné (sklefiené) t&leso vlikna.
TakZe nahoru p¥ijde plyn uZ &astednd ochlazeny. Cést tepla odvede pata Zarovky. Navic plyn
neproudi nahoru tak rychle kvili viskozit& (Jestli je vevnitf nizky tlak, tak pak tento efekt neni
velky, molekuly maji stfedni volnou drahu tak velkou jako rozméry banky. Tady se uplatni
efekt, Ze vrch bafiky vidime pod velkym (hlem, pfiéemZ kofen pod mnohem mensim. Nevé&fite?
Podivejte se jak takova baiika vypada.). TakZe nezavisi na tlaku plynu vevnitf, kofen se bude
ohf{vat méhe nez vrchol v obou pi#ipadech.

Bzuco & Tomds
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Zadani témat 4. série:

7. Chronometr
Méte k dispozici dvé zapalné Siiliry, pomoci nichZ mate odméfit ¢asovy interval 3/4 hodiny.
Siifiry jsou kaZd4 jin, neho¥f rovnom&rng a jediné, co o nich vite, je, #e po zapaleni kazd4
z nich hofi pravé hodinu.
Déle se zkuste zamyslet, jaké jiné asy by 8ly pomoci t&chto dvou (eventuelnd vice) Shdr
odméfit, a to bud pfesn&, nebo s pfedem zadanou maximélni chybou.

Zadani rekreaénich Gloh 4. série:

14. Umite délit?
Rozdélte obrazec na obr. 1 na sedm tvarové a obsahové stejnych &asti. Obrazec je symetricky
podle svislé osy. V8echny hrany maji jednotkovou délku.

p
R A
120 120° B
120° 120° C
|4
Obr. 1: Umite délit? Obr. 2: Tepelny stroj

15. Tepelny stroj
Spodtéte Gcinnost a teplo, které je potfeba dodat 1 libfeJr kysliku konajictho praci podle obr.
2. Cyklus je sloZen ze dvou izobarickych a dvou izochorickych déji, pficemz plati Ty = T¢ =
=500K, Tg = 800K, ps = 500 kPa.
16. Rychlejsi nez Porsche
Jakou maximalni rychlosti miZe jet Trabant Combi po silnici z kopce? (Klesini dosahuje ma-
ximalng 15%.) Koeficient odporové sily odhadnéte! Jestli nevite, jak toto slavné auto vypada,
nebo kolik m4 koni, zeptejte se taty.
17. Mé666c velka Cisla
a. UrCete v8echna &isla, ktera jsou feSenim rovnice z% = z!
b. Zjistste, zdali je &islo 210 + 5'2 prvoé&islem.
c. Najdéte viechna permutovatelni prvocisla mensi nez miliarda.
Permutovatelnym prvocislem je takové prvocislo, Ze libovolna permutace jeho ¢&islic je
také prvocislo. Jestlize je nedokdZete najit, urcete alespoii dolni a horni odhad jejich
poctu. Jestlize pouZijete po€ital, poslete ndm va§ (co moZna nejefektivngjsi) program
na disketé nebo na papife.

o tom, jak je dileZité spravné pfevadét jednotky mezi anglosaskym a metrickym systémem, jste se
mohli pfesvédéit pfi neddvném ,pfistani“ sondy Mars Climat Orbiter.
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M&M, studentsky Casopis pro badéani v oblasti matematiky a fyziky Roé¢nik VI
Témata Ulohy

Pofadi | Jméno Skola >. /145 656789 3,5,
1.-2. | Jiff Klime§ Jirdskovo G, 2.B 7 310 8/4 1 50| 31 38
Mgr. Zoltan Mics G mad. Sahy, 3. 217 3 4 3] 17 38
3. | Jan Rychmberk Klusoi | G Jirdska, kvinta 3 210 5|3 3123 26
4. | Jan Bene§ Bisk. G, sexta B 5 17 18 23
5.-7. | Mgr. Miro Urbének GVOZA, 2.B 20 0 20
Mgr. Pavel Augustinsky |G Havifov, 4. 39 4 5 9 20
Jana Krétka G Piestany, 3. 7 6 4 1 2 13 20
8. | Karel Martiek G Elgart., kvinta 5 7 14 19
9. | Bc. Ondfej Plagil G Chodov., sept. 18 0 18
10. | Bc. Peter Cendula G M. Hod%u, 3.B 16 0 16
11.-12. | Ji¥ Tomének G Hranice, 3. 7 5 2 7 14
Viclav Cvitek G P. Bezrudle, 1. 7 4 3 7 14
13. | Hanss Novotny 0 6 3 3 12 12
14. | Jan Chmelaf G Hranice, 1. 5 4 2 6 11
15. | Bc. Martin Rosol 11 4 2 6 10
16.-17. | Bc. Majka Hanzlikovi 19 0 9
Désa Eisenmannovi G Heyrov., 3.A 4 2 3 5 9
18. | Peter Murérik G L. Sttra, 2.G 0 4 2 77
19. | Jiff Novék G Lede¢ n. S., 4. 6 0 6
20.-21. | Klara Maturova 5 0 5
Martin Trojdk GVOZA, 4B 5 0 5
22. | Lenka Buregova G Dopplera, 2. 3 4 4 4
23.-24. | Robert Meixner G Slovan., V.A 2 0 2
Tomé&s Vyskotil 2 0 2
25. | Lada Oberreiterové G T¥ebit, 3.B 9 0 1
26.-27. | Mgr. Tom4s Svaton GJKT, 3.A 32 0 0
Kristyna Forrovi GJKT 0 0 0

Uzévérka 4. ¢isla M&M:

Adresa redakce:
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23. biezna 2000

Tomas Brauner, A1721

VSK 17. listopadu

Patkova 3

182 00 Praha HoleSovice

Cislo 3



