M&M, studentsky Casopis pro badéani v oblasti matematiky a fyziky Roé¢nik VI Cislo 2
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M&M Cislo 2 Rocnik VI

Ahojky FesSitelé,

kone¢né jste se docdkali! Druhé ¢islo vaseho oblibeného Gasopisu pravé vychazi. Doufame, Ze jste se
svymi vysledky spokojeni a Ze nam svou piizeh prokizete poslanim dalSich svych feSeni, na kterd
uz nyni dychtivé éekame.

Vase snaha bude pozasluze odménéna Gcasti na zimnim soustfedéni. JiZ nyni je znamo, Ze se bude
konat od 19. do 25. bfezna 2000 na horské chaté ve Studenové u Rokytnice nad Jizerou. Chata lezi
asi 100m od horniho konce lyZzafského vleku. Dostanete tam najist a napit, dokonce budete mit
k dispozici i vlastni postel. Rozmyslete si véas, zda na soustfedéni budete chtit jet, a dejte ndm to
vzapéti védét. V piipadé nadmérného zajmu totiz budeme nuceni vybrat asi 20 nejlepSich FeSiteld
— takZe méate divod se snaZit. Na soustfedéni budeme vybirat G¢astnicky poplatek ve vysi pfiblizné
500 K¢. Omluvenku do 8koly vam samozfejmé napiSeme.

Nezbyva ne# popFat vam hodng §t&sti p¥i FeSeni témat a odpoéinkovych Gloh. Reste a piste, mate-li
zajem o soustifedéni. UZijte si ve zdravi a spokojenosti vanoce a konec roku.
Za redakci S

Téma 1 — Elektron

Miro Urbdnek:

Autor uvaZuje, Ze elektron je pfitahovan ob&ma deskami stejné. Elektron bude proto pFitahovan

{2d
do vrcholu, pFidemZ se tak stane za ¢as t = o kde a je zrychleni. Autor dale provadél dpravy

tohoto vztahu, ale udélal numerickou chybu, a proto nedoSel ke spravnému vysledku.

Déle se zabyval otazkou, co se stane v limitnim p#ipadé o = 0. DoSel k zdvéru, Ze niboj se pohybovat
nebude. V praxi to viak bude vypadat ponékud jinak, protoZe naboj se vychyli vpravo nebo vlevo
plisobenim riznych rusivych sil. Sila, kterou je pfitahovan k jedné z desek, bude vétsi neZ sila od
druhé z desek a elektron spadne na desku, ke které se pohnul.
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Zoltdn Mics:

Néboj indukuje na jedné z desek takové rozloZeni hustoty néboje, jako kdyby v poloze osové sou-
mérnosti bodu, ve kterém se nachazi naboj, podle desky byl opaény naboj.

Pozn. red. Uméli byste zdivodnit, pro¢ je tomu tak?

Podivejme se nejprve na polohy t&chto ,obraznych“ néboji. Samozfejmé vSechny se nachézeji na
kruZnici se stfedem v priiseénici desek! a polomérem d. Déle miiZeme zjistit, Ze jsou symetrické podle
osy Ghlu «. Jednoduchym vypoétem mizeme zjistit, Ze kdyZ vytvofime obrazy jenom v jednom

sméru (napf. vpravo), tak sousedni obrazy sviraji vidy dhel . Tedy polet obraznych néboji je
360°
2 — 1.

«

Pozn. red. kdyZ napr. 360

ziejmé tento postup neni zcela korektni. Je nutné mfi

je iracionalni, pak obrazi je nekone¢né mnoho a cely postup selhava —

it 360 sudé celé ¢islo.

Ted vypodteme silu, kterd pilisobi na elektron. Obrazy vytvofme jen v jednom sméru a poditejme
s primdtem sily do pfimky e~S (kolmé komponenty se kvili symetrii navzajem odeltou a daji
nulu). Vyslednici potom dostaneme tak, Ze vysledek vyndsobime dvdma. Druh4 strana piisobi na
elektron stejnou silou. ProtoZe zndme vSechny thly O,Se™, kde O, je jeden z obrazi, miZeme
vypodéitat vzdalenost a silu:

ke? ke?
oA — o 22 1 1
2 2d%(1 — cos na) (90 ) (=1 )

Souétem vSech sil dostavame:

/ o
(-1)"ke? . . no ke? < M
=2 Z 2d2(1 — cosna) S (90 9 ) &2 ; 1 — cos na =17, 2)
ke
F==2-C ®)

Pozn. red. Domnivame se, ze opét bude problém spocitat celkovou sumu, kdy7 o bude iraciondlni;
navic si myslime, Ze autor udélal chybu v dpravach — jste stejného ndzoru?

Cas padu kulicky do vrcholu:

Tvar sily je podobny gravita¢nf sile. Podle toho si definujme kinetickou i potencidlni energii, jejich
soucet je konstanta. MliZzeme tedy psat:
1, C-@° _C- Q?

- 1
2™ T4 A “)

20 (1 1
me (3_070)' ©)

T Pozn. red.: autor fesil dvourozmérny problém
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2d 2d do 2dm,
T = —_— = = — . .
0 V() eVe Y

Co jesté zbyva udélat? Napf. tfeba zdivodnit, pro¢ miZeme pocitat s existenci ,,virtualnich“ naboji.
Dale se pokusit spocist konstantu C pro nékteré tihly, nap¥. 180°, nebo 90°. Navic stle neni spoétena
sila pro v&tSinu Ghld. Jak bude vypadat graf zévislosti ¢asu padu na Ghlu o?

Cas padu je potom:

Dale tvrdime, Ze naboj @ se bude sice pohybovat po pfimce smérem k vrcholu, ale elektron se
tam pohybovat nemusi, elektron mtize také padnout na jednu z desek. Pokuste se zd{ivodnit, proé¢
nepadne do vrcholu, ale vybere si jednu desku. Neni porusen princip symetrie? Bzuco & Stépka

Téma 2 — Sportka

Bened: O nadhodg a pravdépodobnosti

Pozn. Cldnek je v piivodnim znéni.

= 13983816

n 49 49 -48-47-46-45- 44
(k) - <6) T 1-2-3-4-5-6
Jestlize budeme chtit zjistit, kolik tiketd budeme muset vsadit, abychom ur¢ité uhodli alespofi t¥i
vylosovani éisla, potom si nejprve budeme muset spoéitat, kolika zptlisoby lze ze 49 éisel vylosovat
6 z nich. Jedna se o kombinaci 6. t¥idy ze 49 prvkd, tedy kdybychom chtéli ziskat vyhru v prvnim
pofadi s naprostou jistotou, museli bychom vsadit 13983816 sizenek. Jen pro pfedstavu: vyplihovani
sazenek by nam trvalo pfiblizn€ 230 000 hodin, tj. asi 80 let, jestlize bychom sazenky vypliiovali
kazdy den’.

Nyni se zamysleme nad pravdépodobnosti vyhry v prvém pofadi. Pro na§ p¥ipad miZeme pouzit
klasickou definici pravd&podobnosti tak, jak ji vyslovil francouzsky matematik Pierre Simon Laplace
(1749-1827) v pondkud pfesngjsim zn&ni:

Def. Pravdépodobnost Pr(A) ndhodného jevu A je

)

Pr(A) =

SRS

kde a je polet vSech pfiznivych pripadi jevu A a n je podet vSech moznych pfipadi jevu A, pfifemz
predpoklddame, 7e vSechny jevy jsou stejné mozné.

Uvedomime-li si, Ze ze v8ech Sestic vyhrava jen jedna z nich, a my sizime pravé jednu sazenku,
potom pravdépodobnost vyhry v prvnim pofadi je rovna

1 1
P6) = @ = T3983816 = 0-0000000715.
6

pozn. redakce: Autor poéita s vypliiovanim jedné sdzenky za jednu minutu.
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Nyni se zabyvejme pravdépodobnosti vyhry v dalsich pofadich. Uvédomime-li si, Ze napiiklad k vy-
he ve tfetim potfadi musime uhodnout 5 éisel ze 6 vylosovanych ¢isel, coz predstavuje

k 6
(:51)- )
moznosti, a jedno ze zbyvajicich n — k = 49 — 6 = 43 é&isel, coZ pfedstavuje
n—k 43
(")-(%)
moznosti, pak pravdépodobnost vyhry ve tietim pofadi? mfiZeme vypoditat postupem
L)) _G)(F)
k-1 1 5 1
P(B)=Pk—-1)= (n) = 19 = 0.000018.
k ( 6 )
Jestlize nam stac¢i uhodnout pravé t¥i ¢isla ze Sesti vylosovanych, potom pravdépodobnost vypoéi-
tame analogickym zptisobem:

< ‘ ) <n_k) <6) <43)
k-3 3 3 3
P(3)=Pk-3)= = = 0.01765.
(3) (k—3) (n) 19 0.01765
k 6
Nyni nam zbyva zodpovédét otazku, kolik tiketd budeme potfebovat. K tomu pouZijeme pfimou

im&rnost®. JestliZe poddme 1 tiket, potom pravdépodobnost uhodnuti alespoti 3 &isel je rovna P(3).
Ptame se, kolik tiketd musime podat, aby pravdépodobnost byla 1, tedy §lo o jisty jev.

2(3) = — <469):56.66.

0

Nyni uvaZujme o obecném piipadu: Losuje se k ¢isel z n a naSim dkolem je urcit podet tiketd T,
jestliZe chceme mit jistotu, Ze uhodneme pravé p Gisel. Samozfejmé plati p < k < n.

o
ROIA

Samoziejmé budeme zaokrouhlovat na nejbliZsi vySsi éislo.

Budeme muset podat 57 tiketfi?.

pozn. redakce: Jedné se o pravdépodobnost uhodnuti pravé péti ¢isel , tedy neni zapoéitan ptipad
uhodnuti vSech Sesti ¢isel.

pozn. redakce: P¥imou Gmérnost nelze pouzit, protoZe nejde o disjunktni jevy, tj. trojice, které
pokryjeme nékolika sdzenkami, se mohou pfekryvat. Od tohoto mista se tedy vysledky odchyluji od
skuteénosti.

pozn. redakce: CoZ tedy neni pravda.
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Jiri Klimes, Jiri Novdk: ReSenf pomocf trojic
Pozn. Clének je upraven redakci.

. U e s . . .
Viech moZnych trojic vylosovanych é&isel je < 3 ) Ze Sesti ¢isel na jednom tiketu vznikne <g)
.. . . v 49 . . . . .
trojic. Pokud &isla na tiketech tvoii vSech < 3 ) trojic, pak je stoprocentni pravdépodobnost vyhry

6
patych cen. Pokud vynechame <3) — 1 trojic, je jista alespofi jedna pata cena. Cisla na tiketech

6

3
a poctu trojic pokrytych jednim tiketem.

. 49 .. . . . P ..
musi vytvofit alespofi < 3 ) - < ) + 1 trojic. Podet tiketl zjistime tedy jako podil poétu trojic

Vysledek je vidy nutné zaokrouhlit nahoru, v tomto pfipadé na 921°.

Na toto téma reagovalo velmi malo ¢tenafd. Pfispévky se vétSinou zabyvaly odhadem poctu po-
t¥ebnych tiketd, ale neukazovaly algoritmus vyplnénf tiketd. A bez popisu toho, jak tikety vyplnit,
je t&zké ¥ici, zda odhad je spravny ¢i ne. Proto toto téma nechavame oteviené pro vaSe piispévky
i do dalgich sérii.

Miro Urbdnek: Jiny zptlisob
Pozn. Cldnek je v piivodnim znéni.

Pfi sportce se losuje 6 ¢isel. Na vyhru potfebujeme 3 éisla ze 6. Podet moZnosti, které na jeden
tiket mlizeme uhadnout, je 20. Kdyz v8ak budeme zaSkrtavat vice tiketli, mohou nastat mozZnosti,
které jsme u# zagkrtali. Abychom se zbavili téchto nadbyteénych zagkrtani, pfi zaskrtavani daliho
tiketu jedno z pfedchozich éisel ubereme a pfidame jedno nové. Takto si pomoci 49 tiketl zajistime

6 5
4 jic.
<3) 448 <2) trojic
Celkovy podet tiketd je tedy®
<49)
3
49— |
6 5
4
(5)+2 ()

5 pozn. redakce: Jiti Klimed ve svém piispévku upozoriiuje, %e zde také neni zarudeno, e viechny
mozné trojice budou pokryty onémi 921 tikety. V praxi pry bude podet tiketd o trochu vySsi.

6 Pozn. redakce: Autor bohuZel neuvedl postup, jak pFejit od ondch 49 tiketd k celkovému po&tu.
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Tomds Vyskocil: Jeté jiny zplsob
Pozn. Piivodni znéni.

49 6
Viech moznych tiketd je < 6 ) P#i jednom tahu vyhrava <3) rliznych trojic t¥eti pofadi. Proto

49 6 . . « . .
kdyz vsadime < 6 ) — <3) + 1 rtiznych tiketdi, mame zarudenu vyhra”. Ales

Téma 3 — Gramatiky

Vzorové FeSeni. Zacneme od nejjednodussich.

(c) G=(N,T,P,S),N={S}, T ={a,b,c}, P={S = aSa, S — bSbh,S — ¢Sc, S — e}.
Poznamka. Casto jste zapominali magické S — e (bez toho gramatika nefunguje), zdtivod-
hovat toto FeSeni nenf tfeba — alespon doufam, Ze je to viem jasné.

(d) G=(N,T,P,A), N ={A,B,C}, T ={0,1}, P={A = ¢,A -5 04,A — 1B, B — 0C,
B —1A4,C - 0B,C — 1C}.

Poznamka. Tento pfiklad vyfesil jediny ¢lovék a ten ho bohuZel nezdivodnil, takZe to zistalo
na mng:

¢ vyznam netermindld A, B, C je zbytek po d&leni tfemi — tzv. zbytkova tfida (A = 0,
B=1,C=2),

¢ nyni se ptame, co se stane, kdyZ mame &islo délitelné tfemi (tj. zbytek po déleni je 0,

tzn. neterminédl A) zapsané ve dvojkové soustavé a ,pfijde* ndm cifra 07

Kdo tomu moc nerozumi, necht si laskavé pfedstavi analogicky desitkovou soustavu, tam

by to znamenalo, Ze na konec &isla délitelného t¥emi cheete pfilepit cifru 0 — tj. éislo

budiZ z, a pfilepeni nuly na konec je: 10z + 0 (tedy zbytek po déleni tfemi je opét 0 —

vychézime totiZ z toho, Ze zbytek po déleni tfemi &isla z je 0); pfilepeni jednicky za z

je: 10z 4 1 (tedy zbytek po déleni t¥emi je 1).

pfevedeno do dvojkové soustavy: kdyZ za A pfilepim 0, zlistanu v A: totiz z bud &islo

délitelné tfemi (protoZe zatindme v A), vynasobime ho 2 (jsme ve dvojkové a ne v de-

sftkové soustavé) a k vysledku pFi¢teme 0 (za &fslo lepime 0).

Pro méné chapavé jesté zdlivodnime t¥eba C — 0B: Jsme v C. To znamen4, Ze mame

Cislo d8litelné tfemi se zbytkem 2 (tj. z = 3k + 2). Za toto &islo lepime 0 a ptime se:

jaky bude vysledny zbytek po déleni 3, je-li &islo zapsano ve dvojkové soustave? Tedy

jaky je zbytek 2z + 0 (to je zapis ,pfilepeni“ 0 za z)?

Tak si to rozepiSeme: 2z + 0 = 2z = 2(3k + 2) = 6k + 4 = 3(2k + 1) + 1, tedy zbytek

po déleni t¥femi bude 1, tedy B a proto je tam to B v C — 0B.

7 Pozn. redakce: Zde je postup vyplhovani a jeho spravnost nasnadg, ale celkovy poet tiketd je velmi
velkorysy.
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(a) G = (N, T,P,Vyraz),

N = {D, Cislo, Nenulove, Operace, Vyraz},
T: {0717"'797+7_7-7/7(7)}7

P=/{
D—e,

D — 0D,
D — 1D,
D — 2D,

D — 8D,
D — 9D,

Nenulove — 1D,
Nenulove — 2D,

Nenulove — 9D,

Cislo — 0,

Cislo — Nenulove,
Operace — +,
Operace — —,

Operace — -,

Vyraz — Cislo,

Vyraz — (Vyraz),

nejprve si vytvofime éisla — spousta z vas zapomnéla,
Ze 0007 neni &islo
D mé vyznam posloupnosti (i prazdné) cifer 0-9

Nenulove ma vyznam nenulového éisla

Cislo m4 vyznam pfirozeného &isla, tedy i s nulou

Operace ma vyznam +,-,* (/ bude zvlast, abychom
nedglili nulou)

zde alespon Castecné zachytime, abychom nedélili nu-
lou

Vyraz — Vyraz Operace Vyraz,

Vyraz — Vyraz/Nenulove,
Vyraz — Vyraz/(Vyraz).

}

Poznamka. Zkuste se nad uvedenym FeSenim zamyslet a srovnat ho s vagim, pfipadné opravit
nebo vylepit. MiZete se pokusit odstranit tfeba i: 7/(1 — 1) nebo 1 — ((2)). ..



M&M, studentsky Casopis pro badéani v oblasti matematiky a fyziky Roé¢nik VI Cislo 2
Pokradovani v tématu
Mizete zkusit fedit libovolné ptiklady a variace, pfedkladam zde nékteré naméty:

. a" (tj. n a-Cek za sebou),

. a® (tj. sudy podet a-tek),

a?*! (t]. lichy podet a-Gek),

a™b™ (tj. ndkolik a-Gek a pak nékolik b-fek, t¥eba: e, aaa, bbb, aab, aaaaabbb),
a'bick,

a™b™mc,

a™p™metm,

a™bmctd™,

. slova nad abecedou {a, b} takové, kterd maji poet a-dek délitelny tfemi,
. Cisla ve trojkové soustavé délitelna 5,

. Cisla ve trojkové soustavé, kterd maji po délenf 4 zbytek 3,

—_ =
e e oot WD

—
(3]

. palindromy nad abecedou {a, b} (tj. slova, ktera se &tou stejné popfedu i pozpatku).

Pozndmka. Pokud vim to pljde, mlZete se t8§it na bezkontextové gramatiky (a s témi se daji
délat daleko zajimavgjsi véci). Ziki

Uloha 1 — Dve guléeky

Tenhle ptiklad vam mél ukazat, Ze nékdy ptiklady, jaké najdete v Skolské sbirce, jsou feSené velice

zjednodusené a $patné.
L o
dmegr? r? TV 64n3p2ice

Tenhle vysledek je ale Spatny!

Reseni podle sbirky:

Pro¢? ProtoZe gravitadni sila ma plsobidté ve stfedu kulifek, ale elektricks sila, kterou se odpuzuji
elektrony, ne! Elektrony vlivem odpudivé sily zaujmou mista na proté&jsich koncich kouli. Vevnit¥
koule se mohou totiz voln€ pohybovat, koule neni elektricky nabita. Elektrony ziistanou na po-
vrchu, podobné jako zlstévaji na povrchu balénku, kdyz ho tfeme. Elektrony pii povrchu odpuzuji
elektrony vazané kolem jader, éimZ vznika lokalni zhu§téni kladného niboje, a ten pfitahuje elek-
trony.

Tento fakt podstatnd méni Fefeni.

Plati tedy :

2
e? _x (5mpR%) )
dmey (r + 2R)’ 2
9¢? s 2R\> .,
64m3pliey R <1 + T) =Ry ®)
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Vidime, Ze na vyfeSeni tohoto pfikladu ndm nestaci jedna rovnice. R je funkci vzdéalenosti r. V&im-
néme si ale pravé strany rovnice (3). Vime, Ze r miZe byt v intervalu (2R, c0). KdyZ r = 2R, potom
"’T—R =1, kdyZ r — oo, potom "’T—R —0.(1+ %‘) je hyperbola s asymptotou pfimce x = 1, miize tedy
mit hodnoty v intervalu (1, 2).

JestliZe rovnici (3) napiSeme ve tvaru
pog 9 1 _ A
64mdplee, Yo P
tak vidime, Ze R mfiZe dosahovat hodnoty (A, %), tedy R = (3.45 £ 0.4) - 107%m. Za hustotu p

jsem bral hustotu Zeleza p = 7800kg - m~3. Ejhle, n&kdy i rovnice o dvou nezndmych m4 (témé&¥)
jednozna¢né feSeni. R kolisd v nafem p¥ipadé jenom o 13%, pFiéemZ kulitky mohou byt libovolng
daleko. Bzuco & Stépka

Uloha 2 — Trojihelnik

4)

Spravné feseni je zfejmé z obrazku. Bodem X vedeme rovnob&Zzky s jednotlivymi stranami troji-
helniku. Trojahelnik tim rozdélime na 6 ¢asti. Zbytek dikazu je zfejmy.

S vaSimi feSenimi jsem p¥ili§ spokojen nebyl, jak ostatné doklada nasledujici basefi.

Hody hody doprovody, Diikaz se toc¢i dokolecka

kdo dostane 4 body ¢ jak plng soudek, jako becka.
Malokdo: spousta Teseni V zoufalstvi pénivy ten lék

byla tak zcela mimo misu, zvolil jsem si za spolecnika

Ze vzav si bryle na étend, pii Etend strasnych téch myslenek
ziral jsem jako na tenisu, — neZ jsem je hodil do nocnika.
jak po pilstrané v boji tuhém Diikazy kruhem! Blesky! Hromy!
uporné vznikd dukaz kruhem ... Lidicky, mdte mé na svédomi!

Yz = .
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Uloha 3 - Elipticky kule¢nik

Na obvodu elipsy ndhodné zvolime bod [z;, y1] a spojime ho s ob&ma ohnisky o soufadnicich [—e, 0]
a [e, 0] (pFedpokladame podatek souFadnicové soustavy uprostied elipsy). Pak tedy sm&rové vektory
t&chto dvou usefek jsou (z; —e,y1) a (21 + €, y1). Rovnice tefny k elipse v bod& [z1,y;] mé tvar
T Y1y . . . e < (%1 N

— + =5 =1, a vektor normaly k elipse je v tom piipadé (—, =

a b? a®’ b?
Pro thel mezi dv8ma vektory & = (u1,us), ¥ = (v1, v2) obecné plati:

U1V1 + UgV2
Q = arccos —————
|4] - |¥]

V nasSem piipadé€ poloZime rovny velikosti Ghli mezi normélou k elipse a obéma tGseckami spojujicimi
bod [z1,1] s ohnisky:

2 2
z Y z Y
(@ —e) + 3 S@ite)t+ 4
arccos = arccos

G+ ) G- ortab JE+ D@ o

JelikoZ je arccos funkce sudé, lze psét

2y v 2y Y
S(zi—e)+ 3 (xl +e)+ 4%

JE+ D) @-erra| |G+ ) @rervan)|

a tedy

1 h 1 u
aT(xl_e)'i_bT a7($1+6)+b7

JE ) @) \J(E+ ) (@ ror e

Zlomky po roznasobeni pfevedeme na jednu stranu, pfevedeme na spoleéného jmenovatele a éitatele
polozime rovna 0. Tedy

4
y1 1y1 1y1 2 T1Y1 ,
b24 16 — ——4x; 2b24( 1= )e—Wlle—O.

Po kraceni a dosazeni a? = b? + e? dostaneme rovnici elipsy

B2
Pozn. To byl matematicky postup. Ted je$t& n&co k jeho obhajobé: Néktefi z vas psali, Ze¢ danou
vlastnost dokdZzeme pomoci véty nékde vyétené, kterd ptimo Fiki, Ze tecna k elipse ptli vn&jsi dhel
mezi spojnicemi bodd dotykl s ohnisky. Bohuzel nepochopili, Ze pravé tuto vétu maji dokazat.
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Jini zase zadefinovali elipsu, pak zdkon lomu, a pak jim zp&tné vyslo, Ze to je elipsa, ¢imZ vlastné
dokazali jen to, Ze ve svych vypoctech neudélali chybu.

Nyni se tedy pokusim obhéjit sviij postup: Nejdfiv zadefinuju bod, ten se miiZe nachézet kdekoli.
Potom vedu timto bodem pfimku (jakoukoli, protoZe koeficinty a a b nikde uréeny nejsou). Potom
zaddm podminku zdkona odrazu (stejné dhly mezi jiZ zminénou pfimkou a Gsefkami spojujicimi
tento bod se dvdma jinymi, o nichZ vim jen to, Ze leZi na ose z stejné daleko od podatku) a dostanu
rovnici k¥ivky, pro kterou toto plati — ma 3 parametry: a, b a e. Elipsa ma parametry pouze dva,
takZe musim jeden z nich eliminovat, a to rovnici (platnou pro elipsu) €2 = a? — b%. Jako vysledek
mi vyjde rovnice elipsy pro dva parametry tak, jak ji zname. ITvana

Mgr. Pavel Augustinsky:

JestliZe plati rovnost Ghld o = B (zdkon odrazu), plati i sina = sin 8, coZ lze napsat jako

JAF| _ |AFy|
|PFy| |PFy|

Jestlize bod P m4 soufadnice [z, 3o, pak te¢na elipsy v tomto bod& mé rovnici

LoZ | Yoy

Vzdalenost bodu Az 4, ya] od pfimky az + bz 4+ ¢ = 0 je obecnd

_aza+bya+¢|
Vai+b

Konkrétné budeme uvaZovat vzdalenost bodd A;, As od tedny k elipse. Nynf si pomér

d

[AiF| _ |AxF|
|PFy| |PFs|

=% - @)+ () - @)+ ()
Vi{zo +e)2 + y5 (@ —e’+12

piepiSeme jako

Po Gpravach tedy
2zoe/a®  —2zoe/a’

2z0€e —2z0e

z %1 Yiwr -

Vyrazy jsou identické, ¢imZ jsme dokazali, Ze teéna k elipse ptli vnéjsi dhel obou privodié¢d daného
bodu na obvodu elipsy.
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Jiné feseni:

Dokéazeme pozadovanou vlastnost elipsy pouze geometrickymi prostfedky. Zvolme na elipse libovolny

bod X a vedme jim pfimku ¢, kterd pfli vngjsi dhel spojnice bodu X s ohnisky elipsy. Mame tedy

dokazat, ze piimka ¢ je teénou elipsy, tj. Ze s ni ma spoleény jediny bod, a to pravé bod X.

Sestrojme obraz Fj ohniska F5 v osové soumdrnosti podle pfimky ¢ (kreslete si obrizek!). Z¥ejmé
X lezi na pfimce FyFj a pro libovolny bod Y na p¥imce ¢ plati

|B>Y| = |BY .

Necht takovy bod Y, rizny od X, leZi také na elipse (pro spor). Potom podle definice elipsy je

|FiY| + |BY| = |FL X | + |FeX| = |FiX| + |FBX| = |FiF).

Zaroven ale podle trojihelnikové nerovnosti je
|FY| + |BY| = |FY| +|FY| > |[FiF),

coz je spor a pozadované tvrzeni je dokazano. Tomds

Uloha 4 - Odpor vzduchu

Jestlize vyhodime napf. kdmen smérem vzhiru, pdsobi proti pohybu odporova sila a sila gravita¢ni.
Kamen musi vZdycky konat praci proti odporové sile. Uvazujme misto vzdalené h od vrcholu. Z¥ejmé
plati:

1

1
émv% = émvf — Wodp. (1)

kde Wogp. je prace konand odporovymi silami. Tato prace je zdpornd, ve skutefnosti praci kon

7

kdmen, ktery rozréZi vzduch. Rovnici (1) si upravime na tvar

_2W0dp.

0?2 2,2
- =v{ — v = v} > ). (2)

Tenhle vztah plati pro libovolnou vysku h, tedy pro libovolnou vysku A plati, Ze rychlost smérem
nahoru je v&t§l neZ rychlost smérem dold. Primérna rychlost smérem nahoru je tedy urcité vétsi
neZ primérni rychlost smérem dold. Plati tedy:

H=vit=wt, — 2 =25, 3)
v tT

kde o7 , vy jsou primérné rychlosti. Tedy kdmen letici smérem vzhiiru dosdhne nejvisiho bodu za

kratsi Gas, nez za jaky spadne z nejvySSiho bodu dold. Zajimavé je, Ze tento vysledek nezavisi na

tvaru odporové sily, ¢ili vztah pro odporovou silu mize byt jakykoli. Jedinou podminkou je, aby

odporova sila nekonala préci (nap¥. aby nefoukal vitr kolmo vzhiru). Bzuco & Stépka

—12—



M&M, studentsky Casopis pro badéani v oblasti matematiky a fyziky Roé¢nik VI Cislo 2

Opakovani zadani témat 2. série:

4. Cajové listky
Jestlize si doma vafivate bylinkovy ¢éaj, uréité jste si vSimli jedné zajimavé véci. Kdyz za-
michate Salek s éajem lZi¢kou, ¢ajové listky usazené na dné se zafnou hromadit ve stiedu.
Zfejmé hustota t&chto liste¢ki je v&tsi neZ hustota vody (jinak by listetky plavaly na hlading).
Odstfediva sila by je méla posouvat ke krajim. Experimentalné prozkoumejte a kvalitativng
vysvétlete tento jev (tj. vysvételete pro¢ tomu tak je).
Poznamka: PFi zkouméni tohoto problému kradite po stopach Alberta Einsteina, ktery se
svého ¢asu touto problematikou také zabyval.
Experiment: Nam se pfi zkoumani osvédcila velice jednoduché ,aparatura®. Vemte si zava-
fovaci sklenici a vylouhovany saéek ¢aje. Zavafovaci sklenici ponofte do vét§i naddoby naplnéné
vodou, tak aby v ni nebyl Zadny vzduch. Saéek roztrhnéte ve sklenici (pod vodou) a sklenici
zavitkujte (t6Z pod vodou). M&li byste tedy mit sklenici bez vduchu! Se vzduchem se expe-
riment chovs jinak! Cast zrnidek by méla zistat na dné a &ast by méla vyplavat pod vicko
(a zde je pravé dilezité aby tam nebyl viibec Zadny vzduch). Sklenici staéi jiZ jen rozto€it a
pozorovat.

5. Hodiny
Urcité jste nékdy vidéli hodiny na véZi. My rozhodné ano. Né&které maji dokonce rudicky! A
o0 té&ch s ruéitkami bude tedka ¥ed. Nae hodiny maji i vteFinovou rudidku! A dokonce i ngkdy
ukazuji spravny cas.

(i) Kdy budou vrcholy rudidek tvofit rovnostranny trojahelnik? UvaZujte tyto p¥ipady:

(a) vBechny rudidky jsou stejné dlouhé,
(b) rudicky mohou byt rizné dlouhé.

(ii) Kolikrét za 12 hodin se vSechny t¥i ru€i¢ky vyskytnou ve vysedi velikosti a? A jak dlouho
v tomto stavu setrvaji? Jako rozcvitku si spoditejte, kolikrat se vSechny tfi rudicky
vyskytnou ve vyseéi velikosti 0 (tj. kolikrat se pfekryji).

(iii) V8imli jsme si, Ze ndm po rudidce leze moucha. Po jaké draze se pohybuje, pokud leze
po rudicce rovnomérné?

(iv) Experimentalni Gloha: Najd&te doma hodiny, které maji uvnitf pruZinu. Upevnéte je na
provazek a nechte je kyvat. Jak se potom zméni chod hodin? Budou se zpoZzdovat nebo
pfedbihat?

Poznamka: Teoretické Fefeni je podle nas téméF nemozné.

(v) V D&dové maji dokonce dvoje hodiny. Jedny na kostele a druhé na MNV. My je v8ak
nevidime oboje nardz. Cesta od jedndch k druhym trva (na vtefinu) p¥esnd 10 minut.
Tyto hodiny ale bohuZel nemaji vtefinovou ruci¢ku a navic jdou Spatné. Vime, Ze se
kostelni hodiny pfedbihaji, maximalné vSak o 10 minut. Na MNV se hodiny naopak
zpozduji a to za

(a) maximalné o 10 minut,
(b) maximaln& o 5 minut.

Popiste zpisob, jak si v D&dové podle téchto dvou hodin nafidit vlastni hodinky co
nejpresnéji. Zkuste také uréit pravdépodobnost, Ze budete mit pfesny cas.
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(c) Reste tuto tlohu obecng, kdy se hodiny rozchazi s pFesnym Easem o m, n minut
(m,n e Z).

6. Herni strategie
V tomto tématu se budeme zabyvat hledanim zpfisobti, jak zvitézit v n&jaké hie. Cilem je

zjistit, zda miZe ndktery z hradi pokazdé zvitézit (tj. protivnik mu v tom nemfZe nikterak
zabranit). Pokud ano, nejd&te zpiisob, jak ma hra¢ hrat, aby vidy vyhral. (Tomu se odborng
fika nalezeni vitézné strategie, pfipadné€ neprohravajici strategie — tedy hra¢ urcité vyhraje
nebo remizuje.)
(i) Piskvorky
Pokuste se najit vitéznou nebo alespoii neprohravajici strategii pro hru piskvorky. Hraje
se na poli n X m a vitézi ten hra¢, ktery bude mit v Fadce, sloupci nebo diagonale
p piskvorek. Na rozcvidku si zkuste najft strategii pro pole 3 x 3 a 4 x 4. Ulohu si
samoziejmé miZete také navic modifikovat (napf. vyhrava ten, kdo ma v Fadce nebo
sloupci p piskvorek — tj. zapominame na diagonalu, nebo miZete poloZit n = m = p
atd.).
(ii) Odebirani &slic
S pfitelem hrajeme néasledujici hru: mame sadu &islic 0 a7 9 a na st¥idacku z ni odebirdme
libovolnou cifru (vZdy pravé jednu!). Vyhrava ten, kdo ma mezi svymi &slicemi trojici,
ktera dava soudet 15. Ulohu si miZete modifikovat tak, Ze vypustite &islici 0, anebo
soucet 15 miZe byt tvofen libovolnym poétem ¢islic.
Odebirani sirek (NIM)
S jinym pfitelem hrajeme zase jinou hru:

(ii

Nawd

(a) mame hromadku sirek. Z hromadky na stfidatku odebirdme 1, 2 nebo 3 sirky.
Prohrava ten, kdo nemftiZe vzit z hromadky Zadnou sirku. Pokuste se ilohu zobecnit
pro n sirek, s tim Ze miZete odebrat vidy 1,2,..., k sirek.

(b) mame dv& hromédky sirek a miZeme z jedné z nich brat libovolny podet sirek, nebo
z obou naraz stejny pocet sirek. Vyhrava ten, kdo nemize vzit Zadnou sirku.

(c) mame jednu hromadku sirek. Odebirdme mocniny dvou (tj. 1,2,4,8,16,...) a
prohrava ten, kdo nemé co vzit.

(d) zkuste si hru (a) modifikovat bud pro vice hromadek sirek nebo pro odebirani
nikoliv 1-3 sirek, ale 2, 3,5 sirek. P¥ipadné zkuste libovolné jejich kombinace a
dalsi variace na toto téma.
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Zadani rekreaénich Gloh 3. série:

10.

11.

12.

13.

Top secret (5b)
Mame 2 kontinenty oddélené mofem. Potfebujeme pfedat baliek s tajnou $ifrou, priGem%
mame libovolng mnoho stihadek. KaZda stihatka méa palivo na 1/2 cesty. MiZou si pFedavat
palivo béhem letu, ale nemtizou po cesté nikde pfistat. Kolik potiebujeme nejméné stihacek,
aby alespon 1 z nich doleté&la na cizi kontinent s depesi a aby vSechny stihacky vSechny nékde
v pofadku pfistali?

Sach-mat! (3b, 4b)
Je mozné vyskladat Sachovnici rozméru 8 x 8 kostickami 2 x 1, pokud jsou ofizlé 2 protilehlé
rohy?

Jde inverzemi (t.j. vym&nou bilé farby za Gernou a naopak) podél libovolnych vodorovnych,
svislych a uhlopfiénych linek ,vybilit“ Sachovnice rozméru 4 x 4, kter4 méa jenom jedno rohové
pole Gerné?

Zmes (6b)
Zoberme dva velmi jemné dielektrické pidre alebo pragky. Prvy nech mé permitivitu e,
druhy &;. Ak bude vyslednd permitivita, ak maji v zmesi v objemové koncentracie ng,ns?
Predpokladajte, Ze spomedzi dielektrik bol vytlaceny vietok vzduch.

V podstaté je v8echno relativnf. .. (5b)
Podle vSeobecné teorie relativity plati, Ze jestlize dv& t&lesa obihaji okolo spoleéného t&zisté s
uhlovou rychlosti w, potom vykon, kterym zaii na gravita¢nich vinach, je roven P = %C%I 28
(I je moment setrvadnosti soustavy vzhledem k t&Zisti). Pak ale musi ze systému vyzafovat
gravitalni energie. M4 vyznam zavést ndco jako gravitacni tfeci silu, ktera je definovana jako
vyzafena energie na jednotku drahy. Urcete, jak takovahle tieci sila zavisi na

(a) Case,
(b) vzdélenosti t&les.

Pokuste se navrhnout takovy systém dvou téles, ve kterém by byl tento efekt mé&Fitelny.

Pozn. Body jsou pouze orientani, miizou se jest€é mirné zménit.
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Témata| Ulohy

Potadi |Jméno Skola >.,/1 231234 DI
1. | Zoltén Mics G mad. Sahy, 3. 0|14 2 5 21 21
2. | Miro Urbéanek GVOZA, 2.B 6 3 3|3 5 20 20
3. | Ondfej Plasil G Chodov., sept. 0|3 712 2 4 18 18
4, | Peter Cendula G M. Hodzu, 3.B 0 2 46 4 16 16
5. | Mgr. Pavel Augustinsky |G Havifov, 4. 28 5 11 11
6. | Bc. Majka Hanzlikova 10 4 9 9
7.-10. | Jifi Tomének G Hranice, 3. 0 2 5 77
Jit{ Klimes Jirdskovo G, 2.B 0 5 2 7T 7
Véclav Cviéek G P. Bezruée, 1. 0 2 0 T T
Jana Kratka G Piestany, 3. 0 20 5 T T
11. | Jifi Novak G Leded n. S., 4. 0 3 3 6 6
12.-16. | Klara Maturova 0 5 5
Jan Chmela¥ G Hranice, 1. 0 2 1 2 5 5
Martin Trojak GVOZA, 4.B 0 5 5 5
Jan Benes Bisk. G, sexta B 0 5 5 5
Karel MartiSek G Elgart., kvinta 0 5 0 5 5
17.-18. | Martin Rosol 7 4 4 4
Dasa Eisenmannova G Heyrov., 3.A 0 2 2 4 4
19. | Jan Rychmberk Klusoti |G Jiraska, kvinta 0 1|2 0 3 3
20.-21. | Toméas Vyskocil 0 2 2 2
Robert Meixner G Slovan., V.A 0 2000 2 2
22. | Lada Oberreiterova G T¥ebid, 3.B 8 1 1 1
23.-26. | Mgr. Tomas Svatoni GJKT, 3.A 32 0 0 0
Peter Murarik G L. Stdra, 2.G 0 0 0 0
Lenka BureSova G Dopplera, 2. 3 0 0
Kristyna Forrova GJKT 0 0 0

Uzévérka 3. ¢isla M&M:

Adresa redakce:
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