M&M, studentsky asopis pro badani v oblasti matematiky a fyziky Cislo V/3

M&M Cislo 3 ro&nik V

Ahojte Fegitelé,

tak tu mame daldi sérii. Koneéné vychizi v mengim zpozdéni, neZ je obvyklé. Nadéle plati zadani
o . Py v Y oy v / 1 e x
pro 3. éislo s terminem odeslani 1. bfezna, takZe miZete zalit posilat své dalsi piispévky.

Na podatku ledna probéhlo na Studenové zimni soustfedéni. V diisledku nedopatieni pfi rozesilani
. s R e s v i 10 Dy Y 1w s e o .
pozvanek pfijelo méné& (lastnikil, ne? jsme oéekivali. Piesto se soustiedéni vydafilo skvéle. Letni
soustiedéni planujeme doprostied ervna — koneéné mimo prazdniny. MiZete si zadit rozmyslet, zda

byste méli o G¢ast zajem. Pokud ano, rezervujte si sviij ¢as v této dobg&, kterou jesté upfesnime.
zo redakei Robert

Téma 4 — Diferencni analyza
Mgr. Tomds Svatosi: Ten, kdo umi derivovat, nemusi se deprimovat.

Jsme radi, Ze na toto téma reagovalo tolik ¢lent na$i akademické obce. ProtoZe se vétSina vaSich

G % e i L. R ey s sy .
pfispévki tématicky a obsahové pfekryva, jsou takovéto piispé&vky otistény pouze v jedné verzi se
seznamem autord, ktefi se tématem daného pfispévku zabyvali. Vétsina ¢lankd je pfevzata od Doc.
Zdestka Dvofika a Doc. Jana Myslivedha.

Posloupnost ay, @z, . . . budeme znadit [a;];, pfi¢em? budeme vynechavat index u zavorky v piipadech,
kdy je zfejmé, kterad proménna je indexem. Reélna &isla budeme znadit velkymi pismeny, s vyjimkou
indexd a ¢lent posloupnosti. Déle budeme pouZivat tuto symboliku:

¢ posloupnost posunutd doleva o jeden &len: @ = [a;]; = [ait1);
® konstantn{ posloupnost realnych &sel: N = [N];

¢ diferenéni posloupnost: a; = a,y1 — a;

* podil posloupnosti: § = [¢];

Be. Pavel Augustinsky, Doc. Zdenék Dvotdk, Dr. David Holec, Alezandr Kdra, Doc. Jan Myslivedek,
Jan Novotny, Dr. Michal Tarana: Zakladni vlastnosti diference

Véta 1. Diference konstantni posloupnosti:
¢y =0.

Dikaz. . .
(Cy =[Cli=[C-Cl;=[0L =0.

Véta 2. Diference mocninné posloupnoupnosti:
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Diikaz. . -
B = [+ 1) — 7] = [Z (’;) _ ] - [Z (’;)] .
Diisledek.

;=1

Véta 3. Linearita diference:
(Ka+ Lb) = Kda' + LV

Dukaz.
(Ka-I—Lb)’ = [Ka,-l—Lb,]: = [Ka,url -I-Lb,url —Ka,- Lb; ] = [a,Jrl a,'],'-l-L[b,'Jrl —bl’],‘ = Ka’-l—Lb’.
Specialné.

e K=1L=1:(a+b)=d+¥

e K=1L=-1:(a—-b/=a -V

¢ K=C,L=0:(Ca) =Cd
¢ K=-1,L=0:(—a) =-d

Véta 4. Diference soucinu:

(ab) = d'b+ab = d'b+ab.
Dukaz. (pouze pro 1. rovnost, druhd plyne ze symetrie):
(ab)’ = [a"+1b"+1 — a,-b,-],- = [b,qu (a,-+1 — a,-) + a,-(b,-ﬂ — b‘] — a/z_'_ ab’.
Vzhledem k b+ ¥ = b je (ab) = ab 4+ a’b + a'd'.

<%)’ _ a’bb—zb’a-

Véta 5. Diference podilu:

Dikaz.
(g)’ _ [ai+1 _ ﬂ} _ [ai+1bi — aJh‘ﬂ} _ [(ai+1 —a;)b; —ai(biyy — b;)] _ a'b—Va
b/ bit1 b | b1 b N biy1b; N W
Véta 6. Monotdnost posloupnosti:
((V3)(V5)j > i & aj > ai) & ((Vi)d; > 0)
(V)(V4)] > i & a; > a;) & ((Vi)a, > 0)
((V)(V5)j >t & a; < a;) & ((Vi)d; < 0)
(V)(V4)] > i & a; < a;) & ((Vi)a) <0)
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Dukaz. (pro 1. tvrzeni, ostatni je obdobné):

”i“:
t+1>%8= a1 >a,-:>a;:a,-+1—a,->0.
2=t
((Vz)a: >0= aip1 > a,') = ; < iy <0< ajg < aj.

Dusledek. (dle 2), 4:
d=0sa=0C.

Doc. Zdenék Dvofik: Obdoba I Hospitalova pravidia (Stolzova véta)

Omlouvame se za $patnou formulaci obdoby I* Hospitalova pravidla. Tiskaisky Sotek zavinil vypad-
nuti podstatné ¢asti véty ,Necht lim b = co a b je aZ na koneény podet ¢lent rostouci.“ To, e
pfedpoklad rostouci posloupnosti b je opravnény, je vidét v nasledujicim piikladé, kde b je oscilujici
posloupnosti.

Priklad 1. Posloupnosti a, b:

a; D a; = %
b; : ¢ sudé: b; = HT4
i liché: b; = %
lim b = co
n—oo
a
lim - =1
n—oo b
ai:a; =3
b :isudé: b = —1.
i liché: b; = 2.
. 1
lim b,‘ = —=
i—oo,s sudé 2
. 1
lim b,‘ = —.
i—voo, liché 4

Tedy limita %,’ neexistuje, a tudiz véta bez pfedpokladu rostouci posloupnosti b neplati.
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Véta 7. Stolzova véta:! Nechtlim b = co a b je a# na konecény podet élentt rostouci. Pak existuje-li
lim,, e %: = K (vlastni nebo nevlastni) a lim,, , § = L, je K = L.

Lemma. Je-li
Z d, =0
n=1

a d; je aZ na konecny pocet clent kladny a existuje-li (vlastni ¢i nevlastni)

hman—hmc—":A

n—oo n—oc dn,

lim b, = lim ittt ca

=B
whee T aSedy ¥ dy kb dn

je A= B.

Dukaz. Provedeme sporem. Necht A < B (opacny pfipad vySetfime stejné, poloZenim e, = —e¢).
Pak existuji A < a < 8 < B. Vzhledem k podminkdm existuje q tak, Ze pron > qo je d,, kladné, a
@ tak, Ze pron > qi je & < a. PoloZime ¢ = max(qo, q1). Pak je pron > q ¢, < ad,. Také je

Gttt Gt te
di+-tdn dittdn T
SC1-|-"'-|-Cq_l_ dyy1 +-+-+d,
di+---+da di+---+da
et tg d1+---+dq)
= T as(1-2 T4
di+- +dn ( di+ -+ +dn

by =

Vzhledem k predpokladu je limita pravé strany «, a jelikoZ 8 > «, musi existovat ny takové, Ze
tato pravd strana je pron > no mensi neZ f3, tedy i b, < f3, coZ je oviem spor, nebot’ vzhledem k
lim b,, = B m4 existovat n; tak, Ze pron > ny je b, > 3.

Dukaz véty 7. Plat{

@y o (@ —ana) (G —ng) e a ta, e ta
lim — = lim = lim —7 ; .
nsco by onvee (by —bp1) 4+ (b —bn o)+ by moee b F B s+ by

Podle lemmatu je limita tohoto vyrazu rovna lim b," Lz &eho? jiZ snadno plyne dokazované tvr-
-1

zeni.

V této vét& pouZijeme rozdifené mnoZiny redlnych &sel o {400, —co} tak, jak je popsano v knize
V. Jarnik: Diferencidlni poéet II

4
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Be. Pavel Augustinsky, Doc. Zdenék Dvotdk, Alezandr Kdra, Doc. Jan Mysliveéek, Dr. Michal Tarana:
Zikladni vlastnosti primarni posloupnosti

Vzhledem k tomu, Ze primérni{ posloupnost neni uréena jednoznaéng, znamend [ a = z, Ze (f a)-l—
— 2 = C pro né&jaké C.

Véta 8.

Dikaz.
/a’=/[aa+1—aa]a= [C—ai+a)i=a+(C—ay)
!

(/a) =[C+a+ - +a,)j=[C+a+ - 4a-(C+a+ - +a1)i=a
Z véty 8 a dokézanych vét v sekci ,Zakladni vlastnosti diference“ snadno plynou nasledujici véty:

/(Ka+Lb):K/a+L/b

s obdobnymi disledky pro specidlni volby K, L.

fansfe [ (1)

Dikaz véty 10 obr#ime z véty o diferenci soudinu.

Véta 9. Linearita:

Véta 10. Pravidlo per partes:

Be. Pavel Augustinsky, Doc. Zdenck Dvotdk, Doc. Jan Myslivecek: Refen{ diferenénich rovnic

< ; s - fxx s -1 - -
Véta 11. Diferencni rovnice a’ = ¢ m4 fefenia, = Y .., ¢; + K, kde K je konstanta.

Dukaz. viz véta 8.

Diisledek. Specislnd pro konstantni posloupnost ¢ = C:
an=m-1)C+K

Je vidét, e se jednd o aritmetickou posloupnost s diferenci C.
Véta 12. Diferenénf rovnice a’ = ca m4 fefeni a,, = K [[72] (1 + ¢;), kde K je konstanta.

Dukaz. Prepisme rovnici @ = ca do indexového zépisu
a1 — @ = ¢y
a1 = a;(14¢)

n—1

a, :KH(I-i—c,-)

i=1
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Diisledek. Pro konstantni posloupnost ¢ = C:
a, =K(C+1)*.
Je vidét, Ze se jednd o geometrickou posloupnost s kvocientem C+1.

Véta 13. Redeni linedrni diferencni rovnice @’ + pa + q = 0. Zavedeme substituci a = uv, kde
v; # 0 pro kaZzdé i. Pak rovnice pfejde na tvar

wWo+uv Fpuv+q=0
Wo+u(v +pv)+q¢=0

Zkusime nalézt v tak, aby platilo v' + pv = 0. Z véty 12 vidime, Ze
n—1
Uy = CH(I — &)
i=1

JestliZe ¢; # 1 pro kazdé i, miZeme (s podminkou C # 0) pokracovat dédle. V piipadé, e ¢; = 1, pak
rovnice ma tvar @) +a;+¢ = 0, coZ je a;1 = —¢;. Nyni mame tedy posloupnost v tak, Ze v'+pv = 0,
a miZeme pokracovat feseni zjednodugené rovnice w'v + ¢ =0, kde v, = C [, (1 — &).

Wo+q=0
q
U = — -
v
Cim# ziskdme vSechna feSeni ve tvaru a = uv. Ales

s

Téma 5 — Spratelend Cisla
Doc. Jan Myslivedek:

Na tvod bych uvedl nékolik pravidel, kterd se hodi pro vypodet S(n). Vyjadiime-li si &slo n ve

tvaru
n=phpP... P
kde p1,ps, ..., px jsou navzajem rizna prvocisla a qi,qs,.. ., qx pfirozend ¢&isla v&t¥ neZ 1. Potom
lze S(n) vyjadiit ve tvaru
1 1 1
S(n) ettt -1 o et I
pi—1 p2—1 pr—1

Tento vztah dokéZeme snadno indukci pfes k.

Dale jsem se zabyval problémem, jak nalézt dokonala &isla. UvaZoval jsem Eislo pouze se dvéma
prvoéisly: dvojkou a vhodnym jinym. Navic jsem uvaZoval dvojku s koeficientem ¢ = k tak, aby
-1

bylo 2¥*1 — 1 = p prvoéislo. Potom nastane, Ze = 26+ Vydledek je tedy ptvodni slo n,

—6—
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2_1:2k+1

protoZe jsem dostal S(n) = 2n — n = n. Dokézat, Ze plati Ld , neni nijak obtiZné. Stadi

uvazit, e p* — 1 = (p+ 1)(p — 1) a %e p = 2¥*1 — 1. ProtoZe existuje nekoneéné prvodisel (myslim
si?) ve tvaru p = 2¥*1 — 1, existuje také nekoneéné dokonalych &isel. To také Easteéné odpovidd na
otazku poctu cykld. Téch je také nekoneéné mnoho pro kazdé k. Stadi uvaZovat ay, as, ..., ax rovné
dokonalému é&islu. Ziki

Uloha 4 — Matougova opice

Rozhodli sme sa uvaZovat vieobecne pripad, ked obe opice sa rozbehnii po lane réznymi rychlostami.
Teda aby to bolo trogku zloZitejsie. Snad to nebude aZ tak vadit.

Zrejme plati zékon zachovania hybnosti. Tym, Ze sa opica za¢ne pohybovat, tak zmeni svoju hybnost.
Tato hybnost sa prenesie na lano, a teda na druhi opicu. Predpokladajme, %e lano mé nulovi
hmotnost. Potom plati Ap = m;Av = myv; pre opicu s rychlostou v; a Ap’ = myvy pre opicu s
rychlostou v,. Teda vysledna hybnost oboch opic na lane bude Ap — Ap’ = myv; — myv,. To znadi,

Apee Ap — Ap  mivy — myv,
%e lano (a s nim aj opice) sa hybe rychlostou vyen = Peclk _ 2P P Tt 22

smerom

Sm my + my my + my
k rychlejgej opici.
Teda rychlejia opica ide rychlostou
my
- on — . 1
v — U . (v1 + vq) (1)
Rovnako pre pomalsiu opicu plati
my
on — . 2
vg + v m1+m2(v1+v2) (2)

Pozn. redakce: tato prvoéisla se nazyvaji Mersenove. Uloha o jejich nekoneéném podtu je myslim
zatim otevieny problém.

7



M&M, studentsky asopis pro badani v oblasti matematiky a fyziky Cislo V/3

Tieto rychlosti st rychlosti vzhladom na kladku. Predpokladajme, Ze na zadiatku boli obe opice vo
vyskach hy a hy. Opica 1 prejde cel drahu za Cas

mi+my Ay

me v+

(3)

Druha opica pride ku kladke za as
my+my by (4)
m vty
Teraz stadi porovnat tieto ¢asy. PomalSia opica pride teda o At = t, —#;. Ale to si uZ musite dosadit
sami. Teraz sa poloZme hy; = hs, a tieZ m; = my (inak by sa pri zanedbani trenia stalo, Ze opice by
sa nehybali a lano by zacalo zrychlovat). Dosadenim zistite, Ze sa obe dodplhajt za rovnaky &as.

A teraz sa pozrime na to, ako sa to bude asi spravat v skutoénosti. Pre jednoduchost predpokla-
dajme, Ze vygky aj hmotnosti st rovnaké. Ak uvaZime trenie, tak trecia sila bude vZdy pdsobit proti
pohybu lana, teda rychlost lana bude mengia ako bez trenia. To ale znamend, Ze rychlejsia opica
dosplhé skor. Ak ma kladka nenulovy moment zotrvacnosti, tak Cast energie, ktoré opice konaji,
sa zmeni v rota¢ny pohyb. To za predpokladu, ak na zadiatku bola uhlova rychlost kladky nulova.
KedZe kladku treba este roztacat, tak povraz sa bude pomalSie ,rozbiehat®, a opit bude hore skor
rychlejdia opica. Pre rozliéné hmotnosti a vysky sa zaénli vzorce nehorazne komplikovat, a je dost
tazké sa v nich orientovat. Dokial to naozaj netreba, tak to nepoéitajte, alebo ked uZ, tak pomocou
nejakych numerickych metéd (modelovanie na poéitadi apod.). V pravich sa mdzZete iba ak tak
pomylit. A kludne sa méZe zanedbat rozdiel grav. zrychleni. .. Egte sndd by sa dalo uvaZovat o tom,
%e lano ma urditd hmotnost. Opit sa ndm hybnost rozlozi aj do lana, lano dosiahne rovnomernii
rychlost aZ po uréitom ase, a rychlejSia opica bude prva hore. Stépka a Bzudo
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Uloha 5 — Str& krychli skrz krychli

Jako obvykle nastal pii feSeni lohy problém: zadani bylo nepfesné formulovano. Kvili tomu jsou
spravné obé odpovédi Ano i Ne. Kdo se nad tim zamyslel a prodiskutoval ob& varianty, dostal plny
pocet bodl. Ten, kdo zdtivodnil pouze jednu z variant, byl také néleZit&€ ohodnocen.

Nepfesnost byla ve formulaci tvaru diry. Zadani §lo pochopit tak, Ze se dira musi vyvrtat, tudiz

musi mit vélcovy tvar, ale také tak, Ze ndm jde o ,vyraZeni“ diry libovolného tvaru.

Be. Jitka Poldckovd: Stré prst skrz krk, totiZ stré krychli skrz krychli :-)

Otvor lze vyvrtat, jestlize lze do Sestitthelniku, ktery je kolmym pramétem krychle do roviny kolmé
k jedné t&lesové tihlopfidce, vyvrtat kruhovy otvor — kterym by krychle progla — tak, aby se nedotykal
hran Sestithelnika (jinak by se krychle rozpadla).

Tento 6-tthelnik je samoziejmé pravidelny. Vypoditime r
(polomér kruZnice 6-thelniku opsané, ale i hrana 6-tthelnika):

AAFG:S:%-ra\/g:%-azﬁ :>r:a\/g.

Vypodlitame z (polomér kruZnice 6-thelniku vepsané):

2 2+a2
Sl =24
3 4

LIl )

2
:m:%_

. @
2=
2

Primér kruZnice vepsané tomuto 6-ihelniku je roven sténové dhlopiicce krychle, otvor tedy vyvrtat
nelze, nebot by musel mit piimér pravé onéch av/2 a krychle by se rozpadla.
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Otvor by vsak Sel vyfiznout. Vepifeme-li do 6-ithelniku &tverec, jeho strana je vétsi neZ a. Z obrazku
plyne:

win |
win |

¢l
(1 oa

e}
D
win |

o
Il
[~
S
ﬁy W] el

= av2(v/3 — 1) = 1.035a.

b 1

+
“f&

Tedy b > a, takze lze vyfiznout takovy otvor, aby se krychle nerozpadla, ale stejné velka ji progla.

Robert
Uloha 6 - Lymyta

Tento pfiklad jde feit jednoduse a pochopitelné pomoci integralniho pocétu nebo sloZité, ale pouze
pomoci operaci se sumami. UkaZme si obé Fedeni.

Dr. Antonin Lejsek: Odhad pomoci integrace

Pro urfeni limity si udéldm horni a dolni odhad funkce f(n) = 1+ 35 4+ 55+ ...+ (2n — 1)’“. Pro
horn{ odhad si zvolim funkei f;(2) = (22 — 1)*. Horn{ odhad sumy je pak

(22— 1)k
/fl(m)dm R

Vzhledem k tomu, #e kazdy ¢len posloupnosti 1% + 3% + ... + (2n — 1)* je vét# ne¥ &len piedchoz,
lze pro doln{ odhad pou#it funkei fo(z) = (22 — 3)k. Poatelni (—1)* nehraje v limit& roli. Doln{

odhad je pak

/fg(.’lf)d.’lf = %
Dosadime odhady do limity:
10—
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¢ Horni odhad:

_ 1Y)kt+1 k1 k41 k
L(k) = lim (22 — 1) - Im 2kt _ 2 -
a0 (k+ 1)zkFt! .2 om0 2(k + )2kt k41

Druha Gprava vyplyva z toho, Ze lim, 0o I’—; =0 pro m > n.

o Dolni odhad:

. (2$ __3)k+1 . 2k+1$k+1 2k
Lk)y= 1 =1l = .

Oba odhady jsou stejné, proto L(k) = lekl Po dosazeni k = 4 snadno uréime L(4) = £,

Doc. Zdenék Dvotidk: Odvozeni pomoci sum

Lemma.

(2 - 1) = u(n),

2k

kde Py je polynom stupné pravé k + 1 a koeficient u n**! je 1

Dukaz (indukei).

1. Pro k = 0 tvrzeni plati, nebot > ,(2i — 1)° = 37,1 = n, co? je polynom stupné 1 a
21
2. Necht tvrzeni plati pro viechna &isla mensi ne? k. Pak uZitim binomické véty dostavame:

(1 + 2)k+1 — 1k+1 +(ch1r1)1k21 N _l_(lczl) 119k +2k+1
(3 4 2)k+2 = gkt +(*1)3ka! - (F) 3120 42kH1

(20— 1+ 2= 20 — 104 () 20— 12 4 (1) 20 — 1126124

PovSimneme-li si, %e 1.¢islo v L.sloupci je rovno 2.¢slu v 2.sloupci, 2.¢slo v 1.sloupci 3.&slu v
2.sloupci,. . ., a vyuZijeme-li indukéniho pfedpokladu, miZeme souet téchto rovnosti zapsat
jako

(20 + 15 = 14 2(k + 1)Pufn) +22(’“ : 1)Pk,1(n) N ...+zk(’“ ¥ 1)Pl(n) 421 By(n).

Na obou stranich rovnosti by pred zkracenim vystupoval v souétu jesté vyraz 351 4 51 4
+ 7T L (2n— 1) =370 (28 —1)FHL. Tato &sla z 1. a 2. sloupce tabulky se navzéjem
vykrati.

Pfevedeme-li kyZeny vyraz na druhou stranu, odvodime

k+1
2(k +1)Pe(n) = (20 + 1) = "2 (k Jlr 1)P,C+1,,-(7z) —1.

11—
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Polynom na pravé strané je podle indukéniho piedpokladu stupné k + 1 a koeficient u n*+?
ma 25t z Zeho¥ plyne dokazované tvrzeni.

Podle lemmatu je

kRl ko aont k k k
. Bn) . k2+1" + D im0 i e 2 k1) _ 2
P = S = SRt ) TR
tedy specialng L(4) = 8. Aja

Uloha 7 — Rychleji nez svétlo
Housték: (upraveno a doplnéno osvétlujicimi pozndmkami)

Zvolme kartézskou soustavu soufadnic tak, Ze pozorovany objekt je v podatku a pozorovatel v bodé
[R,0]. SloZky rychlosti objektu jsou pak % =wvcosy a % = vsinp (pozn. pro neznalé diferencidl-
niho podtu: de predstavuje malou zménu velidiny z; pokud by vdm to mélo ¢init potiZe, pfedstavte
si prosté Az). Objekt, ktery je v Case t vzdilen od pozorovatele r, zaznamenda pozorovatel v &ase
¥ =t 4 L (signél se pohybuje rychlosti svétla). Pozorovana te¢na rychlost je pak v, = % (pozn.:
rychlost, kterou naméfime, tedy neni skutecna rychlost objektu, ale je dina tim, za jak dlouho k
ndm dojde svétlo od objektu, vyslané jim z rdznych mist). Vyjadiime dt' = df + %dr, dr = —de =
= —vcospdt a dy = vsinp dt. Po dosazeni dostavame:
o = vsing
1—Zcosyp

Pozn. toto je vysledek, ktery jsem po vas chtél, zbytek u# je jen diskuse tohoto vztahu.

Oznadime-li 8 = ¥, B, = %, pak
sin
g = Psine
1—fBcosy

1)

Pozn. jestliZe se k ndm objekt piiblizuje, tj. p € <0, g), pak svétlo, které objekt vysle v pozdéjsim
Case, musi urazit kratdi drdhu, ne# svétlo vyslané diive. Vysledkem je zdanlivé zvétieni rychlosti
objektu, jak ndzorné ukazuje vzorec (1).

Z (1) snadno vyjadiime f jako funkci 8; a ¢ (viz obr. 1, resp. obr. 2 — zdvislost v polarnich
soufadnicich 8 a ¢):

s 6
T sing 4 Bicosp 1+ B2 sin(p + arctgﬁt)-

(2)

ProtoZe je (jak se lze presvéddit) §; rostouci v 3, lze podminku, aby pozorovana rychlost byla v&ts
nez By, psat ve tvaru B > Bo/(siny + B cosy), specidlné pro rychlost svétla (8 = 1) méame:

1 1
> = = .
sing +cosp  /2sin(p 4+ I)

—12-
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Minimalni rychlost B,,:n, pro kterou lze jesté pozorovat teénou rychlost 3;, dostaneme zfejmé pro
takové ¢, pro které nabyva sin(p + arctg B;) ve jmenovateli (2) maximélni hodnoty 1, tedy ¢ =
= arccotg ;. Pak je Bmin = B:/(+/1 + B2). ProtoZe B; je rostouci v B, je zdroveir B; maximalni
tetnd rychlost, kterou lze pozorovat objekt pohybujici se rychlosti Bpin, tedy, vyjadiime-li §; (viz
obr. 3):

B

tmaz — T ——— 3
ﬁ, \/ﬁ ()

Je zajimavé, Ze pro § — 1 roste B mqy nade vechny meze. lze tedy teoreticky pozorovat libovolné
vysokou te¢nou rychlost 3;.

Nyni uvaZujme piipad dvou téles, ktera se pohybuji od sebe stejnou rychlosti 3, jedno pod thlem
@ € (0,%) (jeho pozorovanou teénou rychlost oznaéme f;1), druhé tedy pod ihlem @ — ¢ (te¢na
rychlost B3;2). Pro tyto rychlosti podle (1) plati:

Bsingp Bsinp

Pn=—"7—"", Bro=——F7——.

1—fBcosy 14 Beosy

Snadno vyjadiime, Ze ;7 + i = ﬁs?ncp a ﬁ—; — Th = é. Odtud jiz dostavame:
11
2841 Bra 4t (E ﬁﬂ)
@ = arctg B — B f="t—F—"7T"—. (4)

11— Pr2 e T 5.

Ze se nejedné jen o teoretickou h¥icku, lze ukizat na méfeni z roku 1994 provedena na radiovych
vlnach emitovanych sloZzenym zdrojem z nadi Galaxie. Pfijimac byl naladén na Siroké pasmo radi-
ovych vln, jejichZ vlnové délky jsou nékolik centimetri. Dva objekty se pohybovaly od spole¢ného
centra, které se predpokladalo pevné. Vzdalenost k centru byla stanovena na R = 12,5 kpc.

Uhlova rychlost objektd byla zm&fena na 7,9 mas/den a 17,3 mas/den (as — v astronomii pouZivana
zkratka pro dhlovou vtefinu). Snadno dopoéitame, Ze zdanlivé rychlosti jsou 8y = 1,25 a B =0,
57. UZitim (4) dostaneme 8 = 0,87 a ¢ = 64°.

A perlitku nakonec. Vzorec (1) lze velmi p&kné interpretovat graficky. Oznaéme X koncovy bod
vektoru @ rychlosti objektu. Déle na ose 2 vezméme bod C[e, 0]. Jesté oznacime X' priseéik piimky
CX s osou y. Pak je v; = |OX’|. Je dobfe vidét, Ze pro v <« ¢ je pfimka CX skoro rovnobé&Zni
s osou z, v; je pak y-ova slozka .

13-
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Obr. 1

Obr. 2

~14-
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Obr. 3

Komenta¥. Jan Housték byl bohuZel jediny, kdo tuto tlohu vyfedil. Vétsina z vas se snaZila poditat
ithlovou rychlost objektu po obloze za predpokladu, Ze béhem pozorovani obéhne dostateéné velky
ithel. Pak jste predpoklidali, Ze astronom poditd ihlovou rychlost jako jakousi stfedni hodnotu
— vezme celkovy uraZeny thel po obloze a vydéli jej celkovou pozorovaci dobou. SloZku rychlosti
objektu kolmou ke spojnici se Zemi pak najde jako soudin této iihlové rychlosti a vzdilenosti objektu
na zaldtku pozorovéni (kdy¥ uZ objekt obéhl dostatecné velky thel, tak se jeho vzddlenost od Zemé
mohla taky podstatné zménit). Zadany vysledek tak sice skuteénd vydel, ale ponékud nespravnym
zpiisobem. Pri méfemi je totiZ treba brat vZdy tak kritky casovy interval, aby vypoctenou rychlost
bylo moZno povaZovat za okamZitou, nehledé na to, Ze vzhledem k velké vzdilenosti objektu by se
astronom asi dost nacekal, neZ by onen objekt po obloze obéhl tak velky thel (viz. konkrétni dhlové
rychlosti fddu mas/den). Tomd3

15—
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Cislo V/3

Témata |Rekreacky
[Pofadi | Jméno Skola 3= , |2 4 5|4 56 7 |5,5,
1. | Doc. Zden&k Dvorik 120 24 1 53] 33 74
2. | Doc. Jan Mysliveéek 170 16 9|3 3 2| 33 68
3. | Dr. Michal Tarana 5513 8 5 23 36
4.-5. | Dr. Lenka Zdeborova 77 533 2| 13 28
Dr. Antonin Lejsek 63 52 4 11 28
6. | Bc. Jitka Polackova 15 6 10 25
7.| Mgr. Tomag Svatoil 21 2 4 6 19
8.-9. | Bc. Pavel Augustinsky 16 12 12 17
Jif{ Chaloupka 5 533 1| 12 17
10.-12. | Dr. Robert Vacha 54 0 13
Stanislava Kuckova 0 15 2| 13 13
Jan Novotny 0 4 5 4 13 13
13.-16. | Bc. Robert Hanys 10 0 10
Be. Veronika Deckerova 10 0 10
Dr. David Holec 96 4 105 10 10
Mgr. Pavel Moravec 30 0 10
17. | Mgr. Vladislav Vélek 39 0 9
18. | Lada Oberreiterova 8 0 8
19. | Jan Houstek 0 7 77
20. | Alexandr Kéra 0 6 6 6

Uzavérka 4. &sla M&M:?

Adresa redakce:

1. bfezna 1999

Tomas§ Brauner, A1721
VSK 17. listopadu
Patkova 3

182 00 Praha Holedovice

3 Zadani bylo vydano spolu se zaddnim 2. série, vSichni byste ho mé&li mit u sebe, takZe

ho nebudeme znovu pfetiskovat.
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