M&M, studentsky asopis pro badani v oblasti matematiky a fyziky Roénik IV Cislo 4

M&M Cislo 4 rocnik IV
Ahojte Fegitelé!

Konelné& vydlo nové ¢islo! Do konce roku planujeme je$té jedno paté &islo, ve kterém se vytiskne
definitivni potadi fediteld za tento rocnik. Vyjde pfed koncem gkolniho roku.

Letni soustfedéni se bude konat od 19. do 26. &ervence (tedy o prazdninédch!) v chaté na Maridnské
v Krugnych horach. Viichni jste samoziejmé zvani. Pouze v pfipadg, Ze by pofet zdjemcl presahl
kapacitu chaty (ktera je asi 38 lidi, ale moZna ji nebudeme mit celou pro sebe), vybereme ty nejlepsi
fesitele. Po zkuSenostech z lofiska v8ak tuto moZnost nepfedpoklidame.

Proto vas prosim, abyste nam pfedbéZné napsali, zda byste mé&li zijem soustfedéni se ziastnit.
Definitivni pfihlagka vam bude poslina v dal¥{ sérii. Ted s tim je$té nemusite spé&chat, ale &im d¥ive
bude znat vafe ndzory (napf. tenhle termin se mi viibec nehodi), tim lépe. Napidte prosim také
. . . v 1 D

informace o vas pro nas — napf. co byste chtéli na soustfedéni slySet &i proZit a naopak, co byste
byli schopni ostatnim nabidnout.

Mo#na jste si v8imli, %e se vzhled &asopisu trochu zménil. Aplikujeme mensi typografické zmény,
v . v e .y . , . o e s v

nasim cilem je zvySeni {itelnosti ¢asopisu. Zatim nejsou zmény definitivni. Napidte nam, jaky méte
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na novy vzhled nazor. Co se tyce loga, omlouvame se, ale letos asi Zadné logo nevybereme. Zadné

z nich nebylo tak pfenddherné, Ze by piehlusdilo vechna ostatni a oby¢ejné logo se nam zatim kreslit

nechce. redaktofi dasopisu

Téma 3 — Dlazdéni
Mgr. Lenka Zdeborovd: ... a zase to dlaZzdéni

Omluva redakce. BohuZel nebylo v mych silich prekreslit v§echny doprovodué ilustrace, myslim
viak, Ze vyklad bude snadno pochopitelny i bez nich.

Podle zadani uvaZujeme pouze periodicka dlazdéni, tj. ta dlazdéni, ktera jsou generovana dvouroz-
mérnym posunutim jedné kosti¢ky. Na pohled se tato dlaZdéni mohou skliddat z vice typt kostiéek.
Proto zavedeme pojem dlaZdice, dlazdici budeme nazyvat skupinu kostiéek, ktera se v dlaZdéni pe-
riodicky opakuje a navic ji lze posunout tak, aby splyvala postupné s kaZdou svou sousedni dlazdici.
Takovych dlazdic je oviem v danych dlaZdénich mnoho, uvaZujme vidy jen nejjednodusdi z nich
(sloZenou z minimalniho po¢tu kosticek).

Nyni se pokusime kaZ%dé dlaZzdéni zjednodusit. Uréime si néjaky dominantni bod u dlaZdice (napf.
néktery jeji vrchol) a u sousednich dlaZdic tyto body spojime. Tuto novou sit nazveme zdkladni sit
dléZdéni. Nyni dlaZzdéni rozdélime na 2 zakladni skupiny:
i Zakladni sit se sklada ze 4-thelnikd, v jednom bodé& se stykaji maximalné 4 dlaZdice, kaZda
dlaZdice m4 4 sousedy.
ii Zakladni sit se sklada z 3-Ghelnikd, v jednom bodé se stykaji maximalné 3 dlazdice, kaZzda
dlazdice ma 6 sousedd.

_1-



M&M, studentsky asopis pro badani v oblasti matematiky a fyziky Roénik IV Cislo 4

Poznamka redakce. Zikladni sit dldZdéni je viastné dudlni graf ke grafu dldZdéni: stény se stanou
vrcholy, sousednost kosticek je vyjadiena propojenim vrchold, z vrchold budou stény duédlniho grafu.
Nesouhlasim s tim, Ze by zdkladni skupiny byly 2. Myslim si, Ze budou nejméné 3, jako skupinu III
bych navrhoval zikladni sit’ sloZenou z 6-thelniki.

Skupinu I rozdélime podle tvaru 4-thelnik:
Iy. Ctverce
Iﬁ' obdélniky
Ly. kosoctverce

Ig. rovnobézniky

Skupinu II rozdélime podle tvaru 3-thelnikd:
II,. rovnostranné

11 8- rovnoramenné pravotihlé

ILy. rovnoramenné

II5. pravotihlé

II-. obecné

V kazdé skupiné miZeme jednotlivé druhy vice specifikovat uréenim, podle kolika os je soumérna
kazda dlazdice. Osy soumérnosti uréujeme samoziejmé u pivodni dlaZdice, nikoliv u zdkledni sité
dlaZdéni, podle této sité uZ jsme dlaZdéni do skupin délili.

Skupina I,: &tverce

1. soumérné podle 4 os (vodorovna, svisla, 2 §ikmé),
2. soumérnd podle 2 os (vodorovnd, svisld),
3. soumérné podle 1 osy,

4. nesoumérna

Skupina Iz: obdélniky

1. 2 osy soumérnosti,
2. 1 osa soumérnosti,

3. Zadna osa soumérnosti

Skupina I,: kosoétverce
1. 2 osy soumérnosti,
2. 1 osa soumérnosti,
3. Zadna osa soumérnosti
Skupina I;: rovnobé&iniky

1. Zadné osa soumérnosti
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Skupina 1,: rovnostranné
1. dlaZdice ma 6 os soumérnosti (pravidelny 6-thelnik),
2. dlaZdice ma 2 osy soumérnosti (dlaZdice je obdélnik, jednotlivé fady nad sebou jsou proti sobé
posunuty),

3. dlaZdice mé 1 osu soumérnosti (tvar jako 2.),
4. dlaZdice nem4 %adnou osu soumérnosti (tvar jako 2.)

Skupina IIs: rovnoramenné
1. dlaZdice ma 2 osy soumérnosti (dlaZdice je obdélnik, jednotlivé fady nad sebou jsou proti sobé

posunuty),
2. dlaZdice ma 1 osu soumérnosti (tvar jako 1.),

3. dlaZdice nema %4idnou osu soumérnosti (tvar jako 1.)
Pozndmka redakece. Do skupiny I1Ij druh 3. bude zi'ejmé patiit i dldZdéni z minulého ¢isla M&M.
Myslim to dldZdéni, které jsem uved! jako protipiiklad vedle tabulky ,viech® dliZdéni. Problém této

klasifikace je, Ze je pfili§ hrubd pravé pro toto dldZdéni — je totiZ hdzeno do 1 pytle spolu s dal§imi
nepravidelnymi dldZdénimi, zanedbdvé se u ni symetrie rotace o 90°.
. . 112 /[ T
Skupina II,: rovnoramenné pravouhlé el N
- / [
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Skupina 15 pravoihlé
1. 2 osy soumérnosti dlaZdice (obdélnik),

2. 1 osa soumérnosti dlaZdice,
3. Zadna osa soumérnosti dlazdice

Skupina II.: obecné
1. 4 osy soumérnosti dlaZdice (¢tverec),

2. 2 osy soumérnosti dlazdice (obdélnik),

3. 1 osa soumérnosti dlazdice,
4. zadna osa soumérnosti dlaZdice
Sectenim vech druhd u vdech skupin dojdeme k zavéru, Ze existuje 11 4+ 18 = 29 skupin. Postup

pfi zafazovani dlazdéni do urdité skupiny je nasledujici:

1. nejprve uréim zdkladni dlaZdici,
2. na ni vyberu 1 bod a nakreslim zdkladni sit dldzdéni,
-3
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4. podle os soumérnosti uréim druh v dané tiidé&.

Zavér redakce. Ackoliv mi tento postup vyde uvedené slabiny, myslim, Ze je velice zdafily,
nebot charakterizuje obecnou metodu, podle niz Ize pfi hledani skupin dldZdéni snadno postu- ﬁ
povat.

Téma 5 — Pokus R. P. Feynmanna

Na toto téma pfiglo né&kolik odpovédi, ale bohuZel vétdina z téch, ktefi poslali néjaky védecky
pfispévek, pouze odhadli, jak by mohla Feymannova trubka to¢it a nedokizali uZ svoji domné&nku
podlozit né&jakou teorii. Ostatni sice vypracovali teoretické modely, ale protoZe v nich bylo mnoho
chyb, nepovazuji za rozumné je v tomto Cisle zvefejiiovat. Vyskytla se i jedna experimentéarorka,
vysledky jeji prace budou zvefejnény v dalim éisle s vagimi novymi pfispévky na toto téma. ProtozZe
jste pfi tvorbé svych teoretickych modelt délali chyby zvlast€ kvili tomu, Ze jste misto zakonu
zachovani momentu hybnosti pouZivali zdkon zachovini hybnosti, rozhodl jsem se sim néco na
toto téma napsat. Na zavér ¢lanku jesté pfidavam par otazek k této problematice, na které miZete
odpovidat v rdmci tohoto tématu. Jinak stile vitdm pi{spévky na plvodni téma (Feynmannova
trubka). Prozatimni skére toho, kam se bude trubka tofit je 4:2. Stejnym smérem, jako kdyZ je
voda vystiikovana, se bude to¢it podle nizoru Zuzeny Kovddikové, Dr. Stépdnky Kuckové, Doc.
Jana Mysliveéka a Be. Pavle Nedase, opadny smér preferuji naopak Mgr. Robert Vicha a Doc. Jan
Myslivecek (ktery uvadi, Ze smér otaceni zavisi na okolnostech).

Hybnost versus moment hybnosti

Kazdy urdité zna piiklad, ve kterém se z pugky stteli do pytle s piskem visicim na provazu. V piipadé,
%e kulka zlistane v pytli, pak z jeji hmotnosti m, hmotnosti pytle s piskem M, délky provazu a
vychylky pytle po zdsahu miZeme uréit podateéni rychlost kulky. Je-li »; je rychlost kulky pied
narazem a vy po narazu (urdit v, je malitkost), pak v, vyjidiime ze zdkona zachovani hybnosti
ZZH jako

M+m
v = Va.
m
%] %]
A
A
w||f M
+
m
=g =] o - -

Chbr 1. Waraz kully do prlma, soustava kulka-prine po naraz
ziskd moment hybnosti o+ med? {I=1/3 M)

Nyni budeme misto do pytle stiilet do prkna, které je upevnéno za jeden konec a kolem tohoto
konce se miiZe volné otadet (viz. obr. 1). Prkno m4 hmotnost M a délku I. V tomto pfipade bychom
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se ZZH moc neuspéli, protoZe prkno nemiZeme nahradit hmotnym bodem jako v pfedchozim pfi-
padé. Musime tedy pouZit zikon zachovani momentu hybnosti ZZMH. Moment hybnosti uréitého
hmotného bodu se da vyjadfit jako vektorovy soufin ramene a hybnosti, tj. Mhgtnosti = 7 X p, 7
je rameno momentu hybnosti, tedy vektor s podatkem v ose oticeni a koncem v hmotném bodé&,
ktery ma hybnost p. Na stfednich Skolach se momenty hybnosti vé&tdinou nepoditaji vektorové, ale
jako soudin hybnosti a efektivniho ramene (coZ je kolmé vzdalenost hmotného bodu od osy vektoru
hybnosti). V podstaté postupujeme stejné, jako kdyZ se po¢itd moment sily. Pro téleso, u kterého
uvaZujeme tvar, uréime moment hybnosti tak, Ze si téleso rozdélime na elementy a se¢teme momenty
hybnosti jednotlivych elementd. Je-li m; hmotnost a r; vzdélenost elementu od osy otadeni a téleso
se v uritém okamZiku otadi kolem této osy tithlovou rychlost w, pak v tomto okamZiku ma moment

hybnosti
Migbnosti = Z mvr; = Z my{wr)r = w Z mgr? = wl.

Ve vzorci miizeme nahradit sumu souéinu hmotnosti a kvadratu ramene vem zndmym momentem
setrvacnosti I. Dale plati zakon zachovani momentu hybnosti ZZMH: soudet momentt hybnosti
. . o sz . T o no o .
izolované soustavy zlistava zachovan. Pisobi-li na téleso moment sily ,je zména momentu hybnosti
v Case v diferencialnim tvaru Mgy = iMhybnosti.

Nyni se vratme k tloze s prknem. Musi platit ZZMH: pfed nérazem je prkno v klidu, moment
hybnosti prkna je nulovy, kulka ma hybnost mv; a délka ramena je [ (pfi ndrazu na dolnim konci
prkna), takZe celkovy moment hybnosti soustavy pied ndrazem je mwv,l; po nirazu zlstiva kulka
v prkné, takZe moment setrva¢nosti prkna s kulkou je LMI? + ml?, a je-li okamZit4 thlova rychlost
po narazu w, je celkovy moment hybnosti soustavy po narazu (%Ml2 + ml2) w. Urdit okamzZitou
ihlovou rychlost tésné po narazu z vychylky prkna « je pro kaZdého jisté mali¢kost. Vypodteme
tedy podatedni rychlost kulky v; jako

mul = (%Ml2 + mlz) w

1
—MP + ml2)
v = I
ml

Obr. 2: Kuliéka na niti

Zkusme vyfesit jiny pfiklad. Kulicka o hmotnosti m, upevnénd na neroztaZitelném a dokonale
hladkém a ohebném vlikné prochizejicim stfedem trubky, se pohybuje kolem trubky po kruZnici
o poloméru 7 (viz. poloha I. na obr. 2) hlovou rychlosti w;. VtaZenim vlikna do stiedu trubky
zmen§ime polomér kruZnice, po které kulicka obih4 kolem trubky, na %r a tihlova rychlost kulicky
vzroste na wy (viz. poloha II. na obr. 2). Otézkou je, jakd bude thlova rychlost w, kuli¢ky po vtaZeni
nité do trubky.
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V zésad& se nabizeji dva postupy, jak piiklad fegit — bud ze zikona zachovani mechanické energie
ZZME nebo ze zakona zachovani momentu hybnosti ZZMH. Problém je v tom, %e ob&éma postupy
dojdeme k riiznym vysledk@im. Spatny je postup vyuzivajici ZZME, proto¥e tim, #e vtahujeme nit
do trubky, koname prici, a proto zde ZZME bez zapoditini price potiebné na vtaZeni nité do
trubky a zménu polohové energie neplati. Ze ZZMH dostdvame rovnici mw;r? = imwﬂﬂ, tedy
Wy = 4&)1.

Obr. 4 Voda vytéka z S-trubky

Posledni piiklad, ktery se zde budeme rozebirat, je otaceni trubky tvaru S, ze které voda vystiikuje
ven (viz. obr. 4). Bude nds zajimat, jak velky moment sily S-trubku rozti¢i. Do soustavy shora
vtékd voda a na konci svislé trubky se rozdvojuje na dva proudy, které pokraduji obémi konci
S-trubky. V misté, kde se voda rozdvojuje, a ve svislé trubce ma voda nulovy moment hybnosti
(také jeho rameno je nulové). Vyteée-li z trubky voda o hmotnosti m, rychlosti v, ve vzdalenosti
r od osy a trubka ji% rotuje rychlosti w, pak mé voda moment hybnosti m (vsina —wr) r. Voda
sice vytéka rychlosti v z trubky, ale jeji sloZka kolma na rameno je vsin « a jelikoz trubka zaroveii
rotuje opa¢nym smérem i s vodou, ktera ji protéka, je tfeba odedist rychlost wr — ta je jiZ kolmé na
rameno. ProtoZe plati ZZMH a voda méla na zaditku moment hybnosti nulovy, zméni se moment
hybnosti S-trubky o —m (v sin & — wr) r. Hmotnost vody, kterd vytede za maly Casovy okamZik dt,
je dm = vpSdt, kde p je hustota vody a S prifez trubky. Moment sily pisobici na trubku uréime
ze zmény momentu hybnosti trubky b&hem &asu podle vzorce:

d dm .
Mgy = aMhybnosﬁ =4 (vsina —wr)r =
_ (vpSdt)(vsina — wr)r

= v(vsin o — wr)pSr.

dt

Pokud zanediame odpor vzduchu a tfeci sily v misté rotace, vidime, Ze moment sil bude nulovy
pravé tehdy, kdyZ plati vsin o = wr. Z toho plyne, Ze se dthlova rychlost rotace S-trubky ustali
na w = Zsino. Cheeme-li spolitat thlové zrychleni béhem faze, kdy se trubka roztd¢i, miZeme
pouZit nasledujici vatah (za Murdngeh si miZeme dosadit moment tfecich sil a moment sily odporu
vzduchu):

_ Msily — Mbrzdn)’lch sil Msily — Mbrzdn)’lch sil

I Itrubky + Ivody

Nesmime zapomenout, %e moment sil neroztaéi samotnou trubku, ale i vodu, ktera v ni zrovna
(1 M ; o S vy .
protéka, takZe musime zapoéitat moment setrvaénosti trubky véetné vody v ni.

Doufam, Ze diky pfedchozim pfikladim budete piidté jiZ vichni schopni odpovédét, kam se bude
Feynmannova trubka todit a budete v&dét pro¢. Proto odekiavam zéplavu feSeni. Dile se miZete
zamyslet nad nasledujicimi otazkami. Odpovidat na né mbZete v ramci tohoto tématu.
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Obr 3. Kulitka se kutall kanlkerm tvary pillnugnic
se mmedujicim se poloméretn

(a) Pro¢ ma vrtulnik dvé vrtule? K &emu je velka vrtule a k ¢emu mald?

(b) Na obrazku &. 3 vidite spirdlovity kanalek, ktery je sestaven z pilobloukd, u kterych se zmen-
guje polomér. Nésledujici ptiloblouk ma poloviéni polomér pfedchoziho piloblouku. KdyZ na
vnéjsi konec takového kanalku poloZime kuli¢ku a udélime ji takovou rychlost, aby putovala
kanalkem ke stfedu, bude se jeji rychlost zvétSovat podle zikona zachovani mech. energie
(nedochézi k Gbytku energie). Kdybychom rychlost poéitali podle zikona zachovani momentu
hybnosti, dogli bychom k jinému vysledku, ktery je $patny. Pro¢ zde neplati ZZMH?

Téma 6 — Destrukce

Karatista

Na namét karatista rozbiji cihlu piiglo nékolik p¥ispévki. Ve dvou z nich autofi poditaji, jak velkou
silou musi karatista prastit do cihly, aby praskla. Zpisoby vypoctu se lii, a proto zde pro srovnani

uvadime oba dva.

Tomds Svatori: Lamani cihel

Ohr. 1: Na cihlu o rozrmérech
axb xc plisohime silou F

afl+z)
Cor 2: Urfeni maxirndlntho prihybu 41 gy,
¥ zavislosti na maviredinira relattmit
prodlouzent spodni fésti cibly &
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Autor pouZil pro vypoéet sily pfi lamaéni cihly néasledujicich vzorct (neuvadi, jak k nim dospél):
M
Omez =
Wo

1
Wo = 6b62’ (prifezovy modul pro kvidr)

1
M= ZFG’ (ohybovy moment)

kde a, b, ¢ jsou rozméry cihly (viz obr. 1), F sila, kterou plisobime na cihlu, ome, = 22 MPa je pevnost
cihly (maximaln{ te¥né napéti, které cihla vydrzi). Prifezovy modul W a ohybovy moment M jsou
urdeny vzorci vyse. Z téchto vzorcli vyjadfime silu potfebnou k rozbiti cihly:

P 20’mezb02’
3a
coZ ¢iselné pro cihlu o rozmérech a = 25cm, b = 10cm, ¢ = 7cm a Ome, = 22 MPa déava potiebnou
silu:
F =28kN.

Tento vysledek je fadové spravny, je v8ak otdzkou zda dokaZe ruka nirazem vyvinout takovou silu,
aby cihlu zlomila.

Doc. Pavol Habuda: Hai! — Addd...

Doc. Pavol Habuda také fesil problém, ve kterém karatista rozbiji cihlu. Karatista si polozi cihlu
na dva upevnéné tramy a sekne. Ozve se zapradténi a karatistu odvazi sanitka (pravdépodobné sam
Doc. provedl experiment). V opa¢ném piipadé se zlomi cihla, tak jak to byva v americkych filmech.
Doc. Pavol Habuda se dile zabyva timto pfipadem.

V momenté, kdy karatista udefi rukou do cihly, se cihla a kost zaénou deformovat. Vrchni ¢asti
cihly se zkracuji a spodni prodluZuji, tj. cihla se prohgbd. V okamZiku, kdy spodni vrstva prekro¢i
svoji mez pevnosti v tahu, cihla se rozbije. Prihyb cihly Ah (viz obr.2) je zdvisly na sile F, kterd
na cihlu pisobi podle vzorce

Fa®

A8EI
Rozméry cihly a,b,¢ a sila F' maji stejny vyznam jako na obr. 1, E je Younglv modul pruZnosti
v tahu, I je plodny moment setrva&nosti (pro cihlu I = ﬁbce‘) & Ome; j€ pevnost cihly v tahu. Kdyz
prithyb cihly doséhne velikosti Ahmay, cihla praskne. Vyjadieme mezni silu Fi,y, kterou cihla vydrii
jako:

Ah =

AE AR pabe®

Frax = 3

a

Nyni musime uréit maximaln{ prihyb cihly Ahp,, z maximalniho relativniho prodlouZeni spodni
Casti cihly €. Podle obr. 2 plati nasledujici vztahy:

ozg = ca, (prodlouZeni spodni &asti cihly)
% R sin% = \/7'2 —(r — Ahpae)? /7 & \/QAhmax/r, (Pythagorova véta)
_ amez
Ecihly

Z &ehoz nam vyjde:

8-
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ca?

Ahmax = -
4c

Dosazenim do vzorce pro mezni silu F,, dostivime

 4EAhpabe

3

Trmesb?
Fmax = .

a a

(iselné pro hodnoty ¢ = 25cm, b = 10cm, ¢ = 7cm a ome, = 22MPa, E = 7 - 10'° Pa vychézi:
Frax = 43kN,  Ahpa = 0,07mm.

Dale Doc. Pavol Habuda zkusil uréit rychlost, jakou by se ruka musela pohybovat, aby pfi narazu
vytvorila silu 43kN. PouZijeme vétu, kterd ik, Ze zména hybnosti za ¢as je rovna sile, ktera tuto
zménu zplsobila. Ruka pohybujici se rychlosti » mé hybnost p = mpav. Pfedpokliadejme, %e béhem
narazu na ni ptsobi konstantni sila proti sméru ptivodniho pohybu tak dlouho, dokud se jeji hybnost
nezméni na nulovou. Tato sila bude zpomalovat ruku konstatnim zpomalenim Fioax/myuky po draze
délky Ahmax, tj. Abmax = Fmaxt?/2m. Spole¢n s rovnici Fax = p/t = muu,v/t mizeme urdit
rychlost ruky, potfebnou aby pfi narazu vyvolala silu Fyay:

Fmax _ Mruky?
t
1 Froaxt?
Ahmax =5
2 m

2- Ahma.x-F|max
V=g
Mruky

Cliselné pro My = 1kg a vypocitané hodnoty Ahmay = 0,07 mm a F.x = 43kN vychézi potfebnd
rychlost ruky k rozdrceni cihly

v=2,5m-s".

To neni mnoho a vypada to, Ze lamat cihly miZe kazdy. Musime si, ale uv&domit, %e stejna sila jako
na cihlu (43kN) pisobi i na nafi ruku a ne kaZd4 ruka snese silu 43kN. Z toho plyne, e karatisti
nemusi trénovat ani tak ten $vih rukou, jako spiSe opracovat si kosti, aby byly tvrdé.

Doc. Pavol Habuda: Meteoroidy, meteroity, meteory

Ohr. 3: Pt lodi s "krdtery" po meteoritech

Doc. Pavol Habuda se dale zabyval mikrometeority, které predstavuji velké nebezpedi pro vesmirné
lodé, protoZze mohou narufit jejich plagt. Pfedpokladé, Ze energie leticiho mikrometeoritu se po
narazu z jedné desetiny pfeméni na teplo, které roztavi plast. Dale pfedpoklada, Ze rychlost gifeni

9
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tepla vedenim je zanedbatelna, takZe po nérazu se na plasti lod€ vytvori kréater, jehoZ velikost
je uréena mnoZstvim kovu, ktery byl roztaven (viz. obr. 1). Kratery necht maji tvar polokoule
o poloméru r, a pokud by polomér krateru prekrodil tloustku plagté h, dojde k prodé&ravéni plasté.
Doc. Pavol Habuda se pokusil urdit, jak velky meteorit musi byt, aby prodé&ravél plast lodé.

Necht mg je hmotnost meteoritu, hustota p, pocateéni rychlost v, koeficient pfemény kinetické
energie na teplo k = T10= m hmotnost vytaveného kovu z kriteru, p,, hustota kovu plasté lodi, ¢,
tepelna kapacita kovu, z neho? je plast lodi, I; skupenské teplo tani plagté lodi, AT teplota tani
plasté lodi minus teplota plasté lodi, A tloustka plasgté lodi. Aby meteorit prorazil plagt lodé, musi
roztavit kov o objemu Zrh® (poloviéni objem koule), tedy dodat energii E = m(e,AT + ) =
= %whe‘pm(c,,AT + ;). Meteorit ma kinetickou energii By = %m0v2. Tedy za predpokladu, Ze se
jedna desetina kinetické energie pfeméni na teplo dodané na taveni plasté, plati E = kEy. Z toho
vychézi kritickd hmotnost meteoru

_ éﬂ'hapm (e AT + 1)
3 kv?

Pro kamenny meteor p = 3000kg-m=3,v = 30km-s™', h = 2cm,l; = 400k]-kg ', ¢, = 4527-
kg™ K AT = 1800K, p,, = 7800kg - m> vychézl kriticki hmotnost meteoritu a jeho polo-

¥
mer:

mo

my =3,5mg, 7y =06,5mm.

Z vypoétu plyne, %e Sestiapiilmilimetrovy sut¥ik letici rychlost{ 30km-s~! dokaZe znidit vesmirnou

lod.
Tomas Svatori: Ohybani tyce

Tomas Svatori vypodital, jak velkou silou musi ¢lovék ohybat ocelovou ty¢. AniZ by uved! literaturu,
pouZil vzorch ¢ = M/Wo, M = LFIL,W, = Lad®, kde M je ohybovy moment, F sila, kterou ty&
ohybame, [ je vzdalenost mist na ty¢i, kde na ni pisobime silou — napfiklad ohybame-li ty¢ pfes
koleno (jako se lame chrasti), je I vzdalenost rukou na ty¢i, Wy prifezovy modul, d primér tyle a
o pevnost oceli v ohybu (zde ¢ = 400 MPa). Z téchto veli¢in vyjadfil silu jako

ndia

F=—
81’

tj. pro ohybani tyfe o priméru 1cm pii uchopeni rukama 130 cm od sebe mu vy$la potfebna sila
F =120N.

Mygr. Zdenék Duvofdk: Rozbiti atomu olova

Mgr. Zdenék Dvotdk se zajimal o to, jak velkou silou bychom museli udefit desetikilovym kladivem
do olovéné desti¢ky (konkrétné izotop 20sPb) za pfedpokladu, Ze vegkerd energie dodand desti¢ce
narazem kladiva bude pfedana jadrim atomi olova. Uvadi, %e k rozbiti jednoho atomu potiebuje
stejné mnoZstvi energie, jako je vazebna energie jadra pfipadajici na jeden nukleon.

Z hmotnostniho schodku urdil vazebnou energii jadra jednoho atomu olova:
Am = Zmy + (A — Z)Ym, + Zm, — A,m, = 4222107 kg
B = Ame? =3.795-107107,

—10-
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kde Am je hmotnostni schodek jadra atomu olova, Z protonové éislo olova, A nukleonové &slo
olova, m, hmotnost protonu, m, netronu, m,. elektronu, m, atomova hmotnostni jednotka a E,,
vazebna energie jadra atomu olova.

Na jeden nukleon tedy pfipadd vazebna energie Ey:

lzwu

=1.825-107127].
" 825.10712J

Eb =

Mgr. Zdenék Duvofdk se ale nespokojil s rozbitim pouhého jednoho atomu olova, ale podité jak velkou
silou musime vy$e zminénym kladivem udefit do olovéné desticky 1 cm x1cm x0.01 mm, aby jsme
v ni rozbili v8echny atomy. Vyglo mu, Ze je tfeba dodat energii 60.152MJ, kterou dostaneme,
plisobime-li na kladivo o hmotnosti 10 kg po draze 1 m silou 60 MN. ProtoZe vysledna sila pfevysuje
moznosti ¢lovéka, nedoporuduje tento postup pro primyslové vyuZiti (napf. vyroba zlata).

Poznamka redakce. Na rozbiti jédra potiebujeme celou vazebnou energii, ne tedy jen podil na
jeden nukleon.

Myr. Zdenék Dvotidk: Trhani (mono?)krystald NaCl

Mgr. Zdenék Dvofik se déle zabyval tim, jaka je tieba sila na roztrhnut{ krystalu NaCl. Ze solného
roztoku si vypéstoval tfi krystaly, které posléze upevnil za jeden konec a za druhy tahal silomérem.
Po pretrieni krystalu zméfil jeho prifez. Mez pevnosti krystalu uréil jako podil sily potiebné k pfe-
tréeni krystalu a plochy priifezu. Z téchto tfi méfeni mu vysly meze pevnosti krystald v rozmezi
650-900kPa. ProtoZe tabulkové hodnoty meze pevnosti krystalu NaCl jsou v fadl desitek MPa,
usoudil, Ze experiment byl tak trochu zcestny.

Michal Tarana: Den pro $akala

Michal Tarana vénoval sviij piispévek destruktivnim silam stifelnych zbrani. Uvéadi, Ze Géinnost
zbrani obecné klesé se vzdélenosti. Poukazuje na zajimavy fakt, cituji: ,,Ak na niekoho strielute
z 1m, hravo mu ustrielite palici, ale z 10m to bude iba diera do hlavy (literatire). BohuZel nepo-
dava vysvétleni tohoto jevu, ani literatiiru, z které éerpal.

Zuzana Kovidikova: Zena v doméacnosti

Zuzana Kovdéikovd formulovala nésledujici lohu: Mé&me éas ¢, hrnecky o podtu n a ¢lovéka s adre-
nalinem na hodnoté z (jednotku ani definici této nanejvy§ zajimavé veli€iny autorka neuvadi).
Autorka dale uvadi, Ze z pokusi vyplyva, Ze ¢lovék je schopny rozbit viechny hrnecky nezavisle na
vyse uvedenych veli¢inach.

Téma dlohy 1 — Zahradni sprcha

Doc. Pavol Habuda ndm poslal podrobnou analyzu zahradnf sprchy. Pfiblizny prepis jeho myslenek
vém prindfime v nédsledujicim ¢lénku.

11—
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Odvozeni podminek laminarniho proudéni v trubici

Zakladni vztah, ktery pouZiviam, je rovnice viskozniho tfeni

dv
PEng (1)

kde p je tangecialni napéti na rozhrani dvou sousednich vrstev, n dynamicka viskozita. UvaZme
. sl . . oy Y. L, o« s o
nejprv, jaké zmény nastanou v proudéni v misté ohybu. UvaZujeme-lilamindrni proudéni (tj. nemiZe
dochézet ke vzniku vird), je tieci sila kolmd na silu odstiedivou. To znamena, e odstiediva sila
nepfispiva k sile tfeci, lze ji tedy zanedbat a na misto ohybu se divat jako na rovnou rouru.

NQV obr. 1
- — — ] A obr. 2
y H
plocha podstavy S | wh

Poznamka redakce. Toto tvrzeni se mi zdd byt pfiliz odvéZnym. Rovnice viskozniho tienf plati
samozrejmé i v tomto piipadé, rozhodné viak jiz rychlostni profil proudéni neni rotacné symetricky,
jak autor ni%e predpoklidd. Prfedstavme si rouru rozdélenou na dvé ¢dsti jako na obr. 2. Pokud
by rychlostni profil v ¢dsti A (bliZe k vnitfnimu okraji trubice) a v &dsti B (blize vnéjsimu okraji
trubice) byl zrcadlové symetricky (coZ je nutnd podminka pro symetrii rotacni), prfedbihala by
kapalina v ¢4sti A kapalinu v ¢dsti B.° Takovy piipad viak samoziejmé ve viskozni kapaliné nastat
nemiiZe. Proto kapalina ve vnéjsi ¢dsti roury zpomaluje pohyb kapaliny ve vnitfni ¢4sti roury a tim
dochézi k deformaci rychlostniho profilu a poruseni symetrie. Pro velky polomér ohybu by se viak
fefeni se zanedbanim ohybu mélo bliZ%it refeni bez zanedbani.

Pro rotaéné symetrickou trubici plati

dp 1d / dv
L =" (TE) . (2.1)

Vyraz na pravé strané nezavisi na z, miZeme tedy piejit od derivace dz/dp k podilu Ap/Az = Ap/l
(Ap je rozdil tlakd v dvou bodech vzdélenych 1)

dp  1d [/ dv\ Ap
=" (ra) =7 (2.2)

ReSenim této rovnice dostivame

Analogicky atlet béZici ve vnitini drize pfedbihd atleta (ktery mé stejnou rychlost) ve vné&jsi
dréze.

—12-
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dv Ap
[ola) =[S

dv  Ap+?
e AN |
dr pl 2 +4,
Apr A
dv = (2771 ?) d
A odtud
2
v = Apr + Alnr + B.
4nl

Pro » = 0 musi byt rychlost konefena, tedy musi byt A = 0. V misté dotyku s rourou (tj. pro
r = R) musi byt rychlost nulovd, proto B = —(ApR?)/(45l). Po tpravé

_Ar

v_4nl

(B* —%). (3)

Dosadme nyni za Ap = hog. Podle vztahu (3) skrz mezikru?i s polomérem r a fifkou dr protede za
¢as t kapalina objemu

h
dV =2ardr vt = QLQI—g(R2—r2), (4.1)
1

kde A je rozdil vygek dvou bodi. Integrovanim této rovnice dostavame

TR (4.2)

kde jsme integrovali od nuly do R (pfes cely polomér). Veli¢ina @y znadi objemovy priitok. Toto
je znamy Hagentiv-Poiseuilletiv vztah. Zavedme si stiedni rychlost kapaliny

Qv hog,,
?_Spl(R _T)’ ()

=
kde S je pritfez trubice. Pro laminérni proud&n{ plati, e Reynoldsovo &slo Re = (@ol)/n (I charak-

teristiky rozmér, zde primér potrubi). je mensi ne’ tzv. kritické Reynoldsovo &slo Reyn: = 2500
(zhruba tdaje se pohybuji od 2000 do 10000).

Poznamka redakce. Tato hodnota je moZnd trochu nadsazens, béZné se bere hodnota Reyy =
7 1000. (I kdy# hodnota Re ¢ velmi zdvisi na tvaru vstupniho otvoru, uklidnéni kapaliny v nddobé
apod. a za vhodnych podminek miZe dosdhnout aZ Reymy =~ 20000.) Podezreni na turbolentni
proudéni niZe bych proto povaZoval za opravnéné.

Zkombinujeme nyni vztah (5) a vatah pro Reynoldsovo &islo a vyjadiime si pomér h/I

h _ 4n’Re
(P_T—QzRag' (6)

13-
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Plati-li tato nerovnost, miZeme proudéni povaZovat za lamindrni. Dosadime-li za [ = 2H + h (viz

obr. 1), dostdvime

8Hn’Re
= 0*R3g — 4n’Re’
Dosadme nyni (6) do (4.2) a dostaneme maximalni objemovy pritok
m RenR

QVmax = 5 o . (8)

(M)

Pozn.: Ve vztahu (7) méme ve jmenovateli rozdil dvou &lend. Ten viak musi byt vEtsi jak 0, aby
mél vyraz smysl. Postupnym dosazovanim zjistime, #e vyraz 9?R3g < 4n?Re se d4 upravit na tvar
[ < h, coz plati vidy.
Experimentalné jsem pouzil rouru s primeérem 3,5 mm a dvéma 90° koleny. Podle teorie h < 2cm a
Qvmax = 6,6 ml-s~!. Namé&fena hodnota je Q = 4ml-s~!. U% se tu pravdépodobné trochu uplatnilo
turbolentni proudéni.

Uréeni vlivu povrchového napéti

Proti hydrostatickému tlaku ptsobi povrchové napéti, ve vzorci (3) musime tedy Ap = hog nahradit
vyrazem Ap = hog — QQ/R, kde R = fOT Rdt/T je primérny polomér kiivosti pfes dobu vytvareni
kapky 7. Podle teorie R ~ 1/2R. Dosadme nyn{ vztah pro Ap do rovnice (4.2), a dostdvame

nR* Lo
Qv = 87771 (hgg - \/§R> . (9)

Abychom mohli vliv povrchového napéti zanedbat, musi platit

Vv2-a

h
09 K R

neboli

Vv2-a
Reg ’
Pro mij pokus vychazi po dosazeni 2cm > 0,6 cm a tedy urity vliv ma i povrchové napéti. Velka
chyba miZe byt zptsobena také tim, %e @y zavisi na ¢tvrté mocniné poloméru kapiliry, a ten
rozhodné neni konstantni.

h <«

(10)

Uréeni maximalni velikosti poloméru trubice

dex

At
=4

obr. 3 \{9

~14-
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Nejvétsl zatéZ na sily povrchového napéti je pravé ve vrcholu trubice. Tam totiZz povrchova blina
odoléavé hydrostatickému tlaku, ktery dany vztahem p, = hogcos o, kde cosa je odchylka teény
k proudovému vliknu od vodorovné osy. Tlak p, je nejvéts, je-li cos @ = 1, neboli a = 0, tj. teéna
je vodorovna s rovinou povrchu Zemé. Pfed odtrZenim od povrchu skla musi platit

Fonga tedy Do th-

Po dosazeni
2

=7 > hogsinp. 11
7, 2 hegsing (11)
Poznamka redakce. Takto zapsany vztah povaZuji za nekorektni. Autor zde porovnava sily ridz-
ného sméru. Ostatné je zajimavé, e Rmax (viz vztah (14) ni%e) nezdvisi na dhlu § (tj. na tom, jak
voda smadi sklo).

Uvazenimh+r =R, R=R,cosf a r = R,sinp a tpravami dostaneme

1 singp\ . 20 cosf
- sing = ——
cos f ? R?pg

(rovnitko pouZijeme, protoZe hleddme extrém). Odtud vyjadiime R

20 cos? §
E= \/gg sin (cosd —sing)’ (13)

Tuto rovnici zderivujeme podle ¢ a dostaneme nasledujici fefeni sinp = (cos 8)/2, cosp = cosb,
Cvow s

sing = 0 a cos p = 0. Z téchto Fedeni vyhovuje pouze sin p = (cos 8)/2, nebot ostatni fedeni davaji
R imaginarni, nebo nekoneéné. Dosazenim ziskdme

8o
Rupax = 4/ —. 14
1/ ” (14)

Po dosazeni konstant dostivame Ryay & 7mm. V tom piipadé bude maximalni objemovy tok
Qv max ® 30ml- s71. V tom piipadé ¢as vytoku bude
SH
r-_SH__ (15)
QVmax - QV

kde S je plocha podstavy nadoby.

V pfipadé, Ze bude Qv > Qvmax, zalne stoupat hladina vody nad koleno trubice, zaéne dochézet
k turbolentnimu proudéni v trubici. Nakonec, pfi urdité vySce, nastane rovnovazny stav.

Je-li vygka vody y, plati pro tlak v misté vytoku p = o(y + h — H)g — Ap, kde Ap je ztrata tlaku
zptisobend tfenim.

Pfitok musi byt rovny vytoku, pro ktery z rovnice kontinuity dostavame

2 h—H)g—2A
QV:ﬂ-R2.\/ oly + . Jg—28p (16)
Qdtud dostadvame
Qy  Ap
y= Ry og +H —h. (17)
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Jiny model vytokového zafizeni

Roénik IV

R
obr. 5
\LQV_ _Zkumavka_ y 5 0 \

ry >
R

" 9

H,0
trubice wh obr. 4 x
2Ry d

Cislo 4

Obr. 4 znazorhuje jesté jeden model vytokového zafizeni, ktery jesté v M&M nebyl popsin. Zane-
dbejme tfeni v zahnuté ¢asti zkumavky. Musi se ndm zachovavat objemovy pritok ve zkumavce i
trubici. Po&itat objemovy pritok v mezikruZ pomoci rovnice (2) by bylo velmi slozité. Obejdeme
tento integral pomoci triku. Skrz mezikruzi i skrz trubice protede za stejny Cas stejny objem vody.
Vezmeme-li obalovou kiivku vektord rychlosti v kapaliné na prifezu S, vytvoii nam tatvar s obje-

mem V.

Méjme &astice v jedné roving, ktera je kolma na zkumavku. Za ¢as ¢ urazi po jednotlivych proudnicich
éastice délku [ a vznikne nam prostorovy atvar, ktery ma velikost imérnou objemovému toku.

Rovnice tohoto Gitvaru je dana vztahem

r=kiv? neboli vt = kov/r.

Pro stied trubice plati » = Ry, vt = vmaxt = Ap/(4nl) - Rj. Odtud dostdvame

_Ap

k, =
? 4nl

Rt
Celkova plocha ttvaru je

322t _ Ap

R
S=ot [ kosrdr =2k, B2 =
/0 2/rdr =2kRy" 3l

My ey

Té7i8té tohoto tvaru leZi na ose r, tedy vzdalenost t&Zisté od osy o je
d
7 = = + Ry.
=5 + Ly

Podle druhé Guldinovy véty® dostavame

Ap d

Rat.

Objem télesa vzniklého rotaci plochy je roven obsahu této plochy nasobené délkou kiivky opsané

ey

tézistém

16—
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a objemovy priitok

Ap

=5

d
Ry-2r (5 + Rg)) . (18)

Tento objemovy pritok je roven objemovému priitoku v trubici, tedy
4
_q, = A (d
Qv=0Qv= 8y 1 (2
Porovnanim téchto rovnic dostivame

3d" — 128R3d — 16°R; = 0. (19)

s(AN o4 1,
4Ry 4Ry o

Tato rovnice ma dvé realnd fedeni: d/(4Rp) = 1 a d/(4Rp) = 1(3v2 — (3v2)* — 1) ~ —0,4425.
Druhé fefeni pochopitelnd nema fyzikilni smysl (ani d ani Ry nemiiZe byt ziporné), tedy

Upravou

d=4Ry.20
Podle obr. 5 plati
hogsing =a (%4—%) , (21)

kde R’ je druhy polomér kiivosti, kolmy na Rp/ cos §. Vztah napravo se jmenuje Laplaceova véta, a
tik4, Ze tlak pod zakfivenym povrchem je pfimo imérny souétu dvou navzijem kolmych polomér
kiivosti. Ma-li R’ stfed na ose prochazejici stfedem trubice, potom plati

R =d/2+2=d/2+ R(1 —sin¥). (x)
obr. 6 y
(detail obrazku 5) h R
r
a
u

Dile plati podle obr. 6 y = 2Ry(1 — cosa), y + r + h = Ry. Také plati
u = 2Rysin a = R(cos ¢ — sin 8),
17—
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kde R = »/sinp. Tyto &tyfi rovnice sloudime, a dostdvame

Rsing=Ry+h = \/4R%—R2(cos<p—sin9)2. (%)

Do rovnice (21) dosadme (20) a (x), a mame

hggsinap:a’(ﬂﬁ—%.) . ()
Ry 2Ry + R(1 — sin 6)
Potiebujeme jesté jednu rovnici. Uvédomme si, Ze podle obr. 5 plati

Ry=R-sin(90 — 8) = R cos¥. (% x %)
Dosadime-li rovnici (% **) do (3x), dostavame

gcosd (2cosf —sinf + 2
Ry 2cosf —sinf+1/°

hogsing = (22)

Na prvni pohled tento vztah nesedi. Vpravo je totiz pro = 0 nevychézi o/ Ry, ale 26/Ry. V tomto
piipadg je tu viak je$té podle vztahu (21) daldi plomér kfivosti, a podle (20) je jeho polomér
d/2 + Ry = 3Ry. Také to, Ze prava strana (22) je konstantni, je samoziejmé, protoZe se jednd
o rovnovazny stav. Dosadme do (%) rovnici (x* %), a vyjadieme h

—snd 9 .
h= Ry J4— cos p — sin R sin +1). (23)
cos cos 8

Rovnice (22) a (23) slou¢ime a ziskame

. 2 . .
sing \/ B (cosap—sm@) _sinp acosf (20059—sm9+2) _h (24)

cos @ cosf Riog \2cosf —sinf 41 TRy

Autor déle uvddi tabulku extrémi této funkce (nalezenych numericky) pro nékteré hodnoty 9. Na
zakladé této tabulky usuzuje, Ze Ry je maximalni pro § = 90°.

Pro 8 = 90° vSak vychazi nekoneény polomér. Podle tohoto modelu by napf. kolma sténa vody
neméla klesat, co? je samoziejmé nesmysl. Kdybychom rovnice (11) a (21) psali bez sin ¢ (a v tomto
piipad& bychom vyhovéli Pascalovu zédkonu), vypadala by rovnice (13) takto

20 cos? 6

R= pg(cos @ —sing)’

Tato funkce ma extrémy cosf = sin¢p (ten neddva koneéné R) a cosyp = 0 (z podminky ¢ <
< 90° — 9 by muselo byt § = 0° a opét nedava konené R). Problém bude pravdépodobné zpisoben
chybnym pfedpokladem, %e menisky maji kruhové prifezy. Ve skutenosti meniskus neni ani koule

vrvs

ani anuloid, ale sloZité&jsi kiivka. Je otazkou, jestli to vadi pro vypocétené hodnoty.

Otézkou je i to, zda se voda vlivem kapilarity dostane aZ do polohy, kterou zobrazuje model. Bude-li
voda stéle pritékat, urdité v jistém okamZiku miiZe nastat situace, %e povrch hladiny v nddobé bude
nad horni &4sti roury, a kdyby nemohlo nastat odtrZeni, kapalina by danou polohu dosdhla.

Rozhodl jsem se, Ze za maximalni polomér budu brat hodnotu Ry = 7mm. (Autor tak ¢ini na
zdkladé zde pro rozsdhlost neuvedené tabulky.)
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Uloha 7 — Plusy a minusy

V zadéani Glohy bohuZel nebylo ptfesné definovino slovo diagonéla; slovy nemusi to byt nutné hlavni
diagondla bylo minéno, Ze pouZit miZeme viech 14 diagonal, nikoliv 2 (hlavni a vedlej¥i). Velka ¢ast
Yo%y 10 Y . P o 7 PRIV PRV .
fesitell uvaZovala, Ze diagonaly jsou jen dvé, a odpovédéla spravné, e loha nema fefeni. Zajimavé
je, Ze tloha nema fefeni ani v pi¥ipadé, kdy miZeme ménit libovolné viech 14 diagonal. Dikaz je
trosku sloZité&jsi, ale nepostrada eleganci.

Diikaz neexistence fedeni provedeme pouZitim vhodného invariantu. Slovo invariantni znamena
v sy . . o . T .
neménici se — najdeme v tiloze takovou lehce rozpoznatelnou velidinu, ktera se provedenim libovolné
[ . o« s , o i s . o 4
povolené ipravy nezméni. Pokud bude hodnota této veli¢iny v podateénim a koncovém stavu rizna,
zfejmé neni moZné libovolnou posloupnosti tahii dojit z jednoho stavu do druhého.

Do této veli¢iny rozhodné nebudeme zahrnovat rohova poli¢ka, nebot tato miZeme bez ovlivnéni
ostatnich poli¢ek snadno invertovat podle diagonaly délky 1 prochazejici rohem. Podobné bychom
zjistili, Ze stejné tak nas nezajimaji ani 4 prostiedni poli¢ka. Budeme tedy uvaZovat jen 8 neroho-
vych poli¢ek podél obvodu &tverce (viz. obrizek 1). Snadno nahlédneme, Ze invertovanim libovol-
ného sloupce & fadku zasdhneme vidy pravé 2 policka. Také vSechny diagonély spliuji podobnou
podminku: bud tento Gtvar nezasdhnou vibec (rohové a stiedové) nebo ho protnou v pravé 2 bo-

dech.

Tedy podet zmén v tomto iitvaru po provedeni libovolné povolené tipravy je sudy. Toho miZeme
s .. . . ;. . o 1 o .
vyuZit, vzpomeneme-li si na nasobeni —1. Vhodnym inverientem tedy miZe byt souin znamének
v tomto ttvaru. Po provedeni zmény se obrati bud 2 znaménka nebo Zadné, takZe jejich celkovy

soudin se nezméni.

Podivejme se na pocateéni pozici: tvar obsahuje 7 znamének + a 1 znaménko —, soudin je tedy
—. Nicméné koncova pozice je sloZena z 8 znamének +, jejichZ soudin je +, takZe neni mo?né se do
této pozice povolenymi tipravami dostat.

Téma dlohy 7 — Tabulka velikosti n X n
Payvel Moravec: Neni vyloudeno pro n liché

Autor uvazuje pro sudé n stejné Fedenf jako je FeSeni lohy. Radkové a sloupcové Gpravy méni bud
2 nebo n — 2 znamének (co% je také sudé), diagonalni dpravy méni opét dvé znaménka nebo Zidné.
TakZe ani u obecné tabulky rozméru 2k x 2k nelze opa¢né znaménko na pozici [1, 2] obratit.

Pro liché n tato metoda nema smysl, mimo jiné proto, Ze n —2 neni sudé ¢islo. Pro diikaz neexistence
feseni by bylo nutné zkontruovat jiny invaeriant.
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Zdenék Dvofdk: Teoretickd ivaha nad obecnym fefenim

Tento piispévek popisuje algoritmus, ktery pro libovolnou tabulku Z typu n X n nalezne posloupnost
tahd Ty, které ji vynuluji. Samoziejmé pouze tehdy, je-li to moZné. BohuZel z pfispévku neplyne,
dé-li se takto vyfedit zadand tabulka rozméru (2k 4 1) x (2k + 1).

Pfi vypodtu moZnych stavii tabulky stadi kaZdou moZnou operaci provést jednou nebo viibec, pro-
toZe dvojnisobnym pouZitim jednoho tahu se tento vyrudi. Ke kaZdému povolenému tahu pfislugi
bindrni vektor &isel {0,1} o n? prvcich, ktery obsahuje jedni¢ky na téch mistech, kde invertuje
znaménka. Tabulku rozméru n x n preéisluyjeme na &sla 1,2,...,7n? takto: [i,5] = n-(t — 1) +j.

Tyto transformaéni vektory si oznaéim jako Tj. Zadanim tlohy je vlastné vyjadfit vektor Z obsa-
hujici popis koncového stavu tabulky (zde je tento vektor nulovy, pouze na jedné dané soufadnici
[£,7] je 1) jako linedrni kombinaci (modulo 2) téchto vektord Ty.

i. je-li n = 1, je dloha trivi4ln{

il. jeli Zy=0a (VEk e {1,2,...,N}) Ty1 = 0 (tedy prvni poli¢ko neni nastaveno, ani ho Zadny
vektor neméni), neni nutno toto politko uvaZovat a iloha je ekvivalentni tloze pro N — 1
prvkid 2,3, ..., N, kterou fe$ime stejnym algoritmem

il je-li Zy =1a (Vke{1,2,...,N}) Tx1 = 0, iloha zjevn& nem4 feSeni, nebot prvni politko
nelze nijak zménit

iv. jeli Z1 =0 a (Fko) Tk,1 = 1, pak odeétu T, (v tomto okruhu je od&tini rovno séitani) od
ostatnich T, které také spliluji tuto podminku. Nyni provedu stejny obrat jako v bodé& (ii.)
a vyfedim podobnou tlohu s N — 1 prvky 2,3,..., N a s upravenymi vektory (samoziejmé i
s témi, které jsme ted nezménili).

Existuje-li fefeni nové tlohy, existuje i fedeni tlohy ptivodni; v odvozeném fedeni vynulyji &sla

2,3,..., N aprotoze zadny z modifikovanych vektort nema na 1. misté jedni¢ku, nemiZe tuto
pozici nijak zménit. Nutno dodat, %e modifikované vektory jsou linedrni kombinaci vektord
pivodnich.

v. jeli Zy =1 a (ko) Tk, 1 = 1, pak tuto situaci pfevedu na bod (iv.) odeftenim vektoru Ty, od
Z. Pokud dokazi vyfedit tuto situaci, pak pfidanim Ty, vyfesim i situaci pivodni.

Takto se z libovolného N = n - n dostaneme zpétnou indukci aZ k N = 1 nebo zjistime uZ nékdy
dfive, Ze tiloha nem4 feSeni.

Timto algoritmem je moZno vyfesit libovolnou tabulku, nemusi nutné obsahovat jednicku na pravé
jednom misté. Kromé toho tato metoda umoziiuje hledat feSeni i s netradiénimi povolenymi tahy —
nejenom s prevracenim sloupce, fadku a diagonaly.

Poznamka redakce. Z uvedeného ditkazu plyne ziejmé, e pokud nalezneme feseni odvozené
itlohy, pak umime vyfesit i tlohu pivodni. Autor se bohuZel viibec nezmitiuje o opacné strané
implikace — tj. jestli z neexistence redeni odvozené iilohy skutecné plyne nerefitelnost iilohy zadané.
My totiZ vybereme jeden konkrétni vektor Ty, a refime odvozenou ilohu s vektory upravenymi
podle néj. Nepomohl by ndm ale vybér jiného odelitaného vektoru Ty, ?
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Uloha 8 — Kondenzator

Tak jsem dle vafich feSeni zjistil, Ze jsem Spatné formuloval zadani, za coZz se vim omlouvam.
Nikdo z vas totiZ nepochopil dlohu tak, jak jsem ji zamyslel. Tak, jak jste ji beze zbytku pochopili
viichni (doglo deset feSeni), byla ale opravdu trividlni. Z toho divodu jsem ponékud sni%il bodové
hodnoceni ilohy; déval jsem body spig za to, jak precizné bylo fegeni formulovéano, pfipadné za
né&jaky zajimavy napad.

Ted byste mozna chtéli vidét n&jaké to vzorové fefeni. Ale vzhledem k tomu, Ze ve vagem podani byla
iiloha velmi jednoducha a vétgina z vés ji vyfesila spravné, nebudu se s tim nijak moc rozepisovat.
TakZe jenom struéné: v okamzZiku, kdy elektron opousti kondenzator (jehoZ desky jsou izolované, co%
jste ne v8ichni pochopili), je, jak jste vypoéitali, jeho kinetickd energie vét$i neZ pied vlétnutim do
kondenzatoru. Tento piiristek kinetické energie je hrazen z potencialni energie v poli kondenzatoru.
Na tom opravdu Zadny paradox neni.

Do pfistiho &isla se zkuste zamyslet nad tim, jak to mélo byt plivodné. UvaZujme dva Casové
okamZiky.

1. elektron je v nekonednu pred tim, neZ vleti do kondenzéatoru. Jeho kineticka energie je %m|170|2,
kde m je jeho hmotnost, @y jeho rychlost. Energie kondenzatoru je %, kde C je jeho kapacita,
Q jeho naboj. Elektron je ale od kondenzatoru velmi daleko, takZe jejich vzajemna potencialni
energie je nulova (resp. je naprosto zanedbatelnd). TakZe celkovd energie soustavy elektron—
kondenzator je $m|d|* + %

2. elektron odletél po prilletu kondenzatorem do nekoneéna. Kineticka energie elektronu je, jak
jste spoditali, %m|17'1|2 > %m|17'0|2, energie kondenzatoru je zase %, protoZe priletem elek-
tronu se nezméni ani celkovy naboj kondenzatoru, ani jeho kapacita. No a vzdjemna energie
elektronu a kondenzéitoru je zase nulova, ze stejnych diivodd jako vyge.

KdyZ se to viechno seéte, zjistime, Ze se celkova energie soustavy elektron-kondenzator opravdu
iy . oy
zvétsila. Tak, a ted miiZete pfemyslet.
Tomas

Uloha 9.1. — Ach ta maturita

A&koliv je tento pifklad Gplné jednoduchy a na trovni ZS, vyfefila ho precizné pouze asi % Fesiteld.
Mozna proto jsme ho sem také zafadili.
Kazdy Zzak se hlisi maximalné na jednu gkolu, tedy bud na jednu ze 3 uvedenych nebo na Zadnou.

Bylo-li na besedé n %4kt a na kaZdou gkolu se hlasilo n — 3 Zikd, pak celkem se nékam piihlasilo
3(n — 3) zakd, coZ ale nemiZe byt vic neZ je celkovy pocet Zikd. Vime tedy, Ze:

n > 3, nebot kazdy zastupce gkoly fekl: ,v8ichni kromé 3¢

3n-3)<n
1
n<4-
2
Okam?ité vidime, Ze jediné 2 varianty jsou n = 3 a n = 4. Obé vyhovuji podminkam dlohy: pii
prvai z nich n = 3 se na Zadnou gkolu nikdo nepiihlasil, pii druhé z nich n = 4 se na kaZdou gkolu
pfihlésil jeden Zak a jeden se nepfihlésil nikam.
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Uloha 9.2. — T¥i mudrcové

Seslo se mnoho fegeni diskutujicich to & ono. Jednim ze spravnych feseni miZe byt napiiklad tato
.
dvaha:

1. Vidim oba dva $pinavé mudrce a v8ichni se sméjeme,

2. kdybych ja sam byl &isty, pak kazdy ze zbylych 2 mudrci by vidél tuto jednoho ufpinéného a
jedno &istého mudrece,

3. takZe by mu doglo, Ze ten Spinavy se sméje jemu — piece se nebude smat Eistému mudrcovi,

4. a Sel by se umgyt.

5. No jo, to ale nikdo neudélal, v8ichni se porad smé&ji. TakZe j4 nutné musim byt taky $pi-
navy!

Uloha 9.3. — V&ny v&kovy problém

ProtoZe u této tlohy piislo nékolik rozdilnych Fedeni a na kaZdém z nich je néco pravdy (pfevaZni
vétfina fefiteld se shodla na jednom vysledku), ale neodpovidaji fedeni ve shirce, jsou udélené body
N . . . . . Ly . . . :

imérné projevené snaze a také srozumitelnosti komentaie k rovnicim (pokud existoval). Pochopi-
telné poze odhadnuté vysledky odménim minimalné&.

Doufam, Ze alespoii jedno z nasledujicich feSeni bude to pravé. KaZdopadné, pokud objevi kdokoliv
chybu v nékterém z uvedenych, miZe se o svlij poznatek podélit prostfednictvim M&M s ostat-
nimi.

Regeni 1. Podle shirky piikladi autord Novovesky, Krizalkovié, Lecko: Zdbavnd matematika, pii-
klad 3.16.

1. V uréitém okamziku miiZe byt jeden dvakrat tak stary jako druhy. JestliZe je v tom okamZiku
vék druhého 2z, je v&k prvniho 2z. Prvni je o 2 rokl star$ neZ druhy. Tento rozdil se stile
zachovava. o m

2. V jiném okamZiku bude v&k prvniho tvofit 2 po&tu let, kterého by druhy dosahl v okamZiku
uvedeném pod bodem 1. Usetka zobrazujici vék prvafho musi byt Zm = Qim a druhého bude
zase o x mensi, bude tedy lim.

15

3. Nyné&jéi polet let prvniho je 3z poctu let druhého v okamZiku uvedeném v bodé 2, tj.

15 5 75

— -z =_—uz

16 4 64
Vék druhého bude zase o x mensi, bude tedy

75 11
—r—z=—u=.
64 64
Protoze dohromady je jim 8, plati
75 1
— —x = 86
64t 64"
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Z toho z = 64.
Prvnimu je tedy nyni % - 64 = 75 let a druhému ﬁ -64 =11 let.

64

Regeni 2. Podle Dr. Stépdnky Kuckové.

1. Dvéma lidem je dohromady 86 let. A+ B = 86.
2. ...za X let bude prvni dvakrat tak stary jako druhy (A+X)=2(B+X)=A4,.
3. ...kdyby se druhy doZil véku, ktery je 12x vétsi neZ pocet let prvniho z nich v okamZiku

z bodu 2. B, =124,.

4. ...kterého druhy dosihne, aZ vé&k prvniho bude tvofit 9/16 poctu let z bodu 3.
5. Podet let jednoho z nich tvori % poctu let,. .. A= %BQ.

Vyfedme tuto komplikovanou pies nékolik fadkd se tahnouci rovnici:

A:%[Ba—(%-lQ-(A-;—X)—A)} A+X=2B+2X A4+ B=286
A:%[86—A+%(A+A—2(86—A))—A} A-2B=X
A:% [86—2A+QZ7(4A+172)}
A= %[QM— 1075]
164 = 3754 — 16125
16125 = 3594

Jednoduchym podélenim zjistime, ze A = 44.916 a B = 41.084 let.

S ostatnimi fegenimi nevim, zda mam souhlasit a moZna by se k nim dalo vieobecné podotknout —
pozor na prepoditani vékd, tj. kdyZ je nap¥. druhému o 5 let vice, tak musim s vékem prvniho také
poditat, jako by mu bylo o 5 let vice v okamziku, kdy sestavuji pro oba najednou néjaké rovnice.

Dokonale (a& asi netimyslné) zaml%il své fefeni Pavel Moravec, takZe a¢ nedospél k vysledku, ktery
byl uvaZovan jako spravny (nebot byl ,demokraticky zvolen‘ naprostou vétSinou fefiteld), bylo by
velmi obtiZné najit v jeho postupu chybu.

Uloha 9.4. — Ctyfi &tyiky

Témét kazdy Fesitel poslal vlastni FeSeni. VEtdina z vas se bohuZel nesnaZila optimalizovat pocet a
druh matematickych operaci. Napf. operaci faktorial bych povaZoval za natolik silnou operaci, Ze
bych ji vyuZzival pouze v nejnutnéjdim piipadé. V nasledujici tabulce jsou v8echna &isla vyjadrena
pokud moZno co nejjednodussim vyrazem. Za nejjednodusdi operace jsem povazoval +, — X a
/. Pokud nebylo zbyti, pouZil jsem umochovani a 1/z. Pouze ve 3 piipadech bylo nutno pouZit
faktorial.
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Pokud ma nékdo z véas pocit, ze by dokézal &isla 19, 27 a 29 dale zjednodusit, napiste nam to. Jsem
si skoro jist, Ze faktorial je u téchto &isel hold nezbytnost.

0=44—44
1=44/44 11 =44//4-4 21 = (44 —/4) /4
2=4—(444)/4 12 = (4 + 44) /4 22 = 44/(4 — /4)
3=(4+4+4)/4 13 =+v4444/4 23 = (V4 +44)/v4
d=444(4—4) d=va444444 24=444+4-4
5=(4-44+4)/4 15=4444/4 25 = (4 + 4/4)V*
6=44(44+4)/4 16=44+44+4+4 26 =4 +44/+/4
7=44/4 -4 17=4/4+4-4 27T =444 —4/4
§=44+44+4-4 18 =44/v4 -4 28=44—-4-4
9=444+4/4 19=4!— (4 +4/4) 20 =444+ 4/4
10 = (44 —4)/4 20 = 4(4 + 4/4) 30=4(44+4) - V4

Po ptedchozim tvodu byste asi nevéfili, Ze pomoci 4 tytfek je skuteéné mozno zapsat vSechna pfi-
P w1 s wrp s S . . .
rozené Cisla. Potfebujeme k tomu ale pouZit jednu velice silnou matematickou operaci — logaritmus.

Vzorec pro zapis obecného piirozeného ¢isla n je

n=—v4-log,log, V V4,

.. . . -
ve vzorci je za sebou napsino n odmocnin. Ovéite.

U tohoto piikladu jsem nedaval ¢asto plny podet bodil, nebot vétfina fefiteld pouzivala éasto operaci
faktorial z!, které je z nabizenych operaci ,nejslozitéjsi‘ . Jiz v zadani jsem zddraznil, Ze se &isla maji
vyjadfit pokud moZno pouze pomoci zakladnich 4 podetnich operaci, teprve v pfipadé, %e to nejde,
pouzit sloZité&jsi operace.

Pouze Doc. Pavol Habuda se pokusil nalézt obecny vzorec pro vsechna pfirozena &isla, bohuZel
jeho tvahy byly zcestné. Dr. Ondfej Pfibyla popsal dikladné metodu, kterd ho vedla k sestrojeni
tabulky ¢éisel — postupné hledéani &isel, které je moZno zapsat s pouZitim k &tyfek. Zacal od jedné
étyfky, pokracoval dvéma,... aZ skondil u étyfech Etyfek.

Dr. David Holec zaslal nejdiikladnéjsi piispévek — program v jazyce Pascal, ktery toto vyhle-
davani provede, véetné vytisklého vystupu tohoto programu. Timto programem byl vlastné
proveden diikaz, %e néktera ¢isla nelze pomoci zékladnich 4 operaci zapsat — jeho program totiz
projde postupné vechny moZnosti. BohuZel neni mozno vypis jeho programu pietiskovat, body g
mu viak samoziejmé udélujeme.
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Zadani témat:

7. Kombinatorika a grafy
Urdité jste se uZ setkali s pojmem graf. PakliZe ne, tak vézte, Ze je to uspofadana dvojice
(G, E), kde G je mnoZina vrchold grafu a H C ((2;) je mnoZina hran grafu. Lid$téji feceno
méame nakreslené n&jaké puntiky a né&které z nich jsou vzajemné spojeny carou. Tahle definice
tedy mluvi o neorientovanych neochodnocenych grafech.
V jazyku teorie grafii lze nadefinovat spoustu zfejmych pojmdi, napt. souvislost, cesta, kruz-
nice, strom, izomorfismus... Pro vyloudeni nedorozumnéni pojmy uvedené v zadini vysvét-
lim. Strom je souvisly graf, ktery neobsahuje kruZnici. Souvisly graf je takovy graf, ve kterém se
lze po hranach dostat z libovolného jeho vrcholu do libovolného dalsitho. Kruznice je uzaviena
cesta, tj. cesta, kterd zaéin4 a konéi ve stejném bodé. TakZe ve stromu existuje z kazdého vr-
cholu do kazdého pravé jedna moZna cesta. Izomorfismus je pfejmenovani vrchold — dva grafy
nazveme izomorfni, pokud lze jeho vrcholy na sebe vzajemné zobrazit (pfejmenovat z jednoho
na druhy) tak, aby se timto zobrazenim zachovévaly hrany. Napf. graf obsahujici pouze jednu
kruZnici je izomorfni sim se sebou pfi pootodeni kruZnice. Obecné ovéfeni izomorfismu dvou
grafi je obtiZny dkol.
Pokuste se napsat ¢lanek o n&kterém z téchto témat:

(i) Popiste co nejvétdi pofet neizomorfnich stromd na N vrcholech.
Jinymi slovy: navrhnéte postup, kterym bychom mohli nakreslit co nejvice stromi na
N vrcholech. Ale tyto stromy musi byt velice riznorodé, nesméji se ligit pouze pojme-
novanim vrchold. TakZe napf. strom tvofeny jednou éarou délky N je pouze jeden.

(ii) Zkuste zjistit, kolik existuje stromd na N vrcholech. Vrcholy si tentokrat o€islujme &isly
1,2,..., N a zajimejme se o viechny stromy, tedy mohou byt i vzijemné& izomorfni.
Dva stromy s danym pojmenovanim vrchold jsou tedy shodné, pokud majiistejné hrany.
Pokud si nebudete védét rady, zkuste napsat alespoit horni a dolni odhad.

(iii) Navrhnéte algoritmus na vybloudéni z bludidté. Zde vrcholy jsou kiiZovatky a hrany
cesty mezi nimi. Nékde v grafu existuje vrchol, ve kterém je vychod, a také urdité
existuje mezi vasi startovni pozici a vychodem cesta.

Piedpokladejte, %e na kaZdé kfiZovatce leZi kiida a tudiZ jste schopni na libovolnou
z cest cokoliv nakreslit. Na druhé strané nemate Zadnou pamét, tedy nejste schopni
pamatovat si, odkud jste kam 8li. Pfichodem na kaZdou kiiZovatku vSechno zapomenete
a jste schopni pouze kreslit znacky a postupovat podle navrZzeného algoritmu.
Poznamka: Ponévad? bloudime na obecném grafu, naprosto nepiedpokladejte, Ze by
v ném bylo napf. nadefinovano, kde je vpravo a kde vlevo. Pravidlo pravé ruky by stejné
nedlo pouZit, protoZe bychom se mohli zacyklit.

(iv) Je dan graf na N vrcholech, ktery urdité neobsahuje kruZnici délky 4. Kolik miiZe mit
maximalné hran?

Pozndmka: Neobsahovat kruZnici délky 4 znamend, Ze at si vezmeme libovolnou étvefici
bodl A, B, C, D, pak nejsou v Zadném poradi propojeny do kruZnice. Graf samoziejmé
miZe obsahovat kruZnice délky vét$i & mensi.

8. Sachovnice

S Sachovnici je spojena celd fada tloh. Jedna z téch jednoduSSich je v tomto &isle vlastné
obsaZena i jako odpodinkova tloha. Zkuste radéji bidat nad nadrtnutymi tématy:

_95-



M&M, studentsky asopis pro badani v oblasti matematiky a fyziky Roénik IV Cislo 4

(i) Na klasickou Sachovnici 8 x 8 se d4 umistit 8 dam tak, aby se vzdjemné neohroZovaly.
Tato tiloha je notoricky znama, takZe vam radé&ji predkladime {ilohu sice podobnou, ale
jinou.

Zkuste umistit na $achovnici co nejméné dam tak, aby kaZ%dé poli¢ko bylo bud ohroZeno
nebo aby na ném piimo stala dama. JistéZe to jde pomoci 8 dam, jak plyne z pfedchoziho
odstavce. My bychom viak chtéli pouZit co nejméné dam. Pro $achovnici obecné velikosti
n X n se pokuste alespoii 0 asymptoticky odhad.

(ii) Zkuste fefit stejnou tlohu, ale pro jiné Sachové figury, napi'.: pé&ice, vé’e, jezdce, stielce
¢ krale. Vechno samoziejmé obecné pro $achovnici rozméru n X n.

Zadani rekreaénich dloh:

10.

11.

12.
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Rtutovi kapka 5b

Na stole leZi kapka rtuti (viz obr.). Vy¥ka kapky je h, polomé&r kiivosti povrchu kapky v jeho
nejvys&im bodé je R. Kapka se dotykd povrchu stolu na plodce tvaru kruhu o poloméru .
Jaky je objem kapky? Potfebné konstanty si najdéte v né&akych tabulkach.

h

T“R

Vrtulnik 5b

Predstavte si vrtulnik. Na to aby se udrZel ve vzduchu (tj. aby v ném ,visel“), musi jeho motor
vyvinout vykon P. A ted si piedstavte repliku nageho prvniho vrtulniku, kterd je vyrobena
ze stejného materidlu, je mu podobna v geometrickém smyslu, jenom je dvakrit mensi (tj.
viechny jeji rozméry jsou dvakrit mendl a jeji hmotnost je osmkrat mensi nez u prvniho
vrtulniku).

Jaky vykon musi vyvinout motor této repliky, aby také ,visela“ ve vzduchu?

Odpodinkové dlohy 1,234 b

(i) Mé&jme achovnici rozméru 8 x 8, ze které je odiiznuto jedno rohové politko, necht to
je ai. V prot&i{m rohu Zachovnice (tedy na pozici hg) stoji jezdec. Sachovy jezdec se
miZe pohybovat pouze skokem, tj. souasnym pohybem o 2 poli¢ka v horizontalnim &
vertikalnim sméru a pohybem o 1 policko v libovolném z na néj kolmych smérd.

Je mo#né, abychom timto jezdcem obeskakali celou 8achovnici tak, abychom na kazdém
poli¢ku byli pravé jednou, tj. abychom na Zidné nezapomnéli a na Zadném nebyli vickrat?
Po ukondeni skikani miZe jezdec zlistat na libovolném koncovém poli.

(i) Zjistéte soudet prvnich n &end fady

1 1 1 1 1

2+2+4+2+4+6+2+4+6+8+2+4+6+8+10+“"

zjistéte také soulet celé fady.
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(iif)

(iv)

Zjistéte hodnotu vyrazu

144014 1+\/1+\/1+\/1+\/1+...

Vyrazy pod odmocninou pokracuji stejnym zpiisobem a# do nekonedna.

Ve firmé Microsoft je N generalnich fediteld. Zdrojové kédy Windows 98 je nutno kvili
intrikdm konkurence uzaviit do trezoru. PonévadZ ani generilni feditelé nejsou velmi
diivéryhodni, chtéli bychom, aby se trezor dal oteviit pouze v pfipadé, Ze s tim bude
souhlasit alespoii n feditelii. Navrhnéte podet zamki k, podet kli¢ I a zpisob rozdéleni
kli¢h mezi generalni feditele tak, aby jejich libovolna n-tice byla schopna oteviit trezor,
ale také aby libovolnych n — 1 fediteld toho uZ nebylo schopno. Samoziejmé ¢im méné
zamkd, tim lépe.

Napf. pro N = 3,n = 2 vybavime trezor k = 3 zamky A, B, C. Vyrobime [ = 6 kli¢d
a,a,b b e, ¢ arozdélime je takto: prvni feditel dostane kli¢e a, b, dvojka dostane b,c a
trojka dostane ¢, a. V&fim tomu, Ze kaZdy z vas zvladne ovéfit, Ze zadny z fediteld trezor
sdm neotevfe, ale libovolni dva to uZ dohromady svedou.
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Témata| Rekread¢ky | Odpoé&inkové iilohy
Poiadi Jméno Skola .43 5 6|1t 7 7t 8(9.1 9.2 9.3 9.4 9.4t Y >,
1. | Doc. Pavol Habuda 4B,GVOZa 198 0 12(15 210 2 0 2 1 34 87
2. |Mgr. Zdenék Dvofdk | VI.A,GNovéM 32 4 56 20 2 3 3 25 57
3. | Mgr. Lenka Zdeborova |3.A,GPlzen 2517 3|1 2 2 3 18 43
4. |Mgr. Robert Vicha 3.A,GJihl 20 31 5 411 2 2 3 21 41
5. |Doc. Jan Myslivedek  |3.A,GKJB 114 4 3 3 211 0 3 16 40
6. | Mgr. Petr Zima 4.A,GKlad 39 0 39
7. | Dr. Jan Holecek 3.A,GKJB 94 0 38
8. | Mgr. Antonin Lejsek 5B/6,GKoje 24 210 2 3§ 3 10 34
9. | Dr. David Holec 3.A,GKJB 77 3 0 0 3 4 6 16 32
10. | Be. Jiff Chaloupka kvinta,GZidlo 14 3|1 2 3 3 12 26
11.-14. | Be. Jan Prokledka oktiva B,GZlin| 10 3|1 2 2 3 1 21
Dr. Ondfej Piibyla 3.A,GKJB 81 3 0 0 4 3 10 21
Bec. Tom4d Necas 3.B,GKJB 19 2 2 21
Mgr. Karel Kyrian 3.A,GBudé 21 0 21
15.-17. | Be. Martin Wokoun 3.A,GKJB 11 1 2 3 3 9 20
Pavel Moravec 3.A,GKJB 4 5 2 1 2 3 3 16 20
Bc. Martin Netolicky | 3.B,GMedl 15 111 0 3 5 20
18. | Vladislav Vilek 7.7 6 1 3 1 1 3 4 13 19
19. | Dr. St3pénka Kuckovs |4.E,GArab 54 3 1 2 3 3 12 18
20.-21. | Michal Tarana 1.C,GVQOZa 5 3 11 20 3 2 12 17
Be. Vaclav Kucera 3.A,GSmich 17 0 17
22. | Be. Svatava Stehlikova | sexta,GHust 11 3 3 14
23. | Be. Jozef Gajdod 4.A,SPSS Zil 13 0 13
24.-25. | Be. Pavel Augustinsky | V.B,GHavif 11 0 11
Be. Jifi Vabek kvinta,GZd4r 11 0 11
26. | Bc. Lubog& Dostal septima,GSt¥ib | 10 0 10
27. | Lenka Kucerova septima,GJicin 9 0 9
28. | Dr. Viclav Racansky |3.A,GKJB 87 0 8
29. | Kristina Kovacikova 4.,GNovéM 0 2 2 0 0 0 3 77
30.-33. | Peter Hunana 4.,GBystr 5 0 5
Alena Kovarova 3.A,GBlava 5 0 35
Karel Honzl 3.,GPodb 5 0 35
Juraj Fedor 4.,GBystr 5 0 5
34.-38. | Lucie Petrackova 4.L,GStrad 4 0 4
Tomés Svatoh 1.,SPSStav 1 3 0 3 4
Miroslav Cerny 3.,GKutn 4 0 4
Andrea Svinkova ?,GUhHr 4 0 4
Mgr. Jarmila Mulacova | 4.,GMIBol 29 0 4
39. | Brano Baca 4.,GDubni 3 0 3

Uzavérka posledniho ¢isla M&M je 20. kvétna 1998.

Adresa redakce je:
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