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M&M  éislo 2 roénik IV

Mili FeSitelé,

tak jsme vydali 2. sérii. Nenajdete v nf vysledky souté%e o logo nafeho semina¥e. Ty budou vyhodnoceny

v nékteré z pEistich sérif. Do té doby miiZete posflat dal3f ndméty.

Diirazné vés upozoriiujeme na zménu adresy seminéfe. Novou adresu najdete na posledni strané pod vy-
sledkovou listinou.

Zimnf{ soustfedén{ moZn4 probéhne, moZné ne. Zalei{ to na vaiem zéjmu. Pfedpoklddand cena za tydenni
pobyt v Jizerskych hordch je asi 800,- K&. Chaloupku je pot¥eba zaplnit celou, tak¥e tam musf jet asi 25 lidf vetné
organizétorti. V kazdém p¥ipadé ndm napiste okam?ité, zda byste tuto cenu byli ochotni zaplatit, a také ndm sdélte
co nejrychlej¥f spojenf na vés (nejlépe telefon nebo e-mail).

Rédi bychom vés upozornili na zménu mno#iny opravovateli semin4¥e. MnoZina byla sjednocena s podmno-

#inou mno¥iny lofiskych Feliteli o prvcich Prof. Tomd$ Brauner, Dr. Ales Pfivétivy a Be. Ivana Capkovd.

Jist€ by vés zajimal také vyklad zihadnych symbolii ve vysledkové listing. Y _, je soudet viech bodi
Fefitele za viechny roénfky, po které ¥e¥f seminé¥, kromé posledni série. Podle tohoto soudétu se uréuji tituly — kazdy
je v asopise oslovovén titulem, kter§ doposud ziskal, a soucet bodfi pro tituly se mén{ aZ po vydén{ asopisu. y, je
obyéejny soudet za tuto sérii a koneéné 3, je soudet viech bodi za tento roénik. Podle tohoto souétu je také tiidéna
vysledkov4 listina.

vast opravovatelé

Téma 1 — Neukoncena c¢isla

V celém €lanku oznadujeme neukondend &fsla A =...a,0,-1...03026100.

Karel Kyrian, Lubos Dostdl, Doc. Pavol Habuda: Kritérium existence inverzniho &isla

Je z¥ejmé, e pokud cifra na ¥adu jednotek aq € {0,2,4,5, 6,8}, tedy 2|ap nebo 5|ag, pak inverzn{ &slo
nemiiZe existovat. Po ndsobenf libovolnym &fslem bude v desitkové soustavé cifra jednotek vidy nésobkem 2 nebo 5,
protoZe cifra jednotek vysledku je ddna vztahem ¢p = agby mod 10. NemiiZe tedy nikdy vyjit jednicka.

V daldim élanku popisujicim algoritmus vypoctu inverznfho &isla dokdZeme, Ze pro ostatni &isla inverzni
&slo vidy existuje.

Karel Kyrian, Lubos Dostdl, Doc. Pavol Habuda: Vypocet inverznfho &fsla

Necht A, B jsou nésobend &sla a C = 1 je vysledek nisobeni. Cheeme pro zadané A vypoéitat B tak, aby
AB=C=1.

Cifra na n. ¥ad¢ je déna vztahem ¢, = (3 ;—; bi@n—_; + 2,) mod 10, kde 2, je pFenos do n. ¥adu. Pfenos do
Fadu jednotek zp = 0. Ve vyddich Fadech je 2,41 = (Z?:o bian_j+ 2z,) div 10. Vztah pro vyslednou cifru miZeme
upravit na tvar ¢, = (Z?z_ol bty _; + agby, + zn) mod 10.

Tento tvar mé jednu vyhodu: pfi vypoétu n. cifry vysledku je pouZito cifer bg,b1,...,bn—1 a cifry b,. To
znamend, Ze cifru b, miZeme p¥ehodit na druhou stranu a vztah Fefit jako rovnici. Nejprve vypoditdme cifru bg, pak

jejim dosazenim cifru b;, pak dosazenim cifer bg,b; ziskame cifru by atd...UkaZme, %e za pFedpokladu uvedeném
v pfedchozim &éanku ma rovnice vidy Fedenf.
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n—1

Cp = (Z biay, _; + agb, + zn) mod 10
i=0

n-1

Z bitn_i + aobn + 2n — ¢ (mod 10)

=0

0

n-1
agh, = ¢, — Z bid,_; — 2z, (mod 10)
i=0
n-1
by = ao_l (cn — men_i — zn) (mod 10)
i=0

Dostali jsme jednoznaény vztah pro b, za pfedpokladu, Ze existuje inverzn{ prvek vzhledem k nésobeni
&slem ag modulo 10. Jak si asi kazdy zkusil, tento inverzni prvek skutetné pro vhodné ag existuje, nebot 1-1=1,
3-7=1,9:-9=1. Po ka¥dém vypoétu cifry spocitdme i odpovidajic{ pfenos a miiZeme pokradovat.

Upravime je$t& vztah pro poZadované éislo C' =1, tedy co =1, ¢; =0 proi > 1.

by = (ﬂo_lﬁg — zo) div 10 = ao_1

n—1
n>1 = b= (—agl (Z b,»an_,»+zn)) div 10
i=0

Lubos Dostdl: Vypodet inverznfho &isla pro éisla pFirozend

Pro pfirozené &fsla existuje jisty vztah mezi délenim v oboru racionélnich &sel a délenim v nafem oboru.

Nejprve najdéme cifru by = agl, opét musi byt cifra ap vhodné. Pak zjistime podil v oboru racionalnich
&sel d = bo/A, kter§ ndm vytvo¥{ periodické racionslnf &slo d = 0,bed. . .hij. Tvrdim, %e pak neukondené &slo
B = A™! = bed. . . hij bo. Tento postup vyhovuje pro viechna p¥irozend &sla kromé trojky, pro kterou plati 371 = 67.
Diikaz:

(bed .. hijbo)a = (bed. .. hij 0+ bo)a =
:§00+D1:61:1,

proto¥e 1 =da = 0,bed.. . hija = (0,bed...hij +0,000...000bcd ... Rij)a
=[D—-1],999...99C +0,000...00D = D,

co? pry plyne z postupu.

Karel Kyrian, Lubos Dostdl: Hled4ni ko¥ene rovnice z? = 2

Necht C? = C. Vytvofme soustavu rovnic pro jednotlivé cifry, kterd bude mfit vhodny tvar, tj. bude ji mo¥no
Fedit od jednotkovych cifer vyfe postupné. Oznaéme si podobné jako v pfedchozich ¢lancich z, pfenos do n. Fadu.
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o = ¢3 mod 10,

n>1 = cn:(Zcicn_5+zn) mod 10 =

i=0
n—1
= (Z ¢icn_i + 2eoe, + zn) mod 10
i=1
n-1
0= Z Citn—i +¢n(2c0 — 1) + 2z, (mod 10)
i=1

n-1
en(1—2¢0) = Z Citn_i + zn (mod 10)
i=1

n—1
= ((1 —2¢9) ™ (Z CiCn_; +zn)) mod 10
i=1

Vidime, %e ka¥d4 dal3f cifra je jednoznacéné definovina, pokud existuje inverznf prvek k éislu 1 — 2¢o. Pokud
by k nému inv. prvek neexistoval, uz by nebylo feSen{ jednoznaéné, p¥esto by ale eventualné mohlo existovat, kdyby
byla pravé strana rovnice nulova nebo nésobek 1 — 2¢. VyFeime ale rad&ji nejprve rovnici g = ¢ mod 10. Jedina
Fedenf jsou {0, 1,5, 6}. Cisla 1 — 2¢o mod 10 jsou po Fad& 1,9, 1,9, jejich inverzni prvky jsou rovn&s 1,9,1,9.

Vidime, %e se diskuzemi nemusime viibec zabyvat, nebot ka?dé zvolen{ ¢y vede k jednoznatnému Feleni.
Tabulka FeSen{ je nésledujief:

co C

0 0
1 1
5 ...23230896109004106619977392256259918212890625
6 ...76769103890995893380022607743740081787109376

Lubos Dostdl: B4dan{ nad vlastnostmi nekonéenych &isel

Pro badén{ nad touto strukturou potfebujeme dokizat, %e je to komutativnf okruh, tj. Ze jeho aritmetické
operace spliinjf jisté podminky. Konkrétng je to u séftdnf komutativita a+b = b+a, asociativita a+(b+c¢) = (a+b)+c,
existence neutralnfho 0 a inverznfho —a prvku a u ndsobenf komutativita ab = ba, asociativita a(be) = (ab)c a
existence neutralnftho prvku 1. Déle musime dokézat distributivitu téchto operaci (a + b)c = ac + be.

Dald{m tkolem je ovéfit, zda je tento okruh télesem, tj. zda v ném existuje pro kaZdé nenulové &slo prvek
inverzni a~?, nebo alespoli oborem integrity, co¥ znamen4, %e pokud je soudin 2 &sel nulovy, musi byt aspoit jedno
z &fsel nulové, &ill a £ 0,6 £ 0 = ab # 0.

Pro operaci s¢itdni neni pot¥eba se podrobné&ji rozepisovat. ZapiSeme-li si vztah pro n. cifru vysledku,
ovéfime ihned, Z%e je komutativn{ i asociativni, stejné jako okamZit& rozezndme existenci neutrélniho a inverznfho
prvku.

Podobné je moZno ovéfit vztahy i pro ndsobeni. Vztah pro n. cifru visledku je ¢; = (Z?:o aibn_i + zi) mod
10, kde zy, je opét pfenos don.fadu 20 = 0,2 > 0= 2zp41 = Z?:o a;b,_; div 10. Je z¥ejmé, Ze operace je komutativni.
U asociativity to jiZ tak zfejmé nenf, také to autor ani neuvedl. Distributivn{ zadkon zlistal rovnéZ nepoviimnut.

Velmi diile?ité je tvrzeni, e okruh NENT ani oborem integrity. Z v{se uvedenych &anki vypl§va existence
netrivislntho fefenf rovnice 2? = z, tedy 3z : 2 # 0,z # 1, z(2 — 1) = 0, co¥ znamen4, Je existuj{ dv& nenulov4 &isla
z,2 — 1, jejichZ soudin je nula. To ndm naprosto rozboff obvyklou metodiku Fedenf rovnic, nap¥. kvadratickych, které
obvykle upravime na souéinovy tvar a pfedpoklddime, %e alespoil jeden soudinitel musi byt nulovy.
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Mezi netrividlnimi Fefenimi 2, 2, rovnice 2? = z existuje jisty vztah. Zavedeme-li si do rovnice substituci
z =1-—y, dostdvime
2 _
I-y=1-y
2
1-2y+y"=1—y
2 _
yv=u
z ¢eho¥ plyne, %e pokud je x Fedenim rovnice, pak i 1 — 2 je FeSenim rovnice. Netrivialn{ Fedenf jsou pravé dvé, tedy
1+ 2z =1.
Pokud umime v nafem oboru odmoctiovat ¢isla, je mo¥né Fedit i rovnici 22 = az. Zavedeme-li si substituci
z = az, dostdvame a22? = a?z, tedy 22 = z, kterou u¥ umime vy¥esit.
Line4rn{ rovnice az +b = 0 se feif vztahem 2 = a~1(—b), pokud a~! existuje. Otdzka je, nalezneme-li timto
postupem opravdu viechna Feeni.

Druh4 odmocnina mil%e existovat pouze z &sel, které kon&f na {0,1,4,5, 6, 9}. Pokud bude existovat jedna
odmocnina, musi existovat alespoit dvé, nebof 22 = ¢ = (—2z)? = a. Daliim tématem vaieho badan{ miize byt
algoritmus vypoctu né&jaké odmocniny.

Lubos Dostdl: Interpretace nékterych neukondenych &isel

Cisla tvaru 999 a,an—_1 . . . a1dg je moZno interpretovat jako zdporn celd &isla, éisla tvaru 000 ¢ndan—1...d1do

jsou samoziejmé obvykl4 &sla pfirozené.

Periodicka &fsla Pgpr—1--:P2P1P0 Gnln—1...020100 je mo¥no chapat jako &sla racionalni p/q. Uméli byste
najit k danému periodickému &slu jemu p¥isludejicl zlomek?

Ostatni ésla jsou obecné iraciondini, zatim nezndme jejich vyznam.

Téma 2 — Lednicka

Dr. Jan Holecek: Kompresorova lednicka

Kompresorovou lednigku tvok{ 3 hlavn{ &4sti: kompresor, chladi& a v§parnik (viz obr. 1). Kompresor nasiva
sytou péru chladiva a vykonan{m préce ji stladf z tlaku p; na ps. Tim se vytvo¥{ para pfehFata. Ta se v chladiéi ochlad{
pFedanim tepla do okoli na teplotu varu a zkondenzuje na sytou kapalinu (pfi tlaku p;). V redukénim ventilu dojde
k adiabatickému snfZeni tlaku na p;, ¢imZ se kapalina ochladi. Ve vyparnfku p¥ijme chladivo teplo od chlazeného
objektu. Tim dojde k odpaFeni chladiva. Vznikla para je nasivana zpét kompresorem.

redukovana kapalina
> vV —

vyparnik
kompresor
DG redukéni ventil D(j
chladié
kapalina & pEehFata para
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Doc. Pavol Habuda: Kompresorova chladnicka

Ve svém ¢lanku chei doplnit popis kolegy Dr. Jana Holetka. Vypafovani latky ve vyparniku odpovida
v T— § diagramu (teplota-entropie) stupef 4 — 1 (viz obr. 2). Pary z vyparniku nasavé kompresor, ktery je stladi na
tlak ps, odpovidajici teploté€ kondenzace 7. Tato komprese nechf je adiabaticka. Z kompresorn postupuji stladené
péary do kondenzatoru, kde za stilého tlaku p; kondenzuji (2 — 3). V reguladnim ventilu se tlak p; sni¥f na tlak
vyparniku p;.
Utinnost tohoto procesu miiZeme odhadnout na zdkladg zjednoduSeného grafu (obr. 2). P¥evedme si tento
graf do p— V diagramu (obr. 3). Pro ainnost podle Carnotova vztahu platf
n= L-T (T11.1)
i3

xrws : 1

Vyhodng&jii je zavést tzv. chladici dcinnost ¢ =~ .

Zkusme si ted’ odvodit vztah pro p¥ikon ledni¢ky. Prace vykonana b&hem jednoho cyklu je

W =01 - Qs
Vime, Ze plati
W @h-Q: G Q) _GfTh-5\ _ -Gbh
P=N~="Aa —m 1_Q1 TAt\ T T ATy (rrr2)
Odtud
T i3]
P|= =P B TII.
\PI=Carg, = Prrosta- o (T11.3)
kde Pprostr je vykon prostiedi.
T T
2
Tt 3
adiabata diabata
T+ 1
T-S diagram p-V diagram
S S

Mgr. Jarmila Mulacovd: Princip absorpéni lednicky

U téchto lednidek chybi kompresor, jeho funkce je nahrazena pohlcovidnim chladiva v absorbéru a jeho
vypuzovanim ve vypuzovaku absorpéni kapalinou za riiznych teplot (viz obr. 4). Kapalné chladivo sték4 z kondenza-
toru K do vyparniku V a odpaFovanim chladf komoru, v ni% je vyparnik umistén. Péra chladiva (obvykle &pavku),
vystupujictho z vyparniku, je v absorbéru A pohlcovina vodou, pFidem? se uvoliiuje teplo, které soustava odevzda
svému okolf, nap¥. okolnimu vzduchu. Voda obohacené ¢pavkem proudi ve sméru 8ipky do vypuzovaku P, oh¥ivaného
topnym télesem. P¥l vyS{ teploté se ¢4st ¢pavku z vody vypudi a ochuzena voda se vraci do absorbéru. Vodu udrzuje
v pohybu topné t&leso (ohFevem svislé trubky se &4st &pavku vypudi; voda obsahujici bublinky &pavku pak mé4 men3i
hustotu ne? voda bez bublinek a diky tomu cirkuluje). Vypuzeny &pavek proudi pfes odlufovad vody O zpét do
kondenzatoru, kde znovu zkapalnf.
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Tomds Necas: Princip tepelného derpadla

Tepelnym &erpadlem rozumime stroj, ktery dodanou préci pouZije k pFederpani tepla z chladnégjitho télesa

na teplejsi. Zakladnf schéma tepelného éerpadla viz na obr. 5. Teplo o, odebrané chladn&jiimu télesu p¥i teploté Tg
odvad{ stroj spolu s dodanou praci ve formé tepla @ do prost¥edf o teploté 7.

Q W
Qo

Vzhledem k tomu, %e jde o vratny d&j (AS = 0,) budeme moci nahradit ve vztahu pro G&nnost teplo @
teplotou 7. Uéinnost zaFizenf je pom&r ziskaného, resp. odebraného tepla a price, kterou musime dodat. Pro lednidku
tak dostaneme:

e=Wo_ Qo _ B (T11.4)

TW T Q-Q T-T

Nynf uvaZujme tepelné &erpadlo, kterym topime:

_e__@ _ T
=T OGS T-T (T11.5)

Pokud tuto i¢innost srovnime nap¥. s elektrick§m pFfmotopem, vidime, % &innost miZe byt v&ts. Uinnost
pF¥imotopu je:

(T11.6)

o

V idedlnim pifpadé @ = W je ¢ = 100%.

Tomds Nedas: Peltierova chladni¢ka

Toto zak{zeni se vyuziva pfedeviim v elektronice. Funguje asi takto: v termoelektrickém generdtoru se vnéj-

3{m tepelnym vykonem udrZuje jeden spoj na teploté vy33{ nez druhy. Tim vznik4 elektricky proud, ktery odevzdava
vykon spotfebid. Nahradime-li spot¥ebi¢ zdrojem stejnosmérného proudu, zvétiuje se rozdil teplot mezi obéma spoji.

Doc. Pavol Habuda: Mij masokombinat

Piedstavme si velky masokombinét, ktery miiZe odebirat p¥ikon nékolik set kW. JestliZe nap¥. P ~ 200kW,
pak pro vykon chladni¢ky P plati

Py, = P: =1,2MW, (TIL.7)

uvézime-li teploty 77 = —18°C, 15 = 35°C.

D4 se dokézat, %e ztratovy vikon na potrubi je zanedbatelny v porovnéani s vikonem teplé vody (podrobny
vypodet k nahlédnuti u autora).

Tepla voda se pFivadi do radiatori. Odhadnéme celkovy objemovy priitok viemi radidtory:

V m

Q=7

T (TI1.8)

kde m je hmotnost vody, kterd protede za fas t. P¥i teplotnim rozdilu AT plati pro teplo odevzdané vodou Pt =
mcey, AT, odkud dosadime za m do vztahu TIL8 a dostaneme

= 201 TII.
Q= Az, ¥ (T11.9)
To by znamenalo vytapét asi 200 radidtory. Pfedpokladame-li, Ze byt méa 5 radidtorti, miZeme vytapét 40 byti, coZ

je mo¥na osmiposchodovy paneldk.
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Téma 3 — Rovinné dlazdéni

Nejprve bych se cht&l viem (i potencionalnim) Fefitelim velice omluvit za vagni formulaci zadéni. Tato
zplisobila naprostou nejasnost jeho vykladu, nésledné neporozumnéni, v diisledku &dehoZ se na téma kazdy Fefitel
dival z ihlu vlastnfho pohledu.

Do redakce pfislo 5 €lanki, z nichZ asi 3 stoji za publikovani. Vzhledem k jejich nedotaZenosti ale hlavné
jejich rliznorodosti nechei plytvat drahocennym mistem a nebudu je celé i s ndértky pfetiskovat. Poznamendm sem
pouze nékolik zajimavych postfehid, nipadi a rad.

Doufdm, Ze se po jejich pFeéteni pokusite systematicky rozdé&lit viechna dlaZdéni do nékolika skupin znovu.

redaktor Robert Spalek: kritéria d&lenf dl4zdéni

Vezméme si libovolné shodné zobrazeni roviny na sebe sama. Takovym zobrazenim mifize byt libovolné
slozen{ posunutf, zrcadlen{ a rotace. Budeme zkoumat, kdy se timto zobrazenim zobraz{ dlaZdénf pFesné€ na sebe.
Mnof#inu viech shodnych zobrazeni, které zobrazi dlaZdén{ na sebe, nazvéme grupou dldZdént G.

Je z¥ejmé, Ze pokud obé zobrazenf a, b € (7, pak mus{ také zobrazeni a 0 b € (3, protoZe po zobrazeni roviny
zobrazenim a ziskdme to samé dlaZdéni, to pak po zobrazeni zobrazenim b se promitne zase samo na sebe, takZe i
jejich sloeni @ o b promitne dl4Zdén{ samo na sebe. Déle vime, Ze identické zobrazeni e vidy zobraz{ dlaZdén{ na
sebe, protoZe zobrazi na sebe viechny body roviny. Také vime, %e k libovolnému zobrazen{ a roviny existuje inverzni
zobrazeni a~?, které je také shodné. Diky témto zikladnim poznatkiim miizeme systém viech zobrazeni dl4#dénf na
sebe povaZovat za grupu.

Pokud bychom dovolili libovolné dldZdén{, nap¥. i aperiodicka, pak by tato grupa mohla byt jednoprvkova
(obsahovala by pouze identické zobrazeni). My ale po¥adujeme, aby dlaZdén{ bylo periodické, tzn. aby existovaly
nejméné 2 riizné sméry, ve kterych se bude dlédZdénf opakovat. Za téchto p¥edpokladi vime, Ze do grupy G pati{
vidy nejméné& viechny celé ndsobky 2 zékladnich posunutf v1, v a jejich kombinace (co? je vlastné takova nekonetna

mifrka).
Zajistili jsme si tedy, aby grupa (G byla aspofi trochu zajimava.

Za nejjednodu?3f dldZdénf tedy povaZujeme takové, které ma pouze triviidlnf symetrii — opakovan{ po urditych
intervalech. DI&%déni mohou byt ale mnohem bohat#f, nap¥. je miizeme beze zmény zrcadlit &i rotovat o 60, 90, 120
nebo 180 stupiiid.

Ptiklady. Ctvercovd sit se napF. od obdélnikové lisi tim, Ze ji Ize rotovat jestd o 90 stupiiii. Kosodtverce se od
kosodélniki lisi tim, Ze je lze zrcadlit.

Rozdélme nynf dl&Zdéni do nékolika typi podle struktury jejich grupy symetrii G, podle toho, kterd dl&Zdéni
se dajf jak rotovat, posouvat, zrcadlit atd...

Lenka Zdeborovd: Rozdélen{ dlaZdén{ v roviné

Kosti¢ky mi%eme rozdélit do zdkladnich skupin:
1. kosticka mé 6 sousedii, v 1 bodé& se stykaji 3,
2. kosti¢k4 m4 4 sousedy, v 1 bodé se stykaji 4.
Déle je miiZzeme rozdé&lit podle poétu os symetrie na
1. kosodélnfky — #4dné osa
2. kosodtverce — 2 osy
3. obdélniky — 4 osy
4. ¢tverce — 3 osy

Autorka doplnila nékolik n&&rtki a dospéla k existenci 14 skupin dl4Zdéni.
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Doc. Pavol Habuda: Rozdélen{ dl&dZdén{ v roving
Jediné pravidelné n-tihelniky, kterymi lze vyplnit rovinu, jsou trojihelnik, ¢tverec a Jestifthelnik. Z této
skupiny musime vychézet pfi klasifikaci skupin dlaZdénf.

Po kratké diskuzi o vlastnostech rotace v roviné dospél autor, e stfedova soumérnost se p¥i rotaci neménf,
kdeZto osovd ano. Déle dokézal, %e libovolnym trojihelnikem lze beze zbytku vyplnit rovina. Prvnim kritériem je
podle autora podet stran soumérnosti.

Druhym kritérie riiznosti 2 dl4Zdéni miZe byt podet kostidek setkdvajicich se v kaZdém rohu. TFetim krité-
riem by mohl byt podet sousedii jednotlivich kostidek.

Uzitim téchto pravidel autor dospél k celkovému vysledkn 11 skupin dlazdéni.

Uloha 1 — Zahradni sprcha

Za¥izeni bude fungovat na principu spojenych nasob. Voda bude p¥itékat po dobu 10 minut, pak dosédhne
hladina vyiky k1, voda zadne trubic{ odtékat z rozdilu tlakd, u dna nidoby je tlak p1 = ps + pn a u fsti trubice
pouze p,. Proto vznikne podtlak a postupné vytee cely obsah nadoby (k tomu je t¥eba, aby p¥itok byl men3i ne?
odtok), jinak by stale voda pFitékala a nikdy by neodtekla viechna.

hy hy
hy-

Daéle je tfeba uvaZovat, zda tento model bude fungovat pro riizné priiméry trubice. Pokud se zamé&fime na
okamf#ik, kdy voda dosdhne vysky h,, voda stile pFitékd a odtéka vidy takové mnoistvi, které pfesdhne hi. Voda
odtéké rychleji ne¥ priték4 a tedy nikdy nedosdhne hs.

Navrhovany model tedy nebude fungovat pro libovolny priimér trubice, trubice mus{ byt dostate¢né tenka,
aby diky kapilarité voda p¥ilnula i k hornimu okraji trubice.

Dal3{ diskuze k tomuto pifkladu miZete zasilat jako €lanky do dasopisu. Pokuste se spoditat, jak tenk4 mus{
trubice byt a zda voda tak tenkou trubici nezalepi.

Uloha 2 — Kulec¢nik

Jako autorské FeSenf si dovolime étena¥ské obci pFedloZit skvélé FeSeni Petra Zimy. Myslime si, Ze k nému
nenf co dodat.

Oznadme strany stolu a, b. Zvolme kartézsky systém soufadnic s podatkem v jednom rohu stolu tak, aby
ka%d4 z os z,y byla rovnob&né s n&jakou hranou stolu (viz obrazek). Still zobrazme v osové symetrii podle jeho

8
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mantineld. S takto vzniklymi stoly provedme toté% atd., a% zaplnime celou rovinu stoly. Stoly majf oproti piivodnimu
stolu 4 riizné druhy orientace, jak je na obrazku vyznadeno pomocf Sipek.
¥

a

Formalné to znamena, e pro libovolné dva body A = [z, y1], B = [z2, y2] plat{ A = B, pravé kdy¥
(Im,n € Z) (29 = 21+ 2ma & yz = +y1 + 2nb). (11.2.1)

Mantinely maji rovnice 2 = ma a y = nb;m,n € Z. Osova soumérnost podle mantinelu je tedy v nasf roviné
identitou.

Koule se pohybuje bud’ po p¥imce, nebo se pfi odrazu jejf trajektorie osové zobraz{ podle mantinelu. V naf
roviné tedy miiZeme trajektoril chdpat jako pfimku urdenou rovnicf

y=% _y, (11.2.2)

z— 29

kde k = tan a; o je smérnice této p¥imky a [2g, yo] je potateén{ poloha koule.

Aby se koule pohybovala po téZe fsedce dvakrit, musi projit jednim jejim bodem podruhé stejnym nebo
opadnym smérem, ne? jakym fla prvné (tato podminka je nutné i postacujicf). V nadf roving tedy musf leZet na dané
p¥imce dva body [z1, y1], [#2, y2] splinjicl

(Am,neZ)(zz=214+2ma & y2 =11 +2nb) (11.2.3)
nebo

(Am,neZ)(zz = —21+2ma & y2 = —y1 + 2nb). (11.2.4)

Obé& podminky rozeberme podrobnéji:
(I.2.3) Az, y) # 22wl —yp =k(zz—21) & (@mneZ)z; =21 +2ma & y; =y + 2nb) je ziejmé

ekvivalentn{ s podminkou
ma

=
Tato podminka trividlng plati i pro @ = +7, kde nenf tan o definovino. Tedy mame pro libovolny bod
[#1,31] podminku ekvivalentni s (I1.2.3):

(HnEQ)k:n-%.

(IL2.4) (Aer, 3], (o2 o]l — 91 = k(zz —21) & (@Amn € Z)(z2 = —21+2ma & y2 = —y1 + 2nd) je
ekvivalentn{ podmince
[ma, nb] le%f na trajektorii koule,

9
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nebot

[ma, nb] — [117 yl] + [127 y2]

2
a tento bod zjevn& le#{ na p¥imce urdené body [z1, 1], [#2, y2]. Tedy podminka (I1.2.4) je ekvivalentn{ tomu,
%e koule jednou p¥ijde pfesné do rohu stolu a odrazi se zpét.

Diskutujme fyzikalni viznam splnénf podminek (I1.2.3) a (I1.2.4).

(i) Pokud plati (IL.2.3), dostane se koule po ur&ité dob& do tého? pohybového stavu. KaZdoun fisetkon své
trajektorie tudiZ projde nekoneénékrat.

(ii) Pokud plati (I1.2.4), dostane se koule n&kdy do rohu, tam se odrazi do smé&ru, ze kterého pfidla, a vrac{ se
po viech fseckéch, které u¥ prob&hla. Jestlite zaroveti neplati (I1.2.3), tak se u% nikdy nedostane na jinou
fise¢kn podruhé.

ZAavér. Mohou nastat tFi rizné situace:

(1) tana je racionalni ndsobek % (nebo +o0). Potom koule projde ka¥dou asecku své trajektorie nekone&n&krat.

(2) Pokud nenastal p¥ipad (1) a koule se po uréité dob& dostane piesn& do rohu, pak viechny fisecky proglé
pied okamZ#ikem odrazu v rohu projde pravé dvakrit. Viechny ostatni tsecky své trajektorie projde pravé
jednou.

(3) Pokud nenastal ani piipad (1), ani (2), pak neexistuje Gse¢ka, po nf% by se koule pohybovala vicekrat ne¥
jednou.

Uloha 3 — Sneéek provazochodec

1 1

Oznaéme lp = 1m délku lana v ¢ase t =0, vg = Imm-s~' rychlost 3necka vzhledem k lanu, vp = Im s~
rychlost vzdalovani bodu B od bodu A a #(t) vzdalenost Inecka od bodu A v &ase t. ProtoZe se lano natahuje
rovnomérng, je jeho délka v &ase t rovna [(t) = lp + vpt. Okam¥ita rychlost Snecka vzhledem k bodu A se skldda ze

3
dvou sloZek - z rychlosti vy a rychlosti vp - %, co? je rychlost vzdalovani bodu lana, ve kterém se Snek nachézf,

v diisledku natahovén{ lana. Pro celkovou rychlost $neka vzhledem k bodu A tak platf

dz z(t)

— = =2, 1

at =B ()
Zavedeme-li jako novou proménnou &st lana, kterou ji% Snedek urazil, y(t) = %, dostaneme

() = :c’(t)l(t)lz—(;e(t)l’(t) _ z'l 721)31
3
Odtud dosazenim do (1) dostaneme
ly = vg. 2)

Ke stejné rovnici mi%eme dojit touto Gvahou: je-li y &ast lana, kterou ji# $nek urazil, je 3 pFirfistek této
&4sti, zplisobeny vlastni §nekovou rychlosti vp (kdyby vp = 0, zlistaval by p¥i natahovani pofad ve stejné &asti lana,
tak¥e by bylo y = konst.). Odtud uZ plyne rovnice (2), kterou miizeme snadno zintegrovat:

dt dt Vg
y—US/T —US/m = Eln(lg+vgt)+konst.
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Dosazenim okrajovych podminek t = 0,y = 0 a y = 1, kdy¥ 3nek doleze do bodu B, mame

vpt

1= ;’i[ln(l0 +upt) = ln o] = -2 In(1 4+ 22
B

vB lo

o s )
B
Pro dané hodnoty vychazi ¢t = (e!0%° — 1)s, tj. asi 6.10%26 let.

Jak je vidét z tvarn vysledného vzorce, $nek doleze do bodu B dokonce pro libovolnou volbu parametri
lo, v, vg. VEtSina z vas spravné odhadla, Ze se jednalo pEece jenom o ur&iton abstrakei (typu “je d4n Znek a ten leze,
af se d&e, co se d&je”), protoZe tak dlouhou dobu jedt& urdité 7adny Inek bez piestavky nelezl (zkuste si to a uvidite,
jak dlouho vydriite).

Komentaf k FeSenim: na uvedeny zpiisob pfiflo nemnoho Fesiteld. Vétiina spravnych FeSenf vyuZivala rovnici
(1) a hledala obecnou zavislost z(t), co¥ vedlo na ponékud sloZit&jsi vypodty, ne feleni rovnice (2). TEZ situaci
méli t1, ktek jedt& neuméji integrovat. Uloha se d4 Fedit I pomoci posloupnosti, ale je to pak pracn&j3f a ned4 se tak
dopracovat k pfesnému vysledku. I pfesto takto dostali n&kte¥{ Feditelé celkem sludny odhad.

Zadani novych témat

Ponévad? vadimy p¥ispévky jeité zdaleka nebyla vyderpdna viechna minule zadané témata, ponechivime
vam je k feenf i naddle. Déle vAm p¥iddme jedno nové ‘hravé’ téma.

Téma 4. Déleni lupu

Jisté byste vymysleli zptisob, jakym se mohou dva nepoctivi lupi¢i rozdélit spravedlivé o lup. Pomifime

zplisoby zaloZené na diivéfe ve spravedlnost hodnovérné osoby a nechme je, af si lup rozdéli sami bez ciz{ pomoci.
Jednim z moZnych postupii je tento:

1. lupié rozdé&l{ lup na dvé &&sti, které povaZuje za stejné cenné,
2. lupié si pak jednu z nich vybere.

Je ziejmé, Ze bez ohledu na jejich poctivost si ka¥dy z nich miZe vhodnym postupem zajistit alespofi
polovinu uloupeného majetku.

Zobecnéte tento postup na N lupiéi. Tento postup musi zajistit, aby byl libovolny lupié schopen ziskat
alespoti 1/N majetku, bez ohledu na jeho pofadi, & dokonce pF{padny pokus o podvod ze strany ostatnich lupi&i.

Zadani rekreacnich tloh

Uloha &.4. Barveni obrazce

V roviné ja vyznaden nésledujici obrazec:

Prvn{ t# obdélniky

1/2
1 2 1/4) 4
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Je sloZen z nekoneéného podétu obdélniki o obsahu 1. Kazdy obdélnfk je dvakrat delsf, ale i dvakrat uzsf nez obdélnik

pFedchozi. Tvary obdélniki tedy jsou 1 x %, 2 x %, 4 x i, ey 2 X QLH, s
. . 1 1 1 P . . o
Celkovy obsah obrazce je 1 - i +2. 3 +4- i +...=1414+1+4+...=00. Nenf jej tedy mo¥no cely nat¥it

barvou.

Vyrotujme nyni obrazec podle vyznatené osy. Stane se z né&j téleso sloZené z elementarni valeckii. Objem

1 1 1 1 1 1
véletku je mr2d. Celkovy objem t&lesa je (1 1z +2- 5z +4- z +.. ) = (I + 3 + 1 +.. ) = 27. Téleso je

tedy moZné zaplnit jistfm malym koneénym mno#stvim barvy.

Jak je moZné, Ze téleso barvou bez problémi zaplnime, kdeZto na obarveni jeho pouhé podmnoZiny ndm
nestadf libovolné mno#stvi barvy?

Uloha &.5. Medvéd honi medvédici

Na koncich ftise¢ky délky ! se nalézaji medvéd a medvédice. Medvédice utfké kolmo k fisedce rychlost{ v,

medvéd béZi v kaZzdém okam?iku pFesné za nf rychlosti vs. Jaké je zrychlenf medvéda ve sméru kolmém k fsecce

v daném casovém okamziku? B .
Poloha a smér medvédi

Ulohy &.6. Odpocinkové iilohy
Niésledujicf Glohy jsou leh&f ne¥ obvykle, proto je jich vic. Celkem je za né mo#no ziskat 10 bodi. Jsou sefazeny podle
obtiZnosti a kazd4 z nich je ohodnocena o bod 1épe ne? filoha pFedchozi.
e Deset bodi podle obrizku miZeme spojit tfemi pfimkami po étyfech bodech. Zménte polohu dvou bodi,
aby se 10 bodi mohlo spojit péti pfimkami po étyfech bodech.
e P¥i opravé hodin na v&7i se hodinéf zmylil a nasadil hodinovou rudicku na osu minutové a minutovou na

osu hodinové. NaF{dil hodiny na 6 hodin, tj. velkou ruéi¢ku nafidil na 12 a malou na 6 a spustil je. Kdy
budou hodiny poprvé ukazovat na okam¥ik spravny &as?

e Rozdélte obrazec na obrazku na 10 shodnych dili.

o (islo kon&{ cifron 2. Pfesuneme-li dvojku z pravého konce na levy, &islo se zdvojnasobi. Uréete nejmensi
takové &slo, pfipadné viechna takové &fsla, obecné.

L] . L] . 2ﬂ
‘
. L]
2a a
L] L)
o
propojeni bodu ¢arami o o - délen{ obrazce

12



M&M, studentsky €asopis pro badan{ v oblasti matematiky a fyziky

Roénik IV

Cislo 2

Cis. |Jmeno Trida So_4[t1 t2 t3 rl r2 r3 |55,
1. Doc. Pavol Habuda 3.B,7 14512 5 4 4 3 5 23 23

2. Dr. Jan Holedek 3.A,GKJB 56 31 3 3 5 15 15
3. Karel Kyrian 3.A,GBudé 03 2 4 5 14 14
4.-5. | Tom43 Nedas 3.B,GKJB 0 4 3 5 12 12
Lenka Zdeborova 3.A,GPlzeit 0 3 4 5 12 12

6.—8. |Martin Wokoun 3.A,GKJB 0 3 3 5 1 11
Dr. David Holec 3.A,GKJB 61 3 3 5 1 11

Dr. Ondfej Pfibyla 3.A,GKJB 70 3 3 5 1 11

9.-11. | Lubo§ Dostéal septima,GSt¥b 05 5 10 10
Petr Zima 4.A,GKlad 0 5 5 10 10

Dr. Jan Myslivedek 3.A,GKJB 90 3 2 5 10 10

12.-13. | Zden&k Dvofdk VI.A,GNové 0 3 5 1 9 9
Antonin Lejsek 5B/6,GKoje 0 4 5 9 9

14.-16. | Ji¥f Chaloupka kvinta,GZidlo 0 3 5 8§ 8
Véclav Kudera 3.A,GSmich 0 3 5 8§ 8

Dr. Vaclav Radansky 3.A,GKJB 79 2 3 3 8§ 8

17. | Lenka Kuderové septima,GJicin 0 2 5 7T
18.-19. | Vladislav Valek 7,7 0 3 3 6 6
Mgr. St&panka Ku&kovs | 4.E,GArab 48 1 3 1 1 6 6

20.-25. | Robert Vacha 3.A,GJihl 0 1 1 3 5 5
JiFf Vabek kvinta,GZdA4r 0 0 1 4 5 5

Alena Kovarovi 3.A,GBlava 0 2 21 5 5

Karel Honzl 3.,GPodb 0 5 5 5

Juraj Fedor 4.,GBystr 0 4 1 5 5

Peter Hunana 4.,GBystr 0 2 21 5 5

26.-32. | Miroslav Cern§ 3.,GKutn 0 1 2 1 4 4
Pavel Moravec 3.A,GKJB 0 4 0 4 4

Lucie Petrackova 4.L,GStrad 0 3 1 0 4 4

Andrea Svinkovéa ?7,GUhHr 0 3 1 4 4

Martin Netolicky 3.B,GMedl 0 2 1 1 4 4

Mgr. Jarmila Mulagova |4.,GMIBol 25 2 2 4 4
Svatava Stehlfkova sexta, GHust 0 4 4 4

33.-35. | Brafio Bada 7,7 0 3 3 3
Pavel Augustinsky V.B,GHavi¥ 0 3 3 3

Jan Prokleika oktava B,GZlin 0 3 3 3

Strana 13

Releni rekreatnich filoh, jako¥ i témat posilejte do vanoc (tj. aby ndm to doilo difve, ne? odjedeme na
) J p ] 1] il ) J
prézdniny), tedy do 20.prosince.1997. Dirazné vis také upozorfiujeme na zménu adresy semina¥e. Nov4 adresa je:

Robert Spalek B1506, VSK 17. listopadu, P4tkova 3, 182 00 Praha HoleSovice
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Zimni soustiedéni

S velkou pravdépodobnosti béhem druhé poloviny ledna prob&hne zimnf soustfedéni. Mélo by se konat
v Janové nad Nisou. V blizkosti chaloupky se nachézi lyZa¥sky vlek, okolnf krajina je vhodné i na b&Zky. Kdo nem4
lyZe, miiZe jet také, budeme poFédat 1 pésf tiry a rizné hry v p¥{rodé.

Vzhledem k fispornym opatfenim v Jednoté ceskych matematiki a fyzikii se n4m nepodafilo zajistit dostatek
finanénich prostfedki na pokrytf viech nikladii. Proto musime zimn{ soustfedénf oproti pfedchozimu vyrazné zdraZit.

Pfesto je cena za tyden na horéch stile vyrazné levné&jii nez na ostatnich zdjezdech. Maximé&ln{ cena soustfedénf by
méla ¢init 800,- K& za 7 dnf a zahrnovala by ubytovan{ a stravu.

Abychom mohli v€as objednat chaloupku, prosime, ozvéte se co nejdiive, zda byste méli za téchto podminek
zéjem se zidastnit.

Pokud znéte né&jakého kamarida, kterého by bavilo také se fifastnit matematicko-fyzikalniho soustfedénf,
pfipidte ho na p¥ihlasku. Pokud budou k dispozici volné mista, mohl by jet také. Vzhledem k tomu, %e se soust¥fedéni
koné v dobé gkolnfho vyudovani, napiSeme kaZdému, kdo o to po?4ad4, omluvenku do Zkoly.

Je naprosto nutné, aby byla naplnéna kapacita chaloupky, v opatném p¥ipadé nebude mozné soustiedén{

uskutednit. Proto se b&€hem nejbliZiich dni ozvéte na jedno z néasledujicich kontaktnich mist:

1. e-mail: robert@atrey.karlin.mff.cuni.cz,
2. telefon na kolej: 02/8551041 linka 166 — Robert,
3. jako POSLEDNT moZnost mobiln{ telefon: 0602/435889.

Kromé toho ndm do uzivérky dalifho &sla poSlete vyplnénou p¥ihladku. Tyka se to samozfejmé 1 nefediteld
seminéfe.

Piihlagka na zimni soustfedéni v Janové nad Nisou

Jméno a pifjment:
Adresa:

Telefon:

e-mail:

které lyZe beru s sebou:

sjezdovky bézky snowboard sahky pekéd jiné. ..

Chcete-li s sebou vzit i n&jaky hudebni nastroj, pfipravit si pro ostatni n&akou pfednésku, nebo se jinak
podilet na aktivitich soust¥edéni, napiite to doli do volného mista.

Podpis



