STUDENTSKY CASOPIS A KORESPONDENCNI SEMINAR

Rocnik XXXII|

MATEMATIKA FYZIKA INFORMATIKA

Uvnitf najdete nékolik témat a s nimi souvisejicich tloh. Zamyslete se nad nimi a poslete
nam sva reseni. My vam je opravime a ta nejzajimavéjsi z nich otiskneme. Nejlepsi fesitele
zveme na podzim a na jare na soustfedéni.
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Mila ¢tenarko, mily Etenafi,
pravé oteviras prvni ¢islo jiz 33. ro¢niku ¢asopisu M&M!

Na nasledujicich strankach té netrpélivé vyhlizeji tématka, diky nimz mu-
zes porozumét ruznym zajimavym oblastem matematiky, fyziky a informatiky.
S tématky prichazi nové tlohy, jejichz feSenim procvicis svaj duvtip i nové nabyté
znalosti, a konecné i problémy otvirajici ti dvefe k hlubsimu badani. Na tdlohy
a problémy té upozorni zvonecek na okraji stranky.

Tak na co ¢ekas? VyzkouSiS si nejprve v tématku o programovacim jazyce
Python, jak pouzivat cykly (nebo jak je nepouzivat, pokud to uz umis)? Nebo
se radéji v rozmerové analjze naucis, jak jednoduse predpovédét rychlost sireni
vln na hladiné rybnika? Hledas-li matematiku a teoretickou informatiku, jsou tu
pro tebe grafy, a chces-li nahlédnout pod poklicku fungovani pocitaci, nalistuj na
téméatko o operacnich systémech. Nebo té laké obecnd teorie relativity? Prvni dil
ti pfedstavi tenzory, které jsou (nejen) pro tuto teorii nesmirné dilezité.

Sva Teseni nevahej sepsat a odevzdat nam je do odevzdavatka, které najdes po
pfihldgeni na nasem webu. Podrobnéjsi ndvod najdes v pfilozeném letacku! ne-
bo na nasich strankdch https://mam.mff.cuni.cz. Mizes také Tesit dohromady
s kamaradem, ke spojeni s ostatnimi Tesiteli i s autorem tématka ti pomuize nas
Discord. A pokud se rozhodne$ néjakému tématu vénovat jesté nadSenéji, muazes
nam o ném poslat clanek.

A co bude dal? Reseni ti opravime a obodujeme. Za kazdé &islo, jehoz Fese-
nim ziskas alespon 7 bodt, od nas dostanes ponozku jedné barvy. Zvladnes za
rok nasbirat stejnobarevny par? Kromé dalSich cen ti za body tfeba promineme
prijimacky na Matfyz nebo té pozveme na tydenni soustifedéni. Na to podzimni
(17.-25. ijna 2026) se muzes dostat jesté diky bodum z tohoto éisla (za TeSeni
odevzdand do prvnfho deadlinu), tak hurd do FeSeni!

Na zaver jesté jedna NOVINKA: v letosnim ro¢niku pribyla nova moznost,
jak ziskat legendarni M&Mi predméty! Staci najit kamardda, ktery M&M jesté
neresil, a ukazat mu, o co prichazi. Kdyz se pak tento kamarad zaregistruje,
uvede tvé jméno v kolonce Jak ses o MEM dozvédél(a) a ziskd v néjakém ¢isle
alespori 7 bodi, z{skds tim zbrusu novou odménu (a tvij kamardd samoziejmé
ponozku).

Prejeme ti 1éto plné radosti z objevovani.

Tvoji orgové MEM

OFa0

Odkaz na Discord: https://discord.gg/6Y8TcDg3gP

IElektronickou verzi najdes na webu https://mam.mff.cuni.cz/jak-resit/.


https://mam.mff.cuni.cz
https://discord.gg/6Y8TcDg3qP
https://mam.mff.cuni.cz/jak-resit/
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Zadani témat

1. deadline: 10. za¥i 2026 | 2. deadline: 6. fijna 2026
ResSeni odevzdana do 10. zari se zapocditaji pro uc¢ast na soustredéni.

Téma 1 — Grafy
Dil 1: Zaklady teorie grafii

V tomto tématku se budeme vénovat grafim. Nebude se vSak jednat o grafy
funkci, které znate ze skoly. Budeme se bavit o tématu na pomezi matematiky
a informatiky, nds vSak bude zajimat spise matematicky a cisté teoreticky po-
hled na véc. V tomto téméatku tedy nebudeme programovat, pfesto bude prinosné
i pro informatiky. Zaroven k tomuto tématku nepotiebujete skoro zadné predchozi
znalosti (i kdyZz znalost kombinatoriky se muze hodit — bohaté vam bude stadit
prvni dil stejnojmenného témétka z minulého roku). V prvnim éisle si vysvétlime
zakladni pojmy a predstavime jednu z nejcastéjsich dikazovych metod, ktera se
v teorii grafi pouzivd — indukci. Podobné jako v téméatku z minulého roku obcas
narazite na text psany kurzivou, ktery vas bude vybizet k zamysleni. Zkuste se
v téchto mistech na chvili zastavit ve ¢teni, zamyslet se nad odpovédi na otazku
a az poté pokracovat a ovérit si spravnost svych tvah.
Zakladni pojmy

Graf ve své podstaté jsou body spojené ¢arami, viz napt. obrazek 1. Formalnéji se
jedna o matematickou strukturu tvorenou dvéma mnozinami: mnozinou vrcholt
V (tedy nase body) a mnozinou neusporddanych dvojic vrcholu E, kterym fikédme
hrany (to jsou nase ¢ary). Graf G na vrcholech V' a hranich E znac¢ime G =
(V, E). V béznych grafech mohou byt kazdé dva vrcholy spojené maximalné jednou
hranou a kazd4d hrana spojuje dva rizné vrcholy (existuji i struktury, kde to tak
neni, ale témi se zatim nebudeme zabyvat). Pro kazdy vrchol definujeme jeho
stupen jako pocet hran, které z tohoto vrcholu vedou.

Ukazme si prakticky piiklad struktury reprezentovatelné grafem. Reknéme, ze
méme skupinu 5 lidi a néktefi se mezi sebou znaji a nékteri ne. To mize krasné
reprezentovat graf. Na papir udéldme 5 tecek (kazdd bude reprezentovat jednoho
¢lovéka) a mezi lidmi, ktef{ se navzdjem znaji, nakreslime ¢dru. V tomto obrizku
jsou tecky vrcholy naseho grafu a ¢ary jeho hrany. Pokud by tuto situaci kreslilo
vice lidi, pravdépodobné by vysledny obrazek vypadal u kazdého trochu jinak,
prestoze vSechny zobrazuji ,to stejné®.

K tomu se nam hodi pojem izomorfismus. Ten se v matematice pouziva casto
a 1ikd4 ndm, ze dvé matematické struktury jsou néjakym zpusobem ekvivalentni,
tedy stejné. Pro grafy specificky plati, Zze dva grafy jsou izomorfni, pokud ma-
ji grafy stejny pocet vrcholi a mizeme pro kazdy vrchol z jednoho grafu zvolit
jednoznacné (tedy pro zaddné dva vrcholy z prvniho grafu nezvolime stejny vrchol
z druhého grafu) vrchol z druhého a zachovaji se ndm hrany. Formalné feceno
grafy G1 a Ga jsou izomorfni, pokud pro kazdy vrchol v; z grafu G; najdeme
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vrchol z grafu Ga, ktery nazveme v}, tak, Ze zddné dva vrcholy z G; nesparujeme
se stejnym vrcholem a kazdé dva vrcholy v} a v} z G2 maji mezi sebou hranu,
pravé kdyz ji mezi sebou maji i vrcholy v; a v;. (Pro ty z vés, kdo znaji pojem
zobrazeni, se jednd o prosté zobrazeni mezi vrcholy téchto grafii, a protoze oba
grafy maji stejny pocet vrcholl, tak se jednd dokonce o bijekci — ovSem pozor,
ne kazdd bijekce je izomorfismus kvili podmince s hranami.) Tomu f{kdme izo-
morfni zobrazeni (neboli izomorfismus) jednoho grafu na druhy. Pokud se jedna
o izomorfismus grafu sama na sebe, tak mu fikdme automorfismus. Kazdy graf
ma alespon jeden automorfismus, kdy se kazdy vrchol zobrazi sdm na sebe. Déle
v textu budeme izomorfni grafy povazovat za tentyz graf.

!
U1 U1

Vs Vg

vy U3 g Vg
G1 G2

Obrazek 1: Izomorfismus grafu G1 na graf Go

Indukce

V matematice musime platnost vSech tvrzeni dokazovat formalnim dikazem. Po-
kud z jednoho tvrzeni vyvodime druhé pomoci logickych operaci (napft. tpravou
vyrazi), tak tomu fikdme primy dikaz, naopak pokud predpokldaddme, Ze na-
Se puvodni tvrzeni neplati, a poté tim ziskdme néco, co nedava smysl, tak tomu
fikdme dikaz sporem. Krasnym prikladem je naptiklad tvrzeni, Ze neexistuje
nejvetsi prirozené cislo. Pro spor predpokladame, ze takové ¢islo existuje, a ozna-
¢ime si ho n. Poté ale n + 1 je také prirozené cislo, které je ocividné vétsi, a tedy
n nemuze byt nejvétsi a tim jsme dostali spor (neboli néco, co nedéva smysl).

V teorii grafu vSak hojné vyuzivame jesté jeden typ dikazu, ktery neni tak jed-
noduchy na pochopeni, a to diikaz indukci. V indukci musime nejprve dokézat,
Ze néjaké tvrzeni plati pro néjaké pocatecni ¢islo (zpravidla 1), poté predpokla-
déme, ze plati pro vSechna ¢isla mensi nebo rovnad n € N, a z toho odvodime, ze
tvrzeni plati i pro n+ 1. Tim dokdzeme, Ze tvrzeni plati pro vSechna n € N (nebo
od naseho poc¢dtecniho ¢fsla): z prvnf ¢dsti ditkazu vime, Ze to plati pro 1, ale pak
pokud si zvolime n = 1, tak z druhé poloviny dikazu zjistime, ze to plati pro 2,
a pokud si zvolime n = 2, tak to plati pro 3, a tak dale pro kazdé prirozené cislo.
Dale v cisle si indukei ukdzeme v praxi.
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Typy grafi

V grafech casto chceme néjakym zpiisobem hledat ,cesty” mezi vzdélenéjsimi
vrcholy tak, ze se budeme pohybovat mezi sousednimi vrcholy po hranach, které
je spojuji. To si muzeme predstavit jako posloupnost, ve které se vzdy stridaji
vrcholy a hrany: tfeba posloupnost vy, ey, ve, €2, v3 je pohyb, ve kterém jsme
z vrcholu vy presli pres hranu e; do vrcholu vy a z néj pres hranu e, do vrcholu
v3. Pokud se nam v tomto pohybu muzou opakovat hrany i vrcholy, nazveme ho
sled, pokud se ndm muzou opakovat pouze vrcholy, fikdme mu tah, a pokud se
nam nic opakovat nemuze, fikdme mu cesta. Vynechali jsme ovSem moznost, kdy
se muzou opakovat pouze hrany. Zkuste se zamyslet proc.

Abychom mohli projit stejnou hranou vickrat, museli bychom vickrat projit
i vrcholy, které tato hrana spojuje, coz jsme si ale zakazali. Proto ndm tato situace
nemuze nastat. VySe zminéné posloupnosti hran a vrcholi nam jistym zptisobem
»spojuji* vrcholy v grafu. Pokud jsme schopni spojit néjaké dva vrcholy v grafu
tahem, sledem nebo cestou, tak jsme schopni je spojit i zbylymi dvéma typy
posloupnosti. Zamyslete se proc.

Protoze cesta je soucasné tahem i sledem, tak pokud umime spojit vrcholy ces-
tou, tak tvrzeni jisté plati. Pokud je mtzeme spojit sledem nebo tahem, tak nam
staci pouze najit vrcholy, které se opakuji, a vynechat ty ¢asti posloupnosti mezi
prvni a posledni navstévou kazdého opakovaného vrcholu. Kazdy vrchol tak bude
v posloupnosti nejvyse jednou. Zaroven jsme si uz dokazali, Ze nemtzeme projit
hranou vickrat, aniz bychom prosli vrcholem vickrat. Pokud tedy v posloupnosti
nedochézi k opakovani vrcholfi, neopakuji se ani hrany a nalezli jsme cestu. Cést
grafu, kterd je takto spojend cestami, neboli ¢ast grafu, kde jsme se schopni z kaz-
dého vrcholu dostat do kazdého jiného cestou, nazveme komponenta. Pokud je
graf tvoreny pouze jednou komponentou, fikdme mu souvisly graf.

Dalsi ¢asto pouzivané grafy jsou takzvany aplny graf, nebo také klika, ve
kterém je hrana mezi kazdymi dvéma vrcholy, nebo naopak prazdny graf, ktery
zéddné hrany nemd. Dalsi typy graft jsou cesta, kterd se sklada pouze z jedné
cesty spojujici néjaké dva vrcholy, a cyklus, ktery je prakticky cesta, ale poca-
te¢ni a koneény vrchol jsou ten stejny (miZzeme si ho predstavit napiiklad jako
pravidelny n-thelnik). Rekneme, Ze graf H je podgraf grafu G, pokud z grafu G
miZzeme smazat néjakou mnozinu hran a vrchollt (pokud smaZeme vrchol, tak au-
tomaticky smazeme hrany z néj vedouci) tak, abychom dostali graf H (nebo graf
jemu izomorfni). Rikédme, ze podgraf je indukovany, pokud se skldd4 z néjaké
mnoziny vrcholi puvodniho grafu a vsech hran mezi témito vrcholy, které byly
v puvodnim grafu. Pokud je néjaky graf podgrafem G, tak nékdy také rikame,
ze ho graf G obsahuje. Posledni termin, ktery si v tomto dile predstavime, je po-
jem strom. Jedna se o souvisly graf, ktery neobsahuje zadné cykly. Jeho vrcholy
stupné 1 se nazyvaji listy. Ty maji specidlni nazev, protoze pti préaci se stromy
Casto vyuzivame vlastnosti listi. Stromy maji jednu zajimavou vlastnost, kterou
si dokazeme pouzitim indukce. Kazdy strom na n vrcholech ma n—1 hran. Zkuste
st rozmyslet proc.
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Ocividné graf na jednom vrcholu méa 0 hran, tedy prvni ¢ast indukce je splnéna.
Nyni predpokladejme, ze kazdy strom na n vrcholech ma n — 1 hran, a dokazme,
ze strom na n+ 1 vrcholech musi mit n hran. Podivame se na to, jak vypada strom
na n + 1 vrcholech. Zvolime si néjaky jeho vrchol jako startovni bod a budeme
délat libovolné pohyby tak, ze se nikdy nevratime stejnym vrcholem, kterym jsme
prisli. Timto postupem se nikdy nemuzeme dostat do zddného vrcholu, ve kterém
uz jsme byli — tim bychom totiz nasli cyklus, ktery ale strom nemutize obsahovat.
Tedy s kazdym pohybem vime, ze mame méné a méné vrcholi, do kterych muze
vést cesta, a tedy tento pocCet musi nékdy klesnout na 0. Ocitli jsme se tedy
ve vrcholu, ze kterého uz nemizeme jit nikam dal. Jedind hrana, kterou nesmime
vyuzit, je ta, po které jsme prisli. Protoze ale neexistuje jina cesta, kterou bychom
mohli vyuzit, je pravé tato hrana tou jedinou, ktera z ,naseho“ vrcholu vychazi.
Nachazime se tedy ve vrcholu stupné 1. Pokud tento vrchol a z néj vychazejici
hranu smazeme, tak dostaneme strom na n vrcholech (protoZe jisté nezkazime
souvislost a protoze nas puvodni graf neméa cykly, tak ani po tom, co smazeme
vrchol, v ném nemuzou byt). Tento strom m4 dle indukéniho predpokladu n — 1
hran, a protoze vrchol, ktery jsme smazali, mél stupen 1, tak jsme smazali pravé
jednu hranu. N&s graf mél tedy piavodné n hran. Tim je diikaz dokoncen.

Na zavér si predstavime jesté nékolik typu grafu, se kterymi se miuzete ¢asto
setkat. Rekneme, Ze graf je k-regularni, pokud kazdy jeho vrchol mé stupen k.
Rekneme, 7e graf G je dopln&k grafu G, pokud je na stejnych vrcholech a mé
hrany pravé mezi témi vrcholy, kde je graf G nema.
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Ulohy
V tomto dile jsou Teseni tiloh snadno dohledatelnd na internetu, zkuste ale pro-

sim vymyslet své vlastni postupy a neposilejte nam feseni zkopirovana z Wikipe-
die :D.

Uloha 1.1 [1b]: Rozhodnéte, jestli existuji grafy s vrcholy stupridi 1, 1, 2, 3, 3
al, 1,1,1, 2 2, 3. Pokud ano, mizou to byt stromy?

Uloha 1.2 [2b]: a) Dokazte, Ze graf je strom prdvé tehdy, kdyZ mezi libovolngmi
dvéma vrcholy existuje prdavé jedna cesta. b) Dokazte, Ze graf je strom prdvé tehdy,
kdyz je souvisly, ale po odebrdani libovolné hrany uz neni. U obou tvrzeni musite
dokdzat obé implikace, tedy Ze kazdy strom md tuto vlastnost a kazdy graf s touto
vlastnosti je strom.

‘ Uloha 1.3 [1b]: Dokazte, Ze pokud strom md vrchol stupné k, tak md alespor

k listi.

A Uloha 1.4 [2b]: Pro kterd n existuje T-reguldrni graf na n vrcholech?

‘ Uloha 1.5 [3b]: Kolik rizngch cykli (cykly nemusi byt na viech vrcholech) obsa-

huje klika na n vrcholech?

_‘ Uloha 1.6 [3b]: Dokazte ndsledujici tvrzeni: Existuje nekonecné mmnoho grafi,

které jsou izomorfni se svym doplnkem.

Lukds, Terka; troj.lukas@gmail.com
odevzddvejte do odevzddvdtka




Téma 2 — Python 9

Téma 2 — Python
Dil 1: Prvni a druhé kricky

Zacneme prvnimi kracky: rychlym priletem proménnymi, ¢isly, fetézci, funkcemi
a zékladnim Fizenim toku. Druhé krucky pak navazou ¢tyrmi tématy, ve kterych si
vyzkousite s Pythonem pracovat: podminky, rekurze, smycky a list comprehensi-
ons.

Klasicky vam poskytneme tlohy. Protoze nékteri z vias uz Python znaji, dlohy
maji lehkou a tézkou variantu. Lehka varianta je pro ty z vas, ktefi jste se s jejim
obsahem jesté nesetkali. V tézké varianté pro zménu dostanete néjaké omezeni,
které vam teseni tlohy ztizi. Piikladem: jedna z tloh vas zada, abyste imple-
mentovali Eratosthenovo sito. Namét tlohy jsou cykly, takze byste se o vhodné
obtiznosti méli rozhodnout podle toho, zdali znite cykly, a nikoli podle toho,
zda znate Eratosthenovo sito. Body jsou u tloh zadény ve formatu lehkd/tézka.
U kazdé tlohy fesite vzdy praveé jednu z variant, kterou si sami vyberete; pokud
zvladnete jen lehkou, nevadi, body za ni stejné dostanete. Pokud je u tlohy pouze
jedno ¢islo, muzete ji fesit vzdy.

V ramci jednoho tématka bohuzel nemame cas projit kazdy koncept do takové
hloubky, jak by se sluselo. Nékteré pojmy jen nakousneme a odkédzeme na Wikipe-
dii nebo na oficidlni dokumentaci. Poc¢itame s tim, Ze si chybéjici detaily dohledate
sami, af uz pres vyhledavac¢, dokumentaci na https://docs.python.org/3/, ne-
bo pres ukecani néjakého chatovaciho jazykového modelu. Samotna reseni tloh ale
musite vymyslet a napsat sami; jazykovy model je tu od toho, abyste pochopili
latku a dohledali detaily, ne aby za vas vygeneroval hotové feseni. Pokud vés bu-
de trapit néjaky konkrétni koncept, zpomalte a dohledejte si na internetu néjaké
priklady.

Nez se ponorime do prvnich krucku, kratce o tom, jak Python spustit. Pro in-
stalaci stdhnéte interpreter z https://www.python.org/downloads/| (na Linuxu
vétSinou staci balitkoval, napf. sudo apt install python3); minimélni verze
pro tento vyklad je 3.10. Skript spustite pfikazem python3 soubor.py; kdyz do
terminalu napiSete jen python3, naskod interaktivni REPL2, kde se pise vyraz po
vyrazu a Python hned po stisku Enteru ukaze, co spocital. Pro zkouseni ukazek
z vykladu doporuc¢ujeme pravé REPL.

Na Windows pii instalaci z https://www.python.org/downloads/ nezapo-
mente zaskrtnout ,Add Python to PATH“, jinak vAm terminal python nena-
jde; v PowerShellu nebo cmd.exe se pak interpreter vold zkricené python (ne
python3). Komu se nechce pséit do termindlu, mé dvé pohodlné cesty: bud IDLE,
malé prostiedi, které se nainstaluje rovnou s Pythonem a v menu Start ho najde-
te pod timto jménem; po spusténi se otevie okno s REPLem a pres File — New
File se v ném daji psat i celé skripty. Druhd moznost je Visual Studio Code
(https://code.visualstudio.com/) s oficidlnim rozsifenim ,,Python“ od Micro-

2Read-Eval-Print Loop, tedy smycka ,pie¢ti vyraz, vyhodnot ho, vypis vysledek®; chova se
jako kalkulacka, do které se pise rovnou Python.


https://docs.python.org/3/
https://www.python.org/downloads/
https://www.python.org/downloads/
https://code.visualstudio.com/
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softu: po jeho instalaci staci oteviit soubor s piiponou .py, vlevo dole zvolit in-
terpreter a zeleny trojuhelnik vpravo nahote skript spusti. Interaktivni REPL se
ve VS Code otevie pres paletu prikazi (Ctrl 4 Shift + P) volbou ,,Python: Start
Terminal REPL*

o060

Prvni kriicky

Python je interpretovany jazyk s minimalistickou syntaxi. Bloky kédu se nevy-
znacuji zévorkami, ale odsazenim: stejné odsazené radky patii do jednoho bloku,
vétsi odsazeni otevira vnoreny blok. Interpret neresi ,kolik milimetra“, ale pres-
né, z jakych znakt odsazeni skladate: vsechny radky v jednom bloku musi zacinat
identickou sekvenci mezer a tabuldtori, a vnitini blok musi byt odsazen hloubé&ji
nez radek s hlavickou (if, for, def, ..). Mezera a tabuldtor nejsou zaménitelné,
a nikdy by se nemély pouzivat ve stejném souboru. Konvence PEP 8 proto do-
porucuje Ctyri mezery na kazdou troven vnoreni a tabuldtory v odsazeni nikdy
nepouzivat.

if x > O:
print("vnejsi blok: kladne")
if x > 10:
print("vnoreny blok: velke kladne")
print("zpatky ve vnejsim bloku (ne ve vnorenem)")
print("uz uplne mimo oba if")

Proménné a typy. Proménnou vytvorime prifazenim, typ se odvodi z hodnoty.
Hlavni vestavéné typy jsou int, float, str, bool a specialni None.

n = 42 # int

pi=3.14 # float

jmeno = "Maria" # str (jednoduche apostrofy taky plati)
hotovo = True # bool

nic = None # absence hodnoty
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Aritmetika: + - *, délen{ / (vraci float), celo¢iselné déleni //, zbytek %, moc-
nina **. Porovnani == != < <= > >= a logické spojky and, or, not funguji, jak
byste cekali.

x=17

y = 10

x <y # True, 7 je menst nez 10

X ==y # False, 7 se nerovna 10
3<k=x<=9 # True, = lezt mezi 3 a 9 wvcetne

s = Ilabcll

s == "abc" # True, retezce jsou stejne

s != "ABC" # True, "abc" a "ABC" nejsou stejne
vek = 20

ma_obcanku = True
vek >= 18 and ma_obcanku # True, je plnolety a ma obcanku

Sekvence a slovniky. Indexujeme od nuly hranatymi zavorkami, zdporny in-
dex po¢itd od konce. Slicing xs[a:b] vrati podposloupnost od a (véetné) do b
(mimo).

s = "Pythonek"
s[0] # 'P!
s[-1] # 'k’
s[2:5] # 'tho'
len(s) # 8

xs = [1, 2, 3, 4]
xs.append(5) # xzs je ted [1, 2, 3, 4, 5]
xs[1:3] # [2, 3]

cisla = {"jedna": 1, "dve": 2}
cisla["jedna"] # 1
cisla["tri"] = 3 # pridanti polozky
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Ne vsechny typy se ale chovaji stejné, kdyz do nich chceme néco zapsat. Re-
tézce str a n-tice tuple (kulaté zdvorky) jsou neménné (immutable): jakmile
vznikly, jejich obsah se uz neda prepsat — operace, které ,vraci zménénou verzi“,
ve skutecnosti vyrabi upravenou kopii a puvodni nechavaji byt. Naproti tomu
seznamy list a slovniky dict jsou ménitelné (mutable): jdou na misté upravit
(pfidat, smazat, prepsat polozku) a vSechna jména, kterd na né ukazuji, tu zménu
uvidi. Rozdil demonstruje nésledujici priklad:

s = "Pythonek"

s[0] = "M" # TypeError: 'str' object does not support item
assignment

s = "M" + s[1:] # 'Mythonek' -- wyrobili jsme NOVY retezec

t=(1, 2,3

t[0] = 99 # TypeError: 'tuple' object does mot support item
assignment

xs = [1, 2, 3]

ys = xs # ys je tentyz seznam jako xs

xs[0] = 99 zmena na miste

ys # [99, 2, 3] -- ys vidi tutez zmenu

H*

cisla = {"jedna": 1}

cisla["dve"] = 2 # zmena na miste, slounik je ted {"jedna": 1, "dve":
2}
U neménnych typu tedy pritazeni s = "M" + s[1:] jen ,presméruje“ jméno

s na noveé vyrobeny retézec; u ménnych staci jediny odkaz, abyste obsah prepsali
,na misté“ a vSichni ostatni to vidéli.

Pro skladani textu se hodi f-stringy: Tfetézcovy literal zac¢ind predponou £ tés-
né pred oteviracimi uvozovkami a uvniti zapisu Python ve slozenych zavorkach
{. ..} vyhodnoti libovolny vyraz a jeho vysledek prevede na text stejnym zpuso-
bem jako pfi volani str(...) — muze jit o proménnou, aritmetiku, volani funkce,
indexovani a podobné. Za vyrazem lze (jako u metody str.format) uvést dvoj-
tecku a specifikdtor formdtu: napt. £"{pi:.2f}" zaokrouhli float na dvé desetinna
mista, £"{n:04d}" celé ¢islo doplni nulami na ¢tyti znaky. Chcete-li do vysledné-
ho textu dostat samotnou slozenou zavorku, znak v fetézci zdvojte: £"{{ ... }}"
ve vystupu vyrobi { ... }. Od Pythonu 3.8 Ize pri ladéni psat £"{x=}"; program
doplni jméno proménné, znak = a repr hodnoty.

X, pi, n =7, 3.14159, 3
f"x = {x}, druha mocnina = {x * x}"

f'{pi:.2f}" # "3.14"
£f"{n:04d}" # "0003"
£"{{ bez interpolace }}" # "{ bez interpolace }"
£1{x=}" # =T
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Funkce. Funkci zavadime klicovym slovem def, hodnotu vratime return; po-
kud return chybi, funkce vrati None. Parametr mtze mit vijchozi hodnotu, kterd
se pouzije, kdyz volajici argument neuvede; pak ho staci psat jen pro pripady,
kdy chcete jinou hodnotu nez vychozi. Argumenty se navic daji predavat dvéma
zpusoby: pozicné v tom poradi, jak jsou parametry napsané, nebo jménem ve
tvaru jmeno_parametru=hodnota.

def pozdrav(jmeno, hlasite=False):
text = f"Ahoj, {jmeno}!"
if hlasite:
return text.upper()
return text

pozdrav("Marie") # 'Ahoj, Marie!'
pozdrav("Marie", True) # 'AHOJ, MARIE!'
pozdrav(jmeno="Marie", hlasite=True) # totez, parametry jmenem

Vétveni a smycky. Z jinych jazykt poznéte if/elif/else, while a for; misto
zévorek za podminkou je dvojtecka a télo se odsadi. Prikaz for je v Pythonu fore-
ach, prochézi ptres polozky kolekce. Pro priichod pres ¢isla se hodi range (start,
stop, step).

i=0
while i < 5:
if 1 % 2 == 0:
print(i, "sude")

else:
print(i, "liche")
i+=1
for slovo in ["jedno", "dve", "tri"]:

print(slovo)
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Vstup a vystup. Kazdy spustény program méa dva pomyslné kandly, ktery-
mi komunikuje s okolim: standardni vstup (stdin) a standardni vgstup (stdout).
Kdyz skript pustite z terminalu, ¢teni ze stdin typicky znamend ,pockat, az
uzivatel néco napiSe a stiskne Enter”, a zapis do stdout znamena ,vypsat to do
toho samého terminalu®. Oba kandly jdou presmérovat: python3 skript.py <
vstup.txt doda stdin ze souboru, python3 skript.py > vystup.txt naopak
stdout presméruje do souboru; oboji jde pouzit nardz (python3 skript.py <
vstup.txt > vystup.txt). Piikaz print je standardni cesta na stdout (argu-
menty oddéli mezerou a p¥idd konec fadku), input prete ze stdin jeden fadek
a vrati ho jako fetézec; pro ¢islo ho prevedeme funkci int ¢i float:

print("Ahoj,", "svete!") # vypise na stdout: Ahoj, svete!
n = int(input("n = ")) # vypise vyzvu, pak prevezme cislo ze
stdin

U dloh, které ze vstupu ¢tou vic hodnot, pocitejte s tim, ze kazdé volani
input precte jeden radek: neni-li u ilohy receno jinak, ocekavejte kazdou hodnotu
na samostatném fadku (ne nékolik ¢isel na jednom fddku oddélenych mezerou).

Pojmenovani. Python rozliSuje mald a velkd pismena (Promenna a promenna
jsou ruzné). Kolem pojmenovavani ma Python ustdlené zvyky (viz PEP 8 — styl
pojmenovavani®): proménné a funkce v snake_case (slova malymi pismeny oddé-
lenéd podtrzitkem, nap¥. pocet_pruchodu), tfidy v CamelCase (napf. Bod), kon-
stanty velkymi pismeny (MAX_HLOUBKA). Navic je zvykem psat identifikdtory bez
diakritiky. Je to sice technicky povolené, ale nékterd prosttedi neumi diakritiku
spravné zobrazit, takze je lepsi byt s pouzitymi symboly konzervativni.

Uloha 1.1 [2b]: Na zaver prunich kricki si zkuste maly miniprojekt: napiste pro-
gram, ktery se zeptd na jméno a vek uzivatele, pozdravi ho (,,Ahoj, Alice!“) a podle
véku vypise, jestli je ,plnolety/a* nebo ,neplnolety/d“ Pokud uZivatel zadd zd-
porny vék nebo zjevny nesmysl (napr. vic nez 130), misto pozdravu vypiste zprdvu
o neplatném vstupu. Pokud byl vék zaddn sprdvne, vypiste, co si myslite, Ze uZ

Shttps://peps.python.org/pep-0008/#naming-conventions
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Druhé kriicky
Podminky. Kromé if/elif/else z prvnich krickt méd Python jesté trojélenny
(terndrni) vyraz a if c else b, ktery vraci a, pokud c plati, jinak b. Od Pythonu
3.10 pribylo match pro porovnavani se vzory:

match cislo:

case O: return "nula"

case n if n < 0: return "zaporne"

case _: return "kladne"

Pravdivostni hodnotu méa v Pythonu skoro vSechno: 0, 0.0, "", [1, {}, None

jsou falsy (chovaji se jako False), zbytek je truthy. Operdtory and a or vraceji
sviij operand, ne jen True/False, takZe x or default je idiom ,vezmi x, pokud
ma smysl, jinak default®

Uloha 1.2 [3b/3b]: Ndsledujici ilohy by mély otestovat vasi schopnost pouzit pod-
minky. Pokud podminky uZ zndte, vyreste ulohy bez if, elif, else, match i bez
ternarniho © if c else y.

1. [1b/1b] Naététe tri celd cisla a, b, ¢ a vypiste nejvétsi z nich. Pokud je
nejuétsich vic (napr. a = b > c), vypiste misto &isla text ,vice stejnych
maxim“.

2. [1b/1b] Nactéte celé cislo ,hodina® z intervalu 0 az 23 a vypiste, jakd cdst dne
to je: ,noc* pro [0,5], ,,rano“ pro [6,11], , odpoledne® pro [12,17] a ,vecer
pro [18,23]. Pro ¢isla mimo tento rozsah vypiste ,neplatny cas®

3. [1b/1b] Naprogramugte hru na hddani ¢isla. Pocitac si zvoli ¢islo 1 az 100,
hrdc zaddvd tipy ze vstupu; po kaZdém tipu vypiste ,,moc mdlo“, ,moc hodné*,
nebo ,trefa!l“ a v poslednim pripadé hru ukoncete.

Rekurze. Rekurze nazyvame typ chovani programu, kde funkce vold sama sebe.
Klasicky faktorial:

def factorial(nm):
if n <= 1:
return 1
return n * factorial(n - 1)

Vzdy musi byt dvé ¢asti: kotvici podminka (n <= 1), ktera rekurzi zastavi,
a rekurzivni voldni s ,mensi* dlohou. Bez kotvy (nebo kdyz se k ni nikdy nedo-
staneme) Python po asi tisici voldnich ukoné¢i program chybou RecursionError.
Limit 1ze zvysit volanim sys.setrecursionlimit (10000), ale obvykle je lepsi si
algoritmus rozmyslet znovu.
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‘ Uloha 1.3 [4.5b/4.5b]: Ndsledujict dlohy by mély otestovat vasi schopnost pouZit
rekurzi. Pokud rekurzi uz zndte, vyreste ilohy bez ni.

1. [1b/1b] , Zplostéte* seznam obsahujici libovolné vnotené seznamy.

2. [1b/0.5b] Setridte pole prvki pomoci Quicksortu* nebo Mergesortu®. Na kon-
krétnd varianté nezdlezi (u Quicksortu treba na tom, jak volite pivota); staci
libovolnd.

3. [0.5b/1b] Vyhodnotte Ackermannovu funkci® Ack(n,m) pro zadand n,m.

4. [2b/2b] Adaptivni lichobéinikovd integrace”: pro funkci f a interval [a,b]
spocitejte pribliznée f: f(z)dx. Porovnejte lichobéznikovou aprozimaci na
celém intervalu s aproximaci na jeho dvou polovindch. Pokud se dost shoduji,
vratte jejich soucet, jinak rekurzivné integrujte obé poloviny zvldst a jejich
vysledky sectéte.

Cykly. for a while z prvnich krucka uvidime i tady, ale s par pythonovskymi
idiomy navrch. Kdyz potrebujeme zaroven index i hodnotu, pouzijeme enumerate;
pro paralelni prochédzen{ dvou (a vice) seznamt je zip.

for i, x in enumerate(["a", "b", "c"1): # (0,"a"), (1,"v"), (2,"c")
print(i, x)

for x, y in zip([6, 7, 91, ["a", "b", "c"]):
print(x, y) #6a/7b/9c

while se chova jako v jinych jazycich. Prikaz break uvniti téla okamzité ze
smycky vyskodi (a pokracuje se aZ za jejim télem); to se hodi v tradi¢nim vzoru
while True: ..break, ktery Pythonu nahrazuje do-while: smycka bézi naporad,
dokud néco uvniti téla netfekne ,a ted dost“ (typicky ¢teni vstupu ,,do konce
souboru®).

# "do-while" styl: aspon jednou se provede telo smycky
while True:
s = input("Zadej kladne cislo (0 konci): ")
n = int(s)
if n ==
break
if n < O:
print("To neni kladne cislo.")
continue
print("Dvojnasobek:", 2 * n)

4nhttps://cs.wikipedia.org/wiki/Quicksort
Shttps://cs.wikipedia.org/wiki/Mergesort
Shttps://cs.wikipedia.org/wiki/Ackermannova_funkce
"https://en.wikipedia.org/wiki/Adaptive_quadrature
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Uloha 1.4 [3b/3.5b]: Ndsledujici ilohy by mély otestovat vasi schopnost pouZit
cykly. Pokud cykly uz zndte, vyreste ulohy bez for a while.

1. [1b/1b] Zakédujte retézec metodou ,run-length® “: napt. ,aaabbc* odpovidd
»,a3b2c1“ Napiste kédovani i dekédovdani.

2. [1b/0.5b] Vypiste vsechna prvocisla mensi neZ N pomoci Eratosthenova sita’.

3. [1b/2b] Spocitejte jeden krok Conwayovy Game of life!’ na konecné mrizce
n X m. Bunky za okrajem mriZky povaZujte za permanentné mrtvé.

List comprehensions. List comprehension je hutny zptsob, jak z jedné po-
sloupnosti spoc¢itat druhou. Misto for-cyklu s append...

result = []
for x in xs:
if x % 2 == 0:
result.append(x * x)

.. napiseme jediny vyraz:

result = [x * x for x in xs if x % 2 == 0]

Tii zékladni tvary jsou map ([£(x) for x in xsl), filter ([x for x in xs
if p(x)]) a kartézsky soucin ([(x, y) for x in xs for y in ys]). Vnofenim
vznikne matice: [[£(i, j) for j in J] for i in I]. Stejnou syntaxi se stavi
mnoziny ({...}) a slovniky ({k: v for k, v in ...}).

Uloha 1.5 [3b]: Ndsledujici iilohy by vds mély sezndmit s list comprehension (pri-
padné generdtorovymi ¢i slovnikovymi virazy). Kazdd z nich md prirozené tvar
jediné comprehension.

1. [1b] Pro dany seznam celjch éisel vratte seznam cturtgch mocnin téch jeho
prokid, které jsou liché.

2. [1b] Pro zadané n sestavte ndsobilku nxn jako seznam seznamai, tedy matici,
jejiz prvek na souradnicich (i,j) jei-j.

3. [1b] Pro zadané N wvypiste vdechny pythagorejské trojice (a,b,c) spliujici
tyto podminky 1 <a <b<c< N aa?+b*=c2.

8https://cs.wikipedia.org/wiki/RLE
9https://cs.wikipedia.org/wiki/Eratosthenovo_sito
Ohttps://cs.wikipedia.org/wiki/Hra_zivota
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Comprehensions ve velkém. Predchozi ¢ast list comprehensions stacila pro
tlohy, kde se s kazdym prvkem délé stejna véc nezavisle. Tato sekce je pro resitele,
ktefi hledaji vyzvu: ukaze, kam az se d4 comprehension protdhnout, kdyz potie-
bujeme néco akumulovat nebo provazat iterace mezi sebou. Klicovy trik spociva
v tom, Ze vyraz tvaru (vyraz for x in xs if podminka) je generdtorovy vyraz:
syntakticky vypada jako list comprehension, ale neukldda cely seznam do pamé-
ti, hodnoty vyrabi postupné az pti prichodu. Kdyz takovy generator zabalime
do funkci sum, any, all, max, min nebo math.prod, dostaneme vypocet jednoho
skalaru.

Test prvociselnosti pies all demonstruje, jak zkombinovat generatorovy vyraz
s all:

def is_prime(n):
return n >= 2 and all(n % d for d in range(2, int(n**0.5) + 1))

Pro kazdého kandidata d z rozsahu vratime n % d; nula znamend ,,déli“, ne-
nula ,nedéli“. Pfikaz all chce vSechny pravdivé, takze vysledkem je ,,zadny délitel
z 2 az |y/n] nedéli n“, ¢ili prvociselnost.
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Uloha 1.6 [5b]: Tyto dlohy zkousi, kam ai comprehensions dosihnou. KaZdou
z nich vyreste jedingm vyrazem, bez pomocngch cykli, mezivisledki a prirazeni:
bud samotnou comprehension, nebo generdtorovym vyrazem obalengm do jediného
voldni sum, any, all, maz, min nebo math.prod.

1. [1b] Rozlozte prirozené &islo n > 2 na prvocinitele s ndsobnostmi: vratte
seznam dvojic (p,e), kde p jsou prvocisla a n = pre. Napr. pron = 12
vratte [(2,2),(3,1)].

2. [2b] Pro zadany seznam kotent [rg,r1,...,Tn—1] vratte koeficienty monic-
kénc'| polynomu T, (x — r;) = >, axa® jako seznam |ag, a1, ..., a,]. Napf.
pro koteny [1,2] vratte [2,—3,1] (tedy polynom x> — 3z + 2).

3. [2b] Pro pravidelnouw mrizku W x H komplexnich ¢isel ¢ (rovnomérné ro-
zesetych napr. pres obdélnik [—2,1] x [—1,5,1,5]) vratte 2D pole pocti ite-
raci do ,iniku“ Mandelbrotovy'? posloupnosti zo = 0, z,+1 = 22 + ¢, tedy
nejmensiho i, pro které |z;| > 2. Pokud takové i nenajdete do iterace imay,
vratte tpay -

Pokud v témétku najdete chybu, néco vim nebude jasné nebo budete mit
jakoukoli pripominku, napiste na M&M Discord do channelu python.

Jan Koska; jan.koska@email.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka

M Monicky polynom je polynom, jehoz vedouci koeficient (u nejvyssi mocniny ) je roven jedné.
2https://cs.wikipedia.org/wiki/Mandelbrotova_mnoZina
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Téma 3 — Operacni systémy

Dil 1: Programy

Toto je prvni ze série tématek pojednévajicich o vybranych aspektech fungovani
pocitact, a to predevsim z pohledu softwaru a toho, ¢emu rikame jddro operac-
niho systému. Tato témata jsou jisté nevsSedni pro ¢asopis jako je M&M a vibec
obzor nas teoretickych informatiki, ale pravé to je na skodu. Shleddvam totiz,
ze i takto zdanlivé ryze inzZenyrsky obor stoji na matematice, ktera je pro néj
stejné nezbytnd jako fyzika pro navrhare hardwaru o diroven nize. Ani teoretické
informatice se dlouho po jejim vzniku nedostavalo od zabéhlych oboru té ucty, kte-
rou si zasluhuje. Teprve po tom obdobi skvélych vynalezi a zazra¢nych pokroki,
kdy programatori zacali narazet na skutecné prekazky vyvolavajici fundamental-
ni otazky, se mohla prosadit jako opravdovy predmét zajmu. Stejné tak v ndvrhu
operacnich systému a v pribuznych programéatorskych odvétvich jsou uz pomy-
slné karty rozddny a hlavnim hybatelem je jejich tvrdd ,matematizace* (coz je
samoziejmé umocnéno soucasnou predavkou ,,pouhého programovani“ do rukou
stroji). Proto bych rdd zaujal Sirsi okruh ¢tendi, nez jen ty, ktef{ jiz priroze-
né tthnou k informatice nebo primo k systémovému programovani. Jediné tak
budeme mit Sanci objevovat dél tento krasny obor, jehoz klicové otazky jsou uz
ted predevsim matematického (mezioborového) rézu a obejdou se zcela bez pa-
chuti psani instrukei v assembleru ¢i ladéni céckového kédu. Preji prijemné cteni
a Cistou mysl.
Cemu ¥ikdme programy

Vsichni pouzivame pocitace, a tudiz mame vSichni néjakou predstavu o jejich
fungovani. Nékteré technikalie se nechténé dostanou i k béznému uzivateli — pre-
devsim védomost, ze software obsahuje chyby — od jinych je zase témér dokonale
odstinén (ovSem neobsahuji-li chyby). Chci, aby se nase poviddni ubiralo zpu-
sobem postupného odkryvani téchto ,samoziejmych“ aspekti a zkoumani jejich
nesamozrejmosti.

Tedy zacnéme u zakladniho pojmu programu. Pokud jste si jiz nékdy napsali
sebemensi skript v Pythonu ¢i podobném jazyce, tusite, ze za grafickym oknem na
obrazovce, kterému bézné fikdme program, se skryva skutecny ,program* (kéd),
ktery se v principu nelisi od onoho Python skriptu, jen je o malinko slozit&jsit>.
Zalezi na uhlu pohledu, ale v koneé¢ném dusledku o moc slozitéjsi byt skutecéné
nemuze, nebot samotny procesor pocitace, ktery programy spousti, o moc slozitéj-
$imu ,,jazyku* nerozumi. Dokonce pracuje s jesté mnohem jednodussim jazykem,
nez je Python, s tzv. strojovym kédem, nicméné pro nase pochopeni nyni staci, ze
v hrubych rysech vypada béh libovolného programu podobné jako béh programu
Pythonového — program sestava ze stavu (proménnych) a jednoduchych piikazi,

13Nemé4-li ¢tendi skuteéné zadnou zkusenost s algoritmizaci, nemusi smutnit, staéi otodit na
stranu 9 a dostane se k tématku o Pythonu, které v tomto ro¢niku bude rovnéz vychazet.
Pro dalsi ¢teni staci mit skutecné jen zakladni predstavu o Pythonu (nebo jiném imperativnim
jazyce) a o programdatorském pojmu funkce. To je bohaté pokryto uz v tomto éisle.
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které jsou poporadé vykonadvany, pokud zrovna neskdkaji mezi misty v progra-
mu.

Ve vétsiné nasich dvah tak bohaté postaci premyslet nad libovolnymi poci-
tacovymi programy jako nad Python programy'*, pokud mame na paméti, ze
v zadném pocitaci neni Python skutecné ,zadratovany“, nybrz je preklddan do
strojového kédu'®, ktery zévisi na typu procesoru a ktery bychom museli pfi pro-
gramovan{ konkrétnfho operac¢nfho systému dukladné znét (coz je vsak jen tech-
nickd dovednost). Stejné tak ocekdvdime reseni programovacich iloh a probléma
v Pythonu, pricemz jej bereme pouze jako prostredek vyjddreni koncepti, o kte-
ré ndm jde predevsim. (Casto pijde o ,hypotetické“ programy, které ani nelze
spustit.)

Jeden pocita¢, mnoho programi
Dosud jsme mluvili o programech samostatné, nicméné vime, ze pocitace, s nimiz
se setkavame, umoziiuji spoustét mnoho (prakticky libovolné) programi naraz. To
je prvni pozoruhodna vlastnost, jiz se budeme zabyvat. Postupné totiz uvidime,
Ze mnoho zbylych roli OS (opera¢nfho systému) tento tzv. multitasking vlastné
predznamenéva. Ale v ¢em vlastné tkvi problém? Neslo by prosté vSechny nase
programy propojit jakoby do jednoho velkého Python programu? Zkusme si to:

Problém 1.1: Samoobsluzny kiosek ve fastfoodu md dva displeje, jeden z kazZdé ‘
strany. Chceme ho ale 7idit pouze jednim pocitacem. Mdme k dispozici funk-
¢t wait_for_order(display_number), kterd pro dany displej (1 nebo 2) pockd,
nez zdkaznik dokonci objedndvku, macez objedndvku wvrati. Ddle mdme funkci
pass_to_kitchen(order), kterd ziskanou objedndvku predd kuchyni.

Nejdrive napisme dva (vskutku kratické) programy, které budou opakované
obsluhovat jednotlivé displeje, tj. vZdy pockaji na objednavku a pak ji odeslou do
kuchyné (programy budou spustény nezdvisle, ,najednou®, jak jsme zvykli).

Nyni napisme jeding, opét jednoduchy program, jenz bude deélat to samé, jako
tyto dva programy béZici najednou, tj. bude obsluhovat oba displeje. Pokud se vam
to nepodari, vysvétlete, v cem je problém. Slo by zaddni smysluplné upravit tak,
aby to slo? (A vyhneme se tak skutecné piuvodnimu problému?)

I kdyby tedy teoreticky slo napsat jeden program, ktery by se choval jako dva
¢i vice pfedem danych programt, narazime na problém udrzitelnosti.

e Jednak jako uzivatelé nechceme, aby byla mnozina soucasné bézicich pro-
gramu na nasem pocitaci predem dand (chceme spoustét a ukoncovat ruzné
programy).

MSlovo ,programy“ v tomto tématku pouzivime v nékolika lehce odlisnych vyznamech,
abychom uleh¢ili terminologii. Pfredevsim se o né v tomto c¢isle zajimame ve smyslu vidken
(threads). Tento a jiné pojmy vSak predstavime v souvislostech p¥i§té, resp. az se k nim pfiro-
zené propracujeme.

15ptekladace a interprety programovacich jazyki jsou specidlnimi druhy programi, které tvoii
samy o sobé bohaty obor.
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o Druhak jako vyvojari téchto programt nechceme na ostatni brat ohled, na-
opak by se nam hodilo z pohledu jednoho programu stédle uvazovat tak, jako
kdybychom meéli cely pocitac pro sebe.

Jak vytvorime takovou ,,iluzi“ béhu vice programu naraz, aby obé strany byly
stastné?

Kontext programu
Programy se mezi sebou navzdjem budou ,prepinat“. Nejdriv pobézi chvili jeden,
pak druhy, tfeti, nacez po néjaké dobé zase ten prvni a tak dale. Takové prepnuti
tomu drasticky ménit strukturu programu. Tedy musime byt schopni vyskodit
z libovolného mista v programu (tfeba i uprostfed néjakého vypoctu) a pak se
na stejné misto zcela neporusené vratit. Jaké informace o programu si pro takové
navraceni musime zapamatovat?

Ctenéf, ktery jiz néco vi o tom, jak funguji interprety programovacich jazyki,
ma& nejspis jasno. Pokusme se k tomu ale dojit od zacatku. Nepotiebujeme toho
mnoho. Pro jednoduchost za¢néme u programu bez funkci. Takovy program je jen
Fetézec néjakych vypoctu s proménnymi, popripadé podminénych prikazi a cykla.
Napriklad:

n=1
while True:
m=n
while m != 1:
ifm % 2 == 0:
m= (m// 2)
else:

m = (3*%m + 1)
n=(n+1)

Priklad 1: Kéd, jenz nevola funkce, tedy nikdy ,nevyskakuje pryc

ProtoZe nenf zfejmé, po kolika krocich vnitin{ cyklus (fadek 4) vzdy dobéhne,
slugelo by se umét po tomto fadku vzdy ,vyskocit“ (a vréatit se, az na néds zase
prijde fada). Aby vypocet zustal neporusen, musime si ulozit néjaky ,stav progra-
mu‘. Naptiklad v desatém prubéhu vnéjsiho cyklu po druhém prubéhu vnitiniho
cyklu si musime zapamatovat (ovéfte hodnoty):

o Pokracuj na radku 5.

o Pokracuj s hodnotami n = 10, m = 16.

Tedy stadi si kdykoliv ulozit ¢islo radku a stav proménngch. (Ovéite, Ze toho
nepotiebujeme vic.) Tomuto balicku pak fikdme kontext.
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Uloha 1.2 [24+1Db]: Napiste program, ktery zacéne s prazdnym seznamem a postupné M

jej (pomoci néjakého algoritmu) naplni pronimi 100 ¢isly néjaké vasi oblibené celo-
Ciselné posloupnosti. Nevytvdrejte ani nevolejte pritom Zddné funkce (pro priddni
prvku do seznamu miZete pouZit napr. seznam += [prvek]). Pak popiste celkovy
kontext programu v bodé, kdy se délka seznamu prdvé zvysila na 7. (+1 bod za
hezkou posloupnost!)

Zasobnik volani

def f(a):
b=(a+ 1)
glb + 1)
def g(a):
if a ), 2 ==1: # "a je liche"
f(a)
£(0)

Priklad 2: Kéd, jenz vyuziva funkce a rekurzi, a vyzaduje tak bohatsi kontext

Nyni za¢néme uvazovat o programech s funkcemi. Funkce lze volat z rtznych
mist (i z nich samotnych) s riznymi argumenty. Rozmysleme si, pro¢ ndm zde
pro zachyceni kontextu jiz nestaci pouhé cislo fadku a stav proménnych. Prede-
v§im by tento kontext opomijel informaci, odkud jsme funkci zavolali, ktera je
nutnd k tomu, abychom se z ni mohli nékdy vratit. Nebot funkce mohou volat
dalsf funkce, toto v obecnosti vede na datovou strukturu zdsobniku (stack), kterd
funguje nasledovneé:

o Kdykoliv zavoldme né&jakou funkci, polozime navrch zasobniku ¢islo rad-
ku, odkud jsme ji zavolali. (Tuto konvenci pro smysluplnost pouzivime zde
v prikladech, ale samoziejmé tim nemyslime, Ze se chceme navracet na totéz
misto, odkud jsme funkci zavolali, ale ,tésné za néj“. V praxi se skutecné
pouzivé ¢&islo nésledujici instrukee.) Tomuto ,¢islu fddku® obecné Fikdme
ndvratovd adresa.

o Kdykoliv se vracime z néjaké funkce (dobéhla na konec, nebo byl proveden
return), odstranime névratovou adresu shora zdsobniku a vratime se na ni.

/“\\ /\\
TN R
. —4— RO
\\ 3 Q ~// \\
4 > PN
7 7 7 7 | N/
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Zbyva uz jen jeden detail. Chapeme, ze dvé proménné, které se stejné jmenuji,
ale nachézeji se kazda v jiné funkci, spolu ziejmé nemaji nic spolecného. Neoceka-
vame, Ze jedna funkce bude ménit obsah proménné v jiné funkci (hovotrime o ¢isté
lokdlnich proménngjch, na rozdil od globdlnich, jejichz pouziti bychom v Pythonu
ohlagovali piikazem global). Pfi uklddéni hodnot proménnych do kontextu tedy
jiz nestaci fikat napr. ,proménnd a mé hodnotu 10“, ale ,proménnd a z funk-
ce £ ma hodnotu 10“ Nicméné ani toto zcela nestaci. Obecné chceme, aby funkce
mohla volat sebe samou (t¥eba i skrze jiné funkce). S timto principem zvanym
rekurze se Ctenar jisté jiz setkal anebo setkd pfi feseni mnoha riznych algoritmic-
kych problémi'6. Pouzivame-li v takové rekurzivni funkci proménné, je podobné
nezadouci, aby si jednotliva rekurzivni ,zavolani“ téze funkce navzdjem sahala do
proménnych (do téch zahrnujeme i argumenty)!

Nejvhodnéjsi je opét poridit si zasobnik, na ktery si funkce budou moci odkla-
dat hodnoty svych lokalnich proménnych, aby se k nim po névratu z nimi volanych
funkci mohly vracet. VSimneme si, zZe chovani tohoto zasobniku je vlastné totozné
se zasobnikem navratovych adres, ktery jiz mame. Staci nam tedy zasobnik jedi-
ny, na ktery si budeme odkladat vSechno, obsazené v tzv. rdmcich (stack frame).
Kazdy ramec odpovida néjaké zavolané funkci, ktera se dosud nevratila, a obsahu-
je jednak navratovou adresu, jednak lokdlni proménné funkce véetné argumentu.
Vsimnéme si, ze pii pfiddni nového rdmee na zasobnik (tj. zavolani funkce) mu-
si jednu ¢éast informaci dodat volajici, druhou si pak spravuje sam volany. Pro
uplnost dodejme, Ze v praxi mize mit tento obecny zdsobnik voldni i dalsi ucely,
jako napf. pfeddvani navratovych hodnot (funkce pfi ndvratu nahradi sviij rdmec
vracenou hodnotou).

Ukéazeme si chovani zasobniku na prikladu. Sledujeme béh ukézkového progra-
mu z Piikladu 2 (vyse).

1. Na zacatku je zasobnik prazdny.

2. Program zane voldnim £(0) (¥. 7). Na zdsobnik tedy umisti novy rdmec
funkce £ a predvyplni navratovou adresu na 7 a argument a na hodnotu 0.

7F| a:0 | b:_ f|[\

3. Jsme ve funkei £. Na vrchu zésobniku (v nasem rdmci) vidime névratovou
adresu, argument a a dosud neinicializovanou (nevyplnénou) proménnou b
(standardné se rdmce neroztahuji a nesmrstuji, nybrz jejich velikost je jiz
predem vypocitana tak, aby pojala vSechny proménné dané funkce). Pro-
ménné b je vzapéti prifazena hodnota a + 1 = 1.

16Nezasvéceny étenaf se s rekurzi mize seznamit i v Python témétku v tomto &isle na strané|15.
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4. Volame g. Navrch zasobniku pfibyde novy ramec s navratovou adresou 3
a argumentem a s hodnotou b + 1 = 2.

7%| a:0 |b:1 f| 3k|a:2 9|{-\

5. Podminka (. 5) selze a funkce g se tedy vraci. Je$té neZ odstrani svij
rdmec ze zasobniku, podiva se do néj, ze se ma vratit na (tésné za) fadek 3.

N

7«| a:0 | b:1 f|

6. Za tadkem 3 jiz funkce £ konéi, tedy vraci se i ta, a to stejnym zptsobem
— podivé se na ndvratovou adresu ve svém ramci (tj. 7) a odstranivsi jej ze
zasobniku se na ni vrati. To je jiz konec programu. Zasobnik je opét prazdny.

A je to! Tedy pro zachyceni kontextu obecného programu ndm stac¢i znét: ¢islo
fadku, zasobnik volani (na kterém ziji mj. lokaln{ proménné) a hodnoty globélnich

ees

proménnych (Zijicich mimo funkce). (Pfesvédcte se o tom.)

Uloha 1.3 [2b]: Co kdybychom na tddku 7 volali f s argumentem 12 Popiste,
jak vypadd cely zdsobnik (tj. viechny rdmce) ve chvili, kdy jeho vyska dosdhne
1000 rdmci.

Uloha 1.4 [1+1b]: Jak bychom mohli omezit pouzivini funkei v programu tak,
abychom nepotrebovali zdsobnik voldni (a wvystacili si naddle jen s jednoduchym
kontextem)? (1 bod) A co kdybychom si ho dovolili, ale pouze pro ndvratové adresy
a ne lokdlnd proménné? (1 bod)

Uloha 1.5 [34+1b]: Zdsobnik pochopitelné nemize byt neomezeny. I kdybychom
st ho mohli na krdtko ,zvétsit®, vidy bude existovat riziko, Ze ndm dojde pamét
a program nebude moci smysluplnée pokracovat. V praxi byvd velikost zasobniku
pevné dand a programdtori museji ovérit, Ze ji program neprekroci. (Casto za to
muze rekurze, ale ne vZdy, mdme-li obecné prilis velké rdmce nebo prilis maly
zdsobnik!) Pro nasledujici funkci urcete (maximdlni) spotrebu paméti zdsobniku
(pocitejme prosté ramce) v zdvislosti na pocdtecnich argumentech (8 body). Poté
funkci ekvivalentné prepiste bez rekurze tak, aby dovolovala prakticky libovolné
velké vstupy a nemuseli jsme spotrebu paméti resit (1 bod).

def f(x, y): # ©, y jsou prirozena cisla
if y == 0:
return O
elif y % 2 == 0: # "y je sude”
return 2 * f(x, y // 2) # // = celociselne delent
else:
return 2 * f(x, y // 2) + x
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Problém 1.6: Neékteré rekurzivni funkce jsme schopni snadno prepsat na nere-
kurzivni. Toto jednoduché, avsak vijznamné povsimnuti dovoluje programovacim
jazykidm byt mnohem efektivnéjsi. Pokuste se charakterizovat co nejobecnéji tuto
tridu funkci (co museji spliiovat) a popiste algoritmus prevodu na nerekurzivni
tvar (staci slovy, avsak dostatecné presné). Ndpovéda: Funkce z predchozi 4ilo-
hy neni takovou funkci. Cilem zaddni neni vymgyslet zdvratne sloZité algoritmy,
naopak.

Zavér

Snad ¢tenar pii zkoumani kontextu nezapomnél, proc jsme se o néj viibec zacali
zajimat. Nyni totiz mame vse potfebné ke spousténi mnoha programi ,naraz‘.
Maéme-li k dispozici funkce save_context() a restore_context(c)'’, jde pomo-
ci nich jiz snadno napsat funkci program_switch(), jejimz voldnim lze kdekoliv
v programu vlastné oznacit bod, kde se ,vyskakuje“, resp. ,naskakuje” zpét do
programu. Detaily vyzradime v piistim &isle — zkuste na né prijit sami (nejdiive
tfeba jen pro dva pevné dané programy a pak obecné). Budeme radi, kdyZ ndm
své pokusy do té doby zaslete:

Problém 1.7: Diskutujte a predvedte moznosti implementace funkce
program_switch() popsané vyse. Jakd klicovd rozhodnuti to obndsi? (Viziné by
nemélo byt potreba pouZivat Zddné pokrocilé funkce kromé nasich (smyslengch)
save_context() a restore_context(c) a waSich wvlastnich. Napr. chcete-li
podporovat dynamické spousténi programi, muZete implementovat funkci
start_program(...) apod.)

Problému se nebojte — je vskutku otevieny a slouzi predevsim k ovéreni, jak
dobre jste koncepty pochopili, resp. jak dobfe jsme je vysvétlili.

Vsimnéme si ale, ze jsme jesté nedosahli piivodniho cile — stale potfebujeme,
aby programy byly ochotné se samy ,prepinat®. (Proto se tomuto pristupu ¥ika
kooperativni multitasking, ktery je zajimavy i sdm o sobé.) Nicméné jsme na dob-
ré cesté. Sklddacku doplnime pristé, kdy si povime o klicCovém konceptu preruseni
(interrupts). Uvidime, Ze existuji algoritmy pro ,,plédnovan{“ béhu programi s riz-
nymi vlastnostmi. Nakonec ddme do souvislosti s multitaskingem vstup/vystup
(prislusenstvi), nacez jiz plné porozumime dvodnimu ,problému kiosku*.

~r7

a &

17Ty ve vyssich jazycich ve skuteénosti nenajdeme, ale ve strojovém kédu je kontext pfirozend
dostupny a jesté v C existuji ekvivalenty v podobé setjmp a longjmp, se kterymi si ctenar
znaly jazyka muze pohrat.
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Bonusové tlohy

Uloha 1.8 [1+2b): Rikali jsme, Ze v ukdzkovém programu z Prikladu 1 nent zrejmé,
po kolika krocich vZdy dobéhne vnitrni cyklus. Ve skutecnosti neni zrejmé, jestli
vibec vidy dobéhne (pro libovolné n). Jednd se o zndmy problém. Vyhledejte bez
pouZiti Al jak se jmenuje. (1 bod) Pak dokazte, Ze pokud n = 8k + 4 (pro néjaké
prirozené cislo k), pak vnitind cyklus dobéhne (jestli vibec) pro n po stejné mnoha
krocich jako pro n+ 1. (2 body)

Uloha 1.9 [2b]: Prepiste vds generdtor hezké posloupnosti z ilohy 1.2, aby (smys-
luplné) vyuzival rekurzi namisto cykli. Popiste cely kontext © zdsobnik v momenté
po pridani osmého prvku do seznamu.

Budu moc rad za zpétnou vazbu!
Jakub; jakub.sebek.o@seznam.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka
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Téma 4 — Rozmérova analyza

Dil 1: Odhadovani vztahi bez pochopeni fyziky
Jak poznate, ktery navrh zaocednské lodi je nejlepsi, kdyz nemaéte pocitacové
simulace a nemuzete si dovolit postavit tucet drahych plavidel v plné velikosti
a zkouset je na mori? Prekvapivé daleko se dostanete jenom tim, Ze peclivé hlidate
jednotky. Metoda, které se iikd rozmeérova analyza, z ,uhddnuti“ déla skoro
exaktni disciplinu — a navic presné urci, v jakém rezimu musi bézet zmenseny
model, aby se choval jako skutec¢nost.
Rozmeérova analyza se fundamentalné pouziva na dvé véci:

e Uhodnuti fyzikalniho vztahu.

e Navrzeni experimentu, kde se budou relevantni jevy chovat stejné, coz nam
umozni zméfit vSechny konstanty v uhodnutém vztahu.

Ty spolu velmi souvisi, protoze ¢asto dostaneme trochu jinou podobu vztahu, nez
je standardni, protoze vSechny konstanty musi byt bezrozmérné, a tato podoba je
nejvice uzite¢nad pro navrh experimentu v praktictéjsim méritku.

Rozmeérovou analyzou se nejprve z proménnych poskladaji bezrozmérné skupi-
ny'®, a v modelu nastavujeme volné proménné, aby celkem bezrozmérna skupina
vychézela stejné jako v redlné verzi. V nadrzi se vleceny model lodi proto vIaci
znatelné pomaleji, v jiném experimentu létaji modely letadel ve vzduchu o teploté
—160°C. Hlavni redlné vyuziti rozmérové analyzy je tedy skalovani modelu pro
jevy, které nejdou spocitat, ale je potfeba simulovat. V soucasnosti NASA stale
pouziva kryogenni hypersonicky vétrny tunel.

o

18Bezrozmérna skupina je nasobek nékolika veli¢in v néjakych mocninich, kde se vSechny
rozméry vykrati. Napiiklad to miiZze byt néco jednoduchého jako I=! - d, kde I i d maji rozmér
v metrech, takze m~! - m = m® = 1. Nebo to mize byt slozitéjsi jako Q2 - p=2 - g~ . D5,
Rozepiseme rozmeéry a postupné kratime:

(kg/s)* - (kg/m*)~2 - (m/s?) ! -~

2 6 1, .2 -5

—kg? 572 kg7?2 m® - m1-s?.m

—>;g/gz~s*2-k\g7€-m6~m*1~52-m*5

—s2.mb - m 1.2 m®

~>,S7Z-m6-m_1-;32/-m_5

- mé-m . m?

- mé 1 =m0 =1.
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Jak rychle chodite?

Cilem tu pro nas bude:
1. najit vztah mezi rychlosti chlize a proménnymi popisujicimi nohu,
2. provérit ten vztah v praxi.

Co vsechno by rychlost chiize v mohlo ovlivnit?

Nez zacneme pocitat, zastavme se u téhle otazky. Napnuta noha se chova jako
kyvadlo: v ky¢li je zavésena k télu a chodidlo opisuje oblouk. Pohodlna (energetic-
ky nejlevnéjsi) rychlost chtize v (m/s) bude souviset s tim, jak rychle toto kyvadlo
dokaze prehazovat nohu z jedné strany na druhou.

Napisme co nejdelsi rozumny seznam kandidati na proménné a u kazdého
jeho rozmeér v zdkladnich SI jednotkéch:

o délka nohy ! (m),

Vvew

o prumér nohy d (m),
o hmotnost nohy m (kg),
o tfhové zrychleni g (ms~2).

Ted pozorujeme dvé véci.

Hmotnost musi vypadnout. m je jedind proménnd, kterd ma v sobé roz-
mér kg. Vyslednd rychlost mé& rozmér m/s; kilogramy v odpovédi nemdme ¢im
yumazat®, takZe se hmotnost v rozmérové spravném vztahu nesmi objevit. (Fy-
zikalné se to dalo tusit: kyvadlo v tthovém poli je stejné jako padajici kdAmen na
hmotnosti nezavislé.)

Délky muzZeme zjednodusit na jednu. Délky [, h, d maji stejny rozmér m.
To se d& vytesit ve dvou pripadech: ty 3 délky na sobé nejsou nezévislé, nebo
dokazeme Tici, jak je slozit dohromady. Nastésti u vétsiny lidi i kracejicich zvitat
jsou v priblizné konstantnich pomérech. Takze plati, ze jsou zavislé. Ten druhy
pripad uvidime v tloze 1.7 na konci tématka. Nahradime tedy h za ¢l a d za co-l.
Bezrozmérné konstanty mtzeme vsechny slozit dohromady pfi sklddani rovnice,
takze zbude jedina nezavisld délka .

Zbyly nam jen [ a g. Ted néjak potiebujeme poskladat bezrozmérné skupiny —
nésobek / zlomek mocnin nasich proménnych, kde se vSechny rozméry vyskrtaji.
Jelikoz mame akorat o jednu proménnou (I, g, v) vic, nez mdme jednotek (m, s),
tak vime, Ze budeme mit pravé jednu bezrozmérnou skupinu (% - g® - v¢. Vychazi
to z toho, ze kdyz vezmeme do jedné skupiny pravé dva rozméry, tak treti rozmér
zustane ve skupiné samotny a nemuze se vykratit. Z jedné skupiny miZeme rovnici
udélat trividlné:

C

1 =konst - [ - g* - v°.
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Abychom vykrétili proménné, tak ndm sta¢i 2 nezndmé exponenty, a jelikoz nés
zajima vztah pro v, tak mtizeme nastavit ¢ = 1 a preskladat rovnici na:

v = konst - 1% - ¢°.

Dalsi krok je porovnat jednotky:

ms ' =m®- (ms~

2)b
Porovnanim exponent?'? u metru a sekundy dostaneme a +b =1 a —2b = —1,
odkud b =1/2, a = 1/2. Vysledek je

UZE'\/g'la

kde £ je bezrozmérna konstanta. Tu rozmérova analyza neprozradi, ale staci ji
odhadnout z jediného métfeni. Ekvivalentné: kombinace £ = v/y/g -1 je u chize
univerzalni bezrozmérné ¢islo pro vSechny chodici tvory.

Uloha 1.1 [2b]: Stopkami a metrem zmérte rychlost pohodiné chize nékolika co
nejuic rizné vysokych kamarddi a délku jejich nohy (od kycle k zemi). Vyneste v
proti /1. Vyjde primka? Odhadnéte z ni konstantu &.

Uloha 1.2 [1b]: Na Mésici je g priblizné Sestkrdt mensi ne na Zemi. Jakou
rychlosti byste tam chodili? Srovnejte s tim, co popisovali mésicni astronauti —
pro¢ ,normalni“ chize na Mésici nefungovala a radéji presli na charakteristické
poskakovdani?

Problém 1.3: Najdéte rychlost pohodiné chize a délku nohy pro co nejvice zvitat
(slon, krdva, pes, kocka, kufe, ..). Vyneste do grafu v proti /g -1 a ovérte, zda
body lezi na spolecné kiivce (nebo primce na log-log grafu). Pozor: do datasetu
patii jen zvitata, kterd skuteéné krdcdeji (rovnd, svisle stojici noha béhem opory)
— ne ta, kterd skdacou, cvdlaji nebo chodi s nohama horizontdlné jako nékteri plazi.
Pasuje to??Y

Problém 1.4: Proc¢ je béh rychlejsi nez chize, kdyz nds vztah pro kyvadlo ddvd
jedinou ,prirozenou” rychlost?

Ndpovéda: Co déla bézcova noha v okamziku, kdy se vraci dopredu — zménila
se efektivni délka? Jaké dva efekty ovliviiuje délka a ktery byl ovlivnén?

19 Jelikoz proménné nasobime, tak exponenty miizeme séitat.
20Srovnavaci dataset rychlost! chiize a rozmért kondetin u savcil najdete napt. v Alexander,
R. McN.: Principles of Animal Locomotion (Princeton UP, 2003), graf 7.1.
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Postup v rozmérové analyze

Co jsme praveé udélali, se da zformulovat jako navod:

1.
2.

Sepiste pravdépodobné proménné. Radsi vic nez min.

Zapiste rozméry vSech proménnych v zdkladnich jednotkéch (metr,
sekunda, kilogram).

Vyradte proménné s unikatnimi rozmeéry. Neni mozné je s ni¢im vy-
kratit pro tvorbu bezrozmérnych skupin.

Zkuste najit vztahy mezi velicinami se stejnym rozmeérem. Nékdy
se jich muzeme zbavit Uplné jako v prvnim prikladé, jindy se nam povede
najit mezi nimi vztah pfipadné obsahujici bezrozmérnou konstantu (uvidime
v poslednim piikladé).

Sestavte skupiny, které splnuji pocet proménniych = pocet rozméri
+1.

Spocditejte exponenty, aby skupiny byly bezrozmeérné. Porovnianim
rozmeéru se mocniny doladi tak, aby se exponenty kazdého rozméru secetly
na nulu.

Pokud mate pouze jednu bezrozmérnou skupinu, muzete trivialné sestavit
rovnici 1 = £ - {S}. Pokud vice, tak to potfebujete dofesit jinak nez rozmé-
rovou analyzou.

Tuhle kostru ted uvidime na pfikladu, kde seznam veli¢in neni hned ziejmy.

VIny na hladiné

Podivejme se ted na jiny systém, kde se stejny rozmérovy trik hodi. Hodte kaminek
do dostatecné hlubokého rybnika a sledujte kruznice, které se rozbéhnou od mista
dopadu. Jakou rychlosti ¢ se takové viny Siri?

Omezime se na hluboké viny (tedy na situaci, kdy je hloubka vody vétsi nez
pulka vlnové délky) a na viny delsi nez 5cm (protoze v mensich déla velky efekt
povrchové napéti).

Co mize rychlost ¢ ovlivnit? Kaminek hladinu vychyli z rovnovahy a gravitace
ji tlaci zpét doli; setrvacnost rozhybané vody rozkmit udrzuje. Sepisme kandida-

ty:

e vlnova délka A s rozmérem m,

o tihové zrychleni g s rozmérem ms™=,

o hustota vody ¢ s rozmérem kgm™".

2

3
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A ted se stane néco povédomého. Hustota musi vypadnout. Proménnd g je jedi-
na, kterd v sobé nese kilogramy; rychlost ¢ kilogramy neobsahuje, takze ¢ neméa
¢im své kilogramy zkratit a musi se objevit s nulovym exponentem. Je to presné
stejny krok jako u chiize, kde ze stejného duvodu vypadla hmotnost. Fyzikalné to
dévéa smysl: obnovujici sfla na vlnu gkaluje s ¢ (tfha vychyleného sloupce vody)
a setrvacnost rozkmitané vody taky s o, takze se v poméru, ktery urcuje rychlost,
vykrati — stejné jako se u kyvadla vykrati hmotnost.

Zbyly ndm tfi proménné ¢, A, g a dva rozméry (m, s), tedy jedna bezrozmérna
skupina. Hleddme ¢ = konst - A% - ¢°. Srovnanim rozméri:

1 2)b +b . S_2b.

ms  =m"-(ms “)’ =m*

Z exponentu u sekundy —2b = —1, tedy b = 1/2; z exponentu u metru a + b = 1,

tedy a = 1/2. Vychazi
C=p-Vg- >‘a
kde ¢ je bezrozmérna konstanta.
Vyslo nam, ze dlouhé viny utikaji pred kratkymi — tomuhle jevu se fika disperze
a je to divod, pro¢ se z neusporadaného Splouchnuti ¢asem rozjede tthledny vinovy
balik: dlouhé komponenty bézi napred, kratké se opozduji.

Problém 1.5: Ovérte vztah ¢ = ¢ - /g - \ experimentdlné a najdéte . Najdeéte
st klidnou vodni hladinu — rybnik, okraj jezera, bazén nebo velkou vanu — s hloub-
kou alespont 10 cm. Idedlné bez vétru a viln, at jsou wvase viny vidét. Hodte do
vody hladky obldzek (primér zhruba 1-5 cm) ze zvolené vysky mezi 20 cm a 1m
a natocte dopad zpomalenym videem na mobilu. Potrebujete néjak urcit meritko
— bud umistite pravitko pobliz dopadu, nebo si zmérite vzddlenost mobilu od do-
padu a spocitate velikost pizelu. Vyzkousejte nékolik kombinaci kaminkd a vysek,
vyberte si, v jakych pripadech jsou rozbihajici se viny dobre vidét. Rychlost viny
bude zdleZet pouze na vinové délce a kazdy hod vytvori nékolik vin o rizngch vl-
novych délkdch. Z videi odectéte pro nékolik rizniych hrebeni jejich vinovou délku
A (vzddlenost mezi sousednimi hiebeny) a jejich rychlost ¢ (vzddlenost uraZenou
mezi dvéma snimky délenou casem mezi nimi). Vyneste ¢ proti X\ na linedrnich
osdch a zmerte sklon. Z toho spocitejte . Odevzdejte taky fotky, videa, pripadné
s anotacemi.




Téma 4 — Rozmérova analyza 33

Vibrace struny

Predstavte si napnutou strunu — tfeba strunu kytary, gumicku pfes krabicku od
sirek nebo pradelni stiaru. M4 linedrni hmotnost p (v kg/m) a je napnutd silou
T (v N = kgms™2). Cvrnknete do n{ pfi¢né a po struné se rozb&hne vlna —
podobné jako se v predchozim experimentu rozbihaly vinky po hladiné, akorat ted
jednodimenzionalné. Seznam proménnych je tentokrat kratky, postup ale zistava
stejny jako u kapilarnich vinek: sepiste kandidaty, zapiste jejich rozméry, slepte
bezrozmérnou kombinaci a prectéte odpovéd.

Uloha 1.6 [3b]: Jakou rychlosti v se rozbéhnou viny po prdadelni sridire? Predpo-
kladejte, zZe gravitace se dd zanedbat, jelikoZ je napnuti struny dost silné.

Kdyz jsou faktory dva

Rozmérova analyza byva nejzajimavéjsi tam, kde se jeden jev rozpada na dva
nezavislé skalovaci zdkony. Zpét k parniku z ivodu: lod pti pohybu vodou tahne
dvé odlisné se skalujici slozky odporu: vinovy odpor (lod si na hladiné vytvari
soustavu vln, jejichZ energie mizi za zadi) a tf¥eci odpor (tenkd vrstva vody
u trupu se pohybuje s lod{, vznikd viskézni tfeni po celé smacené plose). Kazda
mé vlastni bezrozmérnou kombinaci: vinovy odpor skdluje s v/y/g - L (rychlost
lodi, gravitacni zrychleni, délka lodi), tfeci odpor na jiné kombinaci rychlosti,
délky a vlastnosti vody. Obé kombinace nelze na zmenseném modelu dodrzet
soucasneé.

Jedno feseni, co se nabizi, je naskdlovat jeden model, aby byl vlnovy odpor
zanedbatelny a treci spravné, druhy model, aby byl tfeci odpor zanedbatelny, ale
vlnovy spravné. Problém je, ze abychom tfeci odpor naskalovali spravné, natoz
zanedbatelné, tak potfebujeme kapaliny fadové méné viskdzni nez vodu, a takové
kapaliny se Spatné hledaji.

Druhé reseni, které v tomto pripadé je nutno vyuzit, je, Ze treci odpor se
vlastné da docela dobfe spocitat. Vlnovy odpor je ten slozity, ktery velmi zalezi
na presném tvaru lodi. Takze naskalujeme model, aby vinovy odpor odpovidal
(lod jede patfi¢né pomaleji, aby byly vlny geometricky podobné), od zméreného
odporu odecteme tieci odpor pro model, a zbyly vlnovy odpor naskalujeme. Tento
postup se pouzival pro vyvoj lodi od druhé pulky 19. stoleti.

Modelovani sila
Zemédeélské silo, davkovac 1ékit nebo obycejnd slanka — vsechno to jsou ulohy
o tom, jak rychle vypadava sypky materidl otvorem dole. Jelikoz je silo velka
stavba, je to priklad, kde se rozmérova analyza pouzivala v praxi pro pochopeni
chovani z vhodného modelu. Budeme se snazit zjistit, jaky hmotnostni prutok @
(v kg/s) vytece kruhovou aperturou o praméru D.

Prvni si ale povime o sypkych materidlech. Sypka hmota se chova jinak nez
kapalina. Zrna se o sebe opiraji a prenaseji si zatizeni pres silové retézce —
nahodné retézy bodovych dotykt, po kterych vétsina tihy sloupce neputuje rovnou
dolt, ale sikmo v téch smérech, kde je vice opory.
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e Proé¢ vyska naplné nehraje roli. Jakmile se nad otvorem vytvori kratka
klenba (zrnka se docasné zaklini do klenby), proudi materidl jen rychlosti,
jakou se tato klenba hrouti. Svislé napéti ve sloupci se s hloubkou navic
saturuje — prestava rust, protoze tihu prebiraji bo¢ni stény pres treni. Tlak
u dna nezdvisi na tom, jak vysoko je silo naplnéné (proto je v hromadé obili
spodni zrno rozdrcené méné, nez by ¢lovék naivné ¢ekal). Pritok otvorem
tedy taky nezavisi na vysce naplné — rozhoduje jen lokalni geometrie kolem
otvoru.

e Sypna hmotnost. U hustoty sypké hmoty je dobré rozlisovat dvé velic¢iny.
Hustota materidlu zrna (tieba kiemen u pisku, ~2650kgm~3) popisuje,
z ¢eho je jedno zrno udélané. Pro proudéni ze sila ale potrebujeme sypnou
hmotnost (nékdy téZ sypnou hustotu) ¢ — hmotnost volné nasypané hmoty
na celkovy objem, ktery zaujimd, véetné dutin mezi zrny. Typicky je 50-65 %
hustoty pevného zrna. Toto je ta velicina, kterou chcete pouzit pro hustotu.
Pokud ji budete potiebovat mérit, tak porovnavate objem sypkého materidlu
véetné dutin a jeho hmotnost, musite si tedy zmérit objem v odmeérce.

‘ Uloha 1.7 [4b]: Pomoci rozmérové analzy odvodte vztah pro hmotnostni prii-
tok Q. Dospéjte k formuli v uzavieném tvaru (aZ na 2 bezrozmérné konstanty).
Ndpovéda: Jsou tam dvé relevantni délkové proménné — prumér otvoru D
a velikost zrna d. JelikoZ velikost zrna zmensuje efektivni otvor, staci tyto dve
promeénné pouzivat pouze ve tvaru (D—60-d), kde 0 je bezrozmérnd konstanta.

A Problém 1.8: Sestavte si doma vlastni malé silo a ovérte skdlovdni z tlohy 1.7.
Chcete docela rovné dno a moznost menit velikost diry nebo néekolik sil s ruzné
velkymi dirami, cca mezi 3mm a 8 cm. Sypejte rizné materialy — mouku (ale ne
hladkou, tam uz prilis pusobi molekuldrni sily), krystalovy cukr, kuskus, cocku,
cizrnu nebo cokoli jiného, co se sype alespon jednou z direk.

Pro kazdou kombinaci zmérte, za jak dlouho vytece znamé mnozstvi materidlu,
a spocitejte Q. Q bude docela konstantni, nez sypké hmoty v silu zacne dochdzet.
Vyneste log Q proti log D a porovnejte sklon s teoretickou predpovédi (pouZivame
log-log graf, protoZe z x* se stane primka ax’ a je tedy mnohem snazsi zmérit
promeénnou a z grafu). Odhadnéte obé bezrozmérné konstanty a diskutujte odchylky.
Pro jeden zvoleny otvor navic ovérte, Ze QQ nezdvisi na vysce ndplné. Odevzdejte
taky fotky, videa, pripadné s anotacemi.

Kuba S.; suchanek989@seznam. cz
odevzdévejte do odevzdavatka
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Téma 5 — Obecna teorie relativity
Dil 1: Tenzory

Mily ¢tenafi, obecné teorie relativity je teorii prostoru, ¢asu a gravitace. Jakési
jadro této teorie je docela jednoduché, gravitace je geometrie. Efekty, které prisu-
zujeme gravitaci, jsou pouze projevem zakiiveni prostoru a casu. V tomto témat-
ku se mimo jiné pokusime nastinit, pro¢ by tomu tak mélo byt. Ovsem pracovat
v zakfivenych prostorech (napfiklad na sféfe) umi byt velmi matematicky naroc-
né. Proto ma toto témaéatko jisté prerekvizity, které prosté neni mozné vsechny
shrnout zde. Velmi tedy doporuéujeme precist si lingebraické témétko?!, tématko
o derivacich a integralech?? a samoziejmé téméatko o specidlni teorii relativity?®.
Jiste, ze je ¢ist nemusite, abyste se pokusili o pochopeni tohoto tématka, ovsem
pokud se nékde tieba ztratite, jsou to nami doporucené zdroje, kde se potrebny
materidl mizete doucit.

V tomto dile jesté moc fyziky ovSem nebude, protoze se zde budeme bavit o té
vity, tuto zkratku nejspiSe jeSté pouZijeme) tak dilezité, Ze jsou svym zptisobem
zakomponovany do jednoho ze dvou vychozich principi OTR. O téchto principech
se budeme bavit v dalsich dilech, jen vézte, ze zminovany princip lze chapat jako
pozadavek, aby vsechny fyzikalni zdkony sly zapsat pomoci tenzorovych rovnic.

Motivace

Pro motivaci k pouzivani tenzorovych veli¢in k popisu svéta kolem nas se nemusi-
me nutné obracet na OTR. Uplné ndm bude stadit i klasickd mechanika. Uvazme
nejjednodussi typ tenzoru, skaldr. Rovnou budeme uvazovat celé pole téchto ska-
noduse funkce, kterd kazdému bodu v prostoru prifadi skalar (¢islo). Klasickym
prikladem je napriklad pole teploty v mistnosti nebo pti¢na vychylka na membra-
né bubnu, kdyz do néj uderime palickou (tedy, udetit do néj nemusime, jen jsme
toho nézoru, Ze nulové pole je ponékud nezajimavé). Abychom mohli kazdému
bodu priradit ¢islo, musime nutné zavést néjaky souradnicovy systém. Klasicky
bychom nejspise vzali kartézky, ovsem uvazte, ze napriklad pro pripad s bubnem
by byl vhodnéjsi polarni souradnicovy systém. Dobra, ovsem zvolme si pro jedno-
duchost kartézské souradnice. Co kdyz jejich pocatek posuneme o vektor £ ? Jisté
se kvili nasi predstavé pocatku jen tak nezméni teplota v mistnosti, tedy nové
pole teploty bude v jistém smyslu porad to stejné pole teploty. Ano, funkce po-
pisujici teplotu bude vypadat jinak, ovSem fyziku to nijak nezméni (a pfedstavte
si, kdyby zmeénilo!). Pro ty z vés, ktef{ uz se chtéji vrhnout na matematiku, nova
funkce teploty 77 bude v novém soufadném systému trividlné T77(7') = T(F¥ — @),
kde si uvédomte, Ze ¥’ je polohovy vektor v novych souradnicich a vektory 7 a &
jsou ve starych souradnicich.

210dkaz na prvni éfslo témétka: https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/31/31-1.pdf
220dkaz na prvni &fslo témétka: https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/29/29-1.pdf
230dkaz na prvni &fslo témétka: https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/31/31-2.pdf


https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/31/31-1.pdf
https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/29/29-1.pdf
https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/31/31-2.pdf
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Idea, Ze by nemélo zalezet na tom, jak si definujeme souradnicovy systém, je
pravé motivaci pro uzivani tenzort ve fyzice. D4 se Fict, Ze to jsou pravé takové
objekty, které se pri transformaci souradnic nezméni. Pozor, to neznamena, ze se
nezmén{ jejich slozky, jak jsme vidéli u teploty (byt ta méd ovSem slozku pouze
jednu).

Velmi dtlezitym objektem je ve fyzice také vektor, o kterém vézte, zZe je téz
tenzorem. Proto se v dalsi sekci podivame na to, jak ho transformovat.

Uloha 1.1 [1b]:
Méjme transformaci kartézskych souradnic (x,t) zadanou rovnicemi:

' =z + bot,
t=t,

kde by je konstanta. Diskutujte, zda-li je rychlost vektorem vici témto transfor-

macim. Diskutujte, zda-li je zrychleni vektor.

(Hint. Definice rychlosti je v = fli—f a definice zrychlend je a = ‘Z;Tf. Zkuste tedy

dz’
dt’2 *

!’
spocitat ‘Cil% a

Transformace vektor

Pro jednoduchost budeme az do konce dilu pracovat v kartézskych souradnicich.
Jak vime, vektory ,,ziji“ ve vektorovych prostorech. Kazdy takovy prostor ma bazi.
Pracujme po zbytek dilu v ortonormélni bazi (byt to ¢asto neni nutnd podmin-
ka platnosti nasledujicich tvrzeni). To znamend, Ze bdzové vektory jsou vSechny
jednotkové a jsou na sebe kolmé. Méjme vektor v v nasem vektorovém prostoru.
Z definice baze existuje unikétni sada &fsel v’ (zde i zna¢f index, ne mocninu), pro

které plati:
n
v = Z v'ey, (1)
i=1

kde e; znaci i-ty bazovy vektor.

Protoze pri praci s tenzory budeme pouzivat velké mnozstvi sum, zavedeme
zde takzvanou Einsteinovu sumac¢ni konvenci. To znamend, ze pokud je nékde
psany index nahofe a nésobi se s néc¢im, co ma ten samy index dole, automaticky
se predpokladé, ze se pies tento index s¢itd. Rovnice (1) mé potom tvar:

v=1'e;. (2)

Nyni se budeme zabyvat transformacemi baze a u toho zjistime, pro¢ jsme
zacali rozliSovat indexy psané nahore a dole.

Méjme tedy dvé baze, jednu ¢arkovanou e} a jednu necarkovanou e;. Jak pre-
jdeme z jedné baze do baze druhé? Jak se u toho zméni slozky vektoru v? Za¢neme
uvahou, Ze vektory ¢arkované baze jdou (jaksi z definice baze) vyjadiit jako line-
arni kombinace vektorii baze necarkované, tedy:

e = Rijel-, (3)
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kde Rij znaci prislusné rozvojové koeficienty. Neprekvapi nas, ze existuji i takové
koeficienty S, , Ze: ‘
e, = S.€). (4)
Dosazenim vztahu (3) do vztahu (4) pak:
e = Sijijei, (5)

z ¢ehoz je vidét, ze Sijij = 0%, kde & znaéi tzv. Kroneckerovo delta, tedy slozky

jednotkové matice. Z toho dale plyne, Ze koeficienty S’J}w zapsany do matice, by
tvorily matici inverzni k R (coZ by znacilo matici z koeficient Rij). Budeme tedy
koeficienty S”, od ted znaéit jako (R™1),.

Nyni tedy umime prechazet mezi bazemi. Ted odpovime na otézku o slozkach
vektort. Za¢neme u vztahu (2), prepiSeme ho pomoci Kroneckerovy delty (to
Hnic neudéld“, protoze je to vlastné nasobeni slozek vektoru jednotkovou matici)
a dosadime za ni:

v =vle; = vkde; = vk(R_l)ijijei = vk(R_l)jke; =v"e]. (6)
V predposlednim kroku jsme jen identifikovali bazové vektory ¢arkované baze. Po-
sledni krok je zde pouze jakési pfipomenuti, Ze i v nové bézi bude platit vztah (2)),
ovsem ,ocarkovany“. Z toho vsak ihned plyne, zZe slozky vektoru v vici ¢arkované
bézi jsou: ‘
v = (R_l)kak. (7)
To znamena, ze slozky vektoru se transformuji s inverzni transformaci, nez jak se
transformuje baze! To ma samoziejmé dobry smysl. Jen uvazte, ze pokud tieba
dvakréat zvétsime bazové vektory, slozky daného vektoru se musi dvakrat zmensit,
aby to byl porad ten samy vektor.

To néas privadi také k notaci s hornimi a dolnimi indexy. O objektech, které se
transformuji stejné jako baze vektorového prostoru, rekneme, ze jsou kovariant-
ni a budeme je znacit s dolnim indexem, neboli kovariantnim indexem. Naopak
objekty transformujici se opacné, nez jak se transformuje béze, nazyvame kontra-
variantni a znac¢ime je s indexem nahote, neboli s kontravariantnim indexem.
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Linearni formy a jejich transformace

Dobra, nyni jsme jaksi matematicky rozcviceni, abychom zacali probirat véci,
o kterych predpokliddme, ze budou pro nékteré ¢tendre nové. Objekty, které
budeme nyni probirat, se nazyvaji linearni formy a jsou jaksi druhou podstatnou
ingredienci pro obecné tenzory.

Linedrni forma je funkce, kterd si jako input vezme vektor a jako output nam
da cislo. Je dilezité, ze tato funkce je linearni, tedy pro linedrni formu «, vektory
Vv, u a cisla a, b plati:

alav 4 bu) = aa(v) + ba(u). (8)

Uloha 1.2 [1b]: Neni tézké se presvédcit, Ze linedrni formy tvori vektorovy pro-
stor. Najdeéte si na internetu, co vsechno musi platit, aby byla néjakd mnoZina
vektorovym prostorem, a kazZdou vlastnost ovérte pro linedrni formy.

7 predchozi tlozky vite, ze prostor linedrnich forem tvori vektorovy prostor.
Pojdme se tedy pobavit o bazi tohoto prostoru. Budeme dokonce uvazovat speci-
alni pripad baze prostoru linearnich forem a to bazi tzv. dudlni.

Necht B = {e;}_; je bézi vektorového prostoru V. Ozna¢me prostor linedrnich
forem, které piisobi na vektory z V, jako V*. Baze prostoru V*, ozn. B* = {e’ }?:1
se nazyva dualni baze k bazi B, pokud plati:

e(e;) = 5@. (9)

Abychom si na linedrni formy trochu zvykli, pojdme odvodit par identit.
Spoctéme, co se stane, aplikujeme-li j-tou bazovou formu na vektor v:

el (v) = &l (vie;) = viel(e;) = v'd), = 07, (10)

kde jsme v prvnim kroku vyuzili toho, ze kazdy vektor lze rozepsat jako linearni
kombinaci bazovych vektori. Poté jsme vyuzili linearitu linedrnich forem a né-
sledné definici dualni baze. Platnost posledniho kroku plyne trivialné z toho, ze
Kroneckerovo delta je 0 pro vSechny i # j a tedy nam v sumé zbyde pouze jeden
nenulovy ¢len s hodnotou 7.

Protoze B* je baze, lze kazdou formu z V* vyjadrit jako linedrni kombinaci
této baze. Tedy pro libovolnou formu « plati:

a=a;e, (11)
kde o  jsou rozvojové koeficienty, které nazyvame slozkami formy o« viici ba-
zi B*.

Spoctéme, co se stane, aplikujeme-li formu « na i-ty bazovy vektor:
ale;) = ajel(e;) = ajéji = qy, (12)

kde jsme pouze vyuzili vztahu (11), definice dudlni béze a vlastnost{ Kroneckerovy
delty.
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Uloha 1.3 [1b]: Odvodte ve sloZkdch vysledek pisobent formy o na vektor v.

Jak jsme psali na zacatku této sekce o linearnich formach, linearni formy jsou
podstatnou ingredienci obecnych tenzorti. Proto by nas ovsem zajimalo, jak se
transformuji, zménime-li bézi vektorového prostoru. Tim samoziejmé zménime
i odpovidajici dudlni bazi. Z poloh index to samoziejmé dokazete uhodnout,
ovsem pojdme si transformacni vztahy odvodit.

Necht tedy mame bézi e; a k ni dudlni bazi e’ a samozfejmé ¢arkovanou bazi
e}, a k nf dudln{ ¢drkovanou bézi e’'. Méjme taktéz formu o = ae’. Jak bude
vypadat k-ty rozvojovy koeficient formy « v ¢arkované bazi? Jednoduse dle vztahu
(12):

o) = ae)) = a(Re;) = R ale;) = Ry ;. (13)

Je tedy jasné, zZe se slozky forem transformuji kovariantné.
Dale chceme transformacni formuli pro bézové formy. Vyuzijeme stejného triku
jako v rovnici (6):

a=ajel =q;0el = RY(R") e = aj(R71)e. (14)

Z toho je uz snadné vykoukat:

e = (R el (15)
Coz znamend, ze se baze prostoru linedrnich forem transformuje kontravariant-
né.

Toto je vSe, co v tomto dile stthdme Tici o linedrnich formach, ovSem vyzyvame
vas, abyste si zkusili najit jejich geometrickou interpretaci a jak souvisi s vrstev-
nicemi na mapéach, hybnosti nebo s integrovanim.

Obecné tenzory

Nyni mame potirebné ingredience k uvareni obecného tenzoru. Ovsem jesté musi-
me trochu prozkoumat proces samotného vareni. K tomu zavedeme operaci ten-
zorového soucinu, kterou budeme znacit ®. K zavedeni tenzorového soucinu ani
nebudeme potfebovat formy a vektory, budou ndm stacit obecné funkce.

Me¢éjme tedy funkce f: X - Rag:Y — R, pak jejich tenzorovy soucin vyrobi
nasledujici funkci:

f®g: XxY —R
(z,y) = f(x)g(y).

Pro tenzorovy soucin jaksi plati vSechna pravidla jako pro sou¢in normaélni (tedy
soucin dvou redlnych ¢éisel). Jen uvazte, jak by se toto z definice asi dokazova-
lo, kdyz v definici normalni souc¢in primo vystupuje. Musime se mit malinko na
pozoru s komutativitou, nebot pii prohazovani funkci musime prohodit i inputy,
protoze napiiklad f(y) ani nemusi byt definovano.
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Pojdme si nyni predstavit bilinearni formy. To, jak nazev napovida, je forma,
ktera si vezme dva vektory a vyrobi z nich ¢islo. Taktéz je samoziejmé v obou in-
putech linedrni. S pomoci tenzorového souc¢inu mizeme néjakou bilinedrni formu h
vyrobit jednoduse: h = a ® 8. Uvédomme si nasledujici:

h:VxV—R
(u,v) = a(u)B(v).

Bilinearni formy taktéz tvori vektorovy prostor. Bazi tohoto prostoru zkonstru-
ujeme pro nase ucely jako tenzorové souciny bazovych linearnich forem. Obecna
bilinearni forma pak ve slozkich vypada takto:

h = hijei &® ej. (16)

(Uvédomte si, ze tenzorovy soucin dvou bazovych forem vypad4 jako e’ @ e/. Pro
obecnou bilinedrn{ formu pak jen vyséitdme pies vSechny kombinace.)

Obdobné muzeme tvorit i trilinedrni formy, tetralinedrni atd. Ovsem to by
nam potrad jaksi nemuselo stacit. Idedlné bychom chtéli do téchto soucina jesté
zahrnout i vektory samotné. To by ale z definice znamenalo divat se na vektor
jako na zobrazeni. Toto zobrazeni chceme z dudlniho vektorového prostoru V* do
realnych c¢isel. Protoze jsme v konecné dimenzi, lze akci vektoru na linearni formu
definovat nésledovneé:

v(a) = a(v). (17)
Nyni uz mé dobry smysl vyraz e; ® e/. Je to jednoduse funkce, kterd si vezme
bod z V* x V a vrati ¢islo.

Obdobné vznikaji obecné smiSené tenzory. Ve slozkach je zapisujeme takto:

T=T"%  e®een.0cd0e"Re"®.. (18)

mn

Jesté nez vas posleme tyto objekty zkoumat, zavedeme elegantni znaceni, které
vam, ale hlavné ndm, usnadni zapis. Tenzorovy soucin bazovych vektorti budeme
jaksi psat bez znaku tenzorového soucinu. Prosté jen napiSeme vSechny scitaci
. . v _ k _ k

indexy k jednomu e. Tedy napiiklad e; ® e; = e;;, " ® e,, ® € = €",; atp.

Uloha 1.4 [1b]: Lze kaZdou bilinedrni formu zapsat jako tenzorovy soucin dvou
linedarnich forem?

Uloha 1.5 [1b]: Dokazte, e plati ndsledujici tvrzeni (Zde bychom si dovolili na-
povédét, abyste dokazovali jaksi postupné):

hij = h(ei,ej),
;@z = Riklehij

Tijk'l‘;nn___ =T(e, e, e . e emen,..)
= (R (R, (R, R\ RS, R",.TM,:

1ijk...
T” rst...

lmn...
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Zdvihani a spousténi indexd
Jisté jste si nékteri vSimli jistych divnosti béhem tohoto dilu. Napriklad vas uditel
na stredni pravdépodobné psal slozky vektori s indexy dole a matematika mu
fungovala; nebo ze akce linearni formy na vektor je napadné podobna skaldrnimu
soucinu. Zde je nutné dodat, Ze se o skalarni soucin nejedna, nebo ne tuplné.

V této sekci se pokusime vysvétlit dané podivnosti a pro¢ jsou naprosto v po-
fadku. Taktéz tim zavrsime naSe povidani o tenzorech (ne vSak o tenzorovych
polich).

Zacneme zlehka, a to ¢asteénym dosazenim vektoru do bilinedrni formy. Co
tim myslime, je Ze inputneme pouze jeden vektor a druhy input nechame volny.
Dobra tedy:

h(-,v) = hij(e' ® €)(-,v) = hjje'e’ (v) = h;jjv’e’, (19)

coz jaksi ocekavatelné vyrobilo linearni formu.
Specidlnim pripadem bilinedrni formy je skalarni souc¢in. Jen se zamyslete nad
jeho vlastnostmi. Taktéz pro ,klasicky“ skaldrni soucin plati:

g(u,v) = uv’, (20)

kde jsme dali do rovnosti u; = u*. Ovem, zcela obecné je bilinedrni forma g jisté
vyjadritelna ve slozkach. Potom dostaneme:

g(u,v) = gijuivj. (21)

Oznacime-li u; = gijui, formulka pro skalarni soucin (ujvj ) pak musi byt nutné
zcela spravné. Uvazte, Ze klasicky je g;; = d;j, tedy vskutku u; = u/. Skaldrnim
soucinem je pak motivovano pravé spousténi indexiu. Tedy dosadime-li ¢astecné
vektor u do bilinearni formy skaldrniho soucinu, dostaneme linearni formu, ktera
ovsem, po aplikaci na vektor, dava skaldrni soucin vektoru u s danym vektorem.
Spousténi indexii pak prosté definujeme analogicky i pro slozky tenzort vyssich
rada. Jednoduse: ‘
Ti‘]k = gl‘llek. (22)

Nebo pokud spoustime indexii vice najednou:
hij = gingjth*. (23)

Dobré, co kdyz chceme ale index z jakéhosi divodu zdvihnout? Jednoduse by
asi mélo platit, ze pokud néjaky index zdvihneme, feknéme pomoci objektu se
slozkami f%, a nésledné dany index zase spustime, dostaneme ten stejny objekt.
Mélo by tedy platit:

ui = gij 7 *up, (24)
z ¢ehoz je ihned patrné, Ze: ‘
gii 7" =48, (25)
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tedy pokud g;; jsou slozky matice, pak f% jsou slozky matice inverzni. Byvd
zvykem znaéit slozky této inverzni matice jako g¥.

Zdvih néjakého indexu slozky néjakého tenzoru pak jednoduse definujeme na-
sledovneé:

T} = 9" Tk (26)

Uloha 1.6 [2b]: Na determinant étvercové matice se lze koukat jako na n-linedrni
formu, kterd je v kaZdych dvou inputech antisymetrickd (tedy D(...,v,...,u,...) =
—D(...,u,...,v,...) ) a plati:

D(617623633"'7 en) =1

Odvodte slozky formy determinantu ve 2 a 8 dimenzich.

Pokud do formy determinantu ve 2 dimenzich cdstecné dosadime vektor, co je
zajimavé na slozkdch vysledné formy? Pokud castecné dosadime dva vektory do
formy determinantu ve 8 dimenzich, co je zajimavé na slozkdch vysledné formy?
Jak se této operaci béiné Tikda? (Zde myslime operaci cdstecného dosazeni dvou
vektord do formy determinantu ve 8 dimenzich.)

Uloha 1.7 [1.5b]: Zavedme zde kovariantni elektromagneticky tenzor jako:

0 E, E, E,
o -E, O . —By
my -F, —-B, 0 B, ’
-E, By -B, 0 »
kde jaksi pravou stranou myslime pv-tou sloZku matice v zdvorkdch. UvazZujte
skaldrni soucin dany Minkowského metrikou, tedy:

_ o o o

1 0
uv = Nuv = 0 0 1
0 0
n%
Spoctete hodnotu virazu v promennych E a B:

1 v
ZF‘I“,F'UI :‘?
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Definujme Hodgetiv dudl k F),, jako:

0 -B, -B,
- B, 0 —E
FHY — T z
B, E. 0
B. —E, E,

Spoctéte hodnotu virazu v proménych E a B:

1 .=
Z_lFN FHV :?

nz

Radim N; radim05@post.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka
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