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Uvnitt najdete nékolik témat a s nimi souvisejicich tloh. Zamyslete se nad nimi a poslete
nam sva resSeni. My vam je opravime a ta nejzajimavéjsi z nich otiskneme. Nejlepsi feSitele
zveme na podzim a na jare na soustfedéni.
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Mili FeSitelé,
vitejte u ¢teni jiz druhého letosniho ¢isla ¢asopisu M&M. Na listech tohoto pod-
zimniho ¢isla na vas ¢ekaji pokracovani starych zndmych tématek, na kterd se

.....

Sifrovani! V ném se podivame na sifrovacky z pohledu tvirce Sifer.

Tématko o grupach nabralo v tomto ¢isle ponékud necekany smér. Matematic-
ké symetrie néds zavedou do svéta fyziky a budeme se zatajenym dechem sledovat,
kolik jich tam najdeme. Jako bonus se na konci dozvite feseni tloh z predcho-
ziho ¢isla. V tématku Brainfuck jsme si pro vas nachystali moZnost nasimulovat
jednoduchy pocitac.

Nez se pustite do Cteni, jesté vas pozveme na Den otevienych dveri na Matfyzu.
Ten bude letos ve ¢tvrtek 27. listopadu a najdete tam prezentace riznych casti
Matfyzu.

Déle vés srde¢né zveme na tradi¢ni vanocni vikendovku, kterd probéhne 12. az
14. prosince. Tak si to zapiste do kalendére, af si uzijete hrani, vylet a setkani
s ostatnimi Tesiteli i orgy. Vice informaci obdrzite pozdéji e-mailem.

A ted uz hurd do ¢teni tématek! Piejeme vam piijemny zazitek z feSeni a ob-
jevovani.

Vasi orgové MEM
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Zadani a reSeni témat
1. deadline: 4. listopadu 2025 | 2. deadline: 2. prosince 2025

Téma 1 — Grupy aneb Kterak matika k soumérnosti
prisla
Dil 2: Pohled fyzika na symetrii.
,»1 byl ekl Bith: ;Budtez grupy: A grupy byly. vskutku neni prilis vhodny zptsob,
kterak uvést nasledujici text, jenz té, Ctenari, osviti ryze povrchnim pohledem
na standardni model ¢asticové fyziky a jeho matematickou podstavu v podobé
soucinu maticovych grup.

V minulém dile jsme ledabyle tvrdili, ze grupy maji svd mista v modelech
rozli¢nych prirodnich jevu. Tézko hledati ladnéjsi predstavy takového tvrzeni nez
pravé v modelu téch nejjednodussich stavebnich kaminkt reality, jez lidstvo by-
lo s to odkryt, a zakonu jejich interakci — v tzv. standardnim modelu ¢asticové
fyziky.

Své pojednani o krasném poutu mezi grupami, jakozto matematickym vyja-
dfenim symetrie, a zdkladnimi silami, jez drzi nas vesmir pospolu, rozdélime do
dvou dili. V tomto — déjme iivodnim a primérné fyzikalnim — dile predstavime po-
hled fyziky na symetrii a zptisob, jakym se symetrie fyzikdlnich systémi projevuje
v jejich chovani.

K povrchnimu pochopeni predlozenych principti je tfeba pouze fantasie a za-
kladu klasické mechaniky, jimz jste se, predpokladdme, drazi ¢tenari, ucili. Ovsem,
zéjemci o matematicky zaklad vyfrcéenych fakt a vysvétleni jsou dluzni chépat
¢astecné formalni stranku, ale pfedevsim fyzikalni pojeti, diferencidlniho poétu.!
Rovnéz budeme plné vyuzivat pravidel manipulace s vektory a maticemi. V tomto
sméru smeéle doporuc¢ime tématko Vektory a matice z 31. ro¢niku, predevsim jeho

paty dil.
@

% ]

4
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1Stranka na anglické Wikipedii i¢elu pochopeni diferencidlni po¢tu dobte poslouzi. Cesks je
ponékud skromnéa. Odkaz zde: https://en.wikipedia.org/wiki/Calculus.
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Lagrangeovskd mechanika

V této sekci stroze objasnime — snad spise uvedeme — fyzikdlni teorii znamou
jako lagrangeovskd mechanika. Zjednodusené feceno je tato popisem fyzikalniho
systému jako dvojice (M, L), kde M je zvan konfiguracnim prostorem a L lagran-
gianem.

O konfigura¢nim prostoru budeme hovorit jen vyjimecné a okrajové. V pod-
staté je jim soustava soutadnic vyjadiujici pozici a orientaci téles tvoricich dany
systém. Soutradnicim prostoru M se Casto prezdiva stupné volnosti, nebot predsta-
vuji v zdsadé vycet nezavislych zptisobt, kterymi se systém miize vyvijet. Uvedeme
dva malé piiklady.

Moznym konfiguraénim prostorem pro popis pohybu ¢éstice (bezrozmérného
télesa) v prostoru je ptresné onen prostor, tedy mmnozina R® — systém soufad-
nic o tfech smérech, tfech stupnich volnosti. Kdyz misto ¢astice uvazime téleso
mohouci se v prostoru otécet, potfebujeme do konfigura¢niho prostoru zahrnout
i soutadnice udévajici jeho natoceni. Rozsffime jej procez na mnozinu R3 x SO(3),
kde SO(3) je pfesné mnozina vsech rotaci v 3D prostoru (vice se o ni dozvite v pris-
tim dfle). Lze si pfedstavovat, Ze tato mnozina sestdva z trojic ihla a kazdy thel
znaci velikost otoceni kolem jedné ze souradnicovych os. Pohyb télesa v prostoru
je tak systém s Sesti stupni volnosti — tfemi souradnicemi pro pozici a tfemi pro
rotaci (vizte obrazek 1).

Uloha 2.1 [2b]: Vymyslete mozny konfiguraéni prostor, ktery lze pouzit k popisu
fyzikdinitho systému dvojitého kyvadla®, tedy systému, kde je na jednom kyva-
dle zavéseno druhé. Nemusite byt rigordosni; staci uvést mmnozinu s intuitivnim
objasnenim duvodu jeji volby.

Prestoze konfigura¢niho prostoru budeme vyuzivat jen implicitné, lagrangian
se nam v dalsim aktu stane nezanedbatelnym néstrojem. Definovan jest jako rozdil
kinetické energie T'(t) a potencidlni energie V(¢) fyzikdlntho systému v case t.
Proc¢ je uzitecné popisovat systém pomoci rozdilu kinetické a potencialni energie
spiSe nez pomoci jejich souctu (téz celkové energie), zde vysvétlovat nebudeme,
nebot vznikly obchvat by nabyl délky nemalé.? Pro nas text spociva jeho vyznam
hlavné ve skutecnosti, ze lagrangian s sebou nese vysoce elegantni definici symetrie
fyzikalniho systému, jez praveé nasleduje.

2Vizte napt. https://en.wikipedia.org/wiki/Double_pendulum.
3Vyklad lagrangeovské mechaniky na anglické Wikipedii je dosti uplny: https://en.
wikipedia.org/wiki/Lagrangian_mechanics.


https://en.wikipedia.org/wiki/Double_pendulum
https://en.wikipedia.org/wiki/Lagrangian_mechanics
https://en.wikipedia.org/wiki/Lagrangian_mechanics
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Obrazek 1: Téleso v prostoru jako systém s Sesti stupni volnosti. Kazda Sestice
(a,b,¢,a, B,7) udévd jinou pozici nebo orientaci télesa.
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Vesmirné symetrie

V roce 1918 vydala némeckd matematicka Emmy Noether ¢lanek s ndzvem Inva-
tické fyziky. Objevila az zazra¢nou korespondenci mezi symetriemi ¢asoprostoru
a zakony zachovani veli¢in.

Slovem ,,symetrie“ zde — jako i v minulém dile téméatka — myslime vice nez
pouhou osovou soumeérnost ¢i rotacni symetrii. V lagrangeovské mechanice zna-
mend symetrie fyzikalniho systému transformaci souradnic takovou, ze ponecha
jeho lagrangian neménny.

Predstavme si fyzikalni systém o pouze jedné ¢astici v pohybu. Tato ¢astice ma
pochopitelné nulovou potencialni energii, takze lecktera transformace je symetrif
takového systému. Napriklad, mtzeme ¢astici posunout o libovolnou konstantu A
a energii systému tim nijak neovlivnime. Rekneme, Ze systém vykazuje translacni
symetrii. Podobné, téleso muzeme otocit kolem libovolného bodu o libovolny tihel
0 a opét tim energii neovlivnime; nas fyzikalni systém je procez rotacné symetric-
ky.

Fakt, ze fyzikalni systém o jedné ¢éstici je skutecné translacné symetricky,
mizeme dokonce snadno ovérit vypoctem. At znadél x(t) pozici ¢dstice v Case t.
Vyraz x(t) zde bereme jako vektor o tfech slozkdch odpovidajicich tfem dimen-
sim prostoru. Mozné vite, Ze derivace pozice Cdstice podle casu je jeji rychlost.
Preci, derivaci jakékoli funkce je rychlost, s jakou se méni jeji hodnota v da-
ném bodé. Tedy, derivaci pozice je rychlost, s jakou se pozice méni. Rychlosti
zmény pozice Fikdme zkratka .. no .. rychlost. Derivaci pozice x(t) oznaéime po
newtonovsku jako x(t), jeji druhou derivaci (téz zrychlent) jako %(t) a tak déle.
Pfipomindme, ze je-li x(t) = (x1(t), z2(t),...,x,(t)), pak derivaci x(¢) myslime
vektor (2] (t), z4(t), ...,z (¢)), tedy vektor derivaci funkef z;(¢).

Pfesndji feCeno udéva vektor x(¢t) rychlost a smér pohybu Castice s pozici x(t),
protoze kazda ze slozek vektoru x(t) znac¢i rychlost pohybu v jedné z dimensi.
Pro vypocet kinetické energie ¢astice vSak potfebujeme jeji ,,absolutni“ rychlost,
tim padem velikost ¢i normu vektoru x(t), kterou oznacime jako ||%(¢)]|. Komu je
piijemnéjsi pouzivat pro rychlost tradi¢niho znaceni v, necht dosadi v = ||%(¢)]|.

Kinetickd energie zkoumané astice je v ¢ase t rovna T'(t) = +m/||%(t)||?, kde
m je jeji hmotnost. Protoze je castice samotnd, jeji potencidlni energie je nulova,
a tedy jeji lagrangidn roven L£(t) = Zmlx(¢)||?>. Tvrdime, Ze posunuti ¢stice
o konstantu A (opét tiislozkovy vektor) nezméni lagrangidn. At je tedy vektor
y(t) = x(t) + A pozici posunuté ¢astice. JelikoZ je derivace konstanty nulova (tj.
rychlost zmény konstantni hodnoty je 0, neb se neméni), dostaneme rovnost y(t) =
x(t) a odtud ||y(®)| = ||%(®)|. Cili

£(t) = gmlls)|? = gmlly(1)]”

Dokéazat, ze tyz fyzikdlni systém je rovnéz rotacné symetricky, da vice prace.
Jelikoz vSak budeme sva tvrzeni doprovazet podobnymi vypocty i v nésledujicim
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dile, soudime, ze je zdhodno dikaz uvést. Omezime se vsak na pripad, kdy ¢éstici
rotujeme kolem pouze jedné ze souradnicovych os.
Matice rotace o tihel 6 kolem osy x v 3D prostoru ma tvar

1 0 0
R,(0)=|(0 cosf —sinf ],
0 sinf cosé

tedy vektor y(t) = R, (0)x(t) vyjadiuje pozici ¢astice, jez byla ptivodné na pozici
x(t) a pak otocend o tihel  kolem osy x. Matice R, (6) mé jednu zdsadni vlastnost:
jeji transposice R,(6)T je otoceni o tihel —f kolem osy . To oviem znamené, ze
R.(0)TR,(0) = I (I znadi identickou matici), nebot matice R, (6) zptisobi otodent
o tihel  a matice R, ()T pak otodf zase zpét o tihel —6.

Prikroéme konecéné k samotnému vypoctu lagrangianu zrotované castice. Pro
prehlednost vynechdme parametr ¢ v zdpisech vektori pozic x(t) a y(t). Plati
y = R.(0)x, take také y = R, (0)x, a proto*

517 = & [9) =375 = (Ra(0)%)" (R.(0)%)
=x"R,(0)TR,(O)x =x"Tx =x"x = (x | x) = ||x[|%.

Tim dochézime k zavéru — stejné jako v pripadé posunuti — Ze rotace céastice
o thel 8 kolem osy x ponechd lagrangian stejnym. VsSimnéte si vSak, Ze jsme
vlastné dokazali ponékud hlubsi vysledek. Dokonale stejny vypocet mizeme pro-
vést s libovolnou matici M (namisto R,(6)), kterd spliiuje vztah MTM = TI.
Aplikace kazdé takové matice na vektor pozice x(t) je symetrii systému o jedné
¢astici v pohybu.

Uloha 2.2 [3b + 1b + 1b]:

1. Dokazte, Ze matice R.(0) je opravdu matici rotace kolem osy x o thel 6.
Pripadny obrazek, prosime, nezapomernte doplnit rozumngym argumentem.

2. Dokazte, Ze z rovnosti 'y = R, (6)x opravdu plyne rovnost y = R, (0)x.
3. Dokazte, Ze plati R, (0)TR,(0) = I.

Problém 2.3: V odstavci vijse turdime, Ze ndsobeni matici M splriujici MT M = T
je symetrii fyzikdlniho systému o jedné cdstici v pohybu. Prozkoumejte, co je
na téchto maticich zajimavé. Co ndsobeni takovou matici ve skutecnosti ,déld“
s onim systémem? Nemaji jistou souvislost s grupami? Dokdzali byste dokonce
rozhodnout, které z téchto matic jsou symetriemi fyzikdlnich systémi s nenulovou
potencidlni energii?

Co kdyz ale k této castici pridame jiné téleso, treba néjakou mnohem téz-
i kouli? Nyni uz priblizenim ¢astice k tézsimu télesu zménime celkovou energii

4Pouzité znadeni je stejné v jako jiz zminéném patém dile témétka Vektory a matice.
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systému, protoze ¢astice ztrati ¢dst své gravitacni potencidlni energie. Avsak, bu-
deme-li ¢astici rotovat kolem stfedu velké koule, jeji energie ztistane nezménéna.
Prisli jsme procez o transla¢ni symetrii, ale nikoli o rotac¢ni.

h\ +A s
ao
| dy
di
® - -
V =mgd:
(a) Systém o jedné ¢éstici v pohybu. (b) Systém s tézkym télesem.

Obrazek 2: Translacni a rota¢ni symetrie fyzikalniho systému. Zde m je hmotnost
Castice, g gravita¢ni zrychleni vlivem velkého télesa a di,d2 vzdalenosti stfedu castice
od stfedu télesa.

Misto posunuti pouze malého télesa mizeme vsak posunout cely systém. Tim
je preci energie celého systému opét nezménéna, protoze vzajemna poloha ¢éstice
a télesa se rovnéz nemeéni. Nac ale meskat u jednoduchych systémil! Po stejném
proudu myslenek doplujeme tieba k transla¢ni a rota¢ni symetrii sluneéni soustavy
nebo — jako Emmy Noether — k symetriim celého vesmiru.

Nyni zpét k ideji z prvniho odstavce. Totiz, fakt, ze vesmir jako fyzikalni
systém vykazuje jisté symetrie, se odrazi ve fyzikalnich zakonech. Plné formalni
znéni vysledku Emmy Noether je mimo rozsah (aspon tohoto dilu) témétka, ale
jeho princip si ukdZeme na jesté jednom pifkladé.®

Rozmyslime si, Ze zdkon zachovani hybnosti (tedy soucinu hmotnosti s rych-
losti®) je ekvivalentni translaéni symetrii systému. Prostorem v onom piikladném
systému budiz nekonecnd dokonale rovnd ledova plocha bez jakéhokoli tfeni. Kdyz
na tuto plochu polozime puk, ztistane na misté, a kdyz do néj cvrkneme, bude
se navzdy pohybovat uréenou rychlosti. Transla¢ni symetrii systému si lze vylozit
jako pravidlo, Ze dokonale tentyz experiment provedeny na dvou riznych mistech
bude mit dokonale tentyz vysledek.

Nejprve nahlédneme, ze zakon zachovani hybnosti implikuje transla¢ni syme-
trii; to je vcelku jednoduché odvodit. Napiiklad, posleme-li proti sobé dva rtzné
puky, pak zdkon zachovani hybnosti fikd, Ze soucet jejich hybnosti musi zustat
konstantni i po jejich srazce. Z toho vyplyva, ze rychlost obou puku je zavisla
pouze na relativnim vztahu mezi jejich hmotnostmi a rychlostmi pred srazkou,

5Pro stru¢né objasnéni s doprovodnymi vypoéty doporu¢ime napiiklad video https://www.
youtube.com/watch?v=00NYaO_OnH4.
6Rychlosti zde minime vektor rychlosti, vlastné ,rychlost a smér.


https://www.youtube.com/watch?v=O0NYaO_OnH4
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a tedy mizeme oba puky soucasné posunout libovolnym smérem o libovolnou
vzdalenost, aniz vysledek srazky ovlivnime.

Abychom vidéli, ze naopak translacni symetrie s sebou jiz nutné nese zacho-
vani hybnosti, uvazme, co by se stalo, kdyby hybnost zachovina nebyla. Cili,
misto ,dikazu“ zdkonu zachovani hybnosti za predpokladu existence translac¢ni
symetrie, uvidime, ze poruseni tohoto zakona jiz nutné znamena, ze pracujeme se
systémem, ktery translacné symetricky nend.

Reknéme, 7e polozeny puk se za¢ne bez aplikace vnéjsi sily pohybovat jistym
danym smérem. V zadjmu intuice si muzeme predstavit onu nekonecnou ledovou
plochu naklonénou na néjakou ze stran. Mozna vas napada, ze takovy systém preci
vykazuje transla¢ni symetrii: totiz, bez ohledu na to, kam puk poloZime, zacne
se pohybovat tymz smérem. Zde prijde vhod pohled na transla¢ni symetrii jako
na nemoznost urcit polohu experimentu podle jeho vysledku. Toto pravidlo totiz
v systému bez transla¢ni symetrie neplati. Uvazme, Ze na fecené nahnuté ledové
plose sedi nad sebou Yvetta a Zbysek. Polozi-li oba ve stejny ¢as puk na ledovou
plochu, tento prirozené doputuje za tim, kdo je niz. Pokud sedi tieba Zbysek pod
Yvettou, v jisty cas se dozvi, ze Yvetta sedi nad nim. Je procez schopen zjistit
néco o jeji poloze, ¢imz je transla¢ni symetrie porusena.

Uloha 2.4 [3b]: Moznd jste, sectéli ctendri, slyseli o zdkonech zachovdni jingch
velicin nez hybnosti. Mezi nimsi je napriklad zdkon zachovdni tzv. ,momentu hyb-
nosti’ “ 'V zdvésu predchoziho textu snad neni prekvapujici, Ze je i tento zdkon
ekvivalentni jisté symetrii fyzikdlniho systému, v nemz plati. Nds by zajimalo ve-
deét, kterd symetrie to je a hlavné (co vam vgmluvnost dovoli) proc.

Standardni model ¢asticové fyziky

Zamérem tématka neni podat zevrubnou prednasku o standardnim modelu na
dren kosti, ale poukézat na roli, kterou grupy hraji v nasich snahach o zachyceni
podstaty vesmiru.®

Standardni model je teorie popisujici tii ze ¢tyi zakladnich sil — silnou nuk-
leérni sflu, slabou nuklearn{ silu a elektromagnetismus.’ Cini to prostiednictvim
vyctu subatomdarnich ¢astic (zvanych elementdrnd), jejich vlastnosti a vzdjemného
pusobeni.

Céstice vystupujici ve standardnim modelu mtizeme nahrubo rozdélit do dvou
kategorii: Castice tvorici hmotu (oficidlné fermiony) a Céstice zprostfedkujici zd-
Kladni sily (oficidlné bosony). Pro snazsi vyjadieni si vymyslime svoje vlastni
nazvoslovi a budeme rozliSovat ¢astice hmototvorné a Castice silonosné. V pristim

"Lze si o ném pieéist napt. opét na Wikipedii: https://cs.wikipedia.org/wiki/Moment _
hybnosti.

8Zajemce o tuto Cast fyziky odkdZeme na knihy The Theory of Almost Everything: The
Standard Model, the Unsung Triumph of Modern Physics od R. Oertera ¢i Deep Down Things:
The Breathtaking Beauty of Particle Physics od B. Schuma, do nichz jsme pri pripravé tématka
méli prilezitost nahlédnout a jevily se pristupnymi.

9Gravitace zatim neni do této teorie zaclenéna, ackoli pokusy o sesnuti standardniho modelu
a obecné teorie relativity stale trvaji.
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dile uvedeme, Ze hmototvorné ¢dstice jsou v jistém smyslu (pfedevsim) rotacné
symetrické. V duchu predchoziho textu budou na druhé strané téchto symetrif
zékony o zachovani pridruzenych vlastnosti. V kvantové mechanice vsak tyto ,,za-
kony“ prejimaji podobu zakladnich sil.

Adam, Jachym; grupytematko@gmail.com
odevzddvejte do odevzddvdtka
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Regeni 1. dilu
Uloha 1
Zadani:

(a) Uvazte nejprve rotace v Dig, grupé symetrii pravidelného devitidhelniku.
Rozhodnete, které z jeho deviti rotacnich symetrii generuji vsechny ostatni
rotacni symetrie, tj. pro které rotacni symetrie r € D1g je pravda, Ze

{/,117 ,,127 ,,137 r47 r57 ""67 ,r.77 ""87 719}
obsahuje vsechny rotacni symetrie v Dig.

(b) Pokuste se postup z casti (a) zobecnit na Day,, ¢ili na libovolny pravidelny
n-thelnik. Pro které rotacni symetrie r € Da, je pravda, Ze

{23 e

obsahuje vsechny rotacni symetrie v Doy, ¢ MiZe vam pomoci myslenka, Ze
rotace o nejmensi mozny thel (tim jest 360°/n) je vidy generdtor. Tudiz,
kterdkoli rotacni symetrie, jejiz (nékterou) mocninou je rotace o 360°/n,
bude rovnez generdtorem.

Reseni:

1
1 T3
'/- T3
8 o
0 .5
2 r2
3
3
T3
4 3
T2 r3
(a) Mocnéni rotace ra. (b) Mocnén{ rotace r3.

Obrazek 3: Mocnéni ruznych rotaci.

(a) Pro pohodli si oznac¢ime symbolem 7, rotaci o k-360°/9 stupnt. Jak je z ob-
razku 3| jasné, rotace r3 neni generdtorem vsech rotaci v Dig, neb ji staci
opakovat méné nez devétkrat, abychom ziskali rotaci rg. Obecné: vratime-
-li se k rotaci rg po méné nez deviti opakovanich, tak jsme na generator
nenarazili. Jediné rotace majice tuto vlastnost jsou rq, r3 a rg, a tedy gene-
ratorkami jsou vsechny ostatni: r1,7rs, 74, 75,77, 8.

(b) Na pomoc s ditkazem obecného pifpadu si pozveme rigorosni feseni Doc.MM Mi-
chaela Jarvise.
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Reseni od Doc.MM Michaela Jarvise:

Trividlné plati, Ze rotace ,nedélej nic“, ro, nikdy (pokud n > 1) nebude gene-
ratorem.

Daéle budeme zkoumat, kolikrat musime rotaci pouzit, abychom se vratili do
ptivodniho stavu. Tedy, jaké nejmens{ k splituje r¥ = ro pro dané r;. Viimnéme
si, 7€ ¥ = Th.i mod n, tedy k-krat opakovana rotace o i - 360°/n je ekvivalentni
jedné rotaci o (k-7 mod n)-360°/n (, mod n* znadi zbytek po déleni n). Rovnost

k — 1y pak mizeme napsat jako:

ry =

k
T

:7"0
70 = Tk-i mod n
0=k -imodn

i-k=cn, c€Z

Chceme najit nejmensi nenulové k € N, pro které rovnost plati. Neni tézké si
vSimnout, ze ¢-n = i - k je spoletny nasobek n a i — najdéme tedy nejmensi
spolecny nasobek téchto ¢isel. RozliSme nyni dva ptipady.

V prvnim pfipadé 7 - k = nsn(i,n) < ¢ -n (coz nastane pokud n a ¢ maji
alesponi jednoho spole¢ného délitele), z ¢ehoz vyplyva k < n. Avsak, pokud se
nam zacnou rotace opakovat uz po k < n pouziti rotace r;, tak r; urcité neni
generatorem, protoze jsme ,navstivili“ pouze k riznych rotaci. Navic si mazeme
vs$imnout, ze tim padem musime navstivit praveé ty rotace, které generatory taky
nejsou.

V druhém pripadé, kde i - k = nsn(i,n) = i - n, ndm vyplyvd k = n, tu-
diZ musime navstivit n riznych stavi (tj. vSechny), nez se ndm zafnou stavy
opakovat.

Summa summarum: rotace r; € Da, je generatorem praveé tehdy, kdyz nej-
vétsi spoleény délitel ¢ a n je 1. Navic si mizeme vSimnout hezké vlastnosti, ze
pro prvociselna n jsou vsechny rotace krom ry generatory.

Uloha 2
Zadani:
Dokazte (¢i argumentujte, objasnéte, ...) nasledujici turzend.

(a) SloZenim ry ory dvou rotaci ri,r9 € Day, je vzdy rotace a nikdy reflexe.

(b) Jsou-li r1,79 € Da, riz0é rotace a s € Dy, kterdkoli reflexe, pak r1 o s
179 0 8 jsou navzajem ruzné refleze.

Reseni:

(a) Ocislujeme-li si vrcholy tvaru, jejz rotujeme, zjistime, Ze po kazdé rotaci
zustane poradi vrcholl stejné a mizeme je precist ve stejném sméru jako
predtim. U reflexi toto neplati (zistavé sice zachovdno potadi, ale musime
¢ist vrcholy opacnym smérem).



Téma 1 — Grupy aneb Kterak matika k soumérnosti prisla 13

4/32\1

\576/
C0 I
’/\/;/ 3/ \3—4/

Obrazek 4: Vliv rotace a reflexe na poradi vrcholt mnohouhelniku.

(b) Nejjednodussi zptsob, jak nahlédnout tento fakt, je predpokladat, ze vysled-
né reflexe jsou navzajem stejné a dojit ke sporu. To provedeme vypoctem.
Predpokladejme, ze

7108 ="T90S8.

Ted si jen stac¢i uvédomit, ze opakovani jedné reflexe dvakrat za sebou vyusti
v identitu (kazd4 reflexe je svym vlastnim inversem). Cili,

710808 =179080S,

T = To.

Coz je ovsem ve sporu s tim, Ze jsou rotace ry a ro ruzné, a dukaz je hotov.

Uloha 3
Zadani:
Najdéte mnoziny generdtori grup (Q, +, —,0) a (Q,-,71,1). Jsou konecné? Zkuste
volit tyto mnoziny tak, aby Zddné prvky neprebyvaly, tedy tak, aby tyto mnoZiny
obsahovaly pouze ty zlomky, které nezbytné museji. Zlomek by byl v mnoziné
generdtoru prebytecény, kdyby se dal vyjadrit pomoci ostatnich generdtori.

Reseni:
Pro grupu (Q, +, —,0) je mnozina generatoru napiiklad

1
{ n e N} .

n
Jakykoliv zlomek a/n € Q vytvorime tak, Ze |a|-krdt seCteme zlomek 1/n, respek-
tive —1/n, se sebou samym, je-li a kladné, resp. zaporné.
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Druhym moZnym feSenim (a mezi fesiteli rozhodné oblibenéjsim) je generovat
tuto grupu pomoci mnoziny
1
pe

kde P zna¢i mnozinu vsech prvocisel.

Pro jednoduchost predpokladejme, Ze vyjadiujeme zlomek a/b, kde b = p® - ¢¥
pro p # q € P. K obecnému pripadu, kdy se b rozklada na vice ruznych prvocisel,
lze dojit pfimocarou indukci. Prvek a/b € Q s pomoci zlomkid ve tvaru 1/p®
vygenerujeme tak, Ze podle Bézoutovy rovnostil® spoéitame a,b € Z takova, ze
ap® + bg¥ =1 (dvé ruznd prvocisla jsou vzdy nesoudélnd). Ted staci spocitat

pG]P’,xGN},

v P

a b ap® +bg¥ 1
+ v - p$ : qy = b
A tento zlomek seé¢teme (nebo odecteme pro zaporné a) |al-krat sdm se sebou.

Kdyz prijde na prebytecnost v této mnoziné dojdeme désivého uvédomeéni, je
v ni nekoneéno zbyteénych prvki! Vzdyt kazdé 1/p® jsem schopny stvofit z 1/p®*1
(tak, ze 1/p**! seéteme p-krat). Jak z toho ven? To tplné nejde; potfebovali
bychom totiz ,nejvétsi mocninu“ kazdého prvocisla (z které by sly vytvorit vSech-
ny mensi, ale zadna vétsi by neexistovala), coz je ovSem pouze sen, tak krasny, ze
se vzdy rozplyne s probuzenim.

V pifpadé grupy (Q \ {0},-,71,1)! je mnoZinou generdtortt mnozina vsech
prvodisel (sjednocend s —1, abychom ziskali i zdpornd ¢éisla). Diky tomu, ze kazdé
prirozené ¢islo se da zapsat jako soucin prvocisel, muzeme na soucin prvocisel
rozlozit i jmenovatele a citatele jakéhokoliv zlomku. Staci pak z kazdého prvoéisla
v rozkladu jmenovatele udélat jeho invers a mame vysledny zlomek. Naptiklad,
zlomek 6/8 ziskdme rozkladem

V tomto pripadé mame nad prebyteénymi prvky vyhrano, prvocisla se ze své
definice nedaji vyjadrit jako ndsobek niceho jiného nez sama sebe a jednicky.

Uloha 4

2m

Zadani:

Ukazte, Ze mnoZina 4, = {e"* 5 | 0 < k < n} n-tych odmocnin z jedné spolu
s operaci ndsobeni komplexnich cisel tvori grupu. Nezapomente wvést, co jsou
inversy a neutrdini prvek (¢i identita).

10Pokud vitbec tuto rovnost neznite nebo se chcete zahloubat do jejich ttrob, idedlnim vstup-
nim bodem je Wikipedie: https://cs.wikipedia.org/wiki/Bézoutova_rovnost.

1 Bedlivi étenaf si mohl povsimnout, ze jsme pozménili mnozinu prvki této grupy. V minulém
dile totiz nastala chyba: nula nemuze byt v této grupé, protoze vzhledem k nasobeni nem4 invers.
Dékujeme vsem, kdo nés opravili.


https://cs.wikipedia.org/wiki/Bézoutova_rovnost
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Reseni:
Ze je tato grupa uzaviend (soucin kterychkoliv dvou prvki je stéle v il,,), doké-
zeme jednoduchym vypoctem. Souc¢inem dvou prvki z 4L, jest

Zkl% . ei-k‘g-z% — 61‘-2_%-(]{214*](}2).
Je-li k1 + ko mensi nez n, mame prvek v 4, a jsme hotovi. OvSem, miize se stat,
ze k1 4+ ko = n + k3; v tomto piipadé pokracujeme v pocitani.
. 27k
i 2% (ntks) _ el'(LZ’%%S) _ piem | i TR

n

€

Ted si jen zbyva uvédomit, ze e*2™ = 1, a dospéli jsme ke kyzenému vysledku.

Jak uz to tak v grupéch s klasickym nésobenim byva, neutralnim prvkem je
1. Chceme-li najit invers néjakého prvku, velmi ndm pomize obrazek a védomi,
Ze ndsobit imagindrnim ¢islem koresponduje s rotaci v komplexn{ roviné (coZ
je odpovéd na jednu podotazku nasledujici tlohy, ale pro intuitivni feseni se to
hodi jiz ted). Abychom tento invers vyjadiili algebraicky, obratime se znovu na
pravidla o sou¢tu mocnin. Chceme, aby invers k e 3 dal po vynasobeni timto
¢islem vysledek 1 = 2™, Dejme se tedy do poéitani.

ezk noL et T :eZZTr
2w
(k+z)-— =27
n
r=n—k
Im
PR

ez(n—k)%"

Obrazek 5: Geometrickd interpretace inverzniho prvku v l,.

. S . N i (n—k)- 22
7Z obrazku 5 je jasné, 7e invers méa ,opacny® thel. Prvek et ("—k)

ziejmé v iU, protoze 0 <n —k < n pro k < n.

je samo-
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Uloha 5

Zadani:

Dokazte, zZe grupa i, je cyklickd, tedy lze gemnerovat pouze jedinou n-tou odmocni-
nou z jedné. Pro kterd k < n je cislo ek T jejim generdtorem? Vidite souvislost
s dihedrdlnimi grupami (zamyslete se nad tim, jak ndsobeni odmocninou z jedné
Htransformuje® jinou odmocninu z jedné)?

Reseni:

Na dtkaz toho, ze i, je cyklickd, ndm postaci zakladni pravidla umoctnovani.
Vezméme si pro jednoduchost prvek ¢ € 4l,,. Cheeme-li s timto prvkem vyge-
nerovat néjaky jiny, dejme tomu ei'k'%ﬂ, sta¢i ho umocnit na k,

. k
. 27 . 27
(el‘T) = ez.k'iﬂn,.

Ziskali jsme zatim jeden generator, jak to je s témi dalsimi? Velmi podobné jako
v uloze 1; 4,, dokonce v komplexni roviné ,kresli“ pravidelné n-thelniky a kazdé
komplexni ¢islo koresponduje s rotaci. Propojeni mezi komplexnimi odmocninami
z jedné a rotacemi pravidelnych mnohotihelnikii'? je tak silné, az by si nékdo
mohl pomyslet, ze maji Gplné stejnou strukturu a lisi se pouze jmény. Bohuzel ke
konceptu grup se stejnou strukturou se dostaneme az pozdéji v tomto tématku.

Adam, Jdchym; grupytematko@gmail .com
odevzddvejte do odevzddvdtka

128pecificky tady uvddime grupu rotaci pravidelného mnohotihelniku a ne dihedralni grupu,
protoze zadny ekvivalent reflexe mezi komplexnimi odmocninami z jedné nenajdeme.


mailto:grupytematko@gmail.com
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Téma 2 — Brainfuck
Uvod

Vitejte v druhém dile tématku o Brainfucku. V minulém dile jsme se s jazykem
seznamili a nyni je ¢as posunout se ddle. Na Brainfuck se podivame trochu jinym
zpusobem, a to tak, Ze se pokusime postavit (nasimulovat) velmi jednoduchy
nutnosti premyslet nad Brainfuckem. Poéita¢ bude mit 8 registri (pamétovych
bunék), zdsobnik a bude velmi pomaly. Nebudeme se ho snazit optimalizovat, ale
napiSeme si pro néj jednoduché makra pfipominajici piikazy v assembleru®>. Poté
budeme moct psat programy pouze pomoci nasich novych prikazt a prelozit je
do Brainfucku pomoci kouskt kédu, které si v tomto tématku napiSeme.

Ulohy na procvicovani
Jesté pred vytvarenim prikazi pro pocitac tu pro vas mam par jednodussich tloh
na procvicen{ ;)

Uloha 2.1 [2b]:
1. Program nacte dvé cisla a uloZi do bunky jejich soucin.

2. Program nacte dvé ¢isla A a B, do bunky ndsledné ulozi A // B (kde [/ je
celociselny podil).

3. Program nacte dvé ¢isla A a B, do bunky ulozi A mod B. Jednodussi verze —
program nacte jedno ¢islo a vypocitd jeho mod 3 (program bude umét pocitat
pouze mod 3, ne obecné jakymkoliv ¢islem na vstupu).

A mod B je celociselny zbytek po déleni A/B (napr. 25 mod 3 =1).

Pripominam, ze interpret pro toto témétko je stale k dispozici na adrese

https://ticvac.github.io/brainfuck_interpreter/.
Pocitac

Pocita¢ bude mit registry A, B, C az H predstavované bunkami 0, 3,6, ...21.
Ano, po kazdém registru jsou dvé buiilky vynechany, a to z praktickych duvodi.
Pred kazdym piikazem bude pocita¢ ve skoro stejném stavu, obsahy registru se
mohou lisit, ale vynechané burnky (1,2,4,5,...) budou nastaveny na 0 a ukazatel
ukazovat na registr A (buiika 0). Na tyto podminky budete muset dévat pozor pri
vytvareni prikazi. Béhem provadéni prikazu tak mtzete vynechané bunky volné
vyuzivat pro mezivypocty.

Piikazy pro registry jsou parametrizované (A, B, ...). Sta¢i napsat piikaz pro
jeden priklad registri, je ale vhodné ¢ast kédu, kterou byste parametrizovali, néjak
oznacit v komentafich ;)

3https://en.wikipedia. org/wiki/Assembly_language#%22Hello, _world!%22_on_x86_
Linux


https://en.wikipedia.org/wiki/Assembly_language#%22Hello,_world!%22_on_x86_Linux
https://ticvac.github.io/brainfuck_interpreter/
https://en.wikipedia.org/wiki/Assembly_language#%22Hello,_world!%22_on_x86_Linux
https://en.wikipedia.org/wiki/Assembly_language#%22Hello,_world!%22_on_x86_Linux
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Operace s registry

nacist konstantni hodnotu do A

nadist vstup do D

presun A do E

kopirovat H do B

vynulovat F'

pricist A k B (A obsahuje A, B obsahuje B + A)

odeéist F' od G (F obsahuje F, G obsahuje G — F)

vynésobit A s B (ulozit do B)

celo¢iselné vydélit B pomoci A (A obsahuje A, B obsahuje B // A)
zbytek po déleni B mod A (A obsahuje A, B obsahuje B mod A)
. prohodit F' a B

© X N T w D=

—_ = =
N o= O

. vypsat na vystup ASCII hodnotu B

13. vypsat na vystup hodnotu C' v decimalni soustavé.

‘ Problém 2.2: Naprogramujte tyto operace s registry v Brainfucku. Také zde si
vyzkousejte, Ze operace v libovolném poradi délaji stdle to, co bychom od nich
ocekdvali.

Operace pro vétveni programu

Abychom mohli vytvafet podminky a smycky, potfebujeme vétveni. Schopnost
provést kus kdédu, pokud je hodnota bunky nenulovd, uz mame jednoduse k dis-
pozici v podobé [ /* dal8i kéd */ [-1]1 . Takze potrebujeme jesté nasledujici
operace.

1. provést kus kédu, pokud je registr C' nulovy

2. provést kus kbédu, pokud je registr C' vétsi nez registr A
3. provést kus kédu, pokud je registr B stejny jako registr G
4. provést kus kédu, pokud je registr A jiny nez B
5

. provést kus kdédu, pokud je registr A nenulovy (jako v prikladu o odsta-
vec vyse), ale nenulovat registr, aby se program vracel na zacétek bloku
(vytvofime tak while cyklus)

A Problém 2.3: Naprogramugte tyto operace pro vétveni v Brainfucku. Viyzkousejte
st, Ze operace v libovolném poradi délaji stdle to, co bychom od nich ocekdvali.

Pri prevadéni nasich ptikazt do Brainfucku si jen nékde poznacime, k jak vel-
kému nésledujicimu bloku piikazti se podminka/cyklus vztahuje, napiiklad po-
moci {} .
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Zasobnik

Posledni véc, kterd by se nam jesté mohla hodit umét, je ukladat vice dat i mimo
registry. K tomu si nasimulujeme zasobnik. Aktualni pocet prvka zasobniku bu-
deme uklddat do butiky 24 (jakoby na misto 9. registru) a data zdsobniku budou
v bunkach 27,29,31, ...

1. pridat hodnotu registru A na zdsobnik
2. nacist vrsek zésobniku do registru B

3. smazat vrsek zasobniku

Problém 2.4: [ toto bude na vds: Naprogramujte tento zdisobnik v Brainfucku.
I zde si vyzkousejte, Ze operace v libovolném poradi délaji stdle to, co bychom od
nich ocekdvali.

Zavér a poznamky k resenfi

Ke svému feSeni dodejte .pdf/.doc/.txt popisujici vase postupy k jednotlivym

kroktim. Pokud néco nezvladnete vyresit, ¢i vam to bude pripadat neprimérené

tézké, napiste to k dané tloze, nebo na Discord do #brainfuck, nebo mné primo

(Véclav Tichy). JelikoZz bude vase feSeni pravdépodobné obsahovat vice soubort,

odevzdejte prosim vse dohromady jako .zip s pripadnymi pozndmkami k organi-
zaci ;)

Vasek; vaclav.tichy.mam@gmail.com

odevzddvejte do odevzddvdtka

A


mailto:vaclav.tichy.mam@gmail.com
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Téma 26 — Sifrovani

Pojem sifra byva vétsinou asociovan s kryptografii, tedy oborem, ktery se zabyva
tajnym presunem néjaké zpravy mezi dvéma stranami. Kryptografie je sice fasci-
nujici obor, ktery ma siroké vyuziti v dnesnim svété pocitaci a internetu, my se
ale vrhneme do svéta Sifrovacich her (takzvanych gifrovacek). Sifry, o kterych tu
budeme psat, sice také kéduji néjakou tajnou zpravu, ale ne proto, aby ji nikdo
neodhalil. Naopak, tyto Sifry jsou konstruovany zameérné tak, aby je ¢lovék mohl
rozlustit, a idedlné ho to i bavilo. ReSeni takovychto zabavnych sifer je dokonce
néaplni celého korespondenéniho seminafe Susi'.

Typy Sifer

Setkat se mizeme se spoustou ruznych typu sifer, ¢asto kombinuji vice rtznych
principt a ob¢as muze byt obtizné je néjak rozskatulkovat. O péar zakladnich
typech se muzete docist v nasledujicim prehledu.

Substituéni

Tady jednoduse kazdé pismenko podle néjakého pravidla nahradime jinym pisme-
nem ¢i znakem. Pro nékteré substituce existuji predem dohodnuté abecedy jako
napriklad morseovka nebo Braillovo pismo.

1921219209202135

Transpozi¢ni
Existuje mnoho riznych cest, jak vyznam skryt zménou usporadani jednotlivych
pismen ¢i slov. Napriklad zménit poradi v textu, ale klidné i vytvorit zcela nové
usporadani.

T
R
AC
NEI
SPOZ

Graficka

Grafické sifra popisuje postup, kterym se vykresli pismena nebo néjaky jiny ob-

34

Mhttps://susi.trojsten.sk/


https://susi.trojsten.sk/
https://susi.trojsten.sk/
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Steganografie

Abychom zpravu porad jen nekddovali, mizeme ji také prosté schovat tak, aby
nebyla na prvni pohled vidét. Tteba ji napsat velmi malym ¢i velmi svétlym
pismem nebo na zadni stranu papiru.

Hadanky

Nezbytnym krok v feseni Sifry muze byt vyfeseni bézné hadanky, slovni hricky
nebo logické hadanky typu sudoku ¢i Einsteinovy hadanky.

Kdo mé znd, ptd se na mé jméno, kdo mé neznd, odpovidd. Kdo jsem?

Znalostni

Obdobné muze byt sifra zalozena na védomostech. Vétsinou je dobré vystacit si
v Siffe s béznymi stfedoskolskymi znalostmi a dat dostatecné najevo, pokud by
mél Tesitel dohledavat néco vice.

mekky lehce tavitelny kov, pouzivany k pokovovani Zeleza; jeho oxidy tvori
napriklad safir; plyn tvorici zhruba pétinu zemské atmosféry; méekky, stribrity kov,
jeho soli barvi plamen vyrazné cervené

Dobr3 Sifra

Co je to dobra sifra, je casto otdzkou nézoru, co se jednomu libi, na to muze druhy
jen nechapavé zirat. Nicméné existuje par pravidel, na kterych se shodnou snad
vsichni. Predev$im by méla byt lustitelna. Jejim feSenim je tedy jedno nebo vice
smysluplnych slov (nejcastéji podstatné jméno nebo slovni spojeni), kterd navic
lze odhalit. Pokud je zalozend na tajném pismu, které jste vymysleli s kamara-
dem na zékladce, nejspis ji nikdo nevyresi. Méla by pracovat pouze se samotnym
zadanim, pripadné kontextem, ktery je zndmy vSem feSitelim. Coz mize zname-
nat vseobecné znalosti, které 1ze relativné jednoduse dohledat na internetu, nebo
tfeba logo hry a podobné libustky. Déale to mohou byt i znamé Sifrovaci postupy,
jejichZ prehled lze najit v Sifrovacich pomtickich'®. Kromé toho by také neméla
obsahovat zddné informace navic (takzvany balast). VSe by mélo idedlné mit néja-
ky smysl. Samoziejmé, pokud se jednd napiiklad o prosty smysluplny text, nemusi
byt v kazdém slové néco schovaného. Muze jit ,,jen“ o jeho vyznam a v takovém
pripadé mél autor celkem volnost v tom, jak ho formulovat, a na presné volbé
slov tedy nezalezi. Pokud je ale z niceho nic ¢ast Sifry jinou barvou, muzete si byt
témeér jisti, ze omylem to nebylo. Dalsi vlastnosti dobré Sifry je jeji jednoznac-
nost. Pokud existuje vice zpusobi, jak z Sifry dostat néjaké heslo, nevésti to nic
dobrého.

Bhttps://sifrovacky.cz/pomucky/
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Tipy a triky k reSeni Sifer

Vyplati se byt systematicky kreativni. Hazet ndpady jeden pres druhy, ale nebyt
lin{ je pak skutené vyzkouset. A kdyz ikdme skuteéné, myslime skuteéné. Uplné
nejhorsi, co se pri lusténi sifry muze stat, je, ze vyzkousite spravny postup, udélate
chybku, vyjdou vdm nesmysly, vy princip zahodite a uz se k nému nevratite. A po-
kud jste to uz fakt dotesili do konce a néjak nechapete, co vam vyslo, zkuste si to
precist znovu a nejlépe nahlas. Zkuste rtizné doplnit diakritiku, pripadné mezery,
tfeba je to fakt smysluplnd tajenka, jen to tak na prvni pohled nevypada.

Casto se muize vyplatit zkusit uvazovat jako autor. At uz mate néjaky napad,
u néjz si nejste jisti spravnosti, nebo zatim zadny napad nemate. Jaky princip by
mohla sifra vyuzivat, aby jeji findlni verze vypadala takhle? Zkuste se zamyslet,
jak by se mohlo stat, ze jste takovou sifru vymysleli sami. Jaké vSechny informace
v sobé sifra nese a jak spolu vzajemné souvisi? Tyto a podobné otizky muzou
proces lusténi znac¢né urychlit.

A 7e jste Uplné bezradni, na Sifru jen zirate, v mozku prazdno a vSechny pred-
chozi tipy stoji za houby? I to se stdvd (moznd Ze Castéji, nez by bylo piijemné).
V takovém pripadé mize pomoct podivat se do Sifrovacich pomucek. Pripome-
nout si, jaké vsechny Sifrovaci principy vlastné existuji, a tfeba zjistite, ze by néco
z toho mohlo vychazet. Nebo se zkuste na chvilku projit, vycistit si hlavu a po-
divat se na sifru novym pohledem. Nahlas pojmenovat, co vSechno na Siffe vidite
a k ¢emu by to tak mohlo byt dobré. A hlavné se nevzdavat, ono to pujde.

Jak vymyslet Sifry

Mozn4 jste ted uz o néco moudiejsi v tom, jak takovou Sifru vyfesit. Ale zamysleli
jste se nékdy nad tim, jaké to je dobrou Sifru vymyslet? Mozné jste nékdy drzeli
v ruce Sifru a rikali jste si: ,Vzdyt tohle musel vymyslet leda Gplnej blazen!“ Diky
nam se i vy muzete ted stat takovym blaznem.

Ulohy

Uloha 2.1 [2b]: Zjistéte princip a TeSent kaZdé ukdzkové Sifry z predchozich Sesti
podsekci sekce Typy Sifer.

Problém 2.2: Zkuste vymyslet vlastni sifru.'® Spolecné se zaddnim ndm nezapo-
merite poslat ¢ ndvod, jak se Sifra 1esi :)

Olga a Pdja; |0lga.dvorakoval7@gmail.com
odevzddvejte do odevzddvdtka

16Disclaimer: tato aktivita vis miize dlouhodobé poznamenat. Vymyslen{ Sifer m4 silné vedlejsi
uc¢inky. Dvacet sestku budete hledat vsude. Myslenka: ,,A nedala by se z toho udélat Sifra?“ se
stane vasim kazdodennim chlebem.
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Vysledky 1. deadlinu 1. cisla

Témata
Po¥. | Jméno R. 2| 1 2 3 4|2 2
1.| Doc.™ M. Jarvis 4 |441,3|14,0 20,5 19,0 12,5 | 66,0 | 66,0
2.| Be.MM M. Hrubé 2 | 46,0/10,5 6,0 14,0 15,5 | 46,0 | 46,0
3.| Dr.™ P, Stary 4 1149,6(12,5 11,5 11,3 135,3|35,3
4.| Doc.™ J. Klementové | 4 |394,1[10,0 3,0 20,0 | 33,0 33,0
5.| Mgr.™ J. FiSerové 3| 58,7/13,0 4,0 15,0 32,0(32,0
6.| Be.™ T. Holdsek 3| 28,2(11,7 16,5 28,2 | 28,2
7. Be."™ E. Jezek 4| 228 11,5 11,3 |22,8]22,8
8-10. | M. Stroff 41 19,8)3,9 3,9 11,4 06 |19,8(19,8
A. Mouchové 31 19,8(39 39 114 0,6 [19,8[19,8
V. Kubrycht 4] 19,8 3,9 3,9 11,4 06 |19,8(19,8
11. | Mgr.™ V. Kuéera 4| 93,0 15,0 | 15,0 15,0
12. | R. Krzystek 3| 13,9| 9,1 4,8 13,9/13,9
13.| A. Jezkové 2 | 13,0]13,0 13,0(13,0
14.-15. | P. Fiala 4| 11,0/11,0 11,0(11,0
Mgr.™ F. Nouza 41 79,1 11,0 11,0(11,0
16.| Mgr.™ P. Bartdk 2| 724 10,5 10,5 (10,5
17. | L. Mihola 1| 95]65 30 95| 95
18. | Mgr.™ N. Jochové 3| 554|633 2,0 83| 83
19.| Be.™ S, Swaczyna 1| 452|130 30 20 8,0 8,0
20. | S. Hrdy 41 70 3,0 4,0 | 70| 7,0
21. | J. Kaplicky 4| 10,7 6,0 6,0 6,0
22.| Doc.™ 0. Nevsiil 4 126941 5,0 50| 5,0
23.| Mgr.™ A. Gauchet 4| 85,0 4,5 45| 4,5
24. | S. Bazantova 3 4,0 4,0 4,0 4,0
25.-26. | L. Koma 21 80 3,0 3,00 3,0
K. Kucerova 1 3,0 3,0 3,00 3,0

Sloupecek ), je soucet vSech bodu ziskanych v nasem seminéfi, ) -, je soucet
bodu v tomto deadlinu a ) ; soucet vSech bodu v tomto ro¢niku. Tituly uvedené
v predchozim textu slouzi pouze pro tcely M&M.
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Casopis M&M je zastfeSen Matematicko-fyzikalni fakultou Univerzity Karlovy. S ob-
sahem casopisu je mozné nakladat dle licence CC BY 4.0. Autory textu jsou, neni-li
uvedeno jinak, organizatori M&M. Realizace projektu byla podporena Ministerstvem
skolstvi, mlddeze a télovychovy. Pokud si ¢asopis neprejete dale dostavat v tisténé po-
dobé, zruste si prosim jeho odbér v nastaveni svého 1¢tu na webu.

Kontakty: }04

M&M, OPMK, MFF UK E-mail: mam@matfyz.cz

Ke Karlovu 3 Web: mam.matfyz.cz l

121 16 Praha 2 FB: casopis.MaM
matfyz

M&M
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