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Drazi resitelé stavajici i budouci,
vitejte ve zbrusu novém 32. ro¢niku M&M!

Letos jsme si k vasemu prazdninovému ¢teni (rozuméjte: prvnimu ¢islu) pii-
pravili ¢tyfi fascinujici tématka. V tématku o grupdch se dozvite, jak muzeme
véci délit do arbitrarnich skupin — sen kazdého matematika — a mozna se pri tom
naucite i trochu kvétnaté Cestiny. V tématku o programovacim jazyce Brainfuck
zase budete muset zapojit své cerebralni zavity pri psani kédu v jazyce o velmi
malém poctu znaku.

Na fyzikdlné zameérené z vas tu cekd tématko o elektrostatice, plné ulozek,
kterymi si muzete kratit dlouhou chvili na chaté, pldzi nebo tfeba na zahradé.
A nakonec skvost, kterym je téméatko o vypocetni geometrii: hravé si popoviddme
o tom, jak se méri vzdalenosti pro GPS lokatory.

Pokud si nebudete védét s néjakym zadanim rady, vzdycky si mtizete na pomoc
vzit kamardda a vypracovat Teseni ve vice lidech (jen to pak nezapomente zadat
do odevzdéavéitka). Nebo miiZzete pozadat o pomoc na nasem Discordu'.

Kdyby vas pri letnim dovadéni napadlo néjaké téma, do kterého by se vam
chtélo ponofit hloubéji, muzete o ném sepsat clanek! Dostanete za néj body a my
ho pak v néjakém z dalsich cisel otiskneme.

Pripomindme, ze M&MI specialitou je, ze za kazdé ¢islo, ve kterém ziskate
alespon 7 bodi, dostanete ponozku s lisdkem Rikim. Ale pozor: ponozky maji ¢tyri
rtizné barvy, takze pokud chcete stejné barevny par, podle Dirichletova principu?
je treba vyftesit v roéniku kazdé ¢islo se zadanim.

Mnoho radosti z feseni preji
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Zadani témat

1. deadline: 16. zaFi 2025 | 2. deadline: 7. fijna 2025
ResSeni odevzdana do 16. zari se zapoditaji pro uc¢ast na soustredéni.

Téma 1 — Grupy aneb Kterak matika k soumérnosti
prisla
Dil 1. Pohled matematika na symetrii
V tomto témdatku, jez se jmes, ctény ctenari, Cist, spolu prozkoumame zakony
symetrie, co ta znamend pro matematika, ba i pro fyzika, chemika ¢i jazykozpyt-
ce.

Snad muzeme zacit nesouce bryle filosofa — coze to vlastné symetrie je? Slu-
jic téz soumeérnost nese v sobé obvykle zakorenénou dualni predstavu, ze jedna
Cast je az na ,snadno rozpoznatelné pretvoreni“ stejnd jako druhé. Doufdme, ze
nam pritakate, budeme-li tvrdit, ze lidské télo je — aspon od pohledu — soumérné
(nebot jeho leva strana je zrcadlenim strany pravé), ze geometrické objekty tvaru
kouli, krychli ¢i pyramid jsou soumérné, ze mnohé fyzikalni procesy jsou casové
soumérné (odehraji se po proudu ¢asu presné opacéné jako proti jeho proudu).

Ceské slovo soumérnost je vlastné piimym prekladem feckého slova symetrie,
jez je samo slozenim ovv (sin, ,s“) a puérgov (métron, ,mira®). Ve svém puvod-
nim vyznamu tedy znaci schopnost ,,byt métitelny*“ ¢i ,,mit miru“. Protoze tento
vyznam jiz vSak nesouzni s novodobou predstavou, pridrzime se spis té.

V tomto dile se soustfedime na onu z cest, jiz matematici krac¢ime k zachyceni
soumeérnosti — je ji struktura zvand grupa. Puvodni pohnutkou k definici grupy
byla snaha fesit polynomidlni rovnice stupné vyssiho ¢tyfem — rovnice tvaru

-1
anx™ +an_12" "+ ...+ a1z +ag =0,

kde a; jsou &isla,  je proménné a n > 4. Francouzsky matematik 19. stoleti, Eva-
riste Galois, prisel na zpusob, kterak urcit fesitelnost takové rovnice uchopenim
prirozené symetrie, jiz mnoziny feSeni polynomidlnich rovnic vykazuji. Struktura,
které tato mnozina prostfednictvim fecené symetrie nabude, se na pocest nazyva
Galoisova® grupa.

Jelikoz ocekavame, ze mnohocleny vsak nejsou tou prvni myslenkou vzpla-
nuvsi v souvislosti s predstavou soumeérnosti, minime strukturu grupy vykreslit

poukazuje na mnoho ideji pevné svazanych s grupami.

Dihedralni grupy
Tusime, ze jste, sectéli ¢tenafi, jiz zaslechli o symetriich vSemoznych geometric-
kych objekti, mezi nimiz tfeba rovnostrannych trojuhelnika a ¢tvercu. My zde
symetrii objektu v roviné budeme minit zobrazeni z roviny do roviny, které dany

3Cteno ,,galodsova‘.
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objekt ponechd na dokonale témze misté. Tim mame blize na mysli, Ze libovolny
bod roviny lezi na daném objektu pravé tehdy, kdyz na ném lezi i po transforma-
ci takovym zobrazenim. Ptirozené bychom ftekli, ze objekt posila ,,sdm na sebe“
(vizte napt. obrazek 1). Vyféeno symbolicky: je-li f: R? — R? zobrazeni z roviny
do roviny a O C R? dany objekt, pak f je symetrii objektu O, kdyZ f je bijekce
z O do O, ¢li dva razné body na O zobrazi opét na dva rtzné body na O (je
prosté) a navic se na kazdy bod z O néjaky bod z O zobrazi (je na).

My se zde budeme konkrétné soustiedit na zobrazeni, jez objekty rotuji (¢éi
otdceji) nebo reflektuji (Gi zrcadli) podle primek. Napiiklad rovnostranny troj-
thelnik takovych symetrii (tedy téch, které ho rotuji ¢i reflektuji) prili§ mnoho
nema. Jejich pocet omezuje predevsim fakt, ze trojuhelnik nesméji posunout. Ve
skutecnosti, vSechny rotace a reflexe dokonale zachovavsi trojihelnik v roviné jsou
jednoho ze dvou typu (vizte obrézek |1):

Vv

vychdzi 120°),

(S) reflexe podle osy strany.

T3

Obréazek 1: Symetrie rovnostranného trojihelniku.

Je vidno, Ze rovnostranny trojuhelnik jest soumérny podle tii os a ma tii sy-
metrie rotacni. Oznac¢me rotace o 120°, 240° a 360° jako r1, 7o a r3, respektive.
Podobné, funkce reflexi symbolicky zapiseme jako si, so a s3 podle obrazku 1.
Dluzime podotknout, ze rotace o vice nez 360° ztotoznujeme s prislusnymi rota-
cemi o stupni méné nez 360. Napriklad, rotace o 480° je pro nés tymz zobrazenim
jako rotace o 120°.

Podivuhodné skutky pocnou sebe diti, kdyz tato zobrazeni slozime. Sklddani
zobrazeni je velmi prirozena operace — lze ji intuitivné vnimat jako ,,Nejprve pro-
ved jedno zobrazeni a pak to druhé Slozime-li dvé zobrazeni z roviny do roviny,
vysledkem musi byt pochopitelné zobrazeni z roviny do roviny. Navic, slozime-li
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dvé symetrie rovnostranného trojtihelniku, ziskame preci zobrazeni, které zacho-
vava tento trojuhelnik. Procez musi slozenim symetrii byt opét symetrie. Jelikoz
se sklddanim symetrii trojihelniku neumime ,dostat z mnoziny symetrii trojihel-
niku ven®, ekl by matematik, Ze mnozina symetrii rovnostranného trojihelniku
je yuzaviend na skladani‘

Uvédomime-li si, ze vysledek kazdé symetrie lze urcit tim, jak preusporadala
vrcholy trojihelniku, miuzeme snadno pocitat jejich slozeni. Kupiikladu, jak vidno
na obrazku 2, aplikujeme-li na trojuhelnik nejprve rotaci ro a potom reflexi sq,
transformujeme ho ve skuteénosti reflexi so. Symbolicky na*, s; o ro = s5. Pozo-
rujte vSak, ze skladani symetrii neni komutativni, tedy ro 0 81 # 81 079. S pomoci
velmi obdobného obrazku miizeme usoudit, ze 73 0 §1 = 3.

2
-
51
1 1 3

Aa )
Sy

Obrazek 2: Sklddani symetrii rovnostranného trojuhelniku.

Dalsi vlastnosti mnoziny symetrii trojihelniku je moznost zvratit (¢i formélnéji
invertovat) kazdou symetrii. Pfirozené, kazda symetrie prohod{ uréenym zpiso-
bem vrcholy, a tedy musi existovat i symetrie, jez je prohodi zase zpét. Rychle
uzname, ze kazdd reflexe je inversem sobé samé a napiiklad rotaci o 120° zvra-
time tak, ze trojuhelnik dotoc¢ime o zbylych 240°. Symbolicky mtzeme oba fakty
vyjadriit zdpisem si_1 =s,proi€{1,2,3}, ar;t =ry.

Se schopnosti invertovat se ovsem viZze nutnost umét vyjadrit princip ,,navratu
do puvodni podoby*“. Nastésti pro tento nemusime ni¢ehoz priddvat ani mnozinu
symetril opoustét. Vzdyt v ni lezi jedna specialni symetrie, konkrétné rs, rotace
0 360°, kterd doslova s trojihelnikem nic nedéla, protoze vsechny jeho body ne-
chévé na svych mistech. Jako funkce z roviny do roviny je totoznd identickému
zobrazeni — Casto znacenému id — jehoz predpisem je zkratka id(z,y) = (z,y) pro
jakykoli bod (x,y) € R2. Diky nému umime popsat invers k dané symetrii jako
symetrii takovou, Ze sloZen{ jich dvou (v libovolném poradi) je identické zobrazeni.

V pripadé reflexi bychom psali s; o si_l = si_l o s; =id.

4Slozeni funkei zde piseme ,zprava doleva“, tedy si ore znamena ,nejdiiv o, pak s1“ Lze se
setkat i se zdpisem sklddani{ funkci ,zleva doprava“ ¢i také (v kontextu grup obecné) se zépisem
ros1 znacicim opét ,nejdiiv ra, pak s1“
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Mnoziné symetrii rovnostranného trojihelniku s identickym zobrazenim obo-
hacené o operaci skladani a schopnost invertovat se 1ika dihedrdini grupa a znaci
se Dg. Formalni zapis této grupy vypada takto:

Ds = ({id, 1,72, 51, 52, 83}, O,_l,id)7

¢ili nejprve specifikujeme mnozinu, pak ve sledu operaci na této mnoziné, symbol
inversu a nakonec identické zobrazeni. Pochopitelné, pri zapisu konkrétni grupy
predpokladame, ze si je Ctenar védom vyznamu uvedenych symbold. Navic, pro
jednoduchost vyjadreni obvykle zaménujeme grupu s mnozinou jejich prvka. Pi-
Seme-li tedy naptiklad ry € Dg, myslime tim, ze rotace r; je prvkem mnoziny
symetrii grupy Dg, nikoli prvkem oné ¢tverice, kterou jsme vyse napsali.

Nac¢ ale konc¢it trojihelnikem? Kazdy pravidelny n-thelnik ma n rotacnich
symetrii a je soumérny podle n riznych os, tedy se chlubi celkem 2n riznymi sy-
metriemi. Mnozina onéch symetrii (spolu s operaci skladani, inversy a identickym
zobrazenim) sluje opét dihedrdlni grupa a obvykle ji piSeme jako Ds,,. ObsazZeny-
mi rotacnimi symetriemi jsou pravé vSechny rotace o 1 az n vrchola proti sméru
hodinovych ruéicek (éili rotace o k - 360°/n, kde 1 < k < n). V zdvislosti na pa-
rité n pak rozliSujeme ruzné reflexe. Jak jsme mohli pozorovat jiz u trojihelniku,
je-li pocet vrcholt lichy, pak reflexe podle osy libovolné strany je symetrii. Je-li
naopak n sudé, pak smime pro zachovani n-tihelniku reflektovat podle os stran
(kterych je n/2, protoze osy protilehlych stran se shoduji) ¢i podle os thlua (téch
je rovnéz n/2). Uelu visualisace slouzi obrazek 3.

Obrazek 3: Osové soumérnosti Sestitthelniku a sedmithelniku.

V souvislosti se sklddanim symetrii se nabizi otdzka: ,Které symetrie nam
umozni svym skladanim ziskat vSechny ostatni?*“ Totiz, zjistili jsme, Ze reflexe so
a s3 rovnostranného trojihelniku vzniknou napiiklad sloZzenim reflexe s; s rota-
cf ry. Zdroven muzeme pozorovat, ze slozime-li rotaci ro samu se sebou (takové
slozen{ piSeme jako 73 = r9 o r5), bude vysledkem rotace o 480°, kterd je totozna
s rotaci o 120°, ¢ili s r;. Konecéné, slozime-li ry trikrdt samu se sebou, dostaneme
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rotaci o 720°, takze identické zobrazeni. Tim jsou vSak vycCerpany vSechny syme-
trie rovnostranného trojuhelniku a k jejich vyrobé stacily rotace ro a reflexe s;.
Formalné tikdme, ze ro a s1 generuji Dg, a piSeme

D¢ = (r, 51).

Obtiznou a béznou tlohou teorie grup je nalezeni nejmensi generujici mnoziny
dané grupy. My si nyni rozmyslime, ze grupy symetrii pravidelnych mnohouihelni-
ki nelze generovat méné nez dvéma symetriemi a Ze dvé (vhodné zvolené) symetrie
naopak vzdy staci.

Tim smérem nejprve vyzkouméame, které rotace muzeme pouzit k sestrojeni
vsech ostatnich rotaci. Obecné jisté nemuzeme zacit kteroukoli rotaci. Napriklad
rotace o 180° je symetrie Ctverce, ale jejim opakovanym sklddanim samy se sebou
(jez muzeme nazvat mocnénim) ziskdme jediné identické zobrazeni nebo opét
samotné otoceni o 180°. Nikdy se ndm takto nepovede otocit ¢tverec tieba o 90°.

V prvni vété minulého odstavce jsme se, pardon, mirné pomylili — chtéli jsme
samoziejmé pouzit druhou osobu mnozného ¢isla.

Uloha 1.1 [1b + 2b]:

(a) Uvazte nejprve rotace v Dig, grupé symetrii pravidelného devitithelniku.
Rozhodnete, které z jeho deviti rotacnich symetrii generuji vsechny ostatni
rotacni symetrie, tj. pro které rotacni symetrie r € Dig je pravda, Ze

{r17 ,'/‘27 r37 r47 r57 ’,"6, r77 ’,"8) 7'9}

obsahuje vSechny rotacni symetrie v Dqg.

(b) Pokuste se postup z casti (a) zobecnit na Day,, ¢ili na libovolny pravidelny
n-thelnik. Pro které rotacni symetrie r € Da, je pravda, Ze

{rl, r2 s . , "}

obsahuje vsechny rotacni symetrie v Doy, ¢ Muze vam pomoci myslenka, Ze
rotace o nejmensi mozny thel (tim jest 360°/n) je vidy generdtor. Tudiz,
kterdkoli rotacni symetrie, jejiz (nékterou) mocninou je rotace o 360°/n,
bude rovnéz generdtorem.

V zéavésu tlohy 1.1/(b) neni uz piili§ slozité ony dva generdtory Ds, najit.
Nejprve si hned v dalsi tloze vSimnete, ze skladanim rotaci nevznikne reflexe,
nutné tedy potfebujeme mezi generatory mit aspon jednu reflexi. Zaroven zkusite
dokézat, ze jedna (kterdkoli) reflexe navic k (kterékoli) rotaci z tlohy 1.1/(b)
opravdu staci, vyuzitim faktu, ze Do, ma vzdy presné 2n prvki.

Uloha 1.2 [2b]: Dokazte (& argumentujte, objasnéte, ...) ndsledujici turzend.
(a) SloZenim r1 o ro dvou rotaci ri,m9 € Da, je vidy rotace a nikdy refleze.

(b) Jsou-li r1,r9 € Dayy rizné rotace a s € Da, kterdkoli reflexe, pak r1 o s
179 0 S jsou navzajem ruzné refleze.
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Mozna vam neni jasné, jak sloucenim zavéra tloh 1.1 a|1.2 dokézeme, ze jed-
na spravna rotace spolu s kteroukoli reflexi generuji celou Ds, a zaroven neni
mensi pocet generatort dosazitelny. Vysvétlime se podrobné: z tlohy 1.1 plyne,
7e mnozina {r!,r? ... r"} obsahuje n rizngch rotaci, je-li r € Dg, vhodné zvo-
lend. Z tlohy 1.2 (b) pak vime, Ze {r! o s,7?2 o s,...,r" o s} je mnozina reflexi
a kazdé dvé jsou navzajem rizné. To ale znamend, ze musi obsahovat vsechny re-
flexe, protoze pravidelny n-thelnik podle vice nez n os soumérny neni. Konecné,
diky tloze 1.2 (a) jsme si jisti, Ze jedno otoceni nestaéi k vygenerovani reflexe
a, ponékud samoziejmé, jedna reflexe také nesta¢i k vygenerovani vsech ostat-
nich symetrii. Tim dochdzime k zévéru, ze potirebujeme aspon dvé rizné symetrie
— vhodnou rotaci a kteroukoli reflexi. Podotknéme vsak, ze dvé vhodné zvolené
reflexe plni tlohu generatora také, nebot jejich slozenim je rotace.

Nyni jsme jiz opravnéni sméle tvrdit, ze je-li r € Dy, vhodné otocenia s € Day,,
jakakoli osova soumérnost, pak

Dy, = <T7 S>

Definice grupy
Chystame se dat predchozi sekci ponékud abstraktnéjsi raz. Rychle shrneme za-
kladni poznatky o struktufe mnoziny symetrii Dy, a tuto strukturu rozsifime na
mnozinu zcela libovolnou. Vzpomenme, ze Dsy,,

o sestdvd ze symetrii pravidelného n-thelniku (svych proki);

e tyto symetrie lze skladat, ¢ili existuje predepsané pravidlo ¢i operace, jiz lze
prvky kombinovat;

e kazdé skladani je zvratné, tj. ke kazdé symetrii existuje symetrie s presné
opacnym efektem (kazdy prvek lze invertovat);

o existuje symetrie, kterd kazdy bod n-thelniku posle na tyz bod (existuje
tzv. identita ¢i neutrdini prvek).

V zésadé jediné, co potirebujeme udélat, je sepsat tyto ctyri body do pravidel

definujicich obecnou grupu. Nuze, pochodem vchod! Ctverici

(G’ *7 _76)7

kde G je libovolna (aspon jednoprvkovd) mmnozina a e € G, nazveme grupou,
plati-li
e x je operace na G, tj. zobrazeni G x G — G — timto zapisem minime, ze *
prijme dva prvky z G a pretvori je v néjaky prvek G — které je asociativni:
pro vSechna g, h, k € G plati (g« h) xk = g * (h x k);
o ke kazdému g € G existuje prvek g € G (invers ke g) takovy, Zze g *x § =
g*xg=e;
o prvek e € G (identita ¢i neutrdlni prvek) spliiuje pro kazdé g € G rovnosti
exg=g*e=g.
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Zaroven jsme se v predchozi sekci nebezpecné ohanéli pojmem generdtoru gru-
py. I tento zde plné zobecnime. Rikédme, ze mnozina X C G generuje grupu G,
kdyz kazdy prvek této grupy umime ziskat pouzitim operace * na prvky X a je-
jich inversy. PiSeme G = (X). Symbolicky se tento proces zapisuje (kvili pifipadné
nekomutativité *) ponékud otravné; uvedeme spise piiklad. Je-li X dvouprvkova,
feknéme X = {z,y}, pak kazdy prvek g € G umime vyjddfit jako ,posloupnost
mocnin“ prvka z a y, ¢ili jako

g:xkl*yll*ku*yb*...*x’“"*yl",

kden eNaky,....ky,l1,...,1, € Z. Pod zépisem z* chipeme

k

TN =T kT k... kT,
N——————
k-krat
pokud k£ > 0,
2P = T« T x * T,
(—k)-krat

pokud k < 0 a 20 = e. Kazdému prvku X pak fikdme generdtor grupy G.

Komu tato forméalni definice generatoru jde silné proti srsti — my soucitime —
je zvan premyslet o generatorech zkratka jako o prvcich grupy, které spolu s jejich
inversy smime kombinovat operaci * a vyrobime tak celou tuto grupu.

Prvni dil témétka zakoncéime parem dalSich prikladu grup, které, doufame,
vnesou svétlo do pravé pronesené definice.

Priklady grup
Ciselné mnoziny. Jak uz tomu v matematice byva, ani grupy nespadly z nebe.
Jejich zékladnimi priklady jsou mnoziny cisel s pfirozenymi operacemi sc¢itani
a nasobeni.
Mnozina celych ¢isel se s¢itanim, od¢éitanim a ¢islem 0 tvori grupu

(Za +7 _70)

Podotknéme, Ze symbol ,—“ zde neznaci grupovou operaci (protoZe by nebyla
asociativni), ale jen inversni prvek. Vyraz « — y chdpeme v kontextu grup jako
zkraceny zapis spravného z+(—y). Grupa celych ¢isel je zajimava z hlediska poétu
svych generatoru — je tzv. cyklickd, ma pouze jediny generator, a to ¢islo 1. Je
tomu tak pro to, Ze kazdé celé &islo lze vyjadfit jako ndsobek® 1 & —1. Napiiklad
kazdé kladné n € Z lze zkratka zapsat jako

n=n-1=1+14+...+1.
—_———

n-krat

Miuzeme procez psat Z = (1).

5 Ndsobenim zde myslime jen opakované s¢itani, podobné jako jsme mocnénim minili opako-
vané skladani nebo opakovanou operaci *. Nebereme je jako dalsi operaci na Z — ta by totiz
nebyla invertovatelna.



10 XXXI/1 R

Z raciondlnich ¢isel umime vyrobit grupy hned dvé — jednu s operaci s¢itani
a jednu s operaci ndsobeni. Formalné je piseme takto:

(Q7+a_70) a (@7'7_171)'

V obou pripadech je ale otdzka jejich mnozin generatort ponékud zdhadna. Opa-
kovanym sc¢itdnim jednicky urcité vSechny zlomky neziskame a kteryze zlomek
bychom méli mocnit (opakované nasobit), abychom ziskali vSechny ostatni? Mate
prilezitost si tento problém rozmyslet fadné.

Uloha 1.3 [2b + 2b]: Najdéte mnoZiny generdtori grup (Q,+,—,0) a (Q,-,71,1).
Jsou konecné? Zkuste volit tyto mnoziny tak, aby Zddné prvky neprebyvaly, tedy
tak, aby tyto mnoziny obsahovaly pouze ty zlomky, které nezbytné museji. Zlomek
by byl v mnoziné generdtoru prebytecény, kdyby se dal vyjddrit pomoci ostatnich
generdtori.

Asi nenf piekvapenim, ze i étvefice (R, +, —,0) a (R, -,71, 1), jakoz i (C, +, —, 0)
a (C,-,71,1), jsou grupy realnych a komplexnich éisel s uvedenymi operacemi.

Komplexni odmocniny z jedné. Dalsi grupy, které poctime svym zretelem,
jsou méné strasidelné, nez jejich nazev napovidd, a maji pohledné geometrické
vzezieni.

Tento piiklad predpoklada jistou zakladni znalost kompleznich cisel. Ctena-
fam jesté nepolibenym touto mnozinou doporuc¢mez ¢lanek Complex number na
anglické Wikipedii®, & — pies velkou osobni ztratu — pifklad zcela pieskoéit.

Zkréacené, kazdé komplexni ¢islo z € C lze vyjadfit ve tvaru z = r - e*%, kde
i = v/—1, r jeho vzdalenost od poédtku komplexni roviny a 6 tihel (v radidnech),
jejz svird s redlnou osou (vizte obrézek 4).

Im;

INE)

Obrazek 4: Polarni tvar komplexniho ¢isla.

60dkaz je zde: https://en.wikipedia.org/wiki/Complex_number#Definition_and_basic_
operations


https://en.wikipedia.org/wiki/Complex_number#Definition_and_basic_operations
https://en.wikipedia.org/wiki/Complex_number#Definition_and_basic_operations
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Tento tvar, zvany obcas poldrni ¢i exponencidlni, nabizi ryze geometricky po-
hled na mocnéni komplexnich ¢isel: v principu ,natazenim (zkrdcenim) a otoce-
nim*. Prispiva tak intuitivni pfedstaveé, ze komplexni ¢isla jsou realnd cisla, kterd
se zkratka naucila tocit. Totiz, uvazime-li z = r - e*?, pak podle béznjch pravidel
manipulace s mocninami spo¢teme pro n € Z

P (,r, . ei-&)n — . (ei-9)n — . eiAn-G'

Vzdélenost r tedy umocnime na n a tthel 8 n-krat zvétsime. Libo-li jest, predlozte
svym oc¢im obrézek 5.

Im
22
3
z 2 Zl
7"3 1

Pty T

0
) 0 \I Q
0
/,14 \0 ) r Re
Z4
7"5
7,.6
25
26

Obréazek 5: Mocnéni komplexnich ¢isel.

My se v tomto prikladé soustfedime na specidlni podmnozinu komplexnich
Cisel, zvanou komplexni odmocniny z jedné. Dusledkem principu mocnéni kom-
plexnich ¢isel ma ¢islo 1 pro kazdé n € N presné n ruznych n-tych odmocnin —
< PN RV i k. 21
éisel z € C takovych, ze 2" = 1. Jsou jimi presné &isla e 5 kde 0 < k < n.
Opravdu, umocnime-li takové ¢islo na n, dostaneme

(ezk n)”:elk%":l’
nebot komplexni ¢islo se vzdalenosti od pocatku rovnou 1 a svirajici thel k - 27
s realnou osou je vskutku samo ¢islo 1. Pro nase tcely je zajimavé, ze mnozina
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komplexnich n-tych odmocnin z jedné tvoii s operaci bézného nasobeni komplex-
nich ¢isel grupu. To neni tézké dokazat: staci ovérit, ze sou¢inem odmocnin z jedné
je odmocnina z jedné, vyzkoumat, jak tomu je s invertovanim a co je neutralnim
prvkem. Ptijméte tuto vyzvu.

A Uloha 1.4 [2b]: Ukaste, Ze mnoZina i, = {e"%F | 0 < k < n} n-tyeh odmocnin
z jedné spolu s operaci ndsobeni komplexnich cisel tvori grupu. Nezapomerite uvést,
co jsou inversy a neutrdlnd prvek (& identita).

Nesamoziejma je, jako tomu bylo i dfive, odpovéd na otdzku generdtoru grupy
i1, Jak lze pozorovat, jisté ne kazda odmocnina z jedné generuje celou tuto gru-
pu. Kupiikladu —1 € C je étvrtd odmocnina z jedné (neb (—1)* = 1), ale jejim
mocnénim nedostaneme ¢islo 4, jez je rovnéz ¢tvrtou odmocninou z jedné. V dalsi
uloze prozpytujete, kterakpak to s generdtory i, (nazyvanymi primitivnimi od-
mocninami z jedné) vskutku je. Necht vim v tomto snaZeni téz dobfe poslouzi —
nebo vam aspon prijde roztomily — obrazek 6.

‘ Uloha 1.5 [2b]: Dokazte, Ze grupa i, je cyklickd, tedy lze generovat pouze jedinou
n-tou odmocninou z jedné. Pro kterd k < n je cislo ek 3 jejim generdtorem?
Vidite souvislost s dihedrdlnimi grupami (zamyslete se nad tim, jak ndsobeni od-
mocninou z jedné ,transformuje® jinou odmocninu z jedné)?

Im
S 1.2
6"1'%
> )
el 2~2?’T /’//’ \\
¢ AN
| \
] \
\
: »ct 02 —
| // Re
| ’
/
e _ ’
i3.2m TS~ J/
e 5 ~ o
4.2
61.4.%

Obrazek 6: Grupy patych a osmych odmocnin z jedné.

Komplexnimi odmocninami z jedné zakonc¢ime jiz tak dosti komplexni prvni
dil tématka o grupach. V pristich dilech se téste na dalsi piiklady grup a jejich
vyuziti nejen v matematice, ale i informatice, fyzice a dalsich oborech.

Adam; grupytematko@gmail . com
odevzddvejte do odevzddvdtka
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Téma 2 — Brainfuck

V tomto tématku se podivime na ezotericky programovaci jazyk Brainfuck, ktery
jsme pro vas i trochu vylepsili. Ezotericky programovaci jazyk je takovy, ktery byl
vytvoren, aby otestoval hranice programovani, ne aby bylo pfijemné a praktické
v ném pracovat. My se o to ale i presto pokusime, a tfeba budeme na konci schopni
vytvaret komplexni programy, aniz by nas bolela hlava.

Jak Brainfuck funguje
Brainfuck se provadi na virtudlnim stroji, ktery ma k dispozici nasledujici:

o 256 (nebo vice) bunék, ¢islovanych od 0. Prakticky pole o dané délce, kde
kazdd buitka m& osm biti (tj. obsahuje jedno éislo v rozsahu 0 az 255)

o ukazatel (ptr) na aktualni buriku, na které se provadi aktudlni krok
o standardni vystup (std::cout v C++; print v Pythonu)
o standardn{ vstup (std::cin v C++; input v Pythonu)

Ko6d v Brainfucku obsahuje libovolné znaky, ale program ovliviiuje pouze na-
sledujicich osm.

+ zvedne hodnotu bunky, na kterou ukazuje ukazatel, o jedna. To, co se
stane v pripadé, ze bunka obsahuje maximélni hodnotu, je popsano v sekci
Preteceni.

v

- snizi hodnotu bunky, na kterou ukazuje ukazatel, o jedna.
> presune ukazatel na nasledujici buiiku (ptr += 1).
< presune ukazatel na pfedchoz{ butiku (ptr -= 1).

vypiSe hodnotu buriky, na kterou ukazuje ukazatel, jako ASCII znak na
standardni vystup.

, nacte znak ze standardniho vstupu a ulozi jeho ASCII hodnotu do buriky,
na kterou ukazuje ukazatel (,a“ zapise 97). Konec vstupu poznate tak, ze
pomoci , dostanete 0.

[ pokud je hodnota bunky, na kterou ukazuje ukazatel, rovna 0, preskoc¢i na
uzavien{ bloku (konec zévorky = 1), jinak znak ignoruje.

] pokud je hodnota bunky, na kterou ukazuje ukazatel, rovna 0, znak ignoruje,
jinak se vrati na prislusnou [ .

# si pridame v sekci Nase vylepseni.

Vse je také hezky vysvétleno na anglické Wikipedii’. ASCII tabulku naleznete
také na Wikipedii®.

"https://en.wikipedia.org/wiki/Brainfuck
Shttps://cs.wikipedia.org/wiki/ASCII
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Preteceni

Co se stane v nasledujicich pripadech?

+ zavolano na bunce s maximalni hodnotou.
- zavolano na burce s 0.
> zavolano s ukazatelem na maximélni hodnoté.

< zavolano s ukazatelem rovnym O.
Dojde k preteceni, nebo k podteceni...

+ : Hodnota bunky bude nyni rovna 0.
- : Hodnota buiiky bude nyni maximalni.
> . Ukazatel bude ukazovat na buiiku s indexem 0.

< . Ukazatel bude ukazovat na posledni bunku.

Nase vylepseni
Omezeni velikosti buiiky a jejich poctu je zajimavé, avsak prilis se nehodi pro nase
téméatko — a proto si Brainfuck trochu rozsirime. Nase vylepseni mizete vyuzivat
s interpreterem popsanym pozdéji.

Pamét programu budeme reprezentovat v Pythonu jako seznam integertu. Py-
thon déld nad proménnymi dost magie (kterou nechceme), a tak si rozsahy omezi-
me na 224 = 16 777216, coz ndm bude na vechny nase tilohy a problémy doufim
stacit © Kdybychom to neudélali, byli bychom z4visli na implementaci daného da-
tového typu (pro nds int) v pouzivaném jazyce a architekture. Napf. v Pythonu
by k preteceni nedoslo nikdy...

Budeme tedy mit k dispozici 224 bunék, kazdou v rozsahu 0 az (224 —1).

Kdyz mame najednou rozsah vétsi nez ASCII tabulka, co udéla program ' 200+. 7
Vypise ,,E“ Nase moznosti se rozsifily a mame nynf k dispozici UNICODE? (ktery
je nastésti zpétné kompatibilni s ASCII). Co se tim pro nds méni? Nic. Vypisovat
znaky mimo ASCII bych nedoporucoval, zbytecné si to tim budete komplikovat.
Ale jesli se chcete pobavit, miZete prijit na to, jak vypsat i emoji ©

Brainfuck interpretuje program néasledovné — zahodi vSechny znaky co nejsou
ve zminéné osmici — a poté provadi instrukce jednu za druhou. To si také trochu
vylepsime. Malicko nés to omezi v tom, jak odporny nas kod miize byt, ale to je
spise plus. Notace <integer><znak> se rozbali na <znak>. . .<znak>, napr. 12+
na ++++++++++++ o 3< na <<<. Jedna se efektivné o zavedeni Run-length
encoding!V.

Tim se ndm vytvoril problém, Ze nemtzeme do komentara psat cislice... To
vyresime priddanim komentaia jako v ostatnich jazycich — kdyz se na fadku objevi

9https://en.wikipedia.org/wiki/Unicode
Ohttps://en.wikipedia.org/wiki/Run-length_encoding
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// , zbytek Fadku se neprovadi jako kéd a ignoruje se (jako Fadkové komentdre
v C++, JavaScriptu atp.).

Navic jesté priddme do pouzitelnych znakt # . Kdyz na néj nas Brainfuck
narazi, vypise svuj stav do oblasti na stav. Ten se obc¢as zobrazuje sam, timto
znakem nad tim ale muzete mit kontrolu.

Interpreter

Brainfuck interpreter pro toto tématko je k dispozici na adrese https://ticvac.
github.io/brainfuck_interpreter/. Rozhrani by mélo byt intuitivni (pochopi-
telné ©®), programy doporucuji psat ve vasem oblibeném textovém editoru a poté
nahrét, ptipadné drag&dropnout, do webové stranky. Interpreter vas kod nikam
neposild a nikde ho neuklad4!

Pokud byste méli k interpreteru jakékoliv poznamky ¢i se domnivali, ze je
v ném chyba (a dost mozn4 je), nebojte se mi napsat na M&M Discordu (,,Vac-
lav Tichy“) ¢i na e-mail vaclav.tichy.mam@gmail.com.

Interpreter se bude moznd v prubéhu ro¢niku ménit a vylepsovat, takze vsech-
ny zvu do predchoziho odstavce @

Ulohy

Vstupy k tloham, které vyzaduji vstup, naleznete v codes/CISLO_ULOHYuser.in,
ve vefejném repozitari'l.
Uloha 1.1 [1b]: Napiste program, ktery nacte z uzivatelského vstupu hodnotu jed-
noho znaku (napr. ,a*) do buriky s indexem 0. Poté ji presune do buriky s inde-
xem 5 a vypise ji na vystup. Cilem je naucit se presouvat hodnoty bunék.

Program odevzdadvejte jako 1code. in.

Uloha 1.2 [1b]: Napiste program, ktery nacte z uzivatelského vstupu hodnotu jed-
noho znaku (napr. ,f“) do buriky s indexem 0. Poté ji zkopiruje do bunék 1, 2 a 8.
Cilem je naucit se kopirovat hodnoty mezi burikams.

Program odevzdadvejte jako 2code. in.

Uloha 1.3 [1b]: Napiste program, ktery bez vyuZiti uZivatelského vstupu vypise
LHello World!“ s pouZitim co nejméné krokid (napr. 5> se pocitd jako 5 zna-
Program odevzddvejte jako 3code. in.

Uloha 1.4 [2b]: Napiste program, kterj nacte ze vstupu ¢islo v desitkové soustavé M

(napt. 341, 1422) a uloZi do jedné butiky jeho spravnou hodnotu (ne ASCII hodno-

tu, kterou na vstupu dostanete z jednotlivych ¢islic). Program by mél fungovat pro

obecné prirozené cislo libovolného poctu vddi. Cisla vétsi rovna 224 neuvazugjte.
Program odevzddvejte jako 4code. in.

Uhttps://github.com/ticvac/brainfuck_interpreter
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Uloha 1.5 [2b]: Napiste program, ktery vypise Fibonacciho ¢islo F,. Cislo n urci
tak, Ze nacte jeden znak ze vstupu a odecte od jeho hodnoty 64, ,A“ tak vypise
fibonacciho cislo Fy =1, ,H g =21, ,E“ F5 =5 atp.

Program odevzdadvejte jako 5code. in.

Uloha 1.6 [3b/2b]: Napiste program, ktery nacte z uZivatelského vstupu velkd
pismena bez diakritiky. Pismena vypiste podle abecedy ve vzestupném poradi. Pocet
pismen mize byt jiny nez v priloZeném testu!

Zjednodusend verze (2b) se vstupem 6user_easy.in — napiste program pro
fixnd pocet pismen (pro étyri). (Povadi pismen se bude stdle pri ovétovdni teseni
menit...)

Program odevzddvejte jako 6code. in, pripadné 6code_easy. in.

Problémy

Problém 1.7: Makra si definujeme jako ucelené bloky kddu, jezZ spocitaji néco
uZitecného pro aktudlni stav stroje. Makra mohou byt bez parametru, napr. ,napin
bunky 3 aZ 5 hodnotami 1, 2 a 3%, nebo s parametrem, napr. ,pricti k aktudlni
bunce hodnotu bunky ndsledujici*

Jakd uzitecnd makra budeme potrebovat, abychom mohli relativne jednoduse

vvvvv

Problém 1.8: Vymyslete (teoreticky) abstrakci, se kterou bychom mohli imple-
mentovat obecné slozitéjsi makra...

Nejednd se o makro jako takové, ale o obecny postup, jak makro preloZit do
Brainfucku, abychom je pak jen mohli sklddat za sebe (a psdt tak program v nécem
prakticnéjsim, nez je Braifuck samotny).

Jednoduchou, i kdyz samo o sobé ne prilis uzitecnou abstrakci, muze byt
napr. vynechdvdni kaZdé sudé bunky v paméti. Implementovat by se dala tak,
ze bychom pred spusténim z kaZdé > ¢i < wudélali dvojndsobek (> na >>, <<
na <<<< ).

Problém 1.9: Implementujte néjaké vami navrZené makro, idedlné s vyuzitim
abstrakce z predchoziho problému.
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Problém 1.10 (Velmi tézky problém): Conway’s Game of Life'?| obsahuje
pouze pdr pravidel. Po jejich nastudovdni a pochopeni bude vasim wukolem pro
vdmi zvolenou fixni velikost miizky M x M (M > 8) nastavit pocdtecni Zivé
bunky, poté vidy provést jeden krok simulace a zobrazit na vystup stav simulace.
Idedlné i implementovat detekci konce simulace, to jest, pokud se stav simulace
nezmeént v dalsim kroku. Dalsimi body bude jisté také ohodnoceno, pokud udéldte
M parametrem vstupu.

Tento problém je velmi teézky a doporucuji s nim trdvit cas, pouze pokud chcete
opravdovou vijzvu.

Problém 1.11: Podobne jako v problému|1.10, navrhnéte a implementujte netri-
vidlni program, ktery by vds pobavil, kdyby existoval v Brainfucku.

Vasek; vaclav.tichy.mam@gmail.com
odevzdavejte do odevzddvditka

2https://en.wikipedia.org/wiki/Conway¥%27s_Game_of_Life
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Téma 3 — Elektrostatika

Dil 1. Coulombiiv zakon a dipdl

V tomto tématku si predstavime zéklady elektrostatiky na trochu vyssi nez stte-
doskolské urovni. Také si predstavime fyzikalné velmi vyznamny model — idedlni
dipdl.

Naboj a Coulombiiv zakon

Neékteré castice, napriklad elektrony, maji velmi zajimavou vlastnost, kterou nazy-
vame elektricky naboj. Césticim s touto vlastnosti fikdme nabité. V tomto témat-
ku se zamérime na ¢ast dusledkl toho, co znamend takovy ndboj mit, ale nebude-
me se zabyvat tim, ¢im je a odkud se vzal. Naboj je pro néds zajimavy tim, ze mezi
kazdymi dvéma nabitymi ¢asticemi ptisobi elektricka sila. Tato sila zavisi jak na
samotné velikosti naboje, tak na vzdalenosti nabitych c¢astic. Pro elektrickou silu
mezi dvéma nabitymi ¢asticemi ve vakuu plati:

= 1 qg2
= 0% 1
4dmey 12 " (1)

kde ¢; a g2 jsou velikosti ndboji nabitych ¢astic, r je vzdalenost mezi nimi, g je
konstanta zvand permitivita vakua a 7 je jednotkovy vektor mifici z prvni ¢astice
pry¢ od druhé ¢astice. Rovnice (1) predstavuje matematicky popis takzvaného
Coulombova zdkona, jehoz disledky se budeme zabyvat ve zbytku tématka.

Permitivita vakua je rovna pfiblizné: eg = 8.85 - 1072 Fm ™. F znaé&i jednot-
ku farad'®. Jak je vidét z rovnice (1), permitivita vakua pouze udavé, jak moc
se nabité Castice pritahuji ve vakuu, a tedy hraje podobnou roli jako zndméjsi
gravitac¢ni konstanta ze slavného Newtonova gravitacniho zakona.

Na rozdil od pravé zminéného gravitacniho zakona, kde hmotnost je vzdy
kladnéd, elektrické ndboje mohou byt i zdporné. Z toho, jak jsme definovali 7, je
ziejmé, Ze opacné nabité naboje se budou vzajemné pritahovat, zatimco stejné
nabité naboje se budou odpuzovat.

Naboj méfime v jednotce zvané coulomb a znac¢ime ji C. Coulomb je v SI
jednotkou odvozenou a odpovida naboji pfenesenému proudem jednoho ampéru
za jednu sekundu. V prirodé existuje i nejmensi moznd hodnota naboje, kterou
nazyvame elementdrni naboj. Velikost elementdrniho naboje je 1.602 - 10~ C
a elementarni ndboj maji napiiklad protony anebo elektrony (které maji ovsem
ndboj zaporny).

s vos

Uloha 1.1 [2b]: Uvazujme dvé stejné nabité édstice s nabojem q a se stejnou hmot-
nosti m. Obé jsou zavésené na nitich o délce | v laboratori na Zemi. Obe nité visi
ze stejného bodu na stropé laboratore a v laboratori je vakuum. V jakém uhlu 6 od
svislé primky musi nité byt, aby se soustava nepohybovala? (Tedy alespori vzhledem
k laboratori.) Staci nalézt algebraickou rovnici, jejimz resenim bude hledany ihel,
neni treba dopocitavat.

Bhttps://cs.wikipedia.org/wiki/Farad
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Coulombova sila je piikladem dudlni sily, tedy plisobi mezi dvéma nabitymi
Casticemi. Pro soustavu vice nez dvou ¢astic mizeme vyslednou silu urcit jako
soucet vSech jednotlivych sil. Napriklad pro tii ndboje bude platit, ze vysledné
sila ptsobici na jeden z nich bude:

F.=Fi + I}, (2)

kde F; a f‘g jsou prispévky od zbylych dvou naboju.

Nyni zavedeme veli¢inu, kolem které se toci celd elektrostatika. Casto totiz fe-
sime nasledujici ilohu: Predstavme si, ze mame néjakou konfiguraci naboj; jaka
sfla bude ptisobit na naboj vlozeny na néjakou polohu? ReSeni samoziejmé zna-
me, stac¢i spocist jednotlivé prispévky od ndboji v konfiguraci stejné jako v (2).
Ukazuje se ale, ze mtzeme zvolit ekvivalentni postup, ktery se mize zdat zbytec-
ny, ale ve skutecnosti je sikovnéjsi. Nejdrive spocteme, jakou silou by konfigurace
pusobila na jednotkovy naboj v kazdém bodé. Pokud chceme zjistit silu, vyné-
sobime jen toto pole velikosti ndboje. Ovsem toto pole sily na jednotkovy naboj
se ukazuje jako velmi uzite¢né, a tak ma i vlastni ndzev. Jmenuje se elektricka
intenzita, znacime ji E a plati:

F =¢E. (3)

Vétsina zakont elektromagnetismu je formulovand praveé v reci elektrické intenzity
(a magnetické indukce pro magnetické jevy). Muze se zdat, ze elektrickd intenzita
je jakési imaginarni pole, ze kterého jen zjistujeme silu, neni to, ovsem, tak tiplné
pravda. Pole elektrické intenzity je redlné a skutecné kolem kazdého naboje exis-
tuje. To lze, bohuzel, dokazat az popisem fenoménu jako napriklad svétlo, které je
jen vlnou v tomto poli. Touto problematikou se zde zabyvat nebudeme, ale ¢tenar
by si mél odnést, Ze elektrickd intenzita neni jen sikovna pomucka z elektrostatiky,
ale realné pole existujici vSude kolem nas.

Elektrickd intenzita jednoho néboje bude podle (3) a (1)):

B=_L 45
4dmeg 2

Pole elektrické intenzity kolem bodového naboje je na obrazku 7. Pro prehlednost
je na obrazku vyznacen pouze smeér elektrické intenzity, a velikost Sipek tedy
neodpovida velikosti elektrické intenzity.

Jak uréime elektrickou intenzitu konfigurace nabojia? Jednoduse, z (2)):

¢E. = qF\ + qF,, (4)
 —FE + B, (5)

Uloha 1.2 [2b]: Méjme Ctyri stejné ndboje v roviné, kazdy zafizovany ve vrcholu
Ctverce se stranou a. Spoctéte silu pusobici na kazdy ndboj a elektrickou intenzitu
ve stredu ctverce. Jakd sila by pusobila na ndboj stejné velikosti, ale opacného
znaménka vloZeny do stredu ctverce? Byla by tato poloha stabilni?
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Obrazek 7: Normalizované pole bodového néboje.

‘ Uloha 1.3 [3b]: Uvazujme kruhovy prstenec s rovnomérnou délkovou hustotou
ndboje A a polomerem R. Jaky je prubéh intenzity na ose prstence v zdvislosti na
vzddlenosti od stredu? MozZnd vdm pripadd problematické, Ze vztah (5) plati pro
bodové naboje. Pro spojité rozloZeni ndboje budeme postupovat analogicky. Vidy si
urcime nekonecné maly element naboje a spocteme prispevek elektrické intenzity
od néj pomoci Coulombova zikona. Nasledné vsechny takové prispevky poscitdme.
Pro vijpocet tedy zkuste pouzit vztah:

1 dg .

E:

dreg ) r2

kde dg = Ml a integrujte od 0 do 2w R. Nezapomerite, Ze 12> je vzddlenost od
elementu prstence, ne od stredu. Tedy r? = R? + 22 kde z je vzddlenost od stredu.
Dejte si pozor na smer 7, protoze nebude stejny jako jednotkovy vektor ve smeéru
osy. Kam bude vyslednd intenzita mirit?
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Idealni dipdl

V predchozi sekci jsme si odvodili vztah pro elektrickou intenzitu konfigurace
naboji (4). Casto ovéem nemusi byt vysledn4 intenzita zrovna jednoduché funkce,
a proto ji ¢asto aproximujeme jednodussimi funkcemi. Napiiklad v tloze 1.2 by
urceni funkce elektrické intenzity vsude bylo mozné, ovsem pro vypocty neprilis
efektivni. Proto, pokud bychom byli daleko od této konfigurace (tedy r > a),
mohli bychom prohlasit, ze vysledna intenzita je ptiblizné stejnd jako intenzita
bodového naboje s ndbojem rovnym souctu vsech ndboju konfigurace.

Aproximaci popsanou vySe pojmenujeme monopdlovy clen (neplést se hrou
Monopoly). To proto, ze celou konfiguraci aproximujeme jako jeden (mono-) na-
boj (neboli pdl). Co kdyz je ale soucet ndboju konfigurace 07 Jisté, daleko od
konfigurace bude elektrickd intenzita velmi slabé, ale nebude nulova. A ano, né-
kdy aproximace nulou bude dobra a v pordadku, nicméné se ukazuje, ze ve vétsiné
ptipadt tomu tak neni.

Uvazujme nejjednodussi pripad, kdy soucet naboju konfigurace je nula. Necht
mame dva naboje stejné velikosti, ale opacného znaménka, se vzdalenosti d od
sebe. Poté zavadime takzvany dipdlovy moment p:

7= qd,

kde ¢ je kladny naboj a d je vektor mitici od zadporného naboje ke kladnému
naboji, s velikosti d. Naboj ¢ je v tomto vzorci velikost pouze jednoho z néboju
a ne soucet absolutnich hodnot. Elektrickd intenzita dip6lu pro r > d bude:

., 1 1

B = 161 =) (6)
kde r je vzdalenost od stiedu dipdlu a 7 je jednotkovy vektor ve sméru, ve kterém
se zvétsuje r. Tecka znaci skaldrni souc¢in, o ném si muzete precist na anglické
Wikipedii'®.

Idedlnim dipélem myslime dipdl s velmi malou vzdalenosti mezi naboji — vlast-
né nulovou — coz ovsem znamenad, ze naboje musi byt nekonecné. Elektricka inten-
zita takového dip6lu je potom presné (6). Takovy idealni dipdl je uziteény model
atomti a molekul, pokud zkouméame elektrické vlastnosti néjakého materidlu. To
protoze vzdalenosti mezi protony a elektrony v atomu ¢i molekule jsou oproti
rozmeérum zkoumaného objektu prakticky nulové.

Uloha 1.4 [1b]: Jakou silou bude pisobit dipdl o dipdlovém momentu P na ndboj ‘
velikosti q v téchto konfiguracich?

1. Dipdl je orientovany v pravém tuhlu ke spojnici stredu dipdlu a ndboje.

sy

2. Dipol miri primo na ndboj.

Mhttps://cs.wikipedia.org/wiki/Skalarni_sou&in
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Uloha 1.5 [2b]: Pokud mdm konfiguraci ctyr stejné velkyjch ndboji, dvou kladngch
a dvou zdapornych, jak bude vypadat celkovy dipdlovyj moment? Zkuste z toho vy-
vodit, jak se scitaji dipolové momenty, pokud pocitdme celkovy dipdlovy moment
konfigurace vice dipdli.

Uloha 1.6 [3b]: Mé&jme dipdl v homogennim elektrickém poli. Bude na néj piso-
bit néjakd sila? Spoctéte moment sily, ktery by pusobil na dipél v homogennim
elektrickém poli. Spoctéte ho pro co nejobecnéjsi situaci, tedy kdyz dipdl neni ori-
entovany soubézné s polem ani kolmo na pole. (Homogenni vektorové pole je takové
pole, které md vsude konstantni velikost a vSude miri stejné.)

Uloha 1.7 [1b]: Méjme dipdl pripevnény k pojizdnému voziku na kolejnicich a méj-
me kruhovou trat vytvorenou z koleji. Dipdl je pripevnéeny tak, Ze vZdy miri ve
smeru tecném k trati. Uprostred traté méjme bodovy ndboj. Jakd sila bude pisobit
na dipdl? (Zkuste odpovédét alespori kvalitativné.) JaktoZe se nejednd o perpetuum
mobile?

Uloha 1.8 [5b]: Odvodte vztah (6).

Hint: PolozZte si zdaporny ndboj do pocdtku soustavy souradnic a kladny ndboj
na osu z. Poté si napiste vztah pro elektrickou intenzitu takovéto konfigurace
podle (5). V jednom clenu bude vystupovat velikost separaéniho vektoru od kladného
ndboje (od zaporného je to prosté vzddlenost od pocatku), tedy vektoru spojujictho
zkoumany bod s kladnym ndbojem. Jeho velikost spoctéte pomoci kosinové véty.
Ddle budete chtit jit se vzdalenosti mezi naboji k nule. Upravte vztah, ktery jste
dostali z kosinové véty, a pouzijte aproximaci:

(1+2)* =1+ az,

pro velmi malé x. Dosadte pak vse do vyrazu pro elektrickou intenzitu a zkuste
spocist limitu, kdy vzddlenost mezi ndboji jde k nule. Pamatugjte, Ze soucin ndboje
a této velikosti je velikost dipélového momentu a ta se s limitou ménit nebude. Po
tomto vypoctu si jen uvédomte, cemu je ve vztahu (6) roven clen (P 7).

Radim N; radim05@post.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka
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Téma 4 — Vypocetni geometrie
Usek pod tseckou

Motivace

Predstavte si, Ze byste radi zjistili, v jaké zemi pravé jste. Nikde v dohledu nejsou
vidét zddné hrani¢ni kameny. Jednou z moznosti je tfeba vytahnout mobilni tele-
fon a zjistit svoji zemeépisnou sitku a vysku. Jenom se souradnicemi se ale daleko
nedostaneme — potfebujeme i néjaky prevodnik mezi nimi a jednotlivymi zemémi.
Mohli bychom si treba vzit spoustu bodi na zemi, pfesné urcit jejich souradnice,
a pak kazdému bodu urcit, v jakém staté lezi. Pokud budeme chtit zjistit, v ja-
kém staté jsme, bude stacit nalézt nejblizsi bod a najit stat, ve kterém se bod
nachézi.

Takové feseni by pravdépodobné fungovalo docela dobtfe. Na obdobném prin-
cipu funguji SMSky od operatoru, kdyz prejdeme hranice do jiného statu a zméni
se poskytovatel mobilni sité.

Jenze se muze stat, Ze obcas dostaneme odpovéd neodpovidajici realité. Na-
Stésti existuji jiné zpusoby, které ndm zajisti presnou odpovéd. Kdyz hranice ne-
vidime, muzeme se vydat jednim smérem — drive nebo pozdéji na néjakou hranici
narazime a tim zjistime, v jakém staté jsme.

Udélejme z toho algoritmus. Hranice si mtizeme predstavit jako lomené cary.
Poté, pokud stojime v bodé a, zvolime néjakou poloptimku, kterd v ném zacina,
a nalezneme jeji prvni prisecik s néjakou hranici. U kazdé hranice vime, jaky stat
je z jaké strany, a tak se dozvime, v jakém staté jsme.

Predstavte si, Ze se jako mladi podnikavci rozhodnete provozovat sluzbu, kterd
bude zdkazniktim z jejich soufadnic urcovat, v jakém staté lezi. Zahadné se stanete
velmi dspésnymi a zacne vam chodit hodné dotaz ohledné toho, jaky stat nalezi
dané souradnici. Radi byste vSechny tyto dotazy zodpovédéli, pokud mozno co
nejefektivnéji. Nastésti i na to mame algoritmus a v tomto témétku se k nému
prokouseme.

Drobné znalosti, které se hodi mit predem
V tématku budeme pouzivat nékolik druht znalosti, které jsou nad ramec stredo-
gkolského uéiva. Jedn4 se o asymptotickou slozitost!'®, t¥idici algoritmy'S a infor-
matické grafy!'”.
Pokud mame néjakou funkci f a jeji odhad ¢, pak piseme:

fe0l) < (FceR)(Tng)(Vn > np)(f(n) <c-L(n))

Bhttps://ksp.mff.cuni.cz/encyklopedie/slozitost/
6https://ksp.mff.cuni.cz/encyklopedie/trideni/
"https://prase.cz/library/TeorieGrafuPPo/TeorieGrafuPPo. pdf
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Ekvivalence miize vypadat désivé, ale neni. Rika: f roste asymptoticky nejvys
tak rychle jako ¢, kdyz pro vSechny hodnoty n vétsi nez néjaké ng je f(n) mensi
nebo rovno néjakému fixnimu nésobku ¢(n).

Jednoduchy ptiklad je f(n) =n a €(n) = n — 1. Zde pro ¢ = 2 a ng = 3 plati,
Ze pro kazdé n alespoii ony 3 je f(n) =n < 2(n— 1) = 2¢(n), tedy f € O(¥) ¢i
f(n) € O(t(n)).

Uloha 1.1 [1b]: Zkuste asymptoticky porovnat ndsledujici funkce mezi sebou:
f(n) =1log(n), g(n) =2n+1, h(n) =n%—n, £(n) = 1/n.

Body a primky
V tématku se budeme setkavat s primkami, dseckami a polopiimkami. Jejich
definice znate ze stfedni skoly, ale pro jistotu je pripomeneme: mame-li pifimku
definovanou dvéma body a, b, pak na takové piimce lezi vsechny body, jez lze
vyjadiit jako ¢ = ¢ - a + (1 — §) - b. Poloptimky a tsecky se li${ jen omezenim na
volbu 4: pro polopiimku musi byt & > 0, pro uisecku dokonce 0 < § < 1.

Zkuste si rozmyslet, jak lze najit prusec¢ik dvou tusecek, primek ¢i polopiimek
v konstantnim ¢ase. Mohlo by se také hodit si rozmyslet, ze umite zjistit, zda bod
lezi na ptimce, polopiimce ¢i tseCce v konstantnim case.

Nyni ndm jenom staci si fici, co je mnohothelnik. Ten budeme chapat jako
konec¢nou posloupnost n tsecek takovych, ze i-td4 a (i + 1)-nf tsecka sdili prévé
jeden konec a m-ta kon¢i tam, kde prvni zacCina, a zarovén se zadné dvé usecky
nesmi protinat. I zde se hodi si rozmyslet, ze pokud mame bod a néjaky n-thelnik,
tak umime rozhodnout, zda vrchol lezi v daném n-thelniku v ¢ase O(n).

Jako posledni si zavedeme pojem obecné polohy. Rikdme, Ze body lezi v obecné
poloze, pokud zadné tfi body nelezi na jedné primce a zadné tri primky nepro-
chézejl jednim bodem. Pro¢ takové omezeni zavadime? V mnoha situacich nam
usnadni préaci, na druhou stranu vétsina dikazi pijde upravit tak, aby fungovaly,
i pokud body nebudou lezet v obecné poloze.

Jednoduse, pomalu

Jsme docela jednoduse schopni zjistit, zda se dvé tsecky protinaji a pripadné
kde. Prosté to spocitime. Kdybychom ale méli vice tisecek a chtéli takto najit
viechny priseéiky, uéinili bychom tak se slozitosti O(n?). I pokud bychom chtéli
hledat priseciky s hranicemi z tvodu, které se neprotinaji, a polopfimkami z n
bodt, u kterych néas zajimaji jen priiseciky s hranici a ne s ostatnimi takovymi
polopfimkami, stejné skoncime se slozitosti O(n - k), kde k je pocet segmentii
hranice. To je porad hodné.

Zametani — sweep algoritmus

Nyni nastava Cas na slibovany algoritmus pro rychlé hledani priseciku. Dostaneme
n usecek tak, ze 2n jejich vrchol lezi v obecné poloze a tsecky se protinaji v k
prusecicich. Abychom si ulehéili praci, budeme predpokladat, ze zddné dva vrcholy
¢i pruseciky nelezi na primce rovnobézné s osou x.
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Jako prvni si poridime vodorovnou primku p a budeme s ni zametat. Zacneme
nékde vysoko nad vSemi tiseCkami a postupné posouvame p doli. Nebudeme ji
ale posouvat po vsech bodech, téch je az moc, jen po téch zajimavych. To jsou
vrcholy tsecek a pruseciky. Takové body oznacime jako body akce.

Prozatim si predstavme, ze pruseciky zname. Pak vsechny body akce muzeme
vzit a sett{dit podle y-soufadnic (a kazdému bodu akce tak prifadit jeho poradi).
Body akce budeme nazyvat e;, zatimco ¢ bude jejich poradi.

Zvolme néjaky bod akce e; a nechme jim p prochazet. Rozmysleme si, jaké
usecky p protinaji. Neni tézké vidét, Ze jsou to vSechny tsecky a = (e, ;) takové,
ze k > i al < i, tedy takové, jejizch horni vrchol je nad p a dolni pod p. Nyni
zname vsSechny pruseciky p s danymi tseckami. Nyni nas bude zajimat, jak se
zméni pruseciky s p, pokud posuneme p o jeden bod akce dolti, tedy bude prochézet
bodem akce e;41.

Mame body akce t¥i typi. Pokud e;;1 ukoncuje néjakou tsecku a, tak se
poradi prisecikii na p nezméni, pouze z néj zmizi a. Pokud e;y; zacind novou
usecku a’, pak je poradi opét stejné, jen se mezi néjakymi dvéma tseckami objevi
nové usecka a'. Nakonec, pokud je e;11 prusedéik, tak se opét pofadi nezméni az
na dveé usecky, které se protinaji v e;11 — ty se prohodi.

Pro¢ se poradi neméni? VSimnéte si, ze pokud si vezmeme dvé piimky v pro-
storu a budeme postupné snizovat p, tak poradi pruseciku primek s p na p se
prohodi v jejich prusec¢iku. Kazdy bod akce ale odpovida nejvyse jednomu pruse-
¢iku — tedy pouze dva priseciky na p mohou zménit poradi.

Pokud méame tfi tsecky, a, b, ¢, které ve stejném poradi protinaji p v bodé
akce e;, mize byt bod akce e; 1 prusecik a a ¢?

Spravna odpovéd je ne. To ale znamenad, Ze Gisecky se mohou protinat pouze se
sousedy na p. Tedy nemusime znat vSechny pruseciky dopredu, stac¢i nam, ze kdyz
se zmeénd poradi usecky, nalezneme jeji pruseciky se sousedy ma p, a pridime si ji
do seznamu bodi akce. A jak vime, ke zméné poradi mize dojit pouze u soused
bodu akce.

Shrnme si tedy algoritmus: jako prvni vytvorime setiidény seznam bodu ak-
ce S. Do néj pridame vsechny vrcholy tsecek. Déle si poridime L, setridény seznam
priseciki dsecek s p. Budeme zpracovavat body akce z S v poradi dle jejich y-
-souradnice. Pokud je bod pocatek tsecky a, nalezneme jeho misto v L, priseciky
a s jeho sousedy p, a tyto priseciky pridame do S. Obdobné zpracujeme vsechny
ostatni body akce.

Slozitost

Nakonec si ukdzeme casovou slozitost. Mame n zacatku a konct tsecek a k pru-
seciki. Vsimnéme si, ze délka seznamu L je maximdalné n, tedy vyhledani, pti-
déni a odebréni z néj nds bude stat nejvyse O(log(n)) kroku. Délka seznamu S
v kazdém jednom kroku je nejvyse n + k, vlozeni do néj tedy bude stat nejvyse
O(log(k 4+ n)) krokd.
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Kdyz pii provadéni algoritmu narazime na start, musime ho odebrat z S,
pridat do L, vypocitat dva priseciky, pridat je do S a pivodni prusecik ode-
brat (pruseciki je méné, kdyz jsme na kraji). Tedy ¢asova slozitost zpracovani
startu je log(n) + 2P + 2log(n + k), kde P je poclet krokt, kterymi hleddme
jeden prusecik. Nas ale zajima odhad O, takze konstanty P se miZeme zbavit:
O(log(n) 4+ 2log(n + k)). Také muZeme log(n) shora odhadnout O(log(n + k))
a ziskat tak O(3log(n + k)), a tedy O(log(n + k)).

Uloha 1.2 [0.5b]: Jak budeme postupovat pro priseciky a konce dsecek? A jakou
to bude mit sloZitost?

Ziskdme tak celkovou slozitost O((n+ k) log(n+k)). Vime, ze k je nejvyse n2.

Mizeme tedy odhadovat ddle: O((n + k) log(n + k)) = O((n + k) log(n + n?)) =
O((n + k)log(n?)) = O2(n + k)log(n)) = O((n + k)log(n)). To uz je docela
prijemné. Dobfe my.

Ulohy
Je lepsi odevzdat jednu spravné vytresenou tlohu nez vice ndznakt. Nevyuzivejte
pro feseni, prosim, LLM (tedy ChatGPT, Claude a obdobné velké jazykové mo-
dely) a obecné se nesnazte TeSeni tloh vyhledavat. Pokud by vam nebylo cokoliv
jasné, nebo jste nétemu nerozuméli, ¢i néco by bylo prilis slozité, nevihejte mi
napsat mail, nebo do tématkového kanalu na Discord.

Komentarové tlozky
Dalsi tii ulozky se dale zabyvaji analyzou naseho algoritmu.

Uloha 1.3 (lehk&) [1b]: Pokud k € O(n?), je sweeping algoritmus lepsi nez
natvni algoritmus, ve kterém prochdzime vSechny mozné pruseciky?

Uloha 1.4 (lehk&) [1b]: Odhad délky seznamu S je trochu hruby. Lehkou dpravou
analyzy algoritmu lze zkrdtit jeho délku na nejvgse O(n). Ukazte ji.

Uloha 1.5 (lehka) [1b]: Zlepsi predchozi iprava sloZitost algoritmu?

Vybérové dlohy
Dalsi dlozky se zabyvaji vymyslenim a aplikaci algoritmu a jsou celkem az za 15b,
takze nemusite vytesit vSechny. Rozhodné ale mizete, protoze to je zdbava a ja
vam je rad opravim.

Pokud mozZno, fesenim tlohy je polynomiélni algoritmus, a to nejlépe O(nlogn).
Nevadi, pokud tilohu nevytesite celou — zkuste sepsat svoje poznatky a poslat je.
Pokud se vam tlohy zdaji moc tézké, zkuste je zjednodusit a vytesit je. Sweeping
algoritmus by se vdm mél hodit.

Uloha 1.6 (lehka) [2b]: Lenka se rozhodla, e se dd na chov ovci. Pofidila si
tedy ohradu R ve tvaru mnohothelnika. QOuvce ji ale z ohradky utikaly, a tak kaZdé
dala riZovou stuzku s GPS lokdtorem (ten vract informaci, v jakém bodé se zrovna
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ovecka nachdzi). Cas od casu chce Lenka zkontrolovat, zda jsou viechny jeji ovecky
v ohrade. Pomozte Lence pro kaZdou ovecku rozhodnout, zda je v ohradé. Navrhnéte
algoritmus a odhadnéte jeho sloZitost v zavislosti na poctu ovecek a poctu vrcholi
ohrady.

(Zkuste prond dlohu vyresit pro néjakou jednoduchou ohradu, poté ji zkuste
vyresit pro néjakou téZsi. Nakonec ji vyreste pro vsechny mozné.)

Uloha 1.7 (lehka) [3b]: Mdme n trojihelniki tak, Ze ddné dva se neprotinaji.
Naleznéte algoritmus, ktery v ase O(nlogn) o kazZdém trojuhelniku rozhodne, zda
je obsazen v jiném. Ndsledné algoritmus upravte tak, Ze ve stejném case pro kazdy
trojuhelnik nalezne trojihelnik, ve kterém je obsazen.

Uloha 1.8 (sti¥edni) [4b]: Maridn se rozhodl, Ze se zlepsi v geometrii. Nargsoval si
hodné mnohothelniki, které se neprekrjvaji, a zahadné jsou vsechny body v obecné
poloze. 'V jednu chvili se jeho mladsi braska Tomik vloupal do jeho pokojiku, vzal
tuzku a pravitko, a zacal rgsovat poloprimky pres Maridniv rys (jsou taky v obecné
poloze). Kdyz to Maridn zjistil, byl zprvu nastvany, pak si ale v§iml, Ze pro kaZdou
z poloprimek narysovangch Tomikem néco plati. Pokud je pocet jejich pruseciki
s hranami mnohouhelniki lichy, pocdatek poloprimky lezi v néjakém mnohouhelniku,
a pokud je sudy, tak vidy lezi mimo.
Plati toto pro libovolné poloprimky?

Uloha 1.9 (st¥edni) [4-8b]: Pan Dlazebni md rdd tvou maminku. BohuZel md
rdd i jiné lidi a je ponéekud prelétavé povahy, a tak ze wvsech téchto osob md
vZdy nejradeji tu, kterd je nejblize. Pro tcely ulohy ddle predpokladejte, Ze lidé se
nepohybuji. Pomozte panu Dlazebnimu vzdy zjistit, kdo je nejblize, aby védél, koho
md mit nejvice rdd.

Navrhnete algoritmus, ktery mu pomauze toto zjistit, at je pan DlazZebni kdekoliv.
Muiize vam pomoci si néco predpocitat.

Uloha 1.10 (stiedni) [3-8b]: Pan Slofik se prilis ucil a mnoho jedl, a tak se
zneého stala koule. V nasem svété ho pak budeme reprezentovat kruznici. Pan Slofik
by rad zménil svou situact, na to se ale musi dostat ven ze svého pokoje. Jeho pokoj
vypadd jako obdélnik, v jeho vnitrku se nachdzi nabytek ve tvaru mnohotuhelniki
a dvere jsou tsecka v nékteré sténé dlouhd aspori jako primér Slofika. Naleznéte
algoritmus, ktery dostane pozici pana Slofika a zadané mnohothelniky a nalezne
cestu ke dverim tak, aby pan Slofik v pribéhu cesty nenarazil do Zddného ndbytku.
Algoritmus by mél byt polynomidlni k poctu vrcholi daniych mnohotdhelniki, tedy
jeho slozitost by méla byt v O(nc) pro néjaké c.

Uloha 1.11 (st¥edni) [3-8b]: Panu Slofikovi se podatilo nabyt tvaru konvezniho
mnohothelniku (tedy takového, Ze kazdd primka jej protind nejvise ve dvou bo-
dech), vyreste problém i pro néj. Predpoklddejte, Ze pan Slofik se neumi otdcet.
Miizete vyzkouset i pripad, kdy se bude moci otdcet (brutdlni). Hodné $tésti.



28 XXXI/1 R

A Uloha 1.12 (zajimava) [4b]: Pan Slofik sice chce sportovat, ale ne moc. Na-
leznéte cestu, kterd je nejkratsi. Mohlo by se vam hodit, Ze nejkratsi cestu v grafu
dokdzeme najit v case O(nlogn).

A Uloha 1.13 (stiedni) [4-8b]: Pani Kostickovd by rdda osvitila svij byt ve tvaru
mnohothelnika s n vrcholy. Pomozte ji zjistit, kolik nejméné svétel musi pouZit
v zdvislosti na n, aby v celém pokoji bylo svétlo. (Paprsky z lampy se zastavi
o sténu). Zkuste najit jak dolni, tak horni odhad. Obecné tato uloha miZe byt
tezkd.

A Uloha 1.14 (lehka) [3b]: Orgové se rozhodli, Ze si spolu zahraji na schovdvanou.
Pan Kosticka ale byl néjak podezrele dobry. Vojtovi to nedalo a rozhodl se oveérit,
zda mohl pan Kosticka své spoluorgy vidét. K dispozici md pldnek m prekdzek
(tusecek) a m hrdci a pozici pana Kosticky. O kazdém hrdci miZete wvaZovat jako
o bodu. Pomozte Vojtovi nalézt algoritmus, ktery mu rekne, zda dany hrdc byl
zrovna vidét z pozice pana Kosticky, nebo ne.
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