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Číslo 1

Uvnitř najdete několik témat a s nimi souvisejících úloh. Zamyslete se nad nimi a pošlete
nám svá řešení. My vám je opravíme a ta nejzajímavější z nich otiskneme. Nejlepší řešitele

zveme na podzim a na jaře na soustředění.
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Drazí řešitelé stávající i budoucí,
vítejte ve zbrusu novém 32. ročníku M&M!

Letos jsme si k vašemu prázdninovému čtení (rozumějte: prvnímu číslu) při-
pravili čtyři fascinující témátka. V témátku o grupách se dozvíte, jak můžeme
věci dělit do arbitrárních skupin – sen každého matematika – a možná se při tom
naučíte i trochu květnaté češtiny. V témátku o programovacím jazyce Brainfuck
zase budete muset zapojit své cerebrální závity při psaní kódu v jazyce o velmi
malém počtu znaků.

Na fyzikálně zaměřené z vás tu čeká témátko o elektrostatice, plné úložek,
kterými si můžete krátit dlouhou chvíli na chatě, pláži nebo třeba na zahradě.
A nakonec skvost, kterým je témátko o výpočetní geometrii: hravě si popovídáme
o tom, jak se měří vzdálenosti pro GPS lokátory.

Pokud si nebudete vědět s nějakým zadáním rady, vždycky si můžete na pomoc
vzít kamaráda a vypracovat řešení ve více lidech (jen to pak nezapomeňte zadat
do odevzdávátka). Nebo můžete požádat o pomoc na našem Discordu1.

Kdyby vás při letním dovádění napadlo nějaké téma, do kterého by se vám
chtělo ponořit hlouběji, můžete o něm sepsat článek! Dostanete za něj body a my
ho pak v nějakém z dalších čísel otiskneme.

Připomínáme, že M&Mí specialitou je, že za každé číslo, ve kterém získáte
alespoň π bodů, dostanete ponožku s lišákem Rikim. Ale pozor: ponožky mají čtyři
různé barvy, takže pokud chcete stejně barevný pár, podle Dirichletova principu2

je třeba vyřešit v ročníku každé číslo se zadáním.
Mnoho radosti z řešení přejí

Orgové M&M
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Zadání témat
1. deadline: 16. září 2025 | 2. deadline: 7. října 2025

Řešení odevzdaná do 16. září se započítají pro účast na soustředění.

Téma 1 – Grupy aneb Kterak matika k souměrnosti
přišla

Díl 1: Pohled matematika na symetrii
V tomto témátku, jež se jmeš, ctěný čtenáři, číst, spolu prozkoumáme zákony
symetrie, co ta znamená pro matematika, ba i pro fyzika, chemika či jazykozpyt-
ce.

Snad můžeme začít nesouce brýle filosofa – cože to vlastně symetrie je? Slu-
jíc též souměrnost nese v sobě obvykle zakořeněnou duální představu, že jedna
část je až na „snadno rozpoznatelné přetvoření“ stejná jako druhá. Doufáme, že
nám přitakáte, budeme-li tvrdit, že lidské tělo je – aspoň od pohledu – souměrné
(neboť jeho levá strana je zrcadlením strany pravé), že geometrické objekty tvaru
koulí, krychlí či pyramid jsou souměrné, že mnohé fyzikální procesy jsou časově
souměrné (odehrají se po proudu času přesně opačně jako proti jeho proudu).

České slovo souměrnost je vlastně přímým překladem řeckého slova symetrie,
jež je samo složením σύν (sún, „s“) a µέτ%oν (métron, „míra“). Ve svém původ-
ním významu tedy značí schopnost „být měřitelný“ či „mít míru“. Protože tento
význam již však nesouzní s novodobou představou, přidržíme se spíš té.

V tomto díle se soustředíme na onu z cest, jíž matematici kráčíme k zachycení
souměrnosti – je jí struktura zvaná grupa. Původní pohnutkou k definici grupy
byla snaha řešit polynomiální rovnice stupně vyššího čtyřem – rovnice tvaru

anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0 = 0,

kde ai jsou čísla, x je proměnná a n > 4. Francouzský matematik 19. století, Éva-
riste Galois, přišel na způsob, kterak určit řešitelnost takové rovnice uchopením
přirozené symetrie, již množiny řešení polynomiálních rovnic vykazují. Struktura,
které tato množina prostřednictvím řečené symetrie nabude, se na počest nazývá
Galoisova3 grupa.

Jelikož očekáváme, že mnohočleny však nejsou tou první myšlenkou vzpla-
nuvší v souvislosti s představou souměrnosti, míníme strukturu grupy vykreslit
na „geometričtějším“ příkladě. Jak brzy seznáte, je ten velmi příhodný, protože
poukazuje na mnoho idejí pevně svázaných s grupami.

Dihedrální grupy
Tušíme, že jste, sečtělí čtenáři, již zaslechli o symetriích všemožných geometric-
kých objektů, mezi nimiž třeba rovnostranných trojúhelníků a čtverců. My zde
symetrií objektu v rovině budeme mínit zobrazení z roviny do roviny, které daný

3Čteno „galoásova“.
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objekt ponechá na dokonale témže místě. Tím máme blíže na mysli, že libovolný
bod roviny leží na daném objektu právě tehdy, když na něm leží i po transforma-
ci takovým zobrazením. Přirozeně bychom řekli, že objekt posílá „sám na sebe“
(vizte např. obrázek 1). Vyřčeno symbolicky: je-li f : R2 → R2 zobrazení z roviny
do roviny a O ⊆ R2 daný objekt, pak f je symetrií objektu O, když f je bijekce
z O do O, čili dva různé body na O zobrazí opět na dva různé body na O (je
prosté) a navíc se na každý bod z O nějaký bod z O zobrazí (je na).

My se zde budeme konkrétně soustředit na zobrazení, jež objekty rotují (či
otáčejí ) nebo reflektují (či zrcadlí ) podle přímek. Například rovnostranný troj-
úhelník takových symetrií (tedy těch, které ho rotují či reflektují) příliš mnoho
nemá. Jejich počet omezuje především fakt, že trojúhelník nesmějí posunout. Ve
skutečnosti, všechny rotace a reflexe dokonale zachovavší trojúhelník v rovině jsou
jednoho ze dvou typů (vizte obrázek 1):

(R) rotace o kterýkoli násobek úhlu svíraného úsečkami z těžiště do vrcholů (ten
vychází 120◦),

(S) reflexe podle osy strany.

120◦

r1r2

r3

s1

s2

s3

Obrázek 1: Symetrie rovnostranného trojúhelníku.

Je vidno, že rovnostranný trojúhelník jest souměrný podle tří os a má tři sy-
metrie rotační. Označme rotace o 120◦, 240◦ a 360◦ jako r1, r2 a r3, respektive.
Podobně, funkce reflexí symbolicky zapíšeme jako s1, s2 a s3 podle obrázku 1.
Dlužíme podotknout, že rotace o více než 360◦ ztotožňujeme s příslušnými rota-
cemi o stupňů méně než 360. Například, rotace o 480◦ je pro nás týmž zobrazením
jako rotace o 120◦.

Podivuhodné skutky počnou sebe díti, když tato zobrazení složíme. Skládání
zobrazení je velmi přirozená operace – lze ji intuitivně vnímat jako „Nejprve pro-
veď jedno zobrazení a pak to druhé.“ Složíme-li dvě zobrazení z roviny do roviny,
výsledkem musí být pochopitelně zobrazení z roviny do roviny. Navíc, složíme-li
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dvě symetrie rovnostranného trojúhelníku, získáme přeci zobrazení, které zacho-
vává tento trojúhelník. Pročež musí složením symetrií být opět symetrie. Jelikož
se skládáním symetrií trojúhelníku neumíme „dostat z množiny symetrií trojúhel-
níku ven“, řekl by matematik, že množina symetrií rovnostranného trojúhelníku
je „uzavřená na skládání“.

Uvědomíme-li si, že výsledek každé symetrie lze určit tím, jak přeuspořádala
vrcholy trojúhelníku, můžeme snadno počítat jejich složení. Kupříkladu, jak vidno
na obrázku 2, aplikujeme-li na trojúhelník nejprve rotaci r2 a potom reflexi s1,
transformujeme ho ve skutečnosti reflexí s2. Symbolicky na4, s1 ◦ r2 = s2. Pozo-
rujte však, že skládání symetrií není komutativní, tedy r2 ◦ s1 6= s1 ◦ r2. S pomocí
velmi obdobného obrázku můžeme usoudit, že r2 ◦ s1 = s3.

1

2

3

r2
1 2

3

s1
1

2

3

s2

Obrázek 2: Skládání symetrií rovnostranného trojúhelníku.

Další vlastností množiny symetrií trojúhelníku je možnost zvrátit (či formálněji
invertovat) každou symetrii. Přirozeně, každá symetrie prohodí určeným způso-
bem vrcholy, a tedy musí existovat i symetrie, jež je prohodí zase zpět. Rychle
uznáme, že každá reflexe je inversem sobě samé a například rotaci o 120◦ zvrá-
tíme tak, že trojúhelník dotočíme o zbylých 240◦. Symbolicky můžeme oba fakty
vyjádřit zápisem s−1

i = si, pro i ∈ {1, 2, 3}, a r−1
1 = r2.

Se schopností invertovat se ovšem víže nutnost umět vyjádřit princip „návratu
do původní podoby“. Naštěstí pro tento nemusíme ničehož přidávat ani množinu
symetrií opouštět. Vždyť v ní leží jedna speciální symetrie, konkrétně r3, rotace
o 360◦, která doslova s trojúhelníkem nic nedělá, protože všechny jeho body ne-
chává na svých místech. Jako funkce z roviny do roviny je totožná identickému
zobrazení – často značenému id – jehož předpisem je zkrátka id(x, y) = (x, y) pro
jakýkoli bod (x, y) ∈ R2. Díky němu umíme popsat invers k dané symetrii jako
symetrii takovou, že složení jich dvou (v libovolném pořadí) je identické zobrazení.
V případě reflexí bychom psali si ◦ s−1

i = s−1
i ◦ si = id.

4Složení funkcí zde píšeme „zprava doleva“, tedy s1 ◦ r2 znamená „nejdřív r2, pak s1“. Lze se
setkat i se zápisem skládání funkcí „zleva doprava“ či také (v kontextu grup obecně) se zápisem
r2s1 značícím opět „nejdřív r2, pak s1“.
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Množině symetrií rovnostranného trojúhelníku s identickým zobrazením obo-
hacené o operaci skládání a schopnost invertovat se říká dihedrální grupa a značí
se D6. Formální zápis této grupy vypadá takto:

D6 = ({id, r1, r2, s1, s2, s3}, ◦,−1, id),

čili nejprve specifikujeme množinu, pak ve sledu operaci na této množině, symbol
inversu a nakonec identické zobrazení. Pochopitelně, při zápisu konkrétní grupy
předpokládáme, že si je čtenář vědom významu uvedených symbolů. Navíc, pro
jednoduchost vyjádření obvykle zaměňujeme grupu s množinou jejích prvků. Pí-
šeme-li tedy například r1 ∈ D6, myslíme tím, že rotace r1 je prvkem množiny
symetrií grupy D6, nikoli prvkem oné čtveřice, kterou jsme výše napsali.

Nač ale končit trojúhelníkem? Každý pravidelný n-úhelník má n rotačních
symetrií a je souměrný podle n různých os, tedy se chlubí celkem 2n různými sy-
metriemi. Množina oněch symetrií (spolu s operací skládání, inversy a identickým
zobrazením) sluje opět dihedrální grupa a obvykle ji píšeme jako D2n. Obsažený-
mi rotačními symetriemi jsou právě všechny rotace o 1 až n vrcholů proti směru
hodinových ručiček (čili rotace o k · 360◦/n, kde 1 ≤ k ≤ n). V závislosti na pa-
ritě n pak rozlišujeme různé reflexe. Jak jsme mohli pozorovat již u trojúhelníku,
je-li počet vrcholů lichý, pak reflexe podle osy libovolné strany je symetrií. Je-li
naopak n sudé, pak smíme pro zachování n-úhelníku reflektovat podle os stran
(kterých je n/2, protože osy protilehlých stran se shodují) či podle os úhlů (těch
je rovněž n/2). Účelu visualisace slouží obrázek 3.

Obrázek 3: Osové souměrnosti šestiúhelníku a sedmiúhelníku.

V souvislosti se skládáním symetrií se nabízí otázka: „Které symetrie nám
umožní svým skládáním získat všechny ostatní?“ Totiž, zjistili jsme, že reflexe s2
a s3 rovnostranného trojúhelníku vzniknou například složením reflexe s1 s rota-
cí r2. Zároveň můžeme pozorovat, že složíme-li rotaci r2 samu se sebou (takové
složení píšeme jako r22 = r2 ◦ r2), bude výsledkem rotace o 480◦, která je totožná
s rotací o 120◦, čili s r1. Konečně, složíme-li r2 třikrát samu se sebou, dostaneme
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rotaci o 720◦, takže identické zobrazení. Tím jsou však vyčerpány všechny syme-
trie rovnostranného trojúhelníku a k jejich výrobě stačily rotace r2 a reflexe s1.
Formálně říkáme, že r2 a s1 generují D6, a píšeme

D6 = 〈r2, s1〉.

Obtížnou a běžnou úlohou teorie grup je nalezení nejmenší generující množiny
dané grupy. My si nyní rozmyslíme, že grupy symetrií pravidelných mnohoúhelní-
ků nelze generovat méně než dvěma symetriemi a že dvě (vhodně zvolené) symetrie
naopak vždy stačí.

Tím směrem nejprve vyzkoumáme, které rotace můžeme použít k sestrojení
všech ostatních rotací. Obecně jistě nemůžeme začít kteroukoli rotací. Například
rotace o 180◦ je symetrie čtverce, ale jejím opakovaným skládáním samy se sebou
(jež můžeme nazvat mocněním) získáme jedině identické zobrazení nebo opět
samotné otočení o 180◦. Nikdy se nám takto nepovede otočit čtverec třeba o 90◦.

V první větě minulého odstavce jsme se, pardon, mírně pomýlili – chtěli jsme
samozřejmě použít druhou osobu množného čísla.
Úloha 1.1 [1b + 2b]:

(a) Uvažte nejprve rotace v D18, grupě symetrií pravidelného devítiúhelníku.
Rozhodněte, které z jeho devíti rotačních symetrií generují všechny ostatní
rotační symetrie, tj. pro které rotační symetrie r ∈ D18 je pravda, že

{r1, r2, r3, r4, r5, r6, r7, r8, r9}

obsahuje všechny rotační symetrie v D18.

(b) Pokuste se postup z části (a) zobecnit na D2n, čili na libovolný pravidelný
n-úhelník. Pro které rotační symetrie r ∈ D2n je pravda, že

{r1, r2, r3, . . . , rn}

obsahuje všechny rotační symetrie v D2n? Může vám pomoci myšlenka, že
rotace o nejmenší možný úhel (tím jest 360◦/n) je vždy generátor. Tudíž,
kterákoli rotační symetrie, jejíž (některou) mocninou je rotace o 360◦/n,
bude rovněž generátorem.

V závěsu úlohy 1.1 (b) není už příliš složité ony dva generátory D2n najít.
Nejprve si hned v další úloze všimnete, že skládáním rotací nevznikne reflexe,
nutně tedy potřebujeme mezi generátory mít aspoň jednu reflexi. Zároveň zkusíte
dokázat, že jedna (kterákoli) reflexe navíc k (kterékoli) rotaci z úlohy 1.1 (b)
opravdu stačí, využitím faktu, že D2n má vždy přesně 2n prvků.
Úloha 1.2 [2b]: Dokažte (či argumentujte, objasněte, ...) následující tvrzení.

(a) Složením r1 ◦ r2 dvou rotací r1, r2 ∈ D2n je vždy rotace a nikdy reflexe.

(b) Jsou-li r1, r2 ∈ D2n různé rotace a s ∈ D2n kterákoli reflexe, pak r1 ◦ s
i r2 ◦ s jsou navzájem různé reflexe.
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Možná vám není jasné, jak sloučením závěrů úloh 1.1 a 1.2 dokážeme, že jed-
na správná rotace spolu s kteroukoli reflexí generují celou D2n a zároveň není
menší počet generátorů dosažitelný. Vysvětlíme se podrobně: z úlohy 1.1 plyne,
že množina {r1, r2, . . . , rn} obsahuje n různých rotací, je-li r ∈ D2n vhodně zvo-
lená. Z úlohy 1.2 (b) pak víme, že {r1 ◦ s, r2 ◦ s, . . . , rn ◦ s} je množina reflexí
a každé dvě jsou navzájem různé. To ale znamená, že musí obsahovat všechny re-
flexe, protože pravidelný n-úhelník podle více než n os souměrný není. Konečně,
díky úloze 1.2 (a) jsme si jisti, že jedno otočení nestačí k vygenerování reflexe
a, poněkud samozřejmě, jedna reflexe také nestačí k vygenerování všech ostat-
ních symetrií. Tím docházíme k závěru, že potřebujeme aspoň dvě různé symetrie
– vhodnou rotaci a kteroukoli reflexi. Podotkněme však, že dvě vhodně zvolené
reflexe plní úlohu generátorů také, neboť jejich složením je rotace.

Nyní jsme již oprávněni směle tvrdit, že je-li r ∈ D2n vhodné otočení a s ∈ D2n

jakákoli osová souměrnost, pak
D2n = 〈r, s〉.

Definice grupy
Chystáme se dát předchozí sekci poněkud abstraktnější ráz. Rychle shrneme zá-
kladní poznatky o struktuře množiny symetrií D2n a tuto strukturu rozšíříme na
množinu zcela libovolnou. Vzpomeňme, že D2n

• sestává ze symetrií pravidelného n-úhelníku (svých prvků);
• tyto symetrie lze skládat, čili existuje předepsané pravidlo či operace, jíž lze

prvky kombinovat;
• každé skládání je zvratné, tj. ke každé symetrii existuje symetrie s přesně

opačným efektem (každý prvek lze invertovat);
• existuje symetrie, která každý bod n-úhelníku pošle na týž bod (existuje

tzv. identita či neutrální prvek).

V zásadě jediné, co potřebujeme udělat, je sepsat tyto čtyři body do pravidel
definujících obecnou grupu. Nuže, pochodem vchod! Čtveřici

(G, ∗, ¯, e),

kde G je libovolná (aspoň jednoprvková) množina a e ∈ G, nazveme grupou,
platí-li

• ∗ je operace na G, tj. zobrazení G × G → G – tímto zápisem míníme, že ∗
přijme dva prvky z G a přetvoří je v nějaký prvek G – které je asociativní :
pro všechna g, h, k ∈ G platí (g ∗ h) ∗ k = g ∗ (h ∗ k);

• ke každému g ∈ G existuje prvek ḡ ∈ G (invers ke g) takový, že g ∗ ḡ =
ḡ ∗ g = e;

• prvek e ∈ G (identita či neutrální prvek) splňuje pro každé g ∈ G rovnosti
e ∗ g = g ∗ e = g.
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Zároveň jsme se v předchozí sekci nebezpečně oháněli pojmem generátoru gru-
py. I tento zde plně zobecníme. Říkáme, že množina X ⊆ G generuje grupu G,
když každý prvek této grupy umíme získat použitím operace ∗ na prvky X a je-
jich inversy. Píšeme G = 〈X〉. Symbolicky se tento proces zapisuje (kvůli případné
nekomutativitě ∗) poněkud otravně; uvedeme spíše příklad. Je-li X dvouprvková,
řekněme X = {x, y}, pak každý prvek g ∈ G umíme vyjádřit jako „posloupnost
mocnin“ prvků x a y, čili jako

g = xk1 ∗ yl1 ∗ xk2 ∗ yl2 ∗ . . . ∗ xkn ∗ yln ,

kde n ∈ N a k1, . . . , kn, l1, . . . , ln ∈ Z. Pod zápisem xk chápeme

xk = x ∗ x ∗ . . . ∗ x︸ ︷︷ ︸
k-krát

,

pokud k > 0,
xk = x̄ ∗ x̄ ∗ . . . ∗ x̄︸ ︷︷ ︸

(−k)-krát

,

pokud k < 0 a x0 = e. Každému prvku X pak říkáme generátor grupy G.
Komu tato formální definice generátoru jde silně proti srsti – my soucítíme –

je zván přemýšlet o generátorech zkrátka jako o prvcích grupy, které spolu s jejich
inversy smíme kombinovat operací ∗ a vyrobíme tak celou tuto grupu.

První díl témátka zakončíme párem dalších příkladů grup, které, doufáme,
vnesou světlo do právě pronesené definice.

Příklady grup
Číselné množiny. Jak už tomu v matematice bývá, ani grupy nespadly z nebe.
Jejich základními příklady jsou množiny čísel s přirozenými operacemi sčítání
a násobení.

Množina celých čísel se sčítáním, odčítáním a číslem 0 tvoří grupu

(Z,+,−, 0).

Podotkněme, že symbol „−“ zde neznačí grupovou operaci (protože by nebyla
asociativní), ale jen inversní prvek. Výraz x − y chápeme v kontextu grup jako
zkrácený zápis správného x+(−y). Grupa celých čísel je zajímavá z hlediska počtu
svých generátorů – je tzv. cyklická, má pouze jediný generátor, a to číslo 1. Je
tomu tak pro to, že každé celé číslo lze vyjádřit jako násobek5 1 či −1. Například
každé kladné n ∈ Z lze zkrátka zapsat jako

n = n · 1 = 1 + 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
n-krát

.

Můžeme pročež psát Z = 〈1〉.
5Násobením zde myslíme jen opakované sčítání, podobně jako jsme mocněním mínili opako-

vané skládání nebo opakovanou operaci ∗. Nebereme je jako další operaci na Z – ta by totiž
nebyla invertovatelná.
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Z racionálních čísel umíme vyrobit grupy hned dvě – jednu s operací sčítání
a jednu s operací násobení. Formálně je píšeme takto:

(Q,+,−, 0) a (Q, ·,−1, 1).

V obou případech je ale otázka jejich množin generátorů poněkud záhadná. Opa-
kovaným sčítáním jedničky určitě všechny zlomky nezískáme a kterýže zlomek
bychom měli mocnit (opakovaně násobit), abychom získali všechny ostatní? Máte
příležitost si tento problém rozmyslet řádně.

Úloha 1.3 [2b + 2b]: Najděte množiny generátorů grup (Q,+,−, 0) a (Q, ·,−1, 1).
Jsou konečné? Zkuste volit tyto množiny tak, aby žádné prvky nepřebývaly, tedy
tak, aby tyto množiny obsahovaly pouze ty zlomky, které nezbytně musejí. Zlomek
by byl v množině generátorů přebytečný, kdyby se dal vyjádřit pomocí ostatních
generátorů.

Asi není překvapením, že i čtveřice (R,+,−, 0) a (R, ·,−1, 1), jakož i (C,+,−, 0)
a (C, ·,−1, 1), jsou grupy reálných a komplexních čísel s uvedenými operacemi.

Komplexní odmocniny z jedné. Další grupy, které poctíme svým zřetelem,
jsou méně strašidelné, než jejich název napovídá, a mají pohledné geometrické
vzezření.

Tento příklad předpokládá jistou základní znalost komplexních čísel. Čtená-
řům ještě nepolíbeným touto množinou doporučmež článek Complex number na
anglické Wikipedii6, či – přes velkou osobní ztrátu – příklad zcela přeskočit.

Zkráceně, každé komplexní číslo z ∈ C lze vyjádřit ve tvaru z = r · ei·θ, kde
i =

√
−1, r jeho vzdálenost od počátku komplexní roviny a θ úhel (v radiánech),

jejž svírá s reálnou osou (vizte obrázek 4).

Re

Im

z = 3 · ei·π4

3

π
4

Obrázek 4: Polární tvar komplexního čísla.

6Odkaz je zde: https://en.wikipedia.org/wiki/Complex_number#Definition_and_basic_
operations

https://en.wikipedia.org/wiki/Complex_number#Definition_and_basic_operations
https://en.wikipedia.org/wiki/Complex_number#Definition_and_basic_operations
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Tento tvar, zvaný občas polární či exponenciální, nabízí ryze geometrický po-
hled na mocnění komplexních čísel: v principu „natažením (zkrácením) a otoče-
ním“. Přispívá tak intuitivní představě, že komplexní čísla jsou reálná čísla, která
se zkrátka naučila točit. Totiž, uvážíme-li z = r · ei·θ, pak podle běžných pravidel
manipulace s mocninami spočteme pro n ∈ Z

zn = (r · ei·θ)n = rn · (ei·θ)n = rn · ei·n·θ.

Vzdálenost r tedy umocníme na n a úhel θ n-krát zvětšíme. Libo-li jest, předložte
svým očím obrázek 5.

Re

Im

z0

z1

z2

z3

z4

z5

z6

θ
θθ

θ
θ θ r0

r1

r2

r3

r4

r5

r6

Obrázek 5: Mocnění komplexních čísel.

My se v tomto příkladě soustředíme na speciální podmnožinu komplexních
čísel, zvanou komplexní odmocniny z jedné. Důsledkem principu mocnění kom-
plexních čísel má číslo 1 pro každé n ∈ N přesně n různých n-tých odmocnin –
čísel z ∈ C takových, že zn = 1. Jsou jimi přesně čísla ei·k·

2π
n , kde 0 ≤ k < n.

Opravdu, umocníme-li takové číslo na n, dostaneme

(ei·k·
2π
n )n = ei·k·2π = 1,

neboť komplexní číslo se vzdáleností od počátku rovnou 1 a svírající úhel k · 2π
s reálnou osou je vskutku samo číslo 1. Pro naše účely je zajímavé, že množina
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komplexních n-tých odmocnin z jedné tvoří s operací běžného násobení komplex-
ních čísel grupu. To není těžké dokázat: stačí ověřit, že součinem odmocnin z jedné
je odmocnina z jedné, vyzkoumat, jak tomu je s invertováním a co je neutrálním
prvkem. Přijměte tuto výzvu.

Úloha 1.4 [2b]: Ukažte, že množina Un = {ei·k· 2πn | 0 ≤ k < n} n-tých odmocnin
z jedné spolu s operací násobení komplexních čísel tvoří grupu. Nezapomeňte uvést,
co jsou inversy a neutrální prvek (či identita).

Nesamozřejmá je, jako tomu bylo i dříve, odpověď na otázku generátorů grupy
Un. Jak lze pozorovat, jistě ne každá odmocnina z jedné generuje celou tuto gru-
pu. Kupříkladu −1 ∈ C je čtvrtá odmocnina z jedné (neb (−1)4 = 1), ale jejím
mocněním nedostaneme číslo i, jež je rovněž čtvrtou odmocninou z jedné. V další
úloze prozpytujete, kterakpak to s generátory Un (nazývanými primitivními od-
mocninami z jedné) vskutku je. Nechť vám v tomto snažení též dobře poslouží –
nebo vám aspoň přijde roztomilý – obrázek 6.

Úloha 1.5 [2b]: Dokažte, že grupa Un je cyklická, tedy lze generovat pouze jedinou
n-tou odmocninou z jedné. Pro která k < n je číslo ei·k·

2π
n jejím generátorem?

Vidíte souvislost s dihedrálními grupami (zamyslete se nad tím, jak násobení od-
mocninou z jedné „transformuje“ jinou odmocninu z jedné)?

Re

Im

ei·0·
2π
5

ei·1·
2π
5

ei·2·
2π
5

ei·3·
2π
5

ei·4·
2π
5

Re

Im

ei·0·
2π
8

ei·1·
2π
8

ei·2·
2π
8

ei·3·
2π
8

ei·4·
2π
8

ei·5·
2π
8

ei·6·
2π
8

ei·7·
2π
8

Obrázek 6: Grupy pátých a osmých odmocnin z jedné.

Komplexními odmocninami z jedné zakončíme již tak dosti komplexní první
díl témátka o grupách. V příštích dílech se těšte na další příklady grup a jejich
využití nejen v matematice, ale i informatice, fyzice a dalších oborech.

Adam; grupytematko@gmail.com
odevzdávejte do odevzdávátka

mailto:grupytematko@gmail.com
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Téma 2 – Brainfuck
V tomto témátku se podíváme na ezoterický programovací jazyk Brainfuck, který
jsme pro vás i trochu vylepšili. Ezoterický programovací jazyk je takový, který byl
vytvořen, aby otestoval hranice programování, ne aby bylo příjemné a praktické
v něm pracovat. My se o to ale i přesto pokusíme, a třeba budeme na konci schopni
vytvářet komplexní programy, aniž by nás bolela hlava.

Jak Brainfuck funguje
Brainfuck se provádí na virtuálním stroji, který má k dispozici následující:

• 256 (nebo více) buněk, číslovaných od 0. Prakticky pole o dané délce, kde
každá buňka má osm bitů (tj. obsahuje jedno číslo v rozsahu 0 až 255)

• ukazatel (ptr) na aktuální buňku, na které se provádí aktuální krok
• standardní výstup (std::cout v C++; print v Pythonu)
• standardní vstup (std::cin v C++; input v Pythonu)

Kód v Brainfucku obsahuje libovolné znaky, ale program ovlivňuje pouze ná-
sledujících osm.

+ zvedne hodnotu buňky, na kterou ukazuje ukazatel, o jedna. To, co se
stane v případě, že buňka obsahuje maximální hodnotu, je popsáno v sekci
Přetečení.

- sníží hodnotu buňky, na kterou ukazuje ukazatel, o jedna.
> přesune ukazatel na následující buňku (ptr += 1).
< přesune ukazatel na předchozí buňku (ptr -= 1).
. vypíše hodnotu buňky, na kterou ukazuje ukazatel, jako ASCII znak na

standardní výstup.
, načte znak ze standardního vstupu a uloží jeho ASCII hodnotu do buňky,

na kterou ukazuje ukazatel („a“ zapíše 97). Konec vstupu poznáte tak, že
pomocí , dostanete 0.

[ pokud je hodnota buňky, na kterou ukazuje ukazatel, rovna 0, přeskočí na
uzavření bloku (konec závorky = ] ), jinak znak ignoruje.

] pokud je hodnota buňky, na kterou ukazuje ukazatel, rovna 0, znak ignoruje,
jinak se vrátí na příslušnou [ .

# si přidáme v sekci Naše vylepšení.

Vše je také hezky vysvětleno na anglické Wikipedii7. ASCII tabulku naleznete
také na Wikipedii8.

7https://en.wikipedia.org/wiki/Brainfuck
8https://cs.wikipedia.org/wiki/ASCII

https://en.wikipedia.org/wiki/Brainfuck
https://cs.wikipedia.org/wiki/ASCII
https://en.wikipedia.org/wiki/Brainfuck
https://cs.wikipedia.org/wiki/ASCII
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Přetečení
Co se stane v následujících případech?

+ zavoláno na buňce s maximální hodnotou.
- zavoláno na buňce s 0.
> zavoláno s ukazatelem na maximální hodnotě.
< zavoláno s ukazatelem rovným 0.

Dojde k přetečení, nebo k podtečení…

+ : Hodnota buňky bude nyní rovna 0.
- : Hodnota buňky bude nyní maximální.
> : Ukazatel bude ukazovat na buňku s indexem 0.
< : Ukazatel bude ukazovat na poslední buňku.

Naše vylepšení
Omezení velikosti buňky a jejich počtu je zajímavé, avšak příliš se nehodí pro naše
témátko – a proto si Brainfuck trochu rozšíříme. Naše vylepšení můžete využívat
s interpreterem popsaným později.

Paměť programu budeme reprezentovat v Pythonu jako seznam integerů. Py-
thon dělá nad proměnnými dost magie (kterou nechceme), a tak si rozsahy omezí-
me na 224 = 16 777 216, což nám bude na všechny naše úlohy a problémy doufám
stačit Kdybychom to neudělali, byli bychom závislí na implementaci daného da-
tového typu (pro nás int) v používaném jazyce a architektuře. Např. v Pythonu
by k přetečení nedošlo nikdy…

Budeme tedy mít k dispozici 224 buněk, každou v rozsahu 0 až (224 − 1).
Když máme najednou rozsah větší než ASCII tabulka, co udělá program 200+. ?

Vypíše „È“. Naše možnosti se rozšířily a máme nyní k dispozici UNICODE9 (který
je naštěstí zpětně kompatibilní s ASCII). Co se tím pro nás mění? Nic. Vypisovat
znaky mimo ASCII bych nedoporučoval, zbytečně si to tím budete komplikovat.
Ale jesli se chcete pobavit, můžete přijít na to, jak vypsat i emoji

Brainfuck interpretuje program následovně – zahodí všechny znaky co nejsou
ve zmíněné osmici – a poté provádí instrukce jednu za druhou. To si také trochu
vylepšíme. Maličko nás to omezí v tom, jak odporný náš kód může být, ale to je
spíše plus. Notace <integer><znak> se rozbalí na <znak>...<znak>, např. 12+
na ++++++++++++ a 3< na <<< . Jedná se efektivně o zavedení Run-length
encoding10.

Tím se nám vytvořil problém, že nemůžeme do komentářů psát číslice… To
vyřešíme přidáním komentářů jako v ostatních jazycích – když se na řádku objeví

9https://en.wikipedia.org/wiki/Unicode
10https://en.wikipedia.org/wiki/Run-length_encoding

https://en.wikipedia.org/wiki/Unicode
https://en.wikipedia.org/wiki/Run-length_encoding
https://en.wikipedia.org/wiki/Run-length_encoding
https://en.wikipedia.org/wiki/Unicode
https://en.wikipedia.org/wiki/Run-length_encoding
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// , zbytek řádku se neprovádí jako kód a ignoruje se (jako řádkové komentáře
v C++, JavaScriptu atp.).

Navíc ještě přidáme do použitelných znaků # . Když na něj náš Brainfuck
narazí, vypíše svůj stav do oblasti na stav. Ten se občas zobrazuje sám, tímto
znakem nad tím ale můžete mít kontrolu.

Interpreter
Brainfuck interpreter pro toto témátko je k dispozici na adrese https://ticvac.
github.io/brainfuck_interpreter/. Rozhraní by mělo být intuitivní (pochopi-
telně ), programy doporučuji psát ve vašem oblíbeném textovém editoru a poté
nahrát, případně drag&dropnout, do webové stránky. Interpreter váš kód nikam
neposílá a nikde ho neukládá!

Pokud byste měli k interpreteru jakékoliv poznámky či se domnívali, že je
v něm chyba (a dost možná je), nebojte se mi napsat na M&M Discordu („Vác-
lav Tichý“) či na e-mail vaclav.tichy.mam@gmail.com.

Interpreter se bude možná v průběhu ročníku měnit a vylepšovat, takže všech-
ny zvu do předchozího odstavce

Úlohy
Vstupy k úlohám, které vyžadují vstup, naleznete v codes/CISLO_ULOHYuser.in,
ve veřejném repozitáři11.

Úloha 1.1 [1b]: Napište program, který načte z uživatelského vstupu hodnotu jed-
noho znaku (např. „a“) do buňky s indexem 0. Poté ji přesune do buňky s inde-
xem 5 a vypíše ji na výstup. Cílem je naučit se přesouvat hodnoty buněk.

Program odevzdávejte jako 1code.in.

Úloha 1.2 [1b]: Napište program, který načte z uživatelského vstupu hodnotu jed-
noho znaku (např. „f“) do buňky s indexem 0. Poté ji zkopíruje do buněk 1, 2 a 3.
Cílem je naučit se kopírovat hodnoty mezi buňkami.

Program odevzdávejte jako 2code.in.

Úloha 1.3 [1b]: Napište program, který bez využití uživatelského vstupu vypíše
„Hello World!“ s použitím co nejméně kroků (např. 5> se počítá jako 5 zna-
ků).

Program odevzdávejte jako 3code.in.

Úloha 1.4 [2b]: Napište program, který načte ze vstupu číslo v desítkové soustavě
(např. 341, 1422) a uloží do jedné buňky jeho správnou hodnotu (ne ASCII hodno-
tu, kterou na vstupu dostanete z jednotlivých číslic). Program by měl fungovat pro
obecné přirozené číslo libovolného počtu řádů. Čísla větší rovna 224 neuvažujte.

Program odevzdávejte jako 4code.in.

11https://github.com/ticvac/brainfuck_interpreter

https://ticvac.github.io/brainfuck_interpreter/
https://ticvac.github.io/brainfuck_interpreter/
mailto:vaclav.tichy.mam@gmail.com
https://github.com/ticvac/brainfuck_interpreter
https://github.com/ticvac/brainfuck_interpreter
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Úloha 1.5 [2b]: Napište program, který vypíše Fibonacciho číslo Fn. Číslo n určí
tak, že načte jeden znak ze vstupu a odečte od jeho hodnoty 64, „A“ tak vypíše
fibonacciho číslo F1 = 1, „H“ F8 = 21, „E“ F5 = 5 atp.

Program odevzdávejte jako 5code.in.

Úloha 1.6 [3b/2b]: Napište program, který načte z uživatelského vstupu velká
písmena bez diakritiky. Písmena vypište podle abecedy ve vzestupném pořadí. Počet
písmen může být jiný než v přiloženém testu!

Zjednodušená verze (2b) se vstupem 6user_easy.in – napište program pro
fixní počet písmen (pro čtyři). (Pořadí písmen se bude stále při ověřování řešení
měnit…)

Program odevzdávejte jako 6code.in, případně 6code_easy.in.

Problémy

Problém 1.7: Makra si definujeme jako ucelené bloky kódu, jež spočítají něco
užitečného pro aktuální stav stroje. Makra mohou být bez parametru, např. „naplň
buňky 3 až 5 hodnotami 1, 2 a 3“, nebo s parametrem, např. „přičti k aktuální
buňce hodnotu buňky následující“.

Jaká užitečná makra budeme potřebovat, abychom mohli relativně jednoduše
implementovat složitější programy?

Problém 1.8: Vymyslete (teoreticky) abstrakci, se kterou bychom mohli imple-
mentovat obecně složitější makra…

Nejedná se o makro jako takové, ale o obecný postup, jak makro přeložit do
Brainfucku, abychom je pak jen mohli skládat za sebe (a psát tak program v něčem
praktičnějším, než je Braifuck samotný).

Jednoduchou, i když samo o sobě ne příliš užitečnou abstrakcí, může být
např. vynechávání každé sudé buňky v paměti. Implementovat by se dala tak,
že bychom před spuštěním z každé > či < udělali dvojnásobek ( > na >> , <<
na <<<< ).

Problém 1.9: Implementujte nějaké vámi navržené makro, ideálně s využitím
abstrakce z předchozího problému.
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Problém 1.10 (Velmi těžký problém): Conway’s Game of Life12 obsahuje
pouze pár pravidel. Po jejich nastudování a pochopení bude vaším úkolem pro
vámi zvolenou fixní velikost mřížky M × M (M ≥ 8) nastavit počáteční živé
buňky, poté vždy provést jeden krok simulace a zobrazit na výstup stav simulace.
Ideálně i implementovat detekci konce simulace, to jest, pokud se stav simulace
nezmění v dalším kroku. Dalšími body bude jistě také ohodnoceno, pokud uděláte
M parametrem vstupu.

Tento problém je velmi těžký a doporučuji s ním trávit čas, pouze pokud chcete
opravdovou výzvu.

Problém 1.11: Podobně jako v problému 1.10, navrhněte a implementujte netri-
viální program, který by vás pobavil, kdyby existoval v Brainfucku.

Vašek; vaclav.tichy.mam@gmail.com
odevzdávejte do odevzdávátka

12https://en.wikipedia.org/wiki/Conway%27s_Game_of_Life

https://en.wikipedia.org/wiki/Conway%27s_Game_of_Life
mailto:vaclav.tichy.mam@gmail.com
https://en.wikipedia.org/wiki/Conway%27s_Game_of_Life
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Téma 3 – Elektrostatika
Díl 1: Coulombův zákon a dipól

V tomto témátku si představíme základy elektrostatiky na trochu vyšší než stře-
doškolské úrovni. Také si představíme fyzikálně velmi významný model – ideální
dipól.

Náboj a Coulombův zákon
Některé částice, například elektrony, mají velmi zajímavou vlastnost, kterou nazý-
váme elektrický náboj. Částicím s touto vlastností říkáme nabité. V tomto témát-
ku se zaměříme na část důsledků toho, co znamená takový náboj mít, ale nebude-
me se zabývat tím, čím je a odkud se vzal. Náboj je pro nás zajímavý tím, že mezi
každými dvěma nabitými částicemi působí elektrická síla. Tato síla závisí jak na
samotné velikosti náboje, tak na vzdálenosti nabitých částic. Pro elektrickou sílu
mezi dvěma nabitými částicemi ve vakuu platí:

~F =
1

4πε0

q1q2
r2

r̂, (1)

kde q1 a q2 jsou velikosti nábojů nabitých částic, r je vzdálenost mezi nimi, ε0 je
konstanta zvaná permitivita vakua a r̂ je jednotkový vektor mířící z první částice
pryč od druhé částice. Rovnice (1) představuje matematický popis takzvaného
Coulombova zákona, jehož důsledky se budeme zabývat ve zbytku témátka.

Permitivita vakua je rovna přibližně: ε0 = 8.85 · 10−12 Fm−1. F značí jednot-
ku farad13. Jak je vidět z rovnice (1), permitivita vakua pouze udává, jak moc
se nabité částice přitahují ve vakuu, a tedy hraje podobnou roli jako známější
gravitační konstanta ze slavného Newtonova gravitačního zákona.

Na rozdíl od právě zmíněného gravitačního zákona, kde hmotnost je vždy
kladná, elektrické náboje mohou být i záporné. Z toho, jak jsme definovali r̂, je
zřejmé, že opačně nabité náboje se budou vzájemně přitahovat, zatímco stejně
nabité náboje se budou odpuzovat.

Náboj měříme v jednotce zvané coulomb a značíme ji C. Coulomb je v SI
jednotkou odvozenou a odpovídá náboji přenesenému proudem jednoho ampéru
za jednu sekundu. V přírodě existuje i nejmenší možná hodnota náboje, kterou
nazýváme elementární náboj. Velikost elementárního náboje je 1.602 · 10−19 C
a elementární náboj mají například protony anebo elektrony (které mají ovšem
náboj záporný).

Úloha 1.1 [2b]: Uvažujme dvě stejně nabité částice s nábojem q a se stejnou hmot-
ností m. Obě jsou zavěšené na nitích o délce l v laboratoři na Zemi. Obě nitě visí
ze stejného bodu na stropě laboratoře a v laboratoři je vakuum. V jakém úhlu θ od
svislé přímky musí nitě být, aby se soustava nepohybovala? (Tedy alespoň vzhledem
k laboratoři.) Stačí nalézt algebraickou rovnici, jejímž řešením bude hledaný úhel,
není třeba dopočítávat.

13https://cs.wikipedia.org/wiki/Farad
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Coulombova síla je příkladem duální síly, tedy působí mezi dvěma nabitými
částicemi. Pro soustavu více než dvou částic můžeme výslednou sílu určit jako
součet všech jednotlivých sil. Například pro tři náboje bude platit, že výsledná
síla působící na jeden z nich bude:

~Fc = ~F1 + ~F2, (2)

kde ~F1 a ~F2 jsou příspěvky od zbylých dvou nábojů.
Nyní zavedeme veličinu, kolem které se točí celá elektrostatika. Často totiž ře-

šíme následující úlohu: Představme si, že máme nějakou konfiguraci nábojů; jaká
síla bude působit na náboj vložený na nějakou polohu? Řešení samozřejmě zná-
me, stačí spočíst jednotlivé příspěvky od nábojů v konfiguraci stejně jako v (2).
Ukazuje se ale, že můžeme zvolit ekvivalentní postup, který se může zdát zbyteč-
ný, ale ve skutečnosti je šikovnější. Nejdříve spočteme, jakou silou by konfigurace
působila na jednotkový náboj v každém bodě. Pokud chceme zjistit sílu, vyná-
sobíme jen toto pole velikostí náboje. Ovšem toto pole síly na jednotkový náboj
se ukazuje jako velmi užitečné, a tak má i vlastní název. Jmenuje se elektrická
intenzita, značíme ji ~E a platí:

~F = q ~E. (3)

Většina zákonů elektromagnetismu je formulovaná právě v řeči elektrické intenzity
(a magnetické indukce pro magnetické jevy). Může se zdát, že elektrická intenzita
je jakési imaginární pole, ze kterého jen zjišťujeme sílu, není to, ovšem, tak úplně
pravda. Pole elektrické intenzity je reálné a skutečně kolem každého náboje exis-
tuje. To lze, bohužel, dokázat až popisem fenoménů jako například světlo, které je
jen vlnou v tomto poli. Touto problematikou se zde zabývat nebudeme, ale čtenář
by si měl odnést, že elektrická intenzita není jen šikovná pomůcka z elektrostatiky,
ale reálné pole existující všude kolem nás.

Elektrická intenzita jednoho náboje bude podle (3) a (1):

~E =
1

4πε0

q

r2
r̂.

Pole elektrické intenzity kolem bodového náboje je na obrázku 7. Pro přehlednost
je na obrázku vyznačen pouze směr elektrické intenzity, a velikost šipek tedy
neodpovídá velikosti elektrické intenzity.

Jak určíme elektrickou intenzitu konfigurace nábojů? Jednoduše, z (2):

q ~Ec = q ~E1 + q ~E2, (4)
~Ec = ~E1 + ~E2. (5)

Úloha 1.2 [2b]: Mějme čtyři stejné náboje v rovině, každý zafixovaný ve vrcholu
čtverce se stranou a. Spočtěte sílu působící na každý náboj a elektrickou intenzitu
ve středu čtverce. Jaká síla by působila na náboj stejné velikosti, ale opačného
znaménka vložený do středu čtverce? Byla by tato poloha stabilní?
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Obrázek 7: Normalizované pole bodového náboje.

Úloha 1.3 [3b]: Uvažujme kruhový prstenec s rovnoměrnou délkovou hustotou
náboje λ a poloměrem R. Jaký je průběh intenzity na ose prstence v závislosti na
vzdálenosti od středu? Možná vám připadá problematické, že vztah (5) platí pro
bodové náboje. Pro spojité rozložení náboje budeme postupovat analogicky. Vždy si
určíme nekonečně malý element náboje a spočteme příspěvek elektrické intenzity
od něj pomocí Coulombova zákona. Následně všechny takové příspěvky posčítáme.
Pro výpočet tedy zkuste použít vztah:

~E =
1

4πε0

∫
dq
r2

r̂,

kde dq = λdl a integrujte od 0 do 2πR. Nezapomeňte, že r2 je vzdálenost od
elementu prstence, ne od středu. Tedy r2 = R2 + z2 kde z je vzdálenost od středu.
Dejte si pozor na směr r̂, protože nebude stejný jako jednotkový vektor ve směru
osy. Kam bude výsledná intenzita mířit?
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Ideální dipól
V předchozí sekci jsme si odvodili vztah pro elektrickou intenzitu konfigurace
nábojů (4). Často ovšem nemusí být výsledná intenzita zrovna jednoduchá funkce,
a proto ji často aproximujeme jednoduššími funkcemi. Například v úloze 1.2 by
určení funkce elektrické intenzity všude bylo možné, ovšem pro výpočty nepříliš
efektivní. Proto, pokud bychom byli daleko od této konfigurace (tedy r � a),
mohli bychom prohlásit, že výsledná intenzita je přibližně stejná jako intenzita
bodového náboje s nábojem rovným součtu všech nábojů konfigurace.

Aproximaci popsanou výše pojmenujeme monopólový člen (neplést se hrou
Monopoly). To proto, že celou konfiguraci aproximujeme jako jeden (mono-) ná-
boj (neboli pól). Co když je ale součet nábojů konfigurace 0? Jistě, daleko od
konfigurace bude elektrická intenzita velmi slabá, ale nebude nulová. A ano, ně-
kdy aproximace nulou bude dobrá a v pořádku, nicméně se ukazuje, že ve většině
případů tomu tak není.

Uvažujme nejjednodušší případ, kdy součet nábojů konfigurace je nula. Nechť
máme dva náboje stejné velikosti, ale opačného znaménka, se vzdáleností d od
sebe. Poté zavádíme takzvaný dipólový moment ~p:

~p = q~d,

kde q je kladný náboj a ~d je vektor mířící od záporného náboje ke kladnému
náboji, s velikostí d. Náboj q je v tomto vzorci velikost pouze jednoho z nábojů
a ne součet absolutních hodnot. Elektrická intenzita dipólu pro r � d bude:

~E =
1

4πε0

1

r3
(3(~p · r̂)r̂ − ~p), (6)

kde r je vzdálenost od středu dipólu a r̂ je jednotkový vektor ve směru, ve kterém
se zvětšuje r. Tečka značí skalární součín, o něm si můžete přečíst na anglické
Wikipedii14.

Ideálním dipólem myslíme dipól s velmi malou vzdáleností mezi náboji – vlast-
ně nulovou – což ovšem znamená, že náboje musí být nekonečné. Elektrická inten-
zita takového dipólu je potom přesně (6). Takový ideální dipól je užitečný model
atomů a molekul, pokud zkoumáme elektrické vlastnosti nějakého materiálu. To
protože vzdálenosti mezi protony a elektrony v atomu či molekule jsou oproti
rozměrům zkoumaného objektu prakticky nulové.

Úloha 1.4 [1b]: Jakou silou bude působit dipól o dipólovém momentu ~p na náboj
velikosti q v těchto konfiguracích?

1. Dipól je orientovaný v pravém úhlu ke spojnici středu dipólu a náboje.

2. Dipól míří přímo na náboj.

14https://cs.wikipedia.org/wiki/Skalární_součin

https://cs.wikipedia.org/wiki/Skalární_součin
https://cs.wikipedia.org/wiki/Skalární_součin
https://cs.wikipedia.org/wiki/Skalární_součin
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Úloha 1.5 [2b]: Pokud mám konfiguraci čtyř stejně velkých nábojů, dvou kladných
a dvou záporných, jak bude vypadat celkový dipólový moment? Zkuste z toho vy-
vodit, jak se sčítají dipólové momenty, pokud počítáme celkový dipólový moment
konfigurace více dipólů.

Úloha 1.6 [3b]: Mějme dipól v homogenním elektrickém poli. Bude na něj půso-
bit nějaká síla? Spočtěte moment síly, který by působil na dipól v homogenním
elektrickém poli. Spočtěte ho pro co nejobecnější situaci, tedy když dipól není ori-
entovaný souběžně s polem ani kolmo na pole. (Homogenní vektorové pole je takové
pole, které má všude konstantní velikost a všude míří stejně.)

Úloha 1.7 [1b]: Mějme dipól připevněný k pojízdnému vozíku na kolejnicích a měj-
me kruhovou trať vytvořenou z kolejí. Dipól je připevněný tak, že vždy míří ve
směru tečném k trati. Uprostřed tratě mějme bodový náboj. Jaká síla bude působit
na dipól? (Zkuste odpovědět alespoň kvalitativně.) Jaktože se nejedná o perpetuum
mobile?

Úloha 1.8 [5b]: Odvoďte vztah (6).
Hint: Položte si záporný náboj do počátku soustavy souřadnic a kladný náboj

na osu z. Poté si napište vztah pro elektrickou intenzitu takovéto konfigurace
podle (5). V jednom členu bude vystupovat velikost separačního vektoru od kladného
náboje (od záporného je to prostě vzdálenost od počátku), tedy vektoru spojujícího
zkoumaný bod s kladným nábojem. Jeho velikost spočtěte pomocí kosinové věty.
Dále budete chtít jít se vzdáleností mezi náboji k nule. Upravte vztah, který jste
dostali z kosinové věty, a použijte aproximaci:

(1 + x)α = 1 + αx,

pro velmi malé x. Dosaďte pak vše do výrazu pro elektrickou intenzitu a zkuste
spočíst limitu, kdy vzdálenost mezi náboji jde k nule. Pamatujte, že součin náboje
a této velikosti je velikost dipólového momentu a ta se s limitou měnit nebude. Po
tomto výpočtu si jen uvědomte, čemu je ve vztahu (6) roven člen (~p · r̂).

Radim N; radim05@post.cz
odevzdávejte do odevzdávátka

mailto:radim05@post.cz
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Téma 4 – Výpočetní geometrie
Úsek pod úsečkou

Motivace
Představte si, že byste rádi zjistili, v jaké zemi právě jste. Nikde v dohledu nejsou
vidět žádné hraniční kameny. Jednou z možností je třeba vytáhnout mobilní tele-
fon a zjistit svoji zeměpisnou šířku a výšku. Jenom se souřadnicemi se ale daleko
nedostaneme – potřebujeme i nějaký převodník mezi nimi a jednotlivými zeměmi.
Mohli bychom si třeba vzít spoustu bodů na zemi, přesně určit jejich souřadnice,
a pak každému bodu určit, v jakém státě leží. Pokud budeme chtít zjistit, v ja-
kém státě jsme, bude stačit nalézt nejbližší bod a najít stát, ve kterém se bod
nachází.

Takové řešení by pravděpodobně fungovalo docela dobře. Na obdobném prin-
cipu fungují SMSky od operátorů, když přejdeme hranice do jiného státu a změní
se poskytovatel mobilní sítě.

Jenže se může stát, že občas dostaneme odpověď neodpovídající realitě. Na-
štěstí existují jiné způsoby, které nám zajistí přesnou odpověď. Když hranice ne-
vidíme, můžeme se vydat jedním směrem – dříve nebo později na nějakou hranici
narazíme a tím zjistíme, v jakém státě jsme.

Udělejme z toho algoritmus. Hranice si můžeme představit jako lomené čáry.
Poté, pokud stojíme v bodě a, zvolíme nějakou polopřímku, která v něm začíná,
a nalezneme její první průsečík s nějakou hranicí. U každé hranice víme, jaký stát
je z jaké strany, a tak se dozvíme, v jakém státě jsme.

Představte si, že se jako mladí podnikavci rozhodnete provozovat službu, která
bude zákazníkům z jejich souřadnic určovat, v jakém státě leží. Záhadně se stanete
velmi úspěšnými a začne vám chodit hodně dotazů ohledně toho, jaký stát náleží
dané souřadnici. Rádi byste všechny tyto dotazy zodpověděli, pokud možno co
nejefektivněji. Naštěstí i na to máme algoritmus a v tomto témátku se k němu
prokoušeme.

Drobné znalosti, které se hodí mít předem
V témátku budeme používat několik druhů znalostí, které jsou nad rámec středo-
školského učiva. Jedná se o asymptotickou složitost15, třídicí algoritmy16 a infor-
matické grafy17.

Pokud máme nějakou funkci f a její odhad `, pak píšeme:

f ∈ O(`) ⇐⇒ (∃c ∈ R)(∃n0)(∀n ≥ n0)(f(n) ≤ c · `(n))

.

15https://ksp.mff.cuni.cz/encyklopedie/slozitost/
16https://ksp.mff.cuni.cz/encyklopedie/trideni/
17https://prase.cz/library/TeorieGrafuPPo/TeorieGrafuPPo.pdf

https://ksp.mff.cuni.cz/encyklopedie/slozitost/
https://ksp.mff.cuni.cz/encyklopedie/trideni/
https://prase.cz/library/TeorieGrafuPPo/TeorieGrafuPPo.pdf
https://prase.cz/library/TeorieGrafuPPo/TeorieGrafuPPo.pdf
https://ksp.mff.cuni.cz/encyklopedie/slozitost/
https://ksp.mff.cuni.cz/encyklopedie/trideni/
https://prase.cz/library/TeorieGrafuPPo/TeorieGrafuPPo.pdf
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Ekvivalence může vypadat děsivě, ale není. Říká: f roste asymptoticky nejvýš
tak rychle jako `, když pro všechny hodnoty n větší než nějaké n0 je f(n) menší
nebo rovno nějakému fixnímu násobku `(n).

Jednoduchý příklad je f(n) = n a `(n) = n− 1. Zde pro c = 2 a n0 = 3 platí,
že pro každé n alespoň ony 3 je f(n) = n ≤ 2(n − 1) = 2`(n), tedy f ∈ O(`) či
f(n) ∈ O(`(n)).

Úloha 1.1 [1b]: Zkuste asymptoticky porovnat následující funkce mezi sebou:
f(n) = log(n), g(n) = 2n+ 1, h(n) = n2 − n, `(n) = 1/n.

Body a přímky
V témátku se budeme setkávat s přímkami, úsečkami a polopřímkami. Jejich
definice znáte ze střední školy, ale pro jistotu je připomeneme: máme-li přímku
definovanou dvěma body a, b, pak na takové přímce leží všechny body, jež lze
vyjádřit jako c = δ · a + (1 − δ) · b. Polopřímky a úsečky se liší jen omezením na
volbu δ: pro polopřímku musí být δ ≥ 0, pro úsečku dokonce 0 ≤ δ ≤ 1.

Zkuste si rozmyslet, jak lze najít průsečík dvou úseček, přímek či polopřímek
v konstantním čase. Mohlo by se také hodit si rozmyslet, že umíte zjistit, zda bod
leží na přímce, polopřímce či úsečce v konstantním čase.

Nyní nám jenom stačí si říci, co je mnohoúhelník. Ten budeme chápat jako
konečnou posloupnost n úseček takových, že i-tá a (i + 1)-ní úsečka sdílí právě
jeden konec a n-tá končí tam, kde první začíná, a zárověn se žádné dvě úsečky
nesmí protínat. I zde se hodí si rozmyslet, že pokud máme bod a nějaký n-úhelník,
tak umíme rozhodnout, zda vrchol leží v daném n-úhelníku v čase O(n).

Jako poslední si zavedeme pojem obecné polohy. Říkáme, že body leží v obecné
poloze, pokud žádné tři body neleží na jedné přímce a žádné tři přímky nepro-
cházejí jedním bodem. Proč takové omezení zavádíme? V mnoha situacích nám
usnadní práci, na druhou stranu většina důkazů půjde upravit tak, aby fungovaly,
i pokud body nebudou ležet v obecné poloze.

Jednoduše, pomalu
Jsme docela jednoduše schopni zjistit, zda se dvě úsečky protínají a případně
kde. Prostě to spočítáme. Kdybychom ale měli více úseček a chtěli takto najít
všechny průsečíky, učinili bychom tak se složitostí O(n2). I pokud bychom chtěli
hledat průsečíky s hranicemi z úvodu, které se neprotínají, a polopřímkami z n
bodů, u kterých nás zajímají jen průsečíky s hranicí a ne s ostatními takovými
polopřímkami, stejně skončíme se složitostí O(n · k), kde k je počet segmentů
hranice. To je pořád hodně.

Zametání – sweep algoritmus
Nyní nastává čas na slibovaný algoritmus pro rychlé hledání průsečíku. Dostaneme
n úseček tak, že 2n jejich vrcholů leží v obecné poloze a úsečky se protínají v k
průsečících. Abychom si ulehčili práci, budeme předpokládat, že žádné dva vrcholy
či průsečíky neleží na přímce rovnoběžné s osou x.
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Jako první si pořídíme vodorovnou přímku p a budeme s ní zametat. Začneme
někde vysoko nad všemi úsečkami a postupně posouváme p dolů. Nebudeme jí
ale posouvat po všech bodech, těch je až moc, jen po těch zajímavých. To jsou
vrcholy úseček a průsečíky. Takové body označíme jako body akce.

Prozatím si představme, že průsečíky známe. Pak všechny body akce můžeme
vzít a setřídit podle y-souřadnic (a každému bodu akce tak přiřadit jeho pořadí).
Body akce budeme nazývat ei, zatímco i bude jejich pořadí.

Zvolme nějaký bod akce ei a nechme jím p procházet. Rozmysleme si, jaké
úsečky p protínají. Není těžké vidět, že jsou to všechny úsečky a = (ek, el) takové,
že k > i a l < i, tedy takové, jejižch horní vrchol je nad p a dolní pod p. Nyní
známe všechny průsečíky p s danými úsečkami. Nyní nás bude zajímat, jak se
změní průsečíky s p, pokud posuneme p o jeden bod akce dolů, tedy bude procházet
bodem akce ei+1.

Máme body akce tří typů. Pokud ei+1 ukončuje nějakou úsečku a, tak se
pořadí průsečíků na p nezmění, pouze z něj zmizí a. Pokud ei+1 začíná novou
úsečku a′, pak je pořadí opět stejné, jen se mezi nějakými dvěma úsečkami objeví
nová úsečka a′. Nakonec, pokud je ei+1 průsečík, tak se opět pořadí nezmění až
na dvě úsečky, které se protínají v ei+1 – ty se prohodí.

Proč se pořadí nemění? Všimněte si, že pokud si vezmeme dvě přímky v pro-
storu a budeme postupně snižovat p, tak pořadí průsečíků přímek s p na p se
prohodí v jejich průsečíku. Každý bod akce ale odpovídá nejvýše jednomu průse-
číku – tedy pouze dva průsečíky na p mohou změnit pořadí.

Pokud máme tři úsečky, a, b, c, které ve stejném pořadí protínají p v bodě
akce ei, může být bod akce ei+1 průsečík a a c?

Správná odpověď je ne. To ale znamená, že úsečky se mohou protínat pouze se
sousedy na p. Tedy nemusíme znát všechny průsečíky dopředu, stačí nám, že když
se změní pořadí úsečky, nalezneme její průsečíky se sousedy na p, a přidáme si ji
do seznamu bodů akce. A jak víme, ke změně pořádí může dojít pouze u sousedů
bodu akce.

Shrňme si tedy algoritmus: jako první vytvoříme setříděný seznam bodů ak-
ce S. Do něj přidáme všechny vrcholy úseček. Dále si pořídíme L, setříděný seznam
průsečíků úseček s p. Budeme zpracovávat body akce z S v pořadí dle jejich y-
-souřadnice. Pokud je bod počátek úsečky a, nalezneme jeho místo v L, průsečíky
a s jeho sousedy p, a tyto průsečíky přidáme do S. Obdobně zpracujeme všechny
ostatní body akce.

Složitost
Nakonec si ukážeme časovou složitost. Máme n začátků a konců úseček a k prů-
sečíků. Všimněme si, že délka seznamu L je maximálně n, tedy vyhledání, při-
dání a odebrání z něj nás bude stát nejvýše O(log(n)) kroků. Délka seznamu S
v každém jednom kroku je nejvýše n + k, vložení do něj tedy bude stát nejvýše
O(log(k + n)) kroků.
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Když při provádění algoritmu narazíme na start, musíme ho odebrat z S,
přidat do L, vypočítat dva průsečíky, přidat je do S a původní průsečík ode-
brat (průsečíků je méně, když jsme na kraji). Tedy časová složitost zpracování
startu je log(n) + 2P + 2 log(n + k), kde P je počet kroků, kterými hledáme
jeden průsečík. Nás ale zajímá odhad O, takže konstanty P se můžeme zbavit:
O(log(n) + 2 log(n + k)). Také můžeme log(n) shora odhadnout O(log(n + k))
a získat tak O(3 log(n+ k)), a tedy O(log(n+ k)).

Úloha 1.2 [0.5b]: Jak budeme postupovat pro průsečíky a konce úseček? A jakou
to bude mít složitost?

Získáme tak celkovou složitost O((n+k) log(n+k)). Víme, že k je nejvýše n2.
Můžeme tedy odhadovat dále: O((n+ k) log(n+ k)) = O((n+ k) log(n+ n2)) =
O((n + k) log(n2)) = O(2(n + k) log(n)) = O((n + k) log(n)). To už je docela
příjemné. Dobře my.

Úlohy
Je lepší odevzdat jednu správně vyřešenou úlohu než více náznaků. Nevyužívejte
pro řešení, prosím, LLM (tedy ChatGPT, Claude a obdobné velké jazykové mo-
dely) a obecně se nesnažte řešení úloh vyhledávat. Pokud by vám nebylo cokoliv
jasné, nebo jste něčemu nerozuměli, či něco by bylo příliš složité, neváhejte mi
napsat mail, nebo do témátkového kanálu na Discord.

Komentářové úložky
Další tři úložky se dále zabývají analýzou našeho algoritmu.

Úloha 1.3 (lehká) [1b]: Pokud k ∈ O(n2), je sweeping algoritmus lepší než
naivní algoritmus, ve kterém procházíme všechny možné průsečíky?

Úloha 1.4 (lehká) [1b]: Odhad délky seznamu S je trochu hrubý. Lehkou úpravou
analýzy algoritmu lze zkrátit jeho délku na nejvýše O(n). Ukažte ji.

Úloha 1.5 (lehká) [1b]: Zlepší předchozí úprava složitost algoritmu?

Výběrové úlohy
Další úložky se zabývají vymýšlením a aplikací algoritmu a jsou celkem až za 15b,
takže nemusíte vyřešit všechny. Rozhodně ale můžete, protože to je zábava a já
vám je rád opravím.

Pokud možno, řešením úlohy je polynomiální algoritmus, a to nejlépe O(n logn).
Nevadí, pokud úlohu nevyřešíte celou – zkuste sepsat svoje poznatky a poslat je.
Pokud se vám úlohy zdají moc těžké, zkuste je zjednodušit a vyřešit je. Sweeping
algoritmus by se vám měl hodit.

Úloha 1.6 (lehká) [2b]: Lenka se rozhodla, že se dá na chov ovcí. Pořídila si
tedy ohradu R ve tvaru mnohoúhelníka. Ovce jí ale z ohrádky utíkaly, a tak každé
dala růžovou stužku s GPS lokátorem (ten vrací informaci, v jakém bodě se zrovna
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ovečka nachází). Čas od času chce Lenka zkontrolovat, zda jsou všechny její ovečky
v ohradě. Pomozte Lence pro každou ovečku rozhodnout, zda je v ohradě. Navrhněte
algoritmus a odhadněte jeho složitost v závislosti na počtu oveček a počtu vrcholů
ohrady.

(Zkuste první úlohu vyřešit pro nějakou jednoduchou ohradu, poté ji zkuste
vyřešit pro nějakou těžší. Nakonec ji vyřešte pro všechny možné.)

Úloha 1.7 (lehká) [3b]: Máme n trojúhelníků tak, že žádné dva se neprotínají.
Nalezněte algoritmus, který v čase O(n logn) o každém trojúhelníku rozhodne, zda
je obsažen v jiném. Následně algoritmus upravte tak, že ve stejném čase pro každý
trojúhelník nalezne trojúhelník, ve kterém je obsažen.

Úloha 1.8 (střední) [4b]: Marián se rozhodl, že se zlepší v geometrii. Narýsoval si
hodně mnohoúhelníků, které se nepřekrývají, a záhadně jsou všechny body v obecné
poloze. V jednu chvíli se jeho mladší bráška Tomík vloupal do jeho pokojíku, vzal
tužku a pravítko, a začal rýsovat polopřímky přes Mariánův rys (jsou taky v obecné
poloze). Když to Marián zjistil, byl zprvu naštvaný, pak si ale všiml, že pro každou
z polopřímek narýsovaných Tomíkem něco platí. Pokud je počet jejích průsečíků
s hranami mnohoúhelníků lichý, počátek polopřímky leží v nějakém mnohoúhelníku,
a pokud je sudý, tak vždy leží mimo.

Platí toto pro libovolné polopřímky?

Úloha 1.9 (střední) [4–8b]: Pan Dlažební má rád tvou maminku. Bohužel má
rád i jiné lidi a je poněkud přelétavé povahy, a tak ze všech těchto osob má
vždy nejraději tu, která je nejblíže. Pro účely úlohy dále předpokládejte, že lidé se
nepohybují. Pomozte panu Dlažebnímu vždy zjistit, kdo je nejblíže, aby věděl, koho
má mít nejvíce rád.

Navrhněte algoritmus, který mu pomůže toto zjistit, ať je pan Dlažební kdekoliv.
Může vám pomoci si něco předpočítat.

Úloha 1.10 (střední) [3–8b]: Pan Šlofík se příliš učil a mnoho jedl, a tak se
z něho stala koule. V našem světě ho pak budeme reprezentovat kružnicí. Pan Šlofík
by rád změnil svou situaci, na to se ale musí dostat ven ze svého pokoje. Jeho pokoj
vypadá jako obdélník, v jeho vnitřku se nachází nábytek ve tvaru mnohoúhelníků
a dveře jsou úsečka v některé stěně dlouhá aspoň jako průměr Šlofíka. Nalezněte
algoritmus, který dostane pozici pana Šlofíka a zadané mnohoúhelníky a nalezne
cestu ke dveřím tak, aby pan Šlofík v průběhu cesty nenarazil do žádného nábytku.
Algoritmus by měl být polynomiální k počtu vrcholů daných mnohoúhelníků, tedy
jeho složitost by měla být v O(nc) pro nějaké c.

Úloha 1.11 (střední) [3–8b]: Panu Šlofíkovi se podařilo nabýt tvaru konvexního
mnohoúhelníku (tedy takového, že každá přímka jej protíná nejvýše ve dvou bo-
dech), vyřešte problém i pro něj. Předpokládejte, že pan Šlofík se neumí otáčet.
Můžete vyzkoušet i případ, kdy se bude moci otáčet (brutální). Hodně štěstí.
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Úloha 1.12 (zajímavá) [4b]: Pan Šlofík sice chce sportovat, ale ne moc. Na-
lezněte cestu, která je nejkratší. Mohlo by se vám hodit, že nejkratší cestu v grafu
dokážeme najít v čase O(n logn).

Úloha 1.13 (střední) [4–8b]: Paní Kostičková by ráda osvítila svůj byt ve tvaru
mnohoúhelníka s n vrcholy. Pomozte jí zjistit, kolik nejméně světel musí použít
v závislosti na n, aby v celém pokoji bylo světlo. (Paprsky z lampy se zastaví
o stěnu). Zkuste najít jak dolní, tak horní odhad. Obecně tato úloha může být
těžká.

Úloha 1.14 (lehká) [3b]: Orgové se rozhodli, že si spolu zahrají na schovávanou.
Pan Kostička ale byl nějak podezřele dobrý. Vojtovi to nedalo a rozhodl se ověřit,
zda mohl pan Kostička své spoluorgy vidět. K dispozici má plánek m překážek
(úseček) a n hráčů a pozici pana Kostičky. O každém hráči můžete uvažovat jako
o bodu. Pomozte Vojtovi nalézt algoritmus, který mu řekne, zda daný hráč byl
zrovna vidět z pozice pana Kostičky, nebo ne.

Dláža; gadurekvojtech@outlook.com
odevzdávejte do odevzdávátka
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