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Uvnitř najdete několik témat a s nimi souvisejících úloh. Zamyslete se nad nimi a pošlete
nám svá řešení. My vám je opravíme a ta nejzajímavější z nich otiskneme. Nejlepší řešitele

zveme na podzim a na jaře na soustředění.
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Milá čtenářko, milý čtenáři,
spolu s podzimem přichází i poslední číslo loňského ročníku korespondenčního
semináře M&M. V čísle, které se ti právě dostalo do rukou, už sice nenajdeš bo-
dované úlohy či problémy, stále ale obsahuje spoustu zajímavého čtení. Kromě
vzorových řešení úloh z předchozího čísla můžeš u svého oblíbeného témátka na-
jít třeba inspiraci pro další (samo)studium nebo zajímavé problémy k hlubšímu
zamyšlení. V časopise najdeš i vydařené články od svých spoluřešitelů. V rámci
Programování v TEXu a LATEXu se Doc.MM Michael Jarvis pokusil sázet TEXové
soubory částečně přímo v Pythonu. Tento článek byl jednomyslně zvolen jako nej-
lepší v celém ročníku. Autorovi gratulujeme! V témátku Typografie je pak otištěn
článek Dr.MM Barbory Salajové, v němž ti ukáže pokročilejší možnosti Wordu či
Excelu. Za tvou pozornost určitě stojí i článek z konfery z podzimního soustře-
dění v Hodoňovicích, kde se Doc.MM Julie Klementová, Doc.MM Michael Ambros
a Dr.MM Jáchym Löwehöffer zabývali string-artem, či článek Mgr.MM Alexandry
Gauchet o volebních systémech.

Na konci čísla najdete finální výsledkovou listinu tohoto ročníku. Celkovou
vítězkou se stala Prof.MM Jana Uglickich s úctyhodným ziskem 196,6 bodů – gra-
tulujeme! V poměrně těsném závěsu za ní se pak umístili Doc.MM Martin Těšitel
s 191,2 body a Doc.MM Michael Jarvis, který jich nasbíral 187,1. Nejlepší řešitelé
již obdrželi možnost vybrat si své zasloužené ceny a také pozvánky na podzimní
soustředění, které se bude konat 11.–19. října. Soustředění se mohou zúčastnit
nejen ti nejlepší z loňského ročníku, pozvánky obdrželi také nejúspěšnější řešitelé
prvního čísla nového, již 32. ročníku soutěže.

Věříme, že tě řešení semináře bavilo a hodně ti toho dalo. Budeme moc rádi,
pokud nám dáš prostřednictvím ankety vědět, jak můžeme příští ročník udělat
ještě lepší. Za všechny odpovědi děkujeme. Přejeme ti příjemně strávený podzim.
Až se budeš chtít odreagovat od školy či jiných povinností, můžeš se pustit do
čtení nového, již 32. ročníku, našeho semináře :-)

Krásný podzim a hodně sil do nového školního roku ti přejí
Tví organizátoři

Anketa:

https://forms.office.com/e/9GyAraNj1Q

https://forms.office.com/e/9GyAraNj1Q
https://forms.office.com/e/9GyAraNj1Q
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Řešení témat
Téma 2 – Vektory a matice

Nejprve témátko uzavřeme vzorovými řešeními a na úplný závěr naznačíme, co
dalšího se s vektory, maticemi a podobnými zvířátky dá dělat.

Vzorová řešení úloh 5. dílu
Úloha 5.1

Zadání:
Dokažte, že pro každou dolní trojúhelníkovou matici L s kladnou diagonálou platí,
že matice LLT je positivně definitní (tedy implikaci „zprava doleva“ v tvrzení
o Choleského rozkladu).

Řešení od Doc.MM Michaela Jarvise:

Pro důkaz, že matice LLT je symetrická, stačí využít tvrzení (AB)T =
BT AT :

(LLT )T = LT T LT = LLT

Důkaz ~vT LLT~v > 0 je také relativně přímočarý:

~vT LLT~v =
(
LT~v

)T (LT~v
)
= ~xT~x =

n∑
i

x2
i

Z toho zřejmě vyplývá, že ~vT LLT~v je větší než nula právě tehdy, když ~x 6= ~0.
Stačí už jen dokázat, že ~v 6= ~0 ⇒ ~x = LT~v 6= ~0. Použijeme předpoklad ~v 6= ~0.
Pak vezmeme poslední nenulový prvek vi z ~v. Platí, že xi =

∑n
k=1 l

T
ik · vk. Pro

všechna k < i vyjde nula, protože LT je horní trojúhelníková matice, a tudíž
lTik = 0. Pro všechna k > i také vyjde nula, protože jsme vybrali i takové, aby
vi byl poslední nenulový prvek ~v. Zbyde nám tedy xi = lTii · vi, což je určitě
nenulová hodnota, protože jak vi, tak i lii musejí být nenulové.

Úloha 5.2
Zadání:
Spočítejte Choleského rozklad následujících matic:


4 6 2 −6
6 10 −1 −13
2 −1 21 7

−6 −13 7 70

 ,


9 −6 3 9

−6 20 −18 −6
3 −18 21 9
9 −6 9 19

 ,


1 7 3 −3 −1
7 50 19 −24 −7
3 19 14 −5 −6

−3 −24 −5 23 7
−1 −7 −6 7 15


Napište aspoň prvních pár kroků, jak jste postupovali.
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Řešení:
Náznak algoritmu byl zmíněn už u zadání, nyní tedy o něco obšírněji pro první
matici (označme ji A): Prvek a11 = 4 musí nutně vzniknout jako l11 · l11, protože
z trojúhelníkovosti L jsou ostatní sčítance nulové. Navíc l11 leží na diagonále a tedy
má být kladné, tedy l11 = 2.

Dále můžeme postupovat třeba prvním sloupcem matice A (nicméně lze po-
stupovat „dolů a doprava“ v prakticky libovolném pořadí). Tento sloupec vznikne

násobením L ·
(

2
0
0
0

)
, jedná se tedy o dvojnásobek prvního sloupce L. Proto tento

sloupec je L∗1 =

(
2
3
1
−3

)
.

Teď lze zjistit hodnotu l22, protože a22 = l221+ l222 = 9+ l222 = 10, tedy l22 = 1.
Opět lze dopočítat zbytek sloupce: −1 = a32 = l31 · l12 + l32 · l22 = 1 · 3 + l32 · 1,
z čehož l32 = −4; −13 = (−3) · 3 + l42 · 1 ⇒ l42 = −4.

Ve třetím sloupci se zase o něco součty prodlouží, ale o to méně prvků musíme
počítat. 21 = 12+(−4)2+l233 ⇒ l33 = 2; 7 = (−3)·1+(−4)·(−4)+l43·2 ⇒ l43 = −3.
Konečně jediný nenulový prvek čtvrtého sloupce L je 70 = (−3)2+(−4)2+(−3)2+
l244, tedy l44 = 6.

Všechny hledané trojúhelníkové matice jsou:


2 0 0 0
3 1 0 0
1 −4 2 0

−3 −4 −3 6

 ,


3 0 0 0

−2 4 0 0
1 −4 2 0
3 0 3 1

 ,


1 0 0 0 0
7 1 0 0 0
3 −2 1 0 0

−3 −3 −2 1 0
−1 0 −3 −2 1

 .

Úloha 5.3

Zadání:
Zkuste ukázat, že norma indukovaná standardním skalárním součinem je skutečně
norma podle tří axiomů výš.

Řešení:
První dva axiomy jsou (i podle počtu bodů) velmi přímočaré: kladnost plyne
z nezápornosti a prostoty odmocniny (

√
〈~u|~u〉 je nula jen pro 〈~u|~u〉 = 0, tedy jen

pro nulový vektor, a pro ostatní vektory je kladná), násobení skalárem se ukáže
rozepsáním definice:

||α~v|| =
√
〈α~v|α~v〉 =

√
α2 〈~v|~v〉 = |α| · ||~v||.
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K ukázání trojúhelníkové nerovnosti lze také začít rozepisovat nerovnost a upra-
vovat (typicky umocňovat na druhou):

||~u+ ~v||
?
≤ ||~u||+ ||~v||√

〈~u+ ~v|~u+ ~v〉
?
≤
√
〈~u|~u〉+

√
〈~v|~v〉

〈~u+ ~v|~u+ ~v〉
?
≤ 〈~u|~u〉+ 〈~v|~v〉+ 2

√
〈~u|~u〉 · 〈~v|~v〉

〈~u|~u〉+ 〈~u|~v〉+ 〈~v|~u〉+ 〈~v|~v〉
?
≤ 〈~u|~u〉+ 〈~v|~v〉+ 2

√
〈~u|~u〉 · 〈~v|~v〉

〈~u|~v〉
?
≤
√
〈~u|~u〉 · 〈~v|~v〉

〈~u|~v〉
?
≤
√
||~u||2 · ||~v||2

〈~u|~v〉
?
≤ ||~u|| · ||~v||.

Jenže co teď? Buď si můžeme všimnout, že se jedná o Cauchyho–Schwarzovu
nerovnost1, nebo že v témátku píšeme, že pro standardní skalární součin platí
〈~u|~v〉 = ||~u|| · ||~v|| · cosϕ, takže se nerovnice dá přepsat na

||~u|| · ||~v|| · cosϕ
?
≤ ||~u|| · ||~v||

cosϕ
?
≤ 1,

a poslední nerovnost platí pro všechny úhly, čímž je důkaz hotov.
Alternativní řešení zvolil Doc.MM Martin Těšitel, jenž si všiml, že trojúhel-

ník je nutně rovinný obrazec, tedy lze úlohu otočit do nějaké kanonické roviny
a řešit úlohu čistě ve dvou složkách. Martin se tak úspěšně vyhnul manipulaci se
skalárními součiny a triku s přepsáním na kosinus, nicméně jeho řešení vedlo na
obdobné nerovnosti jako výše.

Problém 5.4
Zadání:
Vymyslete nebo najděte nějaké další zajímavé normy. Kde se používají? Jaké
zajímavé vlastnosti mají?

Řešení:
Typicky se vám podařilo najít či vymyslet Manhattanskou normu, tj. normu

||~v|| =
n∑

i=1

|vi| = |v1|+ |v2|+ · · ·+ |vn|.

Je jednak zajímavá tím, že je o něco jednodušší než klasická eukleidovská, že po-
pisuje pohyb po nějaké mřížce (odkud pramení název, neboť na Manhattanu je

1https://cs.wikipedia.org/wiki/Cauchyho–Schwarzova_nerovnost

https://cs.wikipedia.org/wiki/Cauchyho–Schwarzova_nerovnost
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mnoho rovnoběžných ulic (streets) a na ně kolmých tříd (avenues)). Bc.MM Jana
Fišerová a Dr.MM Petr Starý též připomínají, že Manhattanskou normou induko-
vaná metrika bude na rozdíl od eukleidovské menší, pokud se body liší v hodně
souřadnicích málo, čehož může být výhodné využít při fitování funkcí.

Doc.MM Julie Klementová dále rozvádí, že se jedná o speciální případ tzv.
p-normy, tj. normy dané předpisem

||~v||p = p

√√√√ n∑
i=1

|vi|p = p
√
|v1|p + |v2|p + · · ·+ |vn|p.

Pro volbu p = 1 dostaneme Manhattanskou normu, p = 2 dává klasickou euklei-
dovskou normu, naopak s p rostoucím do nekonečna dostaneme tzv. maximovou
normu

||~v||∞ = max{|v1|, |v2|, . . . , |vn|}.

Tyto normy (nebo častěji jejich metriky) se objevují v různých optimalizačních
problémech, zmiňme kupř. pohyb po šachovnici: Manhattanská metrika dvou polí
odpovídá počtu kroků (nikoliv však tahů) věže, naopak maximová metrika dává
počet tahů králem pro přesun mezi těmito poli.

Doc.MM Julie Klementová ještě zmiňuje Frobeniovu normu, což je obdoba eu-
kleidovské normy pro matice:

||A||F =

√∑
i,j

|aij |2.

Úloha 5.5
Zadání:
Najděte metodou nejmenších čtverců nejlepší lineární závislost výšky na věku z pří-
kladu výš a diskutujte, proč je to špatný příklad. Bonusový bod za to, když rovnici
vyřešíte pomocí Choleského rozkladu.

Řešení:
Jak se píše v textu témátka, máme řešit rovnici AT A~x = AT~b. Známé výrazy na
obou stranách tedy nejprve vynásobíme:

A′ = AT a =

(
3 6 16 22
1 1 1 1

)
·


3 1
6 1
16 1
22 1

 =

(
785 47
47 4

)
,

~b′ = AT~b =

(
3 6 16 22
1 1 1 1

)
·


90
110
150
168

 =

(
7026

518

)
.
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Úlohu chceme pro bonusový bod řešit Choleského rozkladem, rozložíme tedy AT A
stejně jako v řešení úlohy 5.2:

L =

(√
785 0
47√
785

√
931
785

)

a nyní řešíme soustavu L~y = ~b′: y1 = 7026√
785

; y2 =
√

785
931 ·

(
518− 47√

785
· 7026√

785

)
=

76408√
785·

√
931

.
Zbývá vyřešit LT~x = ~y: x2 = y2

l22
= 76408

931

.
= 82,071; x1 = 1

l11
· (y1 − x2 · l21) =

3758
931

.
= 4,037.

Výsledná přibližná rovnice tedy je h = 3758
931 · v + 76408

931 .
A proč že se takhle výška s věkem nechová? Typicky jste si všimli, že mladší dě-

ti rostou rychleji než starší a naopak starší dospělí se začínají zmenšovat, nicméně
náš model předpokládá neomezený růst. Doc.MM Julie Klementová si navíc všimla,
že máme málo vzorků, které navíc nepokrývají možné věky rovnoměrně.

Též podotkněme, že jsme předpověděli, že novorozeňata měří kolem 82 cm,
nicméně podle anglické Wikipedie2 je tato délka průměrně mezi 35,6–50,8 cm.

 0
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 0  5  10  15  20  25  30
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předpověď

v
ý
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 [
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]

věk [roky]

Obrázek 1: Daná data a výsledné proložení přímkou

Podotkněme, že kdybychom data fitovali kvadratickou funkcí, vyšla by závis-
lost

h = − 34057

341814
v2 +

2223043

341814
v +

4137974

56969

.
= −0,100v2 + 6,504v + 72,636,

jež sice stále předpovídá velká novorozeňata, ale alespoň má vrchol výšky cca
178,77 cm ve věku 32,64 let.

2https://en.wikipedia.org/wiki/Baby#Length

https://en.wikipedia.org/wiki/Baby#Length


Téma 2 – Vektory a matice 9

Problém 5.6
Zadání:
Najděte si vhodná data a vhodný tvar fitovací funkce a pomocí metody nejmen-
ších čtverců spočítejte nějakou zajímavou závislost. (Fitovat lze kupř. libovolným
polynomem)

Zkuste zdůvodnit, proč by ve vašich datech taková závislost měla být a ideálně
i volbu fitovací funkce.

Řešení:
K problému přišla dvě řešení. Bc.MM Jana Fišerová a Dr.MM Petr Starý si vyge-
nerovali fiktivní data o svislém vrhu, která zašuměli a následně fitovali kvadratic-
kým polynomem. Dr.MM Barbora Salajová naopak využila naměřených dat ze své
předchozí práce, kdy měřila, jak moc jsou lidé schopní přenést co největší část své
hmotnosti držíce se různě úzkých lišt v závislosti na jejich zkušenostech s lezením.
Toto řešení otiskujeme a naleznete jej na straně 11.

Díl 6: Závěr
V témátku jsme si přiblížili základy lineární algebry, což je důležitá část matema-
tiky převážně zkoumající vlastnosti lineárních zobrazení a prostorů. Na lineární
algebře pak staví mnohé další části matematiky, jak jsme ostatně viděli v aplika-
cích positivně definitních matic, determinantů, vlastních čísel a dalších.

Ačkoliv jsme v témátku pracovali nad reálnými čísly (s výjimkou závěru třetí-
ho dílu), většina konceptů se běžně zavádí nad komplexními čísly, nebo dokonce
nad úplně obecnými lineárními prostory. Smyslem témátka však nebylo se topit
ve formalismech, alébrž nabýt základní intuice za chováním lineárních objektů
a představy, co užitečného se s nimi dá dělat. Pokud se rozhodnete studovat
matematiku či příbuzný obor, velmi pravděpodobně se s nějakým obecnějším za-
vedením konceptů z témátka setkáte.

Samozřejmě jsme si nestihli ukázat a vyzkoušet všechno. Jedním z dalších za-
jímavých faktů je např. mocninná metoda pro hledání vlastních vektorů – ukazuje
se, že pro některé matice lze vlastní vektor příslušný největšímu vlastnímu číslu
hledat opakovaným násobením náhodného vektoru zleva touto maticí a normová-
ním.3

A pokud vás lineární algebra nadchla už teď a chcete se o ní dozvědět víc,
můžeme doporučit matfyzácká skripta pro informatiky4, sérii videí „Essence of
linear algebra“ od 3Blue1Brown5, případně různé stránky v příslušné kategorii
na anglické Wikipedii6. Nicméně na internetu nejspíš najdete i jiné pochopitelné

3Více se o tom rozepisovat nebudeme, metoda je popsána třeba na anglické Wikipedii: https:
//en.wikipedia.org/wiki/Power_iteration.

4Milan Hladík: Lineární algebra (nejen) pro informatiky, ISBN 978-80-7378-392-1,
https://matfyzpress.cz/cz/e-shop/vsechny-tituly/linearni-algebra-nejen-pro-
informatiky-9788073783921

5https://www.youtube.com/playlist?list=PLZHQObOWTQDPD3MizzM2xVFitgF8hE_ab
6https://en.wikipedia.org/wiki/Category:Linear_algebra

https://en.wikipedia.org/wiki/Power_iteration
https://en.wikipedia.org/wiki/Power_iteration
https://matfyzpress.cz/cz/e-shop/vsechny-tituly/linearni-algebra-nejen-pro-informatiky-9788073783921
https://matfyzpress.cz/cz/e-shop/vsechny-tituly/linearni-algebra-nejen-pro-informatiky-9788073783921
https://www.youtube.com/playlist?list=PLZHQObOWTQDPD3MizzM2xVFitgF8hE_ab
https://en.wikipedia.org/wiki/Category:Linear_algebra
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a kvalitní zdroje. A pokud si s něčím nebudete vědět rady, rozhodně se zkuste
zeptat v kanálu tohohle témátka na našem Discordu!

Taktéž jsou k dispozici různé nástroje, které umí počítat s maticemi a vektory.
Máme určitě zkušenosti se Sage7 a GNU Octave8, což jsou ale relativně pokročilé
nástroje. Nějakou podporu má kupř. i GeoGebra9 nebo WolframAlpha10, nicméně
nevíme, jak zvládá pokročilejší operace (zkoušeli jsme jen násobit matice vekto-
rem ,).

LEdo, Marian, Fany; lingebra@ledoian.cz

7https://www.sagemath.org/
8https://octave.org/
9https://geogebra.org/

10https://www.wolframalpha.com/examples/matheatics/linear-algebra

mailto:lingebra@ledoian.cz
https://www.sagemath.org/
https://octave.org/
https://geogebra.org/
https://www.wolframalpha.com/examples/matheatics/linear-algebra
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Fitování lezeckých dat 4b
Dr.MM Barbora Salajová

Pro tento problém jsem se rozhodla využít již naměřená data relativního zatížení
prstů při visu na jedné ruce. Průběh měření je pro lepší pochopení zde:

Měření probíhala na přístroji Climbro. Pro tato měření byly použity lišty s roz-
měry 23, 33, 40 a 50 mm. Nejmenší lišta byla zvolena s ohledem na výběr testo-
vaných osob, protože na užších rozměrech by mohla být měření hodně zkreslená.
Mezi testované osoby patřili jak lezci, tak i nelezci. Za lezce byly považovány oso-
by, které v dotazníku uvedly, že jsou pravidelnými lezci. Mezi nelezce byly řazeny
osoby, které uvedly, že jsou příležitostnými lezci, a osoby, které nikdy nelezly.
Nelezci by měli z užšími rozměry lišt problém, protože nemají tak silné prsty
a nesetkávají se s nutností držet se na malých chytech. Další lišty byly zvoleny
tak, aby rozdíly mezi dvěma sousedními lištami byly maximálně 1 cm a zároveň
se co nejvíce pokrylo spektrum možných rozměrů.

Před samotným měřením proběhla krátká rozcvička, která byla zaměřená na
rozhýbání a protažení převážně horních končetin. Následně si každý vyzkoušel
všechny čtyři lišty, na kterých měření probíhalo. Poté následovalo několik zkušeb-
ních měření na jedné ruce. První krok měření byl vis na nejširší liště za účelem
zjistit velikost stoprocentního zatížení, které bylo použito jako hmotnost měře-
né osoby. Nakonec se přešlo k samotnému měření zatížení prstů na konkrétních
lištách.

Testovaní byli požádáni, aby zatížili lištu maximální zátěží po dobu 4 sekund
bez toho, aniž by spadli, se zatížením pouze dominantní ruky, tj. na jedné ruce.
Většina účastníků však lištu zatížila pouze z části, protože nemají dostatečnou
sílu v prstech. Měření probíhala na čtyřech různě širokých lištách. Vždy proběhla
dvě měření na stejně široké liště, a pak se postupovalo na širší lištu. Při měření
se postupovalo od nejužší lišty k nejširší, aby se předešlo zkreslení v důsledku
únavy. Pro všechny účastníky bylo jednodušší zatížit širší lištu. V jeden den se
tedy provádělo u jedné osoby celkem osm měření na čtyřech různě širokých lištách.
Jednotlivá měření oddělovala přestávka na regeneraci. Délku přestávky určovala
doba, za kterou proběhlo jedno měření u všech ostatních účastníků měření. Vzniklá
pauza trvala mezi 3–8 minutami v závislosti na počtu účastníků.

Celkově se testů účastnilo 19 různých osob. Skupinu tvořilo 12 mužů a 7 žen
s věkovým rozptylem od 13 do 63 let. 8 lidí byli lezci a 11 lidí nelezci. Z žen jsou
poté 4 lezkyně a pouze 3 nelezkyně. U mužů jsou naopak pouze 4 lezci a 8 nelezců.

Jako data vhodná pro fitování slouží relativní zatížení a RP cesta, která je
charakteristická pro každou měřenou osobu. Zde opět pro vysvětlení:

Absolutním zatížením se rozumí hodnota maximálního zatížení, které je osoba
schopná dosáhnout při visu na jedné ruce. Důvodem je použití snazšího úchopu
a větší části prstů. Pomocí absolutního zatížení nelze porovnávat testované osoby
mezi sebou, protože každá má jinou hmotnost. Tudíž nelze zjistit, zda osoba s nej-



12 XXXI/6

vyšším absolutním zatížením zatížila lištu nejlépe neboli největším procentem své
váhy.

Jelikož každý účastník vážil jinak, bude nadále, pokud nebude řečeno jinak,
uvedeno v práci pouze relativní zatížení. Díky němu se dají porovnávat výsled-
ky lidí s různou hmotností. Relativní zatížení (zr) se dá získat z naměřeného
absolutního zatížení (za) pomocí vzorce:

zr =
za
m

zr – relativní zatížení, za – absolutní zatížení, m – hmotnost měřené osoby.
Relativní zatížení (zr) může nabývat pouze hodnot z intervalu zr ∈ 〈0; 1〉,

protože absolutní zatížení může nabývat hodnot za ∈ 〈0;m〉. Relativní zatížení
je bezrozměrné, po vynásobení stem se získá procento váhy, kterým byla lišta
zatížena.

RP cesta reprezentuje obtížnost cesty, kterou je daný člověk schopný vylézt
bez toho, aniž by si sedl nebo si jinak odpočinul. Cestu si však může předem
nacvičit a také může podívat, jak ji lezl někdo jiný před ním. V tomto měření
se pracovalo se stupnicí UIAA. Pokud má lezec cestu na úrovni x +, tak se pro
prokládání dat pracovalo s hodnotou x+ 0,5. Pokud má lezec úroveň x −, tak se
pracovalo s hodnotou x− 0,5. Jedná se o standardizované označení.

Hodnoty relativního zatížení pro všechny osoby11 jsou v tabulce 1.12

Hodnoty RP cest pro dané osoby poté nalezneme v tabulce 2 a grafy závislostí
relativního zatížení na RP cestě pro každou lištu zvlášť na obrázku 2.12

Data jsem se rozhodla fitovat funkcí f(x) = kx + q, kde hodnoty x bude
znázorňovat RP cesta a hodnoty y relativní zatížení.

Matice A má v prvním sloupci hodnoty RP cesty a v druhém sloupci samé
jedničky. Vektory ~b existují čtyři, a to pro každou lištu zvlášť. Nachází se v nich
hodnoty relativního zatížení. Vektor ~x =

(
k
q

)
poté obsahuje koeficienty funkce.

11Samotné pokusy probíhaly v různých časech a osoby 1 a 15 se zúčastnily více pokusů, proto
jsou v tabulce uvedeny vícekrát.

12Pozn. redakce: Tabulky a obrázky jsme umístili na strany 14 a 15.
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Tyto koeficienty lze získat:

AT (A~x−~b) = 0

AT A~x = AT~b

AT A =

(
1695 268
268 46

)

AT · ~b2,3 =

(
145,17

23,35

)

AT · ~b3,3 =

(
167,38

227,15

)

AT · ~b4,0 =

(
197,93

31,90

)

AT · ~b5,0 =

(
222,43

36,00

)
Hodnoty koeficientů lze zjistit pomocí řešení soustavy rovnic Gaussovou–Jor-

danovou metodou:

(
1695 268 145,17
268 46 23,35

)
∼
(

1 0 0,069
0 1 0,109

)
~x2,3 =

(
0,069
0,109

)
(

1695 268 167,93
268 46 27,15

)
∼
(

1 0 0,070
0 1 0,188

)
~x3,3 =

(
0,070
0,188

)
(

1695 268 197,93
268 46 31,90

)
∼
(

1 0 0,090
0 1 0,167

)
~x4,0 =

(
0,090
0,167

)
(

1695 268 222,43
268 46 36,00

)
∼
(

1 0 0,095
0 1 0,230

)
~x5,0 =

(
0,095
0,230

)
Na obrázku 3 nalezneme graf naměřených hodnot a funkcí vhodných pro pro-

ložení.
Tato závislost by se v datech mohla nacházet z důvodu relativně vysokého

korelačního koeficientu mezi relativním zatížením a RP cestou.
Pro zajímavost je tato metoda přesnější než ta, kterou jsem použila ve své pů-

vodní práci na SOČ. Metoda nejmenších čtverců má relativní chybu δ = 12,67%.
Původní chyba byla δ = 15,71%.
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lišta 2,3 cm lišta 3,3 cm lišta 4,0 cm lišta 5,0 cm
Osoba m [kg] 1. 2. 1. 2. 1. 2. 1. 2.

1 59 0,73 0,69 0,80 0,76 0,86 0,95 1,00 1,00
1 61 0,70 0,67 0,80 0,77 0,98 1,00 1,00 1,00
1 61 0,69 0,70 0,77 0,72 0,98 1,00 1,00 1,00
1 61 0,64 0,66 0,82 0,75 0,93 0,93 1,00 0,97
2 86 0,41 0,38 0,53 0,50 0,52 0,48 0,62 0,58
3 74 0,30 0,28 0,36 0,41 0,42 0,38 0,47 0,47
4 57 0,51 0,47 0,60 0,61 0,70 0,72 0,82 0,81
5 91 0,46 0,41 0,49 0,47 0,59 0,63 0,76 0,75
6 69 0,67 0,65 0,71 0,74 0,87 0,84 1,00 1,00
7 90 0,23 0,24 0,39 0,37 0,46 0,43 0,53 0,46
8 77 0,64 0,65 0,66 0,65 0,73 0,73 0,78 0,74
9 73 0,59 0,58 0,60 0,56 0,66 0,64 0,79 0,82

10 67 0,42 0,43 0,54 0,48 0,64 0,61 0,70 0,66
11 64 0,53 0,50 0,64 0,63 0,73 0,78 0,86 0,86
12 52 0,48 0,44 0,44 0,46 0,62 0,58 0,63 0,62
13 94 0,37 0,36 0,51 0,46 0,54 0,56 0,64 0,63
14 98 0,51 0,49 0,55 0,49 0,61 0,56 0,64 0,62
15 98 0,55 0,57 0,65 0,61 0,71 0,68 0,88 0,90
15 92 0,58 0,52 0,68 0,62 0,76 0,71 0,92 0,97
16 69 0,28 0,26 0,35 0,35 0,43 0,45 0,51 0,51
17 80 0,51 0,48 0,66 0,66 0,84 0,88 1,00 1,00
18 106 0,35 0,28 0,45 0,42 0,51 0,50 0,58 0,53
19 74 0,73 0,74 0,81 0,81 0,86 0,88 1,00 0,99

Tabulka 1: Naměřená relativní zatížení
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Obrázek 2: Dosažená relativní zatížení na jednotlivých lištách
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Osoba RP cesta
1 8
2 3
3 3
4 7
5 4
6 7
7 4
8 6.5
9 5
10 5
11 6.5
12 5
13 5
14 4
15 7.5
16 5.5
17 6.5
18 3
19 7

Tabulka 2: Určené hodnoty RP cesty
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Obrázek 3: Proložení naměřených dat
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Téma 3 – Programování v TEXu a LATEXu
Díl šestý: Konec nebo začátek?

Toto je sice poslední díl tohoto témátka, ale budu se dál snažit aktualizovat a do-
plňovat texty na wiki.moznabude.cz. Také jsme se (ano, vy, ale i já) v témátku
spoustu věcí naučili, ale teprve praxe z nás udělá mistry!

Mnoho skvěle vysázených dokumentů a geniálních šíleností v TEXu (i LATEXu)

Jidáš; jonas.havelka@volny.cz

Řešení 5. dílu
K témátku nám dorazil jeden velmi pěkný článek od Doc.MM Michaela Jarvise,
který vám nejen umožní používat Python v TEXu (alespoň trochu), ale hlavně
vám vysvětlí, jak takovou věc zařídil! Přečtěte si ho na straně 18.

Úloha 5.1
Zadání:
Napište makro, které vysází „XOR“ (\mathrm{XOR}) jako binární operátor:

(a XOR b) XOR b = a XOR (b XOR b) = a.

Řešení od Doc.MM Michaela Jarvise:13

\NewDocumentCommand\xor{}{\ensuremath{\mathrel{\mathrm{XOR}}}}
\[ (a \xor b) \xor b = a~\xor (b \xor a) = a~\]

Úloha 5.2
Zadání:
Nasimulujte environment cases pomocí environmentu matrix (stejné jako pmatrix,
jen bez závorek) a pomocí \left a \right. Tj. vysázejte následující (nemusíte
vytvářet obecné makro) bez použití cases.14

|x| =

{
x, když x ≥ 0,

−x, když x ≤ 0.

13Makro \ensuremath zde není potřeba, ale díky tomu lze makro \xor použít i rovnou v textu
(mimo matematiku).

14Všimněte si, že dostanete menší závorku a menší mezery mezi řádky. Environment cases
(a obdobně rcases) nejspíše vkládá navíc nějaké podpěry.

https://wiki.moznabude.cz/doku.php?id=latex:start
mailto:jonas.havelka@volny.cz
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Řešení od Doc.MM Ondřeje Nevěřila:

\[
\left\{
\begin{matrix}
\phantom{-}x, & \text{když } x \geq 0 \\

-x, & \text{když } x \leq 0
\end{matrix}

\right.
\]
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Jak naprogramovat Python v TEXu 12b
Doc.MM Michael Jarvis

Chcete sázet v TEXu, ale programování v něm vám nesedlo? Programovali byste
raději v nějakém „normálním“ jazyce, jako je Python? Právě tento problém se
zde pokusíme vyřešit. Naším cílem bude vytvořit balíček, se kterým nám seběhne
třeba následující kód, který by vygeneroval tabulku druhých mocnin do dvaceti:

1 \usepackage{pytex}
2 % …
3
4 \begin{python}
5 print("\\begin{tabular}{c|c}")
6 for i in range(1, 21):
7 print(str(i) + " & " + str(i*i) + "\\\\")
8 print("\\end{tabular}")
9 \end{python}

10
11 % …

Tak daleko se sice nedostaneme, ale ukážeme si nástroje, kterými bychom to
dokázali. Zároveň se dostaneme až do míst, kde budeme schopni spustit jednodu-
chý Python skript pracující s čísly a ify.

Jak ale takový programovací jazyk vůbec funguje? Před tím, než se námi
napsaný kód může spustit, musí se kompilovat, tj. převést do podoby, které počítač
rozumí. Většina kompilerů má mnoho kroků, nám však postačí jenom ty první
dva: tokenizer a parser. Tokenizer dostane kód ve formě seznamu písmen, čísel
a jiných znaků, které převede na seznam tokenů – shluků znaků, které mají nějaký
syntaktický význam. V Pythonu jsou tokeny například klíčová slova (if, while),
čísla (15, 128.25), názvy proměnných (x, y, promena) nebo operátory či závorky
(+, *=, {). Krom toho se v tokenizeru mažou komentáře a prázdné řádky.
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Pak přijde na řadu parser, který vezme seznam tokenů a převede ho do takzva-
ného syntaktického stromu. V takovém stromě je každá operace, kterou program
vykoná, reprezentovaná vrcholem a každý parametr této operace je synem tohoto
vrcholu. Takový syntaktický strom může vypadat třeba takto:

1 if a~< b:
2 print(a+b)
3 else:
4 print(a-b)

if

<

po
ku

d

a b

print

tak

+

a b

print

jinak

−

a b

Syntaktický strom už je velmi dobrá reprezentace toho, co by měl program
počítat. Později si pro jednotlivé typy vrcholů v syntaktickém stromu zadefinujeme
TEXová makra, která danou operaci provedou.

Tokenizer
Abychom mohli nějakým způsobem číst, co se vyskytuje v kódu, který máme
tokenizovat, budeme muset nastavit všechny znaky na aktivní (kategorie 13). To
zvládneme jednoduše makrem:

1 \def\@pytexMakeAllActive{
2 \catcode`a=13
3 \catcode`b=13
4 \catcode`c=13
5 \catcode`d=13
6 \catcode`e=13
7 % …
8 }

To samotné nám ale ještě nestačí, musíme navíc nastavit definice těchto znaků
na něco užitečného – v tomto případě budeme chtít, aby se každý znak expando-
val na \@pytexChar@<znak>. Kdybychom už měli nějaké makro, které obsahuje
znak <znak> s kategorií 13, stačilo by nám \expandafter\def\@pytexActive@
<znak>{\@pytexChar@<znak>}. Pojďme si tedy makro \@pytexActive@<znak>
vytvořit. Typicky budeme postupovat následujícím způsobem:

1. uložíme si, jakou kategorii měl znak původně, pomocí \the\catcode`<znak>.
2. nastavíme kategorii znaku na 13.
3. uložíme si tento znak (nyní s kategorií 13) do makra.
4. vrátíme kategorii znaku zpět.
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Například pro znak „;“ bude kód vypadat takto:
1 \edef\prevcatcode{\the\catcode `;}
2 \def\resetcatcode{\catcode `;=\prevcatcode}
3 \catcode `;=13
4 \def\@pytexActive@Semicolon{;}
5 \resetcatcode

Avšak u písmen musíme postupovat trochu jinak – nemůžeme obyčejně použít
makra, protože by se ve jméně makra mohlo objevit písmeno, které je zrovna
aktivní a tudíž se nemůže vyskytovat ve jméně makra. Místo toho si ale můžeme
zadefinovat pár aktivních znaků, které nám funkce maker zastoupí:

1 \catcode `~=13
2 \catcode `^=13
3 \catcode `*=13
4 \catcode `-=13
5 \let~\def
6 \let-\expandafter
7 \let^\catcode
8
9 % znak 97 je malé a

10 \def*{\@pytexActive@a}
11 ^97=13
12 -~*{a}
13 ^97=11

Také u znaků \, { a } musíme postupovat speciálně, ale stačí nám nahradit
jejich funkci jinými znaky se správnou kategorií.

Nyní když máme systém, kterým se text ahoj expanduje na \@pytexChar@a
\@pytexChar@h\@pytexChar@o\@pytexChar@j, můžeme začít se samotnou toke-
nizací. Tokeny si rozdělíme do tří hlavních kategorií: slova (ať už klíčová slova,
nebo názvy proměnných), která se skládají z písmen, čísel a podtržítek, symboly
(např. + nebo +=) a čísla. Tokenizování stringů pro jednoduchost vynecháme.

Vytvoříme si počítadlo \state, ve kterém si budeme pamatovat, v jakém stavu
zrovna jsme (jméno, symbol, číslo nebo komentář). Pokaždé, když narazíme na
nějaké písmeno nebo číslo, a jsme ve stavu „jméno“, přidáme toto písmeno do
makra \buffer a pokračujeme, dokud nenarazíme na znak, který není ve jméně
povolený. Pak pomocí několika \ifx\buffer porovnáme, jestli se jedná a klíčové
slovo nebo pouze o název proměnné a přidáme tento token na seznam tokenů.
U čísel a symbolů postupujeme analogicky.15

A aby toho nebylo málo, musíme si v tokenizeru sami kontrolovat, jestli jsme
už nenarazili na \end{python}, jinak bychom tokenizovali úplně celý soubor a ne-
zastavili se ani u \bye nebo \end{document}. V mé implementaci se po každém
znaku } kontroluje, jestli předchozí čtyři vygenerované tokeny jsou právě \, end,
{ a python. Pokud ano, odeberou se tyto čtyři tokeny ze seznamu tokenů, přidá
se speciální token END a spustí se parsování. Nakonec ještě musíme nastavit všech-
ny znaky zpět na kategorie a definice, které měly před \begin{python} (vše si
musíme hned na začátku \begin{python} uložit).

15Celý kód si můžete podrobněji prohlédnout zde: https://github.com/redsti-github/
pytex/blob/main/build/tokeniser.tex

https://github.com/redsti-github/pytex/blob/main/build/tokeniser.tex
https://github.com/redsti-github/pytex/blob/main/build/tokeniser.tex
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Seznamy
Zmínili jsme, že tokeny budeme ukládat do seznamu. Od takového seznamu, kvůli
tomu, jak funguje parser, budeme požadovat schopnost vytáhnutí i-tého prvku.
Kdybychom prvky jenom skládali za sebe do makra, tak bychom uměli nanejvýš
vytáhnout první token seznamu, nikoliv libovolný prvek. Budeme tedy potřebo-
vat, aby každý prvek byl uložen ve svém vlastním makru. To lze implementovat
pomocí párových maker \csname a \endcsname, které převedou obsah mezi nimi
na makro. Pokud chceme uložit prvek do \i=5-té pozice seznamu, můžeme ho
uložit do \csname seznam@\i\endcsname −→ \seznam@5.

1 \def\@pytexList@new#1{ % #1 = jméno seznamu
2 \expandafter\def\csname #1@size\endcsname{0}
3 \expandafter\def\csname #1@push\endcsname##1{\@pytexList@push{#1}{##1}}
4 \expandafter\def\csname #1@getim\endcsname##1{\@pytexList@getim{#1}{##1}}
5 }
6
7 \def\@pytexList@push#1#2{ % #1 = jméno seznamu, #2 = item
8 \expandafter\def\csname #1@\csname #1@size\endcsname\endcsname{#2}
9 \expandafter\edef\csname #1@size\endcsname{\the\numexpr\csname #1@size\endcsname

+1}
10 }
11
12 % #1 = jméno seznamu, #2 = index
13 \def\@pytexList@getim#1#2{\csname#1@#2\endcsname}

Ještě dodáme, že v TEXu se ##1 v definici makra přemění na #1, jinak by nebylo
možné v definici makra zadefinovat makro s argumenty.

Parser
Abychom nevytvořili něco, co jenom vypadá jako Python, ale opravdu Pythonem
je, našel jsem si specifikaci Pythoní syntaxe16. Zde je syntax zapsán jako seznam
pravidel, které definují, jak smíme spojovat tokeny do jiných tokenů. Výsledkem
by pak měl být jeden token file, který je kořenem syntaktického stromu. Takové
pravidlo může vypadat třeba takto (svislé čáry znamenají „nebo“):

1 primary:
2 | primary '.' NAME
3 | atom

Toto pravidlo definuje, že token „primary“ se musí skládat buď z dalšího toke-
nu primary následovaným tečkou a nějakým jménem, nebo z tokenu atom. U první
možnosti bychom chtěli v syntaktickém stromě vytvořit vrchol „get_attribute“
s potomky primary a NAME. U druhé možnosti bychom pouze zkopírovali vrchol
atom.

Tato specifikace nám sice hezky definuje, co s tokeny smíme dělat, ale už nám
neříká v jakém pořadím bychom měli pravidla použít, aby nám na konci vyšel
jeden výsledný token (kořen syntaktického stromu). Mohlo by se nám totiž stát,
že v jeden moment bychom mohli použít dvě různá pravidla, ale jenom jedno
z nich by vedlo k cíli a druhé by nás dovedlo do „slepé uličky“ (avšak pro správné

16https://docs.python.org/3/reference/grammar.html

https://docs.python.org/3/reference/grammar.html


22 XXXI/6

syntaxe by se nikdy nemělo stát, že obě možnosti by nás dovedli k cíli s jinými
syntaktickými stromy).

Tento problém budeme řešit rekurzivně; zadefinujeme si makra ve tvaru \try
<Token>, které se pokusí použít pravidlo pro vytvoření tokenu <Token> a po-
kud token vytvořit nelze, nic nezmění a expanduje se na \iffalse. Naopak po-
kud se parsování tokenu podaří, uloží výsledný vrchol syntaktického stromu do
\parserReturn, odebere použité tokeny ze seznamu tokenů a expanduje se na
\iftrue. Tyto makra pak budeme různě skládat; pro každé pravidlo v syntaxu
budeme mít jedno makro.

Základním stavebním kamenem bude makro \tryToken#1, které zkusí napar-
sovat jeden token typu #1 ze seznamu vygenerovaným tokenizerem. „Lepidlem“
pak budou makra \parserChoice a \parserJoin, která vezmou dvě makra tvaru
\try<Token> a zaručí, že alespoň jedno z nich (v případě \parserChoice), nebo
obě z nich (\parserJoin) vrátí \iftrue. První z těchto dvou můžeme implemen-
tovat následujícím způsobem:

1 \def\parserChoice#1#2{
2 #1 % expanduje na buď \iftrue nebo \iffalse
3 \def\ifresult{1}
4 \else
5 #2 % expanduje na buď \iftrue nebo \iffalse
6 \def\ifresult{1}
7 \else
8 \def\ifresult{0}
9 \fi

10 \fi
11 \ifnum\ifresult=1
12 }

Velmi pozorný čtenář si možná všiml chyby v tomto kódu; první argument #1
se sice vždy expanduje na \iftrue nebo \iffalse, ale v momentě, kdy TEX chce
tento \if vyhodnotit, ještě není #2 expandované, a tudíž nemusí obsahovat žádný
\if. TEX pak vidí dva \else a dva \fi, ale jenom jeden \if, což samozřejmě
vede k problémům. Řešením je #2 spolu s \else a \fi obalit do makra, které až
po expandování vloží \else a \fi:

1 \def\wrapif#1#2#3{
2 #1 % nějaký \if
3 #2\else#3\fi
4 }
5
6 \def\parserChoice#1#2{
7 #1 % expanduje na buď \iftrue nebo \iffalse
8 \def\ifresult{1}
9 \else

10 \wrapif{#2}{
11 \def\ifresult{1}
12 }{
13 \def\ifresult{0}
14 }
15 \fi
16 \ifnum\ifresult=1
17 }

U makra \parserJoin budeme chtít i třetí argument, který určí, jak tokeny
v argumentech #1 a #2 v syntaktickém stromě spojit. Implementace \parserJoin
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je dosti podobná makru \parserChoice, jenom je potřeba si správně uložit vý-
sledky tokenů #1 a #2 a ošetřit si případ, kdy se první token naparsuje úspěšně,
ale druhý nikoliv – pak je potřeba vrátit změny udělané prvním tokenem (mohl
odebrat nějaké tokeny ze seznamu tokenů), respektive uložit si stav před ním
a pak ho buď zahodit nebo se k němu vrátit.

Vybaveni kameny a lepidlem jsme už schopni parsovat většinu tokenů, ale
pořád nám dělají problémy infixové operátory jako jsou +, - nebo *. Například
pro sčítání a odčítání je pravidlo definované následovně:

1 sum:
2 | sum '+' term
3 | sum '-' term
4 | term

Kde token term je součin, podíl nebo jednoduchý výraz (název proměnné,
číslo, výraz v závorkách) – toto „odstupňování“ operátorů do několika tokenů
zaručí pořadí operací – výraz 1 + 2 · 3 se musí parsovat jako 1 + (2 · 3), nikoliv
(1 + 2) · 3.

Problém v parsování tohoto pravidla by měl být hned zřetelný – první věc, co
by makro \trySum zkusilo je \trySum a došlo by k nekonečné rekurzi. Zde tedy
musíme rekurzi nahradit jednoduchým cyklem – prvně zkusíme \tryTerm a pak
dokud to jde, budeme parsovat skupinu '+' term nebo '-' term. Zjednodušená17

verze kódu vypadá takto:
1 \def\trySum{
2 \tryTerm
3 \let\current{\parserReturn}
4 \trySumNext
5 \let\parserReturn{\current}
6 }
7 \def\trySumNext{
8 \parserChoice
9 {

10 \parserJoin{\tryToken{\tokentypeADD}}{\tryTerm}
11 {\def\current{\operatorAdd{\current}{\parserReturn}}}
12 }{
13 \parserJoin{\tryToken{\tokentypeSUBTRACT}}{\tryTerm}
14 {\def\current{\operatorSubtract{\current}{\parserReturn}}}
15 }
16 \def\next{\trySumNext}
17 \else
18 \def\next{\relax}
19 \fi
20 \next
21 }

Podobně zadefinujeme i ostatní operátory (*, //, %, …). Abychom parser po
skončení tokenizace spustili, stačí použít makro \tryFile, protože víme, že kořen
syntaktického stromu bude vždy token typu file.

17Pro přehlednost je zde vynechaná záplava \expandafterů (dokážete najít kde?) a chy-
bí ochrana proti tomu, že makro \tryTerm může předefinovat \current. Úplnou verzi kódu
najdete opět na githubu: https://github.com/redsti-github/pytex/blob/main/src/parser/
arithmetic.tex.

https://github.com/redsti-github/pytex/blob/main/src/parser/arithmetic.tex
https://github.com/redsti-github/pytex/blob/main/src/parser/arithmetic.tex
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Interpretování syntaktického stromu
Nyní se můžeme pustit do samotného spouštění programu. Bude potřeba imple-
mentovat makra pro všechny operátory a příkazy (if, += a podobně). Budeme
chtít, aby všechny operátory vracely (ukládaly do makra \return) objekty, které
jsou výsledkem jejich operací; například makro \operatorAdd#1#2 by mělo vracet
objekt, který je součtem jeho argumentů #1 a #2. Objekt budeme reprezentovat ja-
ko sekvenci @pytexObject@č<íslo>, kde v makru \@pytexObject@č<íslo>@type
bude uložen typ objektu (např. int nebo bool). Další hodnoty spojené s objektem
pak můžeme ukládat v makrech ve formátu \@pytexObject@č<íslo>@<ěnco>.

K tomu se nám bude hodit makro \alloc#1, které vrátí nový objekt s ty-
pem #1, vždy s jiným jménem objektu:

1 \newcount\objnum
2 \objnum=0
3
4 \def\alloc#1{
5 \advance\objnum by 1
6 \edef\return{@pytexObject@\the\objnum}
7 \expandafter\def\csname\return @type\endcsname{#1}
8 }

Operátory, jako jsou +, - a *, implementujeme tak, že prvně spočítáme hodnoty
obou synů v syntaktickém stromě, zjistíme typ prvního objektu a zavoláme makro
\@pytexRuntime@<typ>@__<operace>__{<objekt1>}{<objekt2>}:

1 \def\Swap#1#2{
2 #2
3 #1
4 }
5 \let\e\expandafter
6
7 \def\@pytexOperator@add#1#2{
8 #1 % spočítej vrchol #1 syntaktického stromu
9 \e\Swap\e{\e\def\e\first\e{\return}}{#2}

10 \let\second\return
11
12 \edef\firsttype{\csname\first @type\endcsname}
13
14 \edef\func{@pytexRuntime@\firsttype @__add__}
15 \e\def\e\func\e{\csname\e\func\endcsname}
16 \e\ifx\func\relax % zkontrolujeme, že makro existuje
17 \edef\secondtype{\csname\second @type\endcsname}
18 \@pytexError{TypeError: unsupported operand type(s) for +: '\firsttype' and

'\secondtype '}
19 \else
20 \e\e\e\func\e\e\e{\e\first\e}\e{\second}
21 \fi
22 }

Makro \Swap#1#2 na 9. řádku používáme proto, že chceme prvně expando-
vat makro \return, pak expandovat #2 a až nakonec nastavit makro \first na
hodnotu \return, kterou vrátilo #1. Mohlo by se totiž stát, že #2 přepíše jak
\return, tak \first. Bez makra \Swap by nás mohlo lákat použít jednoduché
\expandafter#2, avšak musíme pamatovat na to, že za #2 by se mohl vložit více
než jeden token, tudíž by \expandafter expandoval něco uvnitř #2, nikoliv to,
co se nachází až za #2.
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Analogickým způsobem zadefinujeme zbytek aritmetických operátorů. Příka-
zy if pouze zavolají na objektu funkci __bool__ a podle výsledku se rozhodne,
kterou větev syntaktického stromu spustit. Příkazy na nastavení a čtení z pro-
měnných opět využijí maker \csname, aby někam uložili nebo naopak přečetli
objekt.

Závěr
Zatím je tento projekt (celý jeho kód najdete na GitHubu18) prakticky zcela
nepoužitelný – umí pouze typy int a bool, funkci print, příkazy if a základní
aritmetiku. Naopak ještě vůbec neumí funkce (kromě funkce print), stringy, listy,
a dokonce ani porovnávací operátory jako jsou < nebo >=.

I přesto doufám, že jste si alespoň odnesli pár nových TEXových triků nebo se
blíže seznámili s kompilery a interpretery.

Samozřejmě existují alternativy jako například PythonTEX19, který však vy-
žaduje nestandardní kompilaci, nebo kompiler LuaTEX20, který dovoluje vkládat
Lua kód přímo do LATEXu.21

18https://github.com/redsti-github/pytex
19https://github.com/gpoore/pythontex
20https://www.luatex.org/
21Pozn. redakce: Oblíbeným způsobem je také to, že se pomocí Pythonu, Jinji nebo Bashe

seskládá celý TeXovský soubor, který se následně zkompiluje TeXem.

https://github.com/redsti-github/pytex
https://github.com/gpoore/pythontex
https://www.luatex.org/
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Téma 4 – Typografie a pravopis
Díl šestý: Závěr

Vítejte u posledního dílu témátka o tom, jak vytvářet dokumenty (a jiné texty).
Podívali jsme se na češtinářskou (pravopis) i sazečskou (typografie) část věci.
Obojí potřebuje velkou dávku znalostí i velkou dávku citu a nejlepší cestou, jak
takové znalosti a cit získat, je praxe. Tak pište bez chyb a sázejte dle svého
nejlepšího vědomí a svědomí. Hodně štěstí!

Jidáš; jonas.havelka@volny.cz

Řešení 4. a 5. dílu
Problém 4.2

Zadání:
Více se tu o velkých písmenech rozepisovat nebudeme, ale pokud máte nějaký ob-
líbený jev, nebojte se o něm napsat článek. (Nezapomeňte však, že článek má něco
přinést ostatním řešitelům, tedy jen vyjmenovat své oblíbené jevy stačit nebude.)

Řešení:
K tomuto problému jsme již v minulém čísle otiskli dvě řešení. Přišla však ještě
další dvě řešení, která najdete v tomto čísle. Obě se zabývají slovy a slovními
spojeními, která se dají psát s velkým i malým písmenem, článek od Dr.MM Bar-
bory Salajové (strana 27) popisuje především situace, kde rozhoduje geografický
kontext; řešení od dvojice Bc.MM Květa Bouchalová & Bc.MM Šimon Swaczyna
(strana 29) zase ukazuje, jak velké/malé písmeno „systematicky“ mění význam
slova.

Problém 5.1
Zadání:
Sázeli jste někdy nějakou složitější matematiku? Pošlete nám výsledek (ideálně se
zdrojovým kódem) a napište článek, s jakými problémy jste bojovali a jak jste je
vyřešili.

Řešení:
K tomuto problému přišla taktéž dvě řešení. Jedno od Doc.MM Julie Klementové
o tom, jak zkoušela začít TEXat. Na jaké problémy narazila a jak to dopadlo,
si můžete bez příkras přečíst na https://mam.matfyz.cz/media/prilohy/31-
4/Klementova.pdf.

Druhý článek od Dr.MM Barbory Salajové (strana 31) zase ukazuje (i nám
neznámé) triky, jak sázet matematiku v MS Wordu (a trochu i v Excelu).

mailto:jonas.havelka@volny.cz
https://mam.matfyz.cz/media/prilohy/31-4/Klementova.pdf
https://mam.matfyz.cz/media/prilohy/31-4/Klementova.pdf
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Č(č)erná H(h)ora? aneb jen gramatika nestačí 5b
Dr.MM Barbora Salajová

Pokud dostaneme zadání pravopisného testu, kde máme u slovního spojení č/Čer-
ná h/Hora zakroužkovat správné písmeno a nebude spojení uvedeno do kontextu,
tak můžeme zvolit dokonce tři ze čtyř možných kombinací. Pokud bychom se je
poté rozhodli zasadit do kontextu, tak můžeme použít následující:

„Kamarád Hora mi ukázal fotku, na které byla černá hora (hora černé bar-
vy). Zeptal se mě, jestli ji poznám, a já jsem si vzpomněla na jeho dovolenou
v Černé Hoře. Hora však vypadala spíše jako Černá hora z Krkonoš, kde jsme byli
lyžovat.”

Je pravděpodobné, že pokud bychom viděli spojení např. l/Liščí hora, tak
bychom automaticky zakroužkovali „L“, protože lze předpokládat, že je to název
hory. U spojení č/Černá h/Hora nás ale může napadnout jak název státu, tak
i název hory. Proto je důležité znát kontext a mít nějaké základní znalosti, aby
nás nezmátla věta: „Jedeme do Černého Dolu.“ a my si v domnění temných tunelů
balili do města baterku.

Jak je to tedy s tou gramatikou? Pojďme se teď podívat, jak by se pravopisně
správně měly psát různé názvy na mapě. Nikoho z vás rozhodně nepřekvapí, že
jednoslovné názvy měst jsou s velkým počátečním písmenem (Praha, Brno, Ví-
deň). Pokud je slov v názvu více, tak se již velká a malá písmena mohou lišit.
Pokud se jedná o slovní spojení, tak všechna plnovýznamová slova píší s velkým
písmenem (Karlovy Vary, Hradec Králové). Musí se ovšem jednat o slovo pou-
žité v oficiálním názvu (Františkovy Lázně × lázně Poděbrady). Pokud spojení
obsahuje předložkové spojení, tak se píše s malým počátečním písmenem (Újezd
nad Lesy, Rychnov v Orlických horách22). Názvy městských čtvrtí a sídlišť se píší
obdobně jako města (Černý Most, Malá Strana).23

Teď obrátíme svou pozornost směrem k přírodním útvarům. I u nich platí,
že jednoslovné názvy se píší s velkým písmenem (Vltava, Rožmberk, Krkonoše).
Pokud se jedná o slovní spojení, kde jedno ze slov tvoří obecné podstatné jméno
(řeka, jezero, hora, pohoří…), tak se toto jméno píše s malým písmenem a pojmeno-
vání s velkým (Prachovské skály, Tichý oceán, Krušné hory). Pokud je dvouslovné
spojení tvořeno přídavným a podstatným jménem a zároveň se nejedná o předcho-
zí případ, tak je rozhodující, zda je přídavné jméno součástí zeměpisného názvu
či ne. Pokud tomu tak není, tak se píše s malým počátečním písmenem (západní
Krkonoše, italské Alpy). Pokud je jméno součástí oficiálního názvu, tak je psáno
s velkým písmenem (Západní Karpaty, Tyrolské Alpy, Děčínský Sněžník, Teplá
Vltava).

Pokud potřebujete napsat trojslovný název, tak je rozhodující, zda jako vlast-
ní název existuje (existovalo) již dvouslovné pojmenování. Pokud existuje, tak se
i nově přidané přídavné jméno píše s velkým písmenem. Například Medvědí jeze-

22hory jsou již s malým písmenem, protože se takto píše celý název „Orlické hory“.
23https://prirucka.ujc.cas.cz/?id=185

https://prirucka.ujc.cas.cz/?id=185
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ro → Velké Medvědí jezero, Západní Karpaty → Vnější Západní Karpaty… Pokud
však žádné takové dvojslovné spojení neexistovalo, tak se u druhého přídavného
jména píše malé písmeno a velké je pouze u prvního (Severní ledový oceán, Velký
australský záliv).24

Přesuňme se teď ke státům a územím. Asi nikoho nepřekvapí, že se jedno-
slovné názvy opět píší s prvním velkým písmenem. Jedná se tedy o jednoslovné
názvy států a území (Finsko, Evropa, Čechy), výrazy označující město a oko-
lí (Královéhradecko, Jihlavsko), jména označující okolí řek (Povltaví, Posázaví),
podhorské oblasti (Pošumaví, Záalpí) a výrazy sever, jih, východ a západ, pokud
pojmenovávají území podle světových stran25.

U dvouslovného spojení přídavného a podstatného jména obecného záleží, zda
se jedná o vlastní pojmenování či ne. Pokud to není vlastní pojmenování, tak
zůstávají obě písmena malá (karibská oblast). Jestliže se jedná o vlastní název,
tak se velké písmeno píše pouze u přídavného jména i při případném prohození
pořadí (Pyrenejský poloostrov, Ohňová země, poloostrov Apeninský).

Jestliže se u dvojslovného spojení jedná o přídavné jméno, tak je potřeba vědět,
zda je přídavné jméno součástí zeměpisného názvu či ne. Pokud ne, např. západní,
severní, střední, dolní, tak se píší s malým písmenem (západní Evropa, severní
Čechy, horní Povltaví). Pokud je součástí názvu, tak se píše s velkým písmenem
(Západní Sahara, Severní Amerika). Zároveň se píše s velkým písmenem i pokud
je součástí oficiálního názvu regionu (Střední Povltaví, Jižní Haná).

V případě trojslovných názvů se druhé slovo píše vždy s velkým písmenem,
další podle toho, zda je to obecné, nebo vlastní jméno (mys Dobré naděje, ostrov
Svatého Tomáše).26

Na chvíli se ještě vraťme ke státům. Obvykle se píší jejich víceslovné názvy
s velkým písmenem pouze u prvního slova (Česká republika, Spojené státy ame-
rické). Jsou-li vlastními jmény i další slova, tak se u nich také píše velké písmeno
(Spolková republika Německo, Spojené království Velké Británie a Severního Ir-
ska). Dalším důvodem pro velké písmeno může být významové rozlišení, podle
toho se píše již zmiňovaná Černá Hora.27

Jak tedy dobře psát názvy? Důležité je si nejprve uvědomit o čem vlastně
mluvím. Pro rozdílné typy se používají různá pravidla. U jednoslovného názvu
budu obvykle psát velké písmeno na začátku, ale u víceslovných názvů záleží na
mnoha okolnostech. Pokud se jedná o ne úplně známý název či místo, tak je dobré
si pravopis ověřit, aby nedošlo k omylu. Důležité je ještě podotknout, že toto jsou
pravidla pro český pravopis, což znamená, že v cizím jazyce může být kombinace
velkých a malých písmen úplně jiná.

24https://prirucka.ujc.cas.cz/?id=184
25Pozn. redakce: Např. v americké občanské válce bojoval Sever proti Jihu.
26https://prirucka.ujc.cas.cz/?id=183
27https://prirucka.ujc.cas.cz/?id=188#nadpis2

https://prirucka.ujc.cas.cz/?id=184
https://prirucka.ujc.cas.cz/?id=183
https://prirucka.ujc.cas.cz/?id=188#nadpis2
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Řešení Problému 4.2 5b
Bc.MM Květa Bouchalová & Bc.MM Šimon Swaczyna

Psaní diktátů nebo testů na velká a malá písmena je otrava, ale samotná pravidla
a jejich systém mi vždycky přišla opravdu zajímavá a je to jedna z mála věcí, která
mě na češtině celkem baví, a proto jsme se rozhodli napsat krátké shrnutí ošid-
nějších pravidel, která člověka můžou opravdu hodně mást, když je vidí poprvé,
ale ve skutečnosti v nich je určitá logika, kterou když člověk pochopí, zapamatuje
si ji snadno.

Jména s přeneseným významem
Jeden z mnoha jevů, které mohou člověka při psaní velkých písmen zaskočit, je,
když se nějaké jméno píše jednou s velkým písmenem a podruhé s malým, přičemž
jediné, na čem záleží, je kontext, kdy se může stát, že se dané jméno stalo vlastně
obecným slovem.

Jedním z příkladů může být jméno Alberta Einsteina, které se stalo synony-
mem génia. Pokud tedy věta není o Einsteinovi jako člověku a je myšlena tak, že
někdo jiný je geniální, píše se einstein. Takovýchto slov existuje více, níže uvádíme
několik z nich.

• Einstein se narodil v roce 1879. × Ten náš einstein zase něco vymyslel.

• Švejk jako postava z Haškova románu a švejk jako člověk, který ze sebe dělá
schválně hloupého.

• Jidáš jako jméno a jidáš jako velikonoční pečivo nebo označení zrádce.

• Harpagon je jméno postavy z Molièrova Lakomce a harpagon je jiné slovo
pro lakomce.

• A další jako Alzheimer/alzheimer, Lutz/lutz…

Při psaní takovýchto slov je tedy potřeba si dávat vždy pozor, jestli se jedná
o jméno člověka a píše s velkým písmenem, nebo zda se jedná o slovo s přeneseným
významem.

Příslušníci národa, antropologické skupiny, příslušníci víry
Pro slova spadající do některých v nadpisu uvedených pojmů existují poměrně
jednoduchá pravidla. Příslušníci národa se píší s velkým písmenem (Čech), antro-
pologické skupiny s malým (indián) a příslušník víry taktéž s malým (křesťan).

Může se však stát, že nějaké slovo spadá do více než jedné kategorie a poté zase
jednou závisí na kontextu, v jakém je slovo použito. Mezi takováto slova patří:

• Žid (národnost) × žid (náboženské vyznání)

• Mongol (národnost) × mongol (antropologická skupina)

A možná by se našla i další, tato však pro ilustraci snad stačí. Je jednoduše
vždy potřeba dávat si pozor na to, jaký význam slovo ve větě či textu má.
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Organizace a jejich členové
A do třetice zase slova, která jsou mnohdy úplně stejná a liší se právě pouze
velkým či malým písmenem na základě toho, co se jimi myslí.

V případě, že se jedná o jméno organizace, sportovního klubu, politické stra-
ny…, píše se s velkým písmenem, ve chvíli, kdy se jedná o jejich členy, písmeno je
malé.

• Skaut (organizace) × skaut (její člen)

• Sokol (tělovýchovná jednota) × sokol (člen)

• Mladočeši (bývalá politická strana) × mladočeši (politici z ní)

A mnoho, mnoho dalších, v tomto případě je pouze potřeba mít toto pravidlo
na paměti a vždy si uvědomit, zda se jedná o název či člena.

V těchto třech částech jsme se pokusili jednoduše shrnout pár ošidnějších pra-
videl ohledně slov, která se mnohdy píší vlastně téměř stejně, a jediný rozdíl je
právě ve velkém, či malém písmenu na začátku.

Zdroje
• https://prirucka.ujc.cas.cz/?id=181

• https://www.umimecesky.cz/book/cviceni-velka-pismena-lide-skup-
iny-organizace-cas

• https://erikahanackova.cz/chytaky-pri-psani-velkych-pismen/

https://prirucka.ujc.cas.cz/?id=181
https://www.umimecesky.cz/book/cviceni-velka-pismena-lide-skup-iny-organizace-cas
https://www.umimecesky.cz/book/cviceni-velka-pismena-lide-skup-iny-organizace-cas
https://erikahanackova.cz/chytaky-pri-psani-velkych-pismen/
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Jak zůstat ve Wordu (a Excelu) trochu déle? 4b
Dr.MM Barbora Salajová

Asi každý z nás se někdy potkal s Wordem a s Excelem, protože jsou častou sou-
částí výuky ve škole. Na první pokusy o referáty nebo tabulku to postačí každému,
ale problém nastává, pokud byste se rozhodli si práci lehce ulehčit, například au-
tomatickým číslováním rovnic, nebo si chcete na počítači nechat anglickou verzi,
ale fyzikář si po každém odevzdání laborek stěžuje na desetinné tečky. Oba dva
tyto problémy jde relativně jednoduše vyřešit i v těchto programech.

Ve Wordu je možnost si definovat vlastní rovnici, kterou lze poté vkládat
jako šablonu. Proto je potřeba si ji nejprve vytvořit. Jak to tedy udělat? Pokud
budeme chtít rovnice zarovnávat doprostřed řádku a číslovat je vpravo, tak lze
začít tabulkou 3× 1, které usnadní umístění rovnice a číslování na stránce. Poté
vložíme rovnici28 do prostřední buňky a do pravé buňky závorky. Doporučuji
všechny buňky zarovnat na střed výšky i šířky buňky (align center).

Poté je potřeba do závorky přidat číslování, které na sebe bude navazovat. To
lze přidat pomocí funkce Insert a Field (obr. 4). Mimo vyhledání ji lze objevit
v Insert » Quick Parts » Field (obr. 5).

Obrázek 4: Insert a Field

Obrázek 5: Přístup k Insert a Field

Po jejím otevření lze v seznamu vybrat „SEQ“. Díky tomu se přidá číslování
(obr. 6).

28Lze využít zkratku alt + =.
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Obrázek 6: SEQ

Následně je potřeba upřesnit, co chceme číslovat. V tomto případě jsou to
rovnice, a proto je potřeba za „SEQ“ dopsat „eq“ pro rovnice (obr. 7).

Obrázek 7: SEQ eq

Stisknutí OK se číslování automaticky přidá na místo, které jsme si předtím
zvolili, tj. kde byl kurzor.

Následuje pár estetických úprav, kdy nastavíme v tabulce no border a lze ji
úspěšně přidat do Equation gallery. Stačí ji označit a pomocí equation přidat.
Insert » Equation » Save Selection to Equation Gallery (obr. 8).

Objeví se nové okno (obr. 9), ve kterém postačí pojmenovat nově vzniklou
rovnici.

Poté se rovnice zobrazí mezi předvytvořenými šablonami rovnic a lze ji do tex-
tu vložit již s číslováním pomocí Insert » Equation » Nově vytvořená šablona (xxx)
(obr. 10). Takto vložené rovnice již mají své číslování, které se dá i aktualizovat
pomocí Update Field podobně jako např. číslování v nadpisech. Zároveň se do čís-
lování nepočítají rovnice vložené jinak, takže není problém vkládat např. postupné
výpočty na vlastní řádek nebo neznámé přímo do textu.
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Obrázek 8: Přidání do Equation gallery

Obrázek 9: Vkládání rovnice

Jednou z nevýhod je, že pro vložení číslované rovnice musí člověk vždy přes
Equation Gallery a nejde to nijak zefektivnit. Také je potřeba tuto šablonu vložit
do každého nového dokumentu zvlášť, a občas i do stejného, pokud se jedná o ote-
vření po delší časové prodlevě. Pokud se ale již v textu nachází nějaká číslovaná
rovnice, tak nezmizí a postačí pouze tuto rovnici využít jako šablonu a není třeba
znovu přidávat číslování.

Za pár kliků pak máte rovnici jako následující.

s = v0t+
at2

2
(2)

Ještě mi dovolte krátkou zastávku u Excelu. Snad každý uživatel anglické ver-
ze narazil někdy na problém, že česká pravidla pravopisu nedovolují desetinné
tečky, ale vyžadují čárku. Existuje jednoduchý způsob, jak tento problém vyřešit
a v anglické verzi používat čárku pro oddělování desetinných míst. Stačí otevřít
File » More… » Options » Advanced a zvolit jako Decimal operator čárku místo
tečky (obr. 11). Zároveň je vhodné upravit Thousand separator na odpovídající
znak, který je v českém nastavení mezera a v anglickém čárka, zajistíte tak kom-
patibilitu s jinými systémy. Poté si již na vaše protokoly nikdo stěžovat nebude.

Snad vám tyto dvě drobné vychytávky usnadní práci.
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Obrázek 10: Equation gallery
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Obrázek 11: Nastavení desetinné čárky
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Téma 5 – Strojíme matiku puntíky a šipkami
Díl 5: Elementární topos a přirozená čísla

Vítej, velectěný čtenáři, u posledního dílu témátka, v němž završíme plavbu ele-
mentárním topem na ostrově čísel přirozených. Spolu s výrokovou logikou29, vy-
robenou v díle minuvším, tvoří přirozená čísla stavební kameny většiny moderní
matematiky. Jest-li výroková logika jazykem, pak přirozená čísla (a z nich odvo-
zená čísla celá, racionální, reálná, …) jsou tím světem, který logikou popisujeme.
Nejprve je ale dlužno seznat, čímže přesně přirozená čísla jsou.

Jednou možnou definicí30 přirozených čísel, která se do kategoriálního pro-
středí přenese snadno, je rekursivní (libo-li induktivní ) definice s počátkem v 0.
V teorii množin se předpokládá existence prázdné množiny ∅. Definujme tedy číslo
0 jako prázdnou množinu, čili 0 := ∅. Celý princip této definice přirozených čísel
dlí v jakémsi převrácení konceptu „počtu prvků“. Místo, abychom řekli, že napří-
klad číslo 4 vyjadřuje počet prvků množiny s tolika prvky, my doslova definujeme
číslo 4 jako množinu mající čtyři prvky.

Číslo 0 je množina bez žádného prvku. Číslo 1 by mělo být množinou s prvkem
jedním. Kde tento prvek ale vezmeme? Snad pochopitelně, jediný prvek, který
máme k disposici, je právě vyrobené číslo 0. Rozhodneme, že číslo 1 je zkrátka
množina, která obsahuje 0, přesně 1 := {0}. Pozor, číslo 1 není prázdná množina!
Je to množina, která obsahuje prázdnou množinu. Tímto způsobem pokračujeme
dále. Číslo 2 je množina obsahující čísla 0 a 1, čili množina {0, 1}. Číslo 3 je
množina {0, 1, 2}… Ex nihilo, omnia fiunt.31

Všimněme si navíc, že vyrobivše číslo n získali jsme následující číslo sjednoce-
ním n s množinou obsahující n. Například, 2 = 1 ∪ {1} nebo 5 = 4 ∪ {4}. Jelikož
zamýšlíme přenést právě učiněnou konstrukci na elementární topos, definujme
funkci následníka s, která je dána předpisem s(n) = n∪ {n}. Řečeno slovně, s(n)
je číslo následující n. Množinu všech čísel, jež lze vyrobit opakovaným použitím
funkce následníka na číslo 0 (tedy množinu čísel, kterou umíme dostat jen do-
tazy „Které číslo je další?“), označíme N a trojici (N, 0, s) nazveme přirozenými
čísly.

Míníme pokračovat převedením této rekursivní konstrukce do prostředí ele-
mentárního topu. Pro úsporu místa zde nebudeme opět opakovat, jaké podmín-
ky tyto kategorie splňují. Potřebujete-li se rozpomenout, doporučujeme druhou
stránku předchozího dílu témátka.

Ihned narážíme na obvyklý problém přeměny množinových konceptů na ka-
tegoriální. Číslo 0 je prvkem N, ale objekty kategorií žádnými prvky neoplývají.
Avšak, prvek x jakékoli množiny X je v podstatě identický prosté funkci (mono-
morfismu) χ : 1 � X, kde 1 je jakákoli jednoprvková množina a funkce χ zobra-

29Shrnutí lze nalézt například zde: cs.wikipedia.org/wiki/V%C3%BDrokov%C3%A1_logika.
30Ve své úplnosti se dá přečíst například na anglické Wikipedii: en.wikipedia.org/wiki/Set-

theoretic_definition_of_natural_numbers.
31„Z ničeho vznikne vše.“ Hříčka na Parmenidovo známé (do latiny přepsané) Ex nihilo, nihil

fit.

cs.wikipedia.org/wiki/V%C3%BDrokov%C3%A1_logika
en.wikipedia.org/wiki/Set-theoretic_definition_of_natural_numbers
en.wikipedia.org/wiki/Set-theoretic_definition_of_natural_numbers
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zuje její jediný prvek právě na x ∈ X. Fakt, že taková funkce je v jistém smyslu
opravdu týmž, jak prvek x ∈ X, plyne snadno. Přeci, ke zvolenému x ∈ X umím
najít jen jedinou funkci χ : 1 � X, která zobrazuje ten jediný prvek množiny
1 na x. Naopak, obrazem každé funkce χ : 1 � X je jen jediný prvek x ∈ X.
Číslo 0 pročež můžeme nahradit (stejně značenou) prostou funkcí 0: 1 � N. Na
elementárním topu bude pročež číslem 0 zkrátka monomorfismus 1 0

� N. Funkce
následníka s : N → N plynule přetvoří se v šipku N s→ N.

Shrnuto, trojici (N, 0, s), kde N je objekt našeho elementárního topu A, 0 je
monomorfismus 1 0

� N a s je šipka N s→ N nazveme objektem přirozených čísel,
splňuje-li jisté další „rekursivní“ podmínky, jejichž přesnou podobu záhy vymys-
líme. Pro úplnost připomínáme, že 1 J A značí terminální objekt elementárního
topu A.

Mnozí z vás se jistě setkali s pojmem posloupnosti. Idea je to veskrze jednodu-
chá – posloupnosti jsou zkrátka řady (v lidském slova smyslu), ať už konečné či
nekonečné, prvků z nějaké dané množiny. Důležité je vnímat, že prvky posloup-
nosti jsou očíslované právě přirozenými čísly. Myšlenkou definice přirozených čísel
na elementárním topu je jejich charakterisace jako „objektu číslujícího posloup-
nosti“. To zní záhadně. Abychom se uměli vysvětlit, musíme (jak už jste snad
sobě, trpěliví čtenáři, zvykli) poskytnout více obecný či abstraktní pohled na
posloupnosti.

Řekněme, že naše posloupnost prvků sídlí v jisté množině X. Ono „očíslování“
prvků X je vlastně funkce f : N → X, která přiřadí každému přirozenému číslu
prvek množiny X s odpovídajícím pořadím. Kdyby byla například X množina
závodníků, můžeme na funkci f nahlížet jako na seznam jejich umístění po konci
závodu. Fakt, že místo 3 ∈ N obsadil závodník z ∈ X, vyjadřuje symbolický zápis
f(3) = z. Závodníka z pak obvykle značíme jako z3 a obecně n-tého závodníka
(tedy prvek f(n)) jako zn.

Nyní se vžijme do situace, že víme, kdo první čtyři závodníci (ti s pořadími
0, 1, 2 a 3) jsou a zajímá nás, kdo skončil na místě 4. Máme dvě možnosti, jak
to zjistit. Jedna možnost je vyrobit funkci r : X → X, která nám pro každého
závodníka řekne, kdo je další v pořadí. Vlastně se závodníka z3 zeptáme: „Kdo
byl těsně za tebou?“ Odpovědí je samozřejmě z4, čili r(z3) = z4 a obecně r(zn) =
zn+1. Princip funkce r je tentýž jako funkce následníka s, která se taky každého
přirozeného čísla ptá, které číslo po něm následuje.

Druhou možností, kterak zjistit, kdo skončil čtvrtý, je se nejprve podívat na
to, které číslo je v přirozených číslech hned za číslem 3. Tím je z definice funkce
následníka číslo s(3). Závodníka s tímto číslem pak můžeme najít ve svém seznamu
výsledků závodu (to znamená na toto číslo aplikovat funkci f) a opět musíme dojít
k závodníkovi z4.

Doufáme, že po zkušenostech s předchozími díly již očekáváte příchod komu-
tativního diagramu. Ať už se totiž podíváme na číslo následující číslu 3 a pod
tímto číslem najdeme závodníka (to odpovídá složení (f ◦s)(3)), nebo nejprve na-
jdeme závodníka s číslem 3 a toho se zeptáme, kdo skončil po něm (to odpovídá
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složení (r ◦ f)(3)), musíme nutně dojít oběma způsoby k závodníku z4. Řečeno
kategoriálně, diagram

N N

X X

s

f f

r

komutuje.
K dokončení definice přirozených čísel na libovolném elementárnímu topu již

zbývá jen jeden malý detail. Totiž, každá funkce r : X → X definuje nějakou
posloupnost prvků z X (pro každý prvek vrací „ten po něm“) a zároveň každou
posloupnost umím vyjádřit jako takovouto funkci. Ovšem, aby taková definice
posloupnosti dávala smysl, potřebuje funkce r vědět, který prvek posloupnosti je
ten první (či v našem případě nultý). Stejně jako začátkem přirozených čísel N
je číslo 0, jež jsme ztotožnili s prostou funkcí 0: 1 � N, i počátek posloupnosti
prvků z X bude dán jistou prostou funkcí z0 : 1 � X. Přidáním obou funkcí do
diagramu výše ho učiníme kompletním.

Vyřčeno úplně: pro množinu přirozených čísel N s prostou funkcí 0: 1 � N
a funkcí následníka s : N → N platí, že pro jakoukoli množinu X s prostou funkcí
z0 : 1 → X a funkcí r : X → X diagram

N N

1

X X

s

f f

0

z0
r

komutuje.
Přesně tento diagram nyní přeneseme na elementární topos A a definujeme

tak objekt přirozených čísel (který budeme pro jednoduchost značit stejně) vlastně
jako objekt, který „čísluje monomorfismy (vnímané jako prvky)“ 1 � a do daných
objektů a J A.

Nuže, celá definice ještě jednou: trojice (N, 0, s), kde N J A, 0 je monomorfis-
mus 1 0

�N a s je šipka N s→ N, je objektem přirozených čísel, pokud pro jakýkoli
objekt a J A, monomorfismus 1 ι

� a a šipku a
α→ a existuje přesně jedna šipka

(zvaná „číslovací“) N ϕ→ a taková, že diagram

N N

1

a a

s

ϕ ϕ

0

ι
α
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komutuje.
Snad trochu pomůže intuici, když slovy přiblížíme, že přirozená čísla jsou ten

jediný (to jsme však nedokázali – jste zváni důkaz sestrojit) objekt, který očísluje
každou posloupnost tím jediným správným způsobem (jejž udávají šipky ι a α).

Sčítání a násobení
Věříme, že s námi, věrní čtenáři, proplujete ještě posledním mořem. Mořem arit-
metických operací. Někdo možná tušíte, že operace sčítání se na přirozených
číslech definuje obvykle též rekursivně, a to těmito dvěma pravidly:

(1) 0 + n = n,

(2) s(n) +m = s(n+m),

kde n,m ∈ N a s je funkce následníka. Součet a + b dvou libovolných přiroze-
ných čísel pak počítáme v zásadě opakovaným užitím pravidla (2). Konkrétně,
počítáme

• s(b) = s(0 + b) = s(0) + b = 1 + b,

• s(1 + b) = s(1) + b = 2 + b,

• …

tak dlouho, dokud prvním sčítancem není číslo a ∈ N.
Na operaci sčítání se můžeme dívat jako na funkci +: N×N → N, která přijme

dvojici (a, b) přirozených čísel a odpoví jejich součet a+ b. Na elementárním topu
bude tudíž sčítání rovněž definováno jako (stejnojmenná) šipka N× N +→ N.

Nejprve vyjádříme komutativním diagramem pravidlo (1). Číslem 0 je nám
z definice monomorfismus 1 0

�N a, obdobně, za číslo n můžeme považovat jakýkoli
monomorfismus 1 n

�N, který může a nemusí být různý od 0. Z definice produktu
pak vede z 1× 1 do N×N jen jediná šipka (kterou návodně označíme (0, n)), jejíž
složení s projekcí na levý objekt je monomorfismus 0 a složení s projekcí na pravý
objekt je monomorfismus n. Odpovídající diagram je níže.

1 × 1

1 N× N 1

N N

! !∃!(0,n)

0 n

Neoznačené šipky jsou projekce z definice produktu N×N a symbol ! značí tu
jedinou šipku (neb 1 je terminální objekt) z 1 × 1 do 1.
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Formulaci pravidla (1) sčítání přirozených čísel zakončíme požadavkem, aby
složení šipky (0, n) s šipkou + (tedy vlastně součet 0 + n) byl roven šipce n, či
zcela přesně, šipce 1 × 1 !n−→ N. Vyjádřeno obrázkově: šipka + musí splňovat, že
pro každý monomorfismus 1 n

� N diagram

1 × 1 1

N× N N

!

(0,n) n

+

komutuje.
Abychom přeformulovali pravidlo (2) definice sčítání, opět musíme využít defi-

nice produktu k získání šipek 1×1 (n,m)−−−−→ N×N a 1×1 (s(n),m)−−−−−→ N×N. Nabýváte-li
dojmu, že podvádíme, předložte svému zraku například diagram

1 1 × 1

N N× N 1

N N

n

!

!∃!(s(n),m)

s m

prokazující existenci a jednoznačnost šipky (s(n),m), kterou tak, opět, značíme
pro to, že v kategorii množin odpovídá právě dvojici čísel (s(n),m).

Pravidlo (2) definice sčítání nyní říká, že pro libovolné dva monomorfismy
1 n
� N a 1 m

� N diagram

1 × 1 N× N

N

N× N N

(n,m)

(s(n),m)

+

s

+

komutuje. Koncem dílu vás vyzýváme zkusit, již mimo soutěž, definovat šipku
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násobení N×N ·→ N na elementárním topu. Jistě vám v tomto snažení přijde vhod
znát množinovou definici násobení. Ta na sebe béře podobu dvou pravidel:

(1) n · 1 = n,

(2) s(n) ·m = n ·m+m.

Přestože za řešení body již nezískáte, rádi o něm uslyšíme. Doufáme, že vás témát-
ko, ač obtížné, bavilo a ukázalo vám, že se matematika dá dělat i úplně jinak, než
jste zvyklí.

Adam; kategoricketematko@gmail.com

mailto:kategoricketematko@gmail.com


42 XXXI/6

Vzorová řešení úloh 4. dílu
Úloha 5.1

Zadání:
Dokažte, že funkce f : {>} → {>,⊥} definovaná přes f(>) = ⊥ je jediná funkce,
pro kterou je diagram

∅ {>}

{>} {>,⊥}

t

∃!f

pullback. Funkce t : {>} → {>,⊥} splňuje t(>) = >.

Řešení:
Fakt, že je zadaný diagram pullback, plyne okamžitě. Kdyby totiž v levém horním
rohu diagramu byla jakákoli jiná množina kromě prázdné, pak by z komutativity
muselo platit, že f(>) = t(>), což zřejmě nelze, neboť f(>) = ⊥ a t(>) = >.
Množina ∅ je tudíž jediná množina, pro kterou je diagram vůbec kuželem, natož
pullbackem.

Všimněme si, že funkce t a f jsou ty jediné funkce {>} → {>,⊥}. Pokud by
tedy nebyla dolní stranou čtverce funkce f , byla by jí funkce t. Ovšem diagram

∅ {>}

{>} {>,⊥}

t

t

není pullback, protože například

{>} {>}

{>} {>,⊥}

1{>}

1{>} t

t

je komutativní diagram, ale žádná funkce {>} → ∅ neexistuje. Zde 1{>} značí
identickou funkci na {>}. Čili, aby byl čtverec pullbackem, musí být dolní stranou
funkce f .

Úloha 5.2
Zadání:

1. Najděte podmnožinu množiny {>,⊥}, jejíž charakteristickou funkcí je právě
negace ¬ : {>,⊥} → {>,⊥}.

2. Převeďte tuto množinovou definici negace do světa elementárního topu,
tj. dosaďte za a, b a α do diagramu na obrázku 12 takové objekty a šipku, aby
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charakterem χα byla právě šipka negace Ω
¬−→ Ω. Soudíme, že vám pomůže

přemýšlet o terminálním objektu 1 jako o množině {>} a o klasifikátoru
podobjektů Ω jako o množině {>,⊥}.
Nezapomeňte ověřit, že vzniklý diagram je opravdu pullback!

a 1

b Ω

!

α η

∃!χα

Obrázek 12: Definice klasifikátoru podobjektů.

Řešení od Doc.MM Michaela Jarvise

Podmnožina množiny {>,⊥}, pro kterou je negace ¬ charakteristickou funkcí,
je {⊥}, protože negace ¬ promítne pouze ⊥ na >.

Nyní budeme chtít vytvořit onen pullback. V kategoriálním smyslu nám
množinu {>,⊥} zastoupí klasifikátor podobjektů Ω, množinu {>} nám zastoupí
terminální objekt 1 a šipkou mezi nimi bude již známá šipka t. Charakteristickou
funkcí bude samozřejmě negace ¬, a protože to je šipka Ω → Ω, tak za b
dosadíme Ω. Objekt a je vzorem {>} vzhledem k funkci ¬, což je množina {⊥}.
Všimněme si, že protože {⊥} má pouze jeden prvek, musí být terminální – za
objekt a tedy dosadíme terminální objekt 1. Kvůli komutativitě nám zbývá už
jen jedna možnost pro α, a to šipka f (f¬ = t). Je důležité zmínit, že šipka f
musí být monomorfismus. Důkaz tohoto faktu lze nalézt v úloze 5.3, protože f
vede z terminálního objektu 1.

Výsledný diagram vypadá takto:

1 1

Ω Ω

!

f t

¬

Nakonec bychom chtěli ověřit, že diagram je opravdu pullbackem. To je
však triviální – z vrcholu každého jiného kuželu určitě vede přes náš pullback
jen jediná šipka, protože vrcholem našeho pullbacku je terminální objekt.

Úloha 5.3
Zadání:
Dokažte, že každá šipka vedoucí z terminálního objektu je nutně monomorfismus.

Řešení:
Připomeňme, že šipka a

α−→ b je monomorfismus, když pro každý objekt c a šipky
c

γ1−→ a, c
γ2−→ a platí, že γ1α = γ2α ⇒ γ1 = γ2.
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Ať je nyní a terminální objekt 1. Pak z c do 1 však vede jen jediná šipka, takže
nutně platí γ1 = γ2. Toť vše.

Úloha 5.4
Zadání:

1. Popište disjunktní sjednocení

{(>,⊥), (>,>)} t {(⊥,>), (>,>)}.

2. Najděte funkce j : {(>,⊥), (>,>)}t{(⊥,>), (>,>)} � U a i : U � {>,⊥}×
{>,⊥}. Ukažte, že j je surjektivní a i injektivní. Jak vypadá jejich složení
ω = ji?

Řešení:
Disjunktní sjednocení je z definice množina prvků z obou sjednocovaných množin
spolu s „příznaky“, z které množiny přišly (tedy každý prvek je v disjunktním
sjednocení za každou množinu, ve které leží, právě jednou).

V tomto případě můžeme psát, že

{(>,⊥), (>,>)} t {(⊥,>), (>,>)}
= {((>,⊥), 0), ((>,>), 0), ((⊥,>), 1), ((>,>), 1)},

protože dvojice (>,⊥) a (>,>) leží v první množině (a tedy mají příznak 0)
a dvojice (⊥,>) a (>,>) leží v druhé množině (a tedy mají příznak 1).

Připomeňme, že U je sjednocení

U = {(>,⊥), (>,>)} ∪ {(⊥,>), (>,>)}.

Najít surjektivní funkci z disjunktního sjednocení do běžného sjednocení je jed-
noduché – stačí zapomenout příznaky 0 a 1. Funkci j tedy můžeme definovat
předpisem j(u, i) = u, kde u ∈ U a i je číslo 0 nebo 1. To znamená, že například
j((>,>), 1) = (>,>). Fakt, že taková funkce je surjektivní, je zřejmý – každý
prvek sjednocení U se i v disjunktním sjednocení vyskytuje aspoň jednou.

Funkci i : U � {>,⊥} × {>,⊥} není třeba ani nijak vytvářet, je to zkrátka
identická funkce: i(u) = u. Taková funkce je pochopitelně prostá.

Díky tomu, že i je identická funkce, je složením ω = ji vlastně samotná funk-
ce j. Řečeno přesně, funkce

ω : {(>,⊥), (>,>)} t {(⊥,>), (>,>)} → {>,⊥} × {>,⊥}

je definovaná tak, že zapomíná příznaky, tedy předpisem ω(u, i) = u.
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Téma 6 – Speciální teorie relativity
Milí řešitelé, doufáme, že jste si náš společný průlet speciální teorií relativity užili
alespoň tak jako my. Sice se s touto teorií v každodenním životě často nesetkáme,
ale její neintuitivní výsledky jsou skvělá přemýšlecí cvičení. Nyní si ovšem od
přemýšlení trochu odpočiňte a běžte na zmrzlinu nebo si jakkoli jinak užívat
zbytku roku.

Radim N; radim05@post.cz
Honza T.; jan.tregler@seznam.cz

mailto:radim05@post.cz
mailto:jan.tregler@seznam.cz
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Matematika a volby II 8b
Mgr.MM Alexandra Gauchet

Úvod
V minulém článku jsme se dozvěděli o volebním systému ve Spojených státech
a jeho nedostatcích. Tento článek bude pojednávat o různých volebních systémech
a jejich využití.

Condorcet a de Borda
První část tohoto článku pojednává o jedněch z prvních návrhů, jak volební systém
popsat matematicky, tak aby zvolení co nejlépe reprezentovali názory společnosti
– na rozdíl od starověkého Řecka, kde volby probíhaly losem, tedy náhodným
výběrem.

Nicolas de Condorcet
Nicolas de Condorcet žil v osmnáctém století v době osvícenství ve Francii. V ro-
ce 1782 byl zvolen do francouzské akademie a ve své kariéře se věnoval hlavně
pravděpodobnosti. Byl přesvědčeným liberálem, a proto se hned při Velké fran-
couzské revoluci přidal na stranu girondistů. Pracoval na návrhu republikánské
ústavy, vypracoval systém veřejného vzdělávání a tvrdil, že nevzdělanost je hlavní
příčinou tyranie. Zasadil se o práva žen a byl proti otroctví. Po pádu girondistů
byl obžalován a poté v roce 1794 zatčen. Nedlouho potom zemřel za nejasných
okolností.

Condorcetova metoda je způsob hlasování, kde při počtu n kandidátů vy-
hraje vítěz „soubojů“ se všemi ostatními n − 1 kandidáty zvlášť. Funguje tak,
že každý volič seřadí své preference kandidátů od nejhoršího po nejlepší. Poté se
vybere ten, kdo je oblíbenější než ostatní kandidáti.

Uvažujme soutěž o nejoblíbenější ovoce. Máme 4 kandidáty: jablko, malina,
mandarinka a jahoda. Volební lístek by mohl vypadat následovně:

Kandidát 1. místo 2. místo 3. místo 4. místo
Jablko
Jahoda
Malina
Mandarinka

Voliči by tedy mohli zaškrtnout maximálně jedno pole v každém řádku a ně-
kolik polí ve sloupci. Neohodnocené ovoce by se počítalo jako poslední. Abychom
mohli určit výsledek, musíme spočítat vítězství kandidáta nad ostatními. To za-
znamenáme do tabulky, kde každé pole ukazuje počet vítězství ovoce v řádku nad
ovocem ve sloupci. Vypadalo by to nějak takhle:
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Číslo 1 v tabulce znamená, že je dané ovoce upřednostňované před jeho „opo-
nentem“, 0 znamená opak.

Preference Jablko Jahoda Malina Mandarinka
Jablko - 0 0 1
Jahoda 1 - 1 1
Malina 1 0 - 1
Mandarinka 0 0 0 -

Předchozí informace můžeme zaznamenat i do následujícího grafu:

jahoda

mandarinka

jablko

malina

Jedna z hlavních nevýhod této metody je, že existují případy, u kterých nelze
najít řešení – to platí v případech, kdy je graf zacyklený. Například u šesti voličů
a tří kandidátů, když kandidáty seřadí každý jinak. Dále může být těžké seřadit
všechny uchazeče podle svých preferencí. Je také poměrně časově náročné spočí-
tat výsledek hlasování. Mezi výhody patří férovost metody a nepotřebnost tolik
strategizovat.

Jean-Charles de Borda
Jean-Charles de Borda se narodil v roce 1733 v jihozápadní Francii a v sedmi
letech vstoupil do školy. Matematice a přírodním vědám se začal ale věnovat až
v jedenácti letech, když přešel na vojenskou školu, kterou dostudoval o čtyři roky
později. Pak se stal matematikem v armádě, kde se věnoval převážně balistice
a mechanice kapalin. V období francouzské revoluce byl v čele komise, která měla
určit nové jednotky vah a délek. Navrhoval například rozdělení dnů na 10 ho-
din a každou hodinu na 100 minut a minuty na 100 sekund. V roce 1784 přišel
s protinávrhem na Condorcetovu metodu hlasování.

Jeho návrh volebního systému vznikl jako reakce na Condorcetovu metodu
z důvodu, že nemusí mít vždy řešení. De Borda si ale myslel, že je Condorcetův
návrh spravedlivý. Spočívá v udělení bodů všem kandidátům v rozmezí od 1 do n,
kde n je počet všech kandidátů. Poté se body kandidátů sečtou a ten s největším
počtem zvítězí. Hlasovací lístek by mohl vypadat stejně jako Condorcetův, jen
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místo míst by se dávaly body. Pořadí by tedy bylo opačně: nejoblíbenější kandidát
by dostal nejvíce bodů.

Uvažujme stejné kandidáty jako v příkladu u Condorcetovy metody. Výsled-
ková tabulka by mohla vypadat nějak takhle:

Počet hodnocení Manda-
rinka

Jablko Malina Jahoda

1 bod 5 4 1 2
2 body 3 3 4 2
3 body 4 3 1 4
4 body 0 2 5 5
Celkem 23 27 32 38

Výhodou této metody je, že vždy existuje řešení. To znamená, že je vždy zvo-
lena alespoň jedna osoba. Problémem by mohlo být, že může být zvolen kandidát,
kterého by nikdo na první místo neumístil. Může nastat i situace, kdy je zvoleno
více lidí na jedno místo.

Další volební metody
V první části článku jsme se dozvěděli o Condorcetově a de Bordově metodě.
Druhá část článku bude pojednávat o dalších způsobech, jak uspořádat volby
a vybrat vítěze.

Schvalující hlasování
Schvalující hlasování neboli approval voting je volební metoda, při které si volič
může vybrat libovolné množství kandidátů podle toho, se kterými souhlasí. Vyhra-
je kandidát, který po sečtení měl nejvíce hlasů, a tím pádem i nejvyšší podporu.
Approval voting je zaveden ve volbách starosty St. Louis v Missouri od března
2020 či ve Fargo – nejlidnatějším městě státu Severní Dakota v USA, kde byl ale
později zrušen. Kromě Spojených států tento postup využívá i Lotyšsko v trochu
upravené verzi v parlamentních volbách. Metodu schvalujícího hlasování používá
mnoho organizací – například OSN.

Tento způsob voleb může být výhodný, protože donutí kandidáty spolupraco-
vat ve vytváření koalic. Podporuje ty, kteří své voliče neobrací proti podporovate-
lům jiných uchazečů a neuzavírají je do skupin. Na rozdíl od většinového hlasová-
ní je u schvalujícího potřeba jen jedno kolo voleb, což může volební proces velmi
usnadnit. Navíc, jak argumentuje i americká organizace zabývající se implemen-
tací approval votingu Center for Election Science, se dá tato metoda jednoduše
implementovat v USA, kde by fungovala na současných strojích pro sčítání hlasů.
Naopak prezident organizace FairVote Rob Richie proti schvalujícímu hlasování
argumentuje absencí možnosti seřazení kandidátů podle individuálních preferencí.
Může tak vyhrát i člověk, kterého nikdo nezařadil na první místo. Další nevýho-
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dou je, že více lidí může mít stejný počet hlasů, a proto by mohlo být těžké vybrat
vítěze. Tento systém vybírá kandidáta, co všem „nejméně vadí“, což se může hodit
u pozic, kde je potřeba zvolit mediátora.

Janečkův systém – D21
Janečkův systém je rozšíření verze schvalujícího hlasování. Změna spočívá v udě-
lování pouze omezeného počtu hlasů. Existují dva typy. V prvním můžeme udělit
pouze tzv. pozitivní hlasy. Ty se stejně jako u approval votingu sečtou a vybe-
re se vítěz. Druhý způsob je ale mnohem zajímavější. Zavádí totiž negativní hlas,
kterým můžeme vyjádřit svůj nesouhlas. Po sečtení schvalujících a neschvalujících
hlasů zjistíme i tzv. kontroverze. Jsou to kandidáti, kteří nashromáždili podobný
počet pozitivních i negativních hlasů (samozřejmě záleží i na poměru množství
hlasů, které můžeme rozdat). Tímto můžeme eliminovat extrémisty a další kandi-
dáty, jenž rozdělují společnosti. Počet povolených hlasů je upravován podle potřeb
voleb a Janečkova algoritmu.

Autorem tohoto systému je český matematik Karel Janeček. Mezi klady té-
to metody patří menší tříštění hlasů, pozitivnější kampaně nebo snížení výhody
extrémistických kandidátů. Zápory mohou být například stejně jako u schvalova-
cího hlasování nemožnost seřadit kandidáty podle preferencí či riziko negativních
kampaní u varianty se záporným hlasováním – to by bylo ale přeci jenom nižší
než u jiných volebních metod.

Většinové posouzení
Většinové posouzení neboli anglicky majority judgement je stejně jako Janečkův
systém snaha o vylepšení schvalujícího hlasování. Tentokrát je ale změnou mož-
nost ohodnotit každého kandidáta na celočíselné škále, kde každé číslo znamená
jinou úroveň přijatelnosti kandidátů. Mohlo by to být například: 1 – výborný, 2 –
velmi dobrý, 3 – dobrý, 4 – přijatelný a 5 – nepřijatelný. Vyhrává kandidát s nej-
lepší mediánovou známkou, tedy hodnotou po rozdělení všech seřazených hlasů
pro něj uprostřed. Pokud by více kandidátů mělo stejný výsledek, rozhodne se vy-
loučením všech hlasů pro danou mediánovou známku a postup se opakuje, dokud
nenalezneme jediného vítěze.

Díky většinovému posouzení můžeme srovnávat hodnocení všech kandidátů.
Umožňuje také voličům přesněji vyjádřit své preference. Na druhou stranu tento
systém spočívá na jazyce a každý může mít jiné pochopení toho, co jednotlivé
kategorie znamenají. Dále není jasné, jak by měla znít otázka voliči, tedy co má
volič přesně hodnotit.

Alternativní hlasování
V alternativním hlasování, taktéž známém pod anglickým názvem instant-runoff
voting, každý volič nejdříve seřadí kandidáty podle svých preferencí. Poté se se-
čtou hlasy pro kandidáty umístěné voliči na první místo. Pokud nikdo nemá více
jak polovinu hlasů, tak vyřadíme kandidáta s nejnižším počtem. Hlasy pro něj
nepropadnou, naopak započítáme druhou preferenci hlasujících. Jestli byl i druhý
nejoblíbenější kandidát voliče vyřazen, jeho hlas přiřadíme ke třetímu atd.
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Výhodou tohoto systému je možnost hlasovat i pro méně populární kandidáty
bez obav z propadnutí hlasu. Na druhou stranu ale neeliminuje možnost strategi-
zování ze strany voličů. Tak se ukázalo například ve volbách starosty Burlingtonu
roku 2009 ve Vermontu, protože ho voliči ve svých seznamech zařadili moc nízko.
Kandidát přijatelný největším počtem voličů měl moc málo hlasů v dřívějším ko-
le, takže byl vyřazen moc brzy. Je nejvýhodnější umístit někoho na první místo,
pokud má vysokou, nebo naopak velmi nízkou šanci zvítězit ve volbách.

Spočítat počet
hlasů u první

možnosti voličů

Má některý
kandidát
většinu?

Eliminovat posledního
kandidáta

Rozdat hlasy voličů
eliminovaného

kandidáta na 2. místě

Vítěz nalezen

Ano

Ne

Schéma průběhu alternativního hlasování

Dvoukolové volby
Dvoukolové volby jsou variantou systému absolutní většiny. Probíhají, jak je již
z názvu patrné, ve dvou kolech. V prvním kole voliči vyjádří svoji preferenci a po
sečtení hlasů, pokud nikdo nemá více jak polovinu, postoupí dva vítězové. Ve
druhém kole voliči vybírají jen z těchto dvou kandidátů.

Dvoukolové volby využívá i Česká republika a to hned ve dvou případech:
volby do Senátu a při výběru prezidenta České republiky.

Mezi klady této volební metody patří jednoduchost tohoto systému a zároveň
možnost většího ovlivnění výsledku než u klasických jednokolových voleb. Dále
takto eliminujeme extrémistické uchazeče, kteří budou mít problém zvítězit ve
druhém kole. Nutí také kandidáty ve druhém kole k větší otevřenosti k voličům
těch, co nepostoupili. Nevýhodou této metody je časová prodleva mezi oběma
koly, vyšší tříštění hlasů a častá nižší účast voličů v 2. kole, která se ale nemusí
objevit pokaždé, jako to bylo v případě vyšší účasti u prezidentských voleb v roce
2020.

Závěr
V tomto článku jsem chtěla vysvětlit alternativy volebního systému z předcho-
zího článku o volebním systému ve Spojených státech. Zajímaly mě také jejich
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výhody a nevýhody. Oproti většinovému systému využívaném ve většině voleb je
Condorcetova metoda a de Bordův systém podstatně časově náročnější na výpo-
čet výsledků než jiné volební metody zmíněné v článku. Na druhou stranu jsou
ale podstatně férovější. Zároveň jsem se zmínila i o implementacích jednotlivých
volebních systémů a jejich srozumitelnosti pro voliče v praxi.
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Konference Hodoňovice 2024
String-art 9b

Doc.MM Michael Ambros, Doc.MM Julie Klementová, Dr.MM Jáchym Löwenhöffer

Co je to string-art?
String-art je výtvarná technika, při níž se snažíme napodobit nějaký obrázek
pomocí k nití32, které natahujeme mezi špendlíky rozmístěnými po obvodu kruhu.
Protože string-art je činnost veskrze praktická, máme k dispozici pouze konečně
mnoho špendlíků (n).

Náplň naší konfery ovšem nespočívala tolik v natahování nití mezi špendlíky33,
ale spíše v hledání algoritmu, který určí, mezi kterými dvojicemi špendlíků má
vést linie, aby byl vytvořený obrázek co nejpodobnější námi zvolenému originálu.
Tento problém více či méně úspěšně řeší dva námi vymyšlené algoritmy.

Algoritmy
V této sekci představíme algoritmy, popíšeme jejich výhody i nevýhody a určíme
jejich asymptotickou časovou složitost pomocí notace O. Jestliže jste s touto notací
neseznámeni, doporučujeme si o ní něco přečíst.

Všechny možnosti!
Nejjednodušší myšlenka, která nás při řešení napadla a stala se proto základem
našeho prvního algoritmu, byla následující: zkusíme všechny možné čáry a vybere
jen k nejlepších. Aby to nebylo tak jednoduché, musíme si nějak chytře definovat,
jak dobrá je každá čára, abychom mohli vybrat ty nejlepší.

Tento problém se dá řešit následujícím způsobem: na prázdné plátno na-
kreslíme jakoukoli čáru a poté celý tento obrázek odečteme od toho původního,
abychom viděli, jak moc se liší. Díky tomu, že zatím řešíme pouze černobílé obráz-
ky, stačí odečíst každý pixel z jednoho obrázku s korespondujícím pixelem z toho
druhého. Všechny tyto rozdíly odpovídajících si pixelů poté sečteme, umocníme
na druhou a vydělíme počtem pixelů.34 Této hodnotě dále budeme říkat rozdíl
čáry a originálu. Tento postup zopakujeme pro všechny další možné čáry.

Následně všechny čáry podle této hodnoty seřadíme a vybereme k nejlepších,
tedy k těch s nejmenším rozdílem čáry a originálu.

Teď už by to mohlo vypadat, že jsme hotoví a můžeme si užívat string-artu,
jak jen budeme chtít. To by se nesměl v našem dosavadním řešení skrývat jeden
menší problém. Protože každou čáru zkoušíme na plátno přidat právě jednou, je
čára vždy úplně černá. To znamená, že v každém bodě čára buď je, nebo není,

32V průběhu přeformulujeme naši úlohu tak, aby namísto konstantního počtu nitek byla kon-
stantní odchylka od originálu, kterého se snažíme dosáhnout.

33O to se Jáchym rovněž pokusil (zda úspěšně či neúspěšně měli možnost posoudit všichni
účastníci podzimního soustředění).

34Této metodě se v praxi říká MSE (Mean Squared Error) a pro její používanost jsme se
rozhodli pro ni.
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což nám ve výsledku vytvoří velmi nepřirozené obrázky, neboť nemáme možnost
velmi tmavá místa odlišit od těch jen trochu tmavých.

Abychom toto vyřešili, musíme nějak zařídit, aby mezi dvěma špendlíky mohla
vést více než jedna čára. Toho bychom mohli dosáhnout triviálním rozšířením
předchozího algoritmu. Prostě před přidáním každé čáry seřadíme všech n2 čar. To
ovšem z časové složitosti O(n2) udělá O(kn2), čímž jsme si docela dost pohoršili,
protože k � n. Naštěstí existuje i lepší způsob, ten budiž nalezen v následující
podsekci.

1 def str ing_art (n , k)
2 l i n e s = [ ( start , end) fo r s ta r t in range (n) fo r end in range (n) ]
3 l i n e s . sort ( key= lambda l i n e : d i f f e r e n c e ( l i n e ) )
4 return l i n e s [ k : ]

Obrázek 15: První algoritmus ve zjednodušené verzi

Postupně zlepšujeme
Abychom napravili obě nedokonalosti našeho prvního řešení, musíme celou před-
chozí ideu překopat. Místo toho, abychom v každém kroku počítali rozdíl čáry
a originálu pro všechny možné dvojice bodů, začneme pouze s jedním náhodně
vybraným vrcholem a spočítáme tuto hodnotu pro všechny čáry z něho vedou-
cí. Z těch vybereme tu nejlepší a její koncový bod nastavíme jako počátek, opět
spočítáme rozdíl každé čáry z něho vedoucí a originálu. Koncový bod nastavíme
jako počáteční a můžeme celý proces opakovat. Takovýchto opakování provedeme
ještě k.

Tímto jsme efektivně vyřešili oba problémy minulého algoritmu. Ovšem vy-
skytnul se nám jeden další. Jestliže bude na obrázku jeden velmi černý pruh,
algoritmus bude dávat čáry jen do něj a nikam jinam.

Řešení tohoto je jednoduché: po přidání každé čáry do našeho string-artu
stejnou čáru, ale bílou, nakreslíme do původního obrázku.

Tento algoritmus má časovou složitost O(kn). V praxi se nám vyplatilo nemít
žádný pevný počet čar k, ale radši porovnávat, jak daleko je celý string-artový
obrázek od originálu. Jakmile se tento rozdíl dostane pod nějakou konstantu, celý
program zastavíme. Důvod, proč jsme pro popsání neuvažovali tuto variantu, je
kvůli její nejasné časové složitosti.

Výsledky
S programy představenými v předchozích kapitolách se nám povedlo převést spous-
tu obrázku do string-artové podoby. Mezi ty nejzajímavější patří spící Dláža. Také
se nám podařilo vytvořit string-art video tak, že jsme do string-artu převedli kaž-
dý snímek zvlášť a poté je zas spojily. Mezi poslední zajímavosti patří barevný
string-art. Toho jsme docílili tak, že místo zkoušení k šedých čar zkoušíme 3k čar
různých barev (červené, zelené a modré) a vybereme tu, která nejvíce korespon-
duje s obrázkem.
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1 def str ing_art (n , k)
2 f i n a l = [ 0 ]
3 while len ( f i n a l )<=k :
4 s ta r t = f i n a l [ −1]
5 l i n e s = [ ( start , end) fo r end in range (n) ]
6 l i n e s . sort ( key= lambda l i n e : d i f f e r e n c e ( l i n e ) )
7 f i n a l . append( l i n e s [ 0 ] [ 1 ] )
8 return f i n a l

Obrázek 16: Druhý algoritmus ve zjednodušené verzi.

Obrázek 17: String-artová podoba spícího Dláži.

Obrázek 18: String-artová podoba Einsteina.
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Obrázek 19: Logo semináře M&M.

Obrázek 20: String-art Ricka Astleyho.
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Výsledky 2. deadlinu 4. čísla a celého 5. čísla
Témata

Poř. Jméno R.
∑

−1 2 3 4 5 6 O
∑

0

∑
1

1. Prof.MM J. Uglickich 3 524,9 10,0 5,0 15,0 196,6
2. Doc.MM M. Těšitel 4 421,0 14,5 3,0 1,0 0,5 4,5 23,5 191,2
3. Doc.MM M. Jarvis 3 375,3 12,0 17,0 6,5 35,5 187,1
4. Doc.MM J. Klementová 3 361,1 26,4 3,5 3,0 9,0 5,4 47,3 151,3
5. Dr.MM B. Salajová 3 120,2 28,0 10,0 0,5 4,0 42,5 120,2
6. Dr.MM P. Starý 3 114,3 14,4 14,4 114,3
7. Doc.MM M. Ambros 2 220,6 16,0 5,4 21,4 109,9
8. Mgr.MM A. Gauchet 3 80,5 10,4 13,0 23,4 80,5
9. Doc.MM L. Zůnová 4 260,0 3,5 1,0 4,5 76,8

10. Dr.MM L. Votrubová 4 171,3 7,3 1,0 8,3 75,7
11. Doc.MM O. Sedláček 4 304,8 5,5 5,5 72,3

12.–13. Mgr.MM A. Trnková 4 98,5 7,0 7,0 70,6
Doc.MM P. Šimová 4 253,0 70,6

14. Mgr.MM F. Nouza 3 68,1 64,1
15. Dr.MM J. Jedlička 3 120,7 14,1 3,4 17,5 59,5
16. Doc.MM D. Kaňka 3 201,9 57,3
17. Dr.MM K. Kučerová Z9 128,0 1,0 1,0 55,4
18. Mgr.MM F. Dvořák 2 55,1 24,0 24,0 55,1
19. Doc.MM O. Nevěřil 3 264,4 10,2 3,0 13,2 55,0
20. Mgr.MM R. Petit 4 90,7 53,7
21. Mgr.MM S. Ožanová 3 50,3 3,0 3,0 50,3
22. Bc.MM K. Bouchalová Z9 49,6 8,5 4,8 13,3 49,6
23. Bc.MM N. Jochová 2 47,1 47,1
24. Bc.MM M. Pustková 4 43,8 43,8
25. Bc.MM S. Šimečková 3 42,5 42,5
26. Mgr.MM P. Barták 1 61,9 3,1 3,1 41,5
27. Dr.MM M. Urbanová 2 148,5 39,8
28. Bc.MM Š. Swaczyna Z9 37,2 11,5 3,8 15,3 37,2
29. Bc.MM V. Šitra 3 32,0 32,0
30. Mgr.MM V. Kučera 3 78,0 27,4
31. Bc.MM J. Fišerová 2 26,7 14,4 14,4 26,7
32. Dr.MM A. Bakoč 4 104,3 7,0 7,0 21,9
33. Mgr.MM K. Maxera 4 50,8 19,3
34. Dr.MM J. Löwenhöffer 4 107,5 5,4 5,4 17,6
35. P. Bělušová 3 17,5 17,5
36. B. Samková 1 16,4 16,4
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Témata
Poř. Jméno R.

∑
−1 2 3 4 5 6 O

∑
0

∑
1

37. M. Jurečková 3 13,7 13,7
38. Mgr.MM V. Vybíral 3 65,5 13,6
39. M. Kramešová 4 12,9 12,9
40. Mgr.MM M. Rybecký 3 73,2 10,8
41. R. Zelený 4 14,2 10,4
42. Mgr.MM J. Kadlec 4 57,6 10,3
43. Mgr.MM M. Stýskala 4 69,6 7,1
44. R. Michálková 3 5,1 5,1

45.–48. S. Zubák 1 5,0 5,0
L. Koma 1 5,0 5,0
M. Těšitel Z1 5,0 2,5 2,5 5,0
T. Matějková 4 5,0 5,0

49.–50. T. Gruber 3 4,7 4,7
J. Kaplický 3 4,7 4,7

51. M. Štěpán 4 3,0 3,0
52. M. Ambrosová Z9 10,3 2,5
53. Bc.MM K. Česká 4 28,7 1,5

Sloupeček
∑

−1 je součet všech bodů získaných v našem semináři,
∑

0 je součet
bodů v těchto deadlinech a

∑
1 součet všech bodů v tomto ročníku. Sloupec O

symbolizuje Ostatní, obvykle příspěvky za články. Tituly uvedené v předchozím
textu slouží pouze pro účely M&M.
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Výsledková listina 31. ročníku
Číslo

Poř. Jméno R.
∑

−1 1 2 3 4 5
∑

1

1. Prof.MM J. Uglickich 3 524,9 67,2 45,2 50,7 23,5 10,0 196,6
2. Doc.MM M. Těšitel 4 421,0 42,1 51,8 51,3 31,5 14,5 191,2
3. Doc.MM M. Jarvis 3 375,3 29,2 47,4 44,5 32,5 33,5 187,1
4. Doc.MM J. Klementová 3 361,1 32,5 31,3 34,2 25,0 28,3 151,3
5. Dr.MM B. Salajová 3 120,2 20,4 19,5 37,8 25,0 17,5 120,2
6. Dr.MM P. Starý 3 114,3 50,2 30,5 19,2 14,4 114,3
7. Doc.MM M. Ambros 2 220,6 46,0 13,8 28,7 12,8 8,6 109,9
8. Mgr.MM A. Gauchet 3 80,5 21,9 16,7 12,9 11,6 17,4 80,5
9. Doc.MM L. Zůnová 4 260,0 45,0 20,0 7,3 4,5 76,8

10. Dr.MM L. Votrubová 4 171,3 20,5 30,8 16,1 8,3 75,7
11. Doc.MM O. Sedláček 4 304,8 30,5 17,3 19,0 5,5 72,3

12.–13. Mgr.MM A. Trnková 4 98,5 43,3 13,8 6,5 7,0 70,6
Doc.MM P. Šimová 4 253,0 30,5 8,4 31,7 70,6

14. Mgr.MM F. Nouza 3 68,1 23,4 14,4 23,3 3,0 64,1
15. Dr.MM J. Jedlička 3 120,7 23,5 12,0 6,5 11,0 6,5 59,5
16. Doc.MM D. Kaňka 3 201,9 29,2 14,9 13,2 57,3
17. Dr.MM K. Kučerová Z9 128,0 29,1 14,2 11,1 1,0 55,4
18. Mgr.MM F. Dvořák 2 55,1 13,3 17,8 16,5 7,5 55,1
19. Doc.MM O. Nevěřil 3 264,4 22,7 7,0 12,1 7,3 5,9 55,0
20. Mgr.MM R. Petit 4 90,7 11,1 14,5 15,1 13,0 53,7
21. Mgr.MM S. Ožanová 3 50,3 28,6 9,0 9,7 3,0 50,3
22. Bc.MM K. Bouchalová Z9 49,6 16,9 3,5 15,9 13,3 49,6
23. Bc.MM N. Jochová 2 47,1 15,4 10,0 21,7 47,1
24. Bc.MM M. Pustková 4 43,8 27,0 16,8 43,8
25. Bc.MM S. Šimečková 3 42,5 21,9 9,9 10,7 42,5
26. Mgr.MM P. Barták 1 61,9 9,5 13,5 15,4 3,1 41,5
27. Dr.MM M. Urbanová 2 148,5 37,8 2,0 39,8
28. Bc.MM Š. Swaczyna Z9 37,2 6,0 15,9 12,3 3,0 37,2
29. Bc.MM V. Šitra 3 32,0 17,5 14,5 32,0
30. Mgr.MM V. Kučera 3 78,0 12,9 5,3 9,2 27,4
31. Bc.MM J. Fišerová 2 26,7 6,5 5,8 14,4 26,7
32. Dr.MM A. Bakoč 4 104,3 8,9 6,0 7,0 21,9
33. Mgr.MM K. Maxera 4 50,8 17,8 1,5 19,3
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Číslo
Poř. Jméno R.

∑
−1 1 2 3 4 5

∑
1

34. Dr.MM J. Löwenhöffer 4 107,5 3,2 4,5 4,5 5,4 17,6
35. P. Bělušová 3 17,5 17,5 17,5
36. B. Samková 1 16,4 10,2 4,0 2,2 16,4
37. M. Jurečková 3 13,7 5,8 7,9 13,7
38. Mgr.MM V. Vybíral 3 65,5 6,7 6,9 13,6
39. M. Kramešová 4 12,9 5,4 7,5 12,9
40. Mgr.MM M. Rybecký 3 73,2 10,8 10,8
41. R. Zelený 4 14,2 10,4 10,4
42. Mgr.MM J. Kadlec 4 57,6 10,3 10,3
43. Mgr.MM M. Stýskala 4 69,6 7,1 7,1
44. R. Michálková 3 5,1 5,1 5,1

45.–48. S. Zubák 1 5,0 5,0 5,0
L. Koma 1 5,0 5,0 5,0
M. Těšitel Z1 5,0 1,0 1,5 2,5 5,0
T. Matějková 4 5,0 5,0 5,0

49.–50. T. Gruber 3 4,7 4,7 4,7
J. Kaplický 3 4,7 4,7 4,7

51. M. Štěpán 4 3,0 3,0 3,0
52. M. Ambrosová Z9 10,3 2,5 2,5
53. Bc.MM K. Česká 4 28,7 1,5 1,5
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