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zveme na podzim a na jafe na soustfedéni.
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Mila ¢tenarko, mily Etenafi,
prislo jaro a spolu s nim prichazi i paté letosni ¢islo tvého oblibeného casopisu
M&M. 1 tentokrat na tebe ¢ekd spousta zajimavych informaci, tloh k feseni, pro-
blému k zamysleni i ¢lankt od tvych spoluresiteli. At uz jsi zkuseny mazak, nebo
jen nahodny kolemjdouci, véz, ze se zde muzes dozvédét spoustu zajimavého.

Na co konkrétné se muzes tésit? Pokracuje vétsina tématek z minulého ¢isla.
Ve Vektorech a maticich nakouknes pod poklicku skalarnimu soucinu a dozvis
se, ze kolmost nékdy neni méritelna ithlomérem. Pro ty, co by radi odhalili prav-
du je tu kategorické témétko Strojime matiku puntiky a éipkami — pokud té

vvvvv

jsi na 5pravnem misté! Zkratka neptijdou ani 111f01“111a‘51(:17 na které (ale nejen na
nél) éekd Programovani v TEXu a IATEXu. Protoze kazdy spravny matematik,
informatik, fyzik, ale tfeba i biolog nebo geograf obcas prijde do styku s mate-
matikou, urc¢ité ocenis informace, jak spravné a hezky vysazet matematicky text.
Se znalostmi z tohoto ¢isla budes tvorit tkoly do skoly jako krél! S tim ti pomu-
ze i Typografie a pravopis, ktera se tentokrat také zaméruje na matematické
zapisy. Soucasti tohoto tématka je také spousta ¢lankt od tvych spoluresiteld,
které rozhodné stoji za precteni! Pro fanousky Specialni teorie relativity méa-
me bohuzel Spatnou zpravu, dalSich tloh k feseni se jiz v tomto ¢isle nedockaji.
Pripomenout a osvézit si nabyté znalosti je vSak mozné treba pri ¢teni vzorovych
feseni. A byla by skoda preskocit dva povedené clanky na volnd témata: spolu
s Doc.MM Pavlou Simovou mizes v jejim ¢lanku Bonbony zavzpominat na pred-
nasku hosta na podzimnim soustfedéni. A nésledné se v ¢lanku Matematika
a volby od Mgr.MM Alexandry Gauchet zamyslis nad réiznymi volebnimi systémy
a jejich (ne)vyhodami.

Nejen casopisem ziv je M&MI ¢lovek. Nejlepsi fesitelé se na zacatku dubna set-
kaji v Krkonosich, aby zde stravili nezapomenutelny tyden na soustredéni. Pokud
se tentokrat z jakychkoliv duvodu nemuzes zucastnit, nesmutni! Dalsi soustiedé-
ni nés ¢ekd uz na podzim. Jesté pred prazdninami se navic sejdeme na tradiéni
jarné-letni vikendovce, o jejimz terminu té budeme vcas informovat.

Prejeme ti krasné prozité prvni jarni dny!
Tvi organizdtori
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7 Ve AV 4 A4 Ve r
Zadani a reseni témat
1. deadline: 29. dubna 2025 | 2. deadline: 27. kvétna 2025
Nepropasnéte posledni moznost odevzdat sva Teseni a ¢lanky v tomto ro¢niku!

Téma 2 — Vektory a matice

Dil 5: Skalarni soudin a kolmost

Jiz jsme se s vektory naucili délat mnoho triki, ale jednu véc jeSté neumime: mérit
je a porovnavat, jak moc stejnym smérem vedou. V tomto dile to napravime, a jak
z nadpisu dilu plyne, pomize ndm k tomu skalarni soucin.

Co vlastné chceme

Tentokrat na to ptijdeme z opacné strany: nejdriv si budeme klast otdzku, co po
takovém skaldrnim soucinu chceme a az potom si néjaky soucin ukazeme.

7 nazvu ,soucin® a z toho, ze chceme umét porovnavat vic nez jeden vektor,
plyne, ze skalarni souc¢in bude funkce dvou vektori, a protoze porovnavat umime
jen &sla, tak budeme chtit redlny! vysledek. A at se nAm snadno popisuje, tak
skalarni sou¢in vektort # a @ rovnou budeme znacit? (7).

Protoze budeme chtit pomoci skaldrnich souc¢int prirazovat vektortim jejich
velikost, bylo by dobré, aby skaldrni souc¢in vektoru samého se sebou byl kladny,
resp. pro nulovy vektor nulovy. Formélné: (¢]0) > 0, pfiCemz rovnost nastéva,
prave kdyz @ = 0.

Pii porovnavani sméru vektoru by nemélo zdlezet na pofadi, tedy (u|t) =
().

Taky chceme néjak zohlednit, Ze pokud sec¢teme vektory, podobnost vysledného
sméru bude vyplyvat z puvodnich sméri: (@ + 7|w) = (d@|w) + (0]0).

A protoze muzeme pri¢ist vektor sdm k sobé, tak to rovnou zobecnime na
nésobky vektort: {«i|v) = a (i|U), coz je podle symetrie vys také rovno (@|ad).

Jak si poridit skalarni soucin?
Ukazuje se, ze pro realné vektory jde kazdy skaldrni soucin popsat matici, konkrét-
né tzv. positivné definitni matici. Matice A € R™*™ je positivné definitni, pokud
je symetrickd a pro kazdy nenulovy vektor ¢ € R™ plati #7A¢ > 0. Prislusny
skaldrn{ soucin (i|) je pak prosté hodnota vyrazu i TAG.

MizZeme si vSimnout, Ze jsme presné splnili nase pozadavky na skalarni sou-
¢in, protoZe to presné vynucuje definice positivné definitni matice (nezédpornost,
symetrie®), nebo diky distributivité séitani a ndsobeni matic, piip. vlastnostem
nasobeni matice skaldrem.

A positivné definitni matice jsou, skoro az ocekavatelné, strasné zajimavé.
Jednd se v jistém smyslu o maticovou obdobu kladnych ¢isel, coz se pouziva treba

1Bé&zné se zavadi komplexni, ale toho v témétku nevyuzijeme.

2Znaceni skalarntho soudinu existuje mnoho, lze se téz setkat kupt. s @ - ¥, (i, T), ...

3Mozné jsme v témétku jesté explicitné nezminili, jak se chovd transpozice vié¢i ndsobeni
matic. Plati, ze (AB)T = BTAT.
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v matematické analyze vicerozmérnych funkci. Navic plati, ze vSechna vlastni
¢isla positivné definitni matice jsou kladna. Dalsi vyuziti najdeme ve statistice
(korela¢ni a kovarianéni matice jsou vzdy positivné semidefinitni*). Pro skaldrni
sou¢iny nas nicméné bude zajimat tvrzeni o Choleského rozkladu.

Choleského rozklad: Matice A je positivné definitni praveé tehdy, kdyz existuje
doln{ trojihelnikova matice L € R™"*" s kladnou diagonélou takova, ze A = LLT.

Uloha 5.1 [3b]: Dokaste, Ze pro kazdou dolni trojihelnikovou matici L s kladnou
diagondlou plati, Ze matice LLT je positivné definitni (tedy implikaci ,zprava
doleva® v turzeni o Choleského rozkladu vys).

7T -5 -6
0 1 4| =17
0 0 5
7 0 0 49 =35 —42
L=|-5 10 -35 26 4] =A
—6 4 5 —42 34 7

Obrazek 1: piiklad Choleského rozkladu

A takovy Choleského rozklad se pocita ,prosté tak, aby to vyslo“: prvek ajq
se ziejmé musf spocitat jako [2,, protoze ostatni prvky prvniho fddku L jsou nuly,
prvni sloupec A pak musi vyjit jako prvni sloupec L krat l11, tim dostavame prvni
fadek LT. Nyni miizeme podobnym zptsobem zacit dopocitavat druhy sloupec,
a pak kazdy dalsi, nez najdeme celou matici L. Priklad rozkladu je na obrazku 1.

Uloha 5.2 [3b]: Spocitejte Choleského rozklad ndsledugjicich matic:

7 3 -3 -1

1

4 6 2 -6 9 —6 3 9

6 10 -1 -13 -6 20 —18 —6 T80 19 =24 =T
\ 3 19 14 -5 -6

2 -1 21 7 3 —-18 21 9 3 o 5 o3 -

-6 —13 770 9 —6 9 19 1 g - s

Napiste aspon pronich par kroku, jak jste postupovali.

Poznamka spis na okraj: Choleského rozklad se d4 popsat i primo algoritmem,
jen toﬂneni tak zdbavné, o to praktictéjsi pouziti ma: resime-li soustavu rovnic
AZ = bavime-li, Ze A je positivné definitni, mizZeme soustavu vytesit alternativné
pomoci rozkladu:

4Positivné semidefinitni matice smi rovnosti Z TAZ = 0 nabyvat i pro nenulové vektory, vyraz
ale vzdy musi byt nezdporny. Positivné semidefinitni matice maji mnoho vlastnosti spole¢nych
s positivné definitnimi v néjaké slabsi verzi, nebot kazdéd positivné definitni matice je soucasné
i positivné semidefinitni.
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1. Najdeme matici L, tedy vime, Ze soustava je LLTZ = b.

2. Oznacime i = LT# a vyfesime soustavu Lij = b, coz jde snadno dopfednjym
dosazovanim (prvni fadek primo dévd hodnotu prvni slozky ¥, ...).

3. Vyiesime LT% = 3, coz jde naopak zpétnym dosazovanim (od prvniho Fad-
ku).

Standardni a nestandardni skaldrni soudin

Mezi skalarnimi souciny najdeme jeden velmi uziteény, tzv. standardni skaldrni
soucin (i) = @ T¥. S timto sou¢inem se potkdvame uz od prvniho dilu, nebot pti
ndsobeni matic AB = C je prvek c;; prosté soucin i-tého fddku matice A a j-tého
sloupce matice B. Za chvili si navic ukdzeme jeho geometricky vyznam.

Jsou ale ostatni skalarni souciny jiné? Nejsou. Z Choleského rozkladu muzeme
kazdy souéin rozlozit na #TLLT% = (L7%)”(LT%), kde L miizeme chapat jako
matici prechodu k néjaké jiné bazi, viaci které pak muzeme pocitat standardni
skalarni souéin.

A jakyze je tedy geometricky vyznam standardniho skalarniho soucinu? V béz-
ném eukleidovském prostoru R™ dostaneme hodnotu (@|v) = ||@]| - ||7]| cos ¢, kde
¢ je tihel svirany® vektory @ a @ a || - || znaéi velikost (normu) vektorti, jiz si
zadefinujeme za okamzik.

Obrazek 2: Znazornéni kolmé projekce vektoru na druhy

Dilezitym prvkem tohoto vyjadfeni je onen kosinus krat velikost jednoho
z vektorl, nebot to primo odpovida velikosti kolmého prumétu tohoto vektoru
na druhy (jen to pro symetrii jesté vynasobime velikosti druhého vektoru®).

Pro definici normy vyjdeme z (#]7) = ||7]|?. Pro tuto hodnotu tedy plati, ze
kupt. dvojnasobné dlouhy vektor bude mit ctyfnasobny skaldrni soucin sdm se

5Muzete si véimnout, ze dva vektory vzdy budou svirat thel v rdmci jedné roviny, uréené
pocatkem soustavy soufadnic a koncovymi body obou vektoru.

6Na obrazku 2| délime normou ||| dvakrat, protoze poprvé navic vystupuje ve skaldrnim
sou¢inu a podruhé potfebujeme z vektoru 4 ,vzit jen smér bez ohledu na velikost“, procez
vektor znormujeme na jednotkovou velikost.
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sebou. Proto tzv. normu indukovanou skaldrnim soucinem definujeme prosté jako
[|7]] = /(¥]¥). (Tato definice je opét obecnd a ruzné skaldrni souciny indukuji
ruzné normy.)

Normu jde zadefinovat také obecnéji, nez jen pomoci skalarnich soucinu, opét
vyctem axiomt. Po normé || - || chceme, aby

1. [|7]| byla nezdporna a nulovd byla jen pro nulovy vektor,
2. a-ndsobky vektoru mély a-krét vétsi normu: ||ad]| = || - ||7]], a
3. Platila trojuhelnikova nerovnost: soucet vektord nesmi byt delsi nez oba

vektory, tedy || + o] < ||| + |[7]!

Uloha 5.3 [0,5b + 0,5b + 3b]: Zkuste ukdzat, Ze norma indukovand standardnim
skaldrnim soucinem je skutecneé morma podle tri axiomi vys.

Problém 5.4: Vymyslete nebo najdéte nejaké dalsi zajimavé normy. Kde se pou-
Zivaji? Jaké zajimavé vlastnosti maji?

Pro nas je samozrejmé nejzajimavéjsi klasickd eukleidovskd norma, ktera je
rovna odmocniné souctu druhych mocnin jednotlivych souradnic, sndz zapsano
jako

|0l = VoTv

KdyZ uz mame normu, mizeme i zadefinovat metriku”, tedy funkci udavajici
vzdalenost dvou vektort. My pouzijeme prosté normu rozdilu: ||@ — o].

Déle mtzeme zadefinovat kolmost: vektory @ a ¢ jsou kolmé, pokud (@|v) =
= 0. Kolmost bud opét definujeme vzhledem ke konkrétnimu skaldrnimu soucinu,
nebo (Castéji) prosté uvazujeme kolmost viéi standardnimu skaldrnimu soucinu.
A samoziejmé, v klasickém eukleidovském prostoru a pro standardni skaldrni
sou¢in to presné odpovidd tomu, Ze vektory sviraji pravy thel (nebo je aspon
jeden z nich nulovy), nebot se kolmy vektor promitne do jednoho bodu, totiz
pocétku soustavy soufadnic (vizte obrdzek 2).

Metoda nejmensich Ctverci

Posledni trik, ktery si ukdZeme, se tyka statistiky, konkrétné fitovani funkei.® Méj-
me soustavu linearnich rovnic, kterych je ,,ptilis mnoho“ — pri feseni Gaussovou—
Jordanovou eliminaci sice maji v kazdém sloupci pivota, nakonec ale vyjdou radky
typu ,,0 - z = néco“, které nelze splnit. Chceme proto najit néjaké feseni, které
bude ,,co nejbliz“ spravnému feseni.

71 metriku jde zadefinovat obecné, axiomy jsou podobné jako pro normu: vzdalenost dvou
ruznych vektoru je kladnd, na poradi nezélezi, vzdalenost vektoru od sebe samého je nulova
a plati trojuhelnikova nerovnost.

8 Fitovdnim dat né&jakou funkci (tzv. fitovaci funkci?) myslime snahu najit vhodné parametry
té funkce takové, ze dand funkce bude co nejlépe odpovidat datim.

|

A
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Ukazme si na (ne moc dobrém) piikladu, co se odstavcem vys mysli: Pied-
stavme si, ze mame néjakou skupinu lidi a snazime se najit linedrni zavislost mezi
jejich vékem v a vyskou h, tedy predpokladame predpis h = a - v + b a hledame
koeficienty a a b, které nasi vytouzenou zavislost nejlépe aproximuji. Soustavu
rovnic pak tvori radky s doplnénou vyskou a vékem pro kazdého clovéka:

31 90
6 1 110
16 1|.() _|150
22 1

b 168

Vyse vidime opét rovnici tvaru AZ = b (rozmérové: A € R™*" z € R,
b € R™), pricemz tentokrat ale chceme, aby si levd a pravd strana rovnosti byly
co nejbliz, tedy ||AZ — EH bylo co nejmin.’, Abychom se vyhnuli odmociiovani,
budeme se zabyvat druhou mocninou normy, tedy

|AZ = b||> = (AZ — b)T(AZ — b) = (AT — b)? + (AT —b)2 +--- + (AT — b)2,.

Hled4ame co nejlepsi vektor (AZ* —b) kolmy na kazdy vektor tvaru AZ. Vektory
A7 totiz tvori podprostor R™ a nejkratsi vzdalenosti mezi néjakym podprostorem
(pifmkou, rovinou, ...) a bodem je kolm4 tisecka na tento podprostor.

Umné ted vyuZzijeme transpozice. Nejprve pripomenme, ze kdyz dame vektory
v; néjakého prostoru do sloupcti matice M, pak vyraz Mx dava pres vSechna &
vSechny vektory generované sloupci M. Tentokrat ale hledame vektor, jehoz soucin
s kazdym z téchto vektortt bude nulovy, tedy o;~ Z = 0 pro viechna i, a protoze pri
nasobeni matic spolu fadky levé matice neinteraguji, je to ekvivalentni s fesenim
rovnice M7 Z = 0.

V fedi nagich ptivodnich vektort tedy Fesime rovnici AT (AZ* — b) = 0, tedy
ATA7* = ATh. Vektor 7* je pak hledanym nejlepsim pribliznym fesenim soustavy
rovnic. (Pro zajimavost podotknéme, Ze matice ATA je vidy positivné semide-
finitni, a pokud m& matice A pivota v kazdém sloupci pti Gaussové-Jordanoveé
eliminaci, pak dokonce positivné definitni.)

Uloha 5.5 [2b + 1b]: Najdéte metodou nejmensich ctverci nejlepsi linedrni zdvis-
lost vysky na veku z prikladu vys a diskutujte, proc je to spatny priklad. Bonusovy
bod za to, kdyz rovnici vyresite pomoci Choleského rozkladu.

Problém 5.6: Najdéte si vhodnd data a vhodny tvar fitovaci funkce a pomoci
metody nejmensich ctverci spocitejte néjakou zajimavou zdvislost. (Fitovat lze
kupr. libovolngm polynomem,)

Zkuste zduvodnit, proc by ve vasich datech takovd zdvislost méla bijt a idedlné
1 volbu fitovaci funkce.

9Pro tplnou formélnost dopliime, Ze uvazujeme vzdilenost danou eukleidovskou normou,
tedy indukovanou standardnim skaldrnim souéinem [|u|| = Vi T4.
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Vzorova feseni tloh 3. dilu

Uloha 3.1

Zadani: . » 0

Rozhodnéte, zda vektory (33), ( 55), (ﬁ)) generuji celij prostor R3, a pokud ne,
urcete rovinu nebo primku, kterou generuji. Rovinu/primku urdete rovnici/rovni-
cemi tvaru'® ax + by + cz = 0, které splni vSechny body prostoru (hledejte tedy
spravné parametry a,b,c). Pokud vam takovijch rovnic vyjde vic, dejte si pozor,
aby jedna nebyla ndsobkem druhé (slibujeme, Ze na popis staci nejuys dvé takové
rovnice).

Reseni:
V tuhle chvili umime jen Tesit rovnice, takze zkusime vyTesit soustavu rovnic

5x+4
6 —4 0 |z —2 18y

5z+10

2 =5 11 5x+22y+18z
z 0 0 O +

7 posledniho radku je vidét, Zze nejde vyjadrit vektory, pro které 5z + 22y+
+18z # 0, kupr. vektor (é). Vidime tedy, ze tyto vektory negeneruji cely prostor

R3. A soucasné tedy dostavame kyzenou rovnici — véechny ostatni vektory vyjadrit
Ize, protoze pro né budou existovat parametry «, 3, -y, kterymi budeme nasobit
sloupce. Nenulové radky tedy daji rovnosti a — 2y = 53”17847’ af—3y= w, jez
lze splnit tfeba volbou 7 = 0 a primym dosazenim za «, 3 pro libovolné z,y, z.
A protoze mame jen jednu rovnici, jedna se o rovinu. Nase rovnice tedy skutecné
vyjadfuje podprostor generovany zadanymi vektory.

Nabizime jesté dalsi alternativni moznost feseni — miZeme Tesit rovnice tvaru
ax + by + cz = 0, jak naznacuje zadani. Nase body dosadime za z,y, z, ¢imz
dostaneme soustavu

6a —3b+2c=0
—4a+5b—5¢=0
0a —9b+ 11c = 0.

Opét vyresime Gaussovou—-Jordanovou eliminaci:

6 -3 2|0 10 3|0 o =3 .¢
—11 18

-4 5 =510 |~]0 1 -5 |0 | = p o= i

0 -9 11 |0 0 0 0 =79 ¢

10Tady vyuzivdme faktu, ze se jednd o linedrni prostor, ktery nutné obsahuje i nulovy vektor
(pfimka ¢i rovina tedy prochdzi pocatkem soustavy soufadnic), jinak by na pravé strané rovnosti
byl dalsi parametr.
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Dosazenim ndm zbyde jeden volny parametr'!, ktery odpovidé tomu, Ze rovni-
ci roviny muzeme vyndasobit libovolnym ¢islem a stéle popisuje stejnou rovinu.
Dosadime tedy ¢ = 18, ¢imz dostaneme rovnici 5z + 22y 4 18z = 0.

Uloha 3.2

Zadani:
Dokazte obménu opacné implikace: pokud je mnozina G generdtori néjakého pro-
storu linedrné zdvisld, pak lze kazdy vektor span (G) vyjddrit vice riznymi kombi-
nacems.
Reseni:
Oznacme si generatory jako {vi,...,v,} = G. Vime, Ze jsou linedrné zavislé,
takze néktery generator v; muzeme vyjadrit jako kombinaci ostatnich generator,

tedy
n
v = Z ;5.
iZh

Ted prijde sikovny trik: vy — Z?:o,i 2k o;; = 0 a toto vyjadieni nulového vekto-
ru zjevné nemd vsSechny koeficienty nulové (u v je jednicka). Tim pddem kazdy
vektor @ € span ({G}) miizeme vyjadiit riznymi zptsoby tim, Ze nasi kombinaci
nulového vektoru pricteme rtzné-krat. Vsechny se budou lisit minimélné v koefi-
cientu u v, jednd se tedy o ruzné kombinace.

Uloha 3.3
Zadani:
Doplnte mnozinu M na bdzi vektorového prostoru V :

1. M= {(%3), (:le)} ,V =R3 (4. cheete do M pridat dalsi vektory tak, aby
span(M) = R3 a M byla linedrné nezdvisld)

TR

Reseni:

Asi nejsnazsi je prosté danou mnozinu dopliiovat linedrné nezdvislymi vektory,

dokud néjaké existuji. Trochu chyték (zdmérné) byl v tom, ze v prvni podiloze je
1 s 4.3 , 2 -1 . 0 ..

vektor (8) linedrné zavisly na ostatnich (2( %3) + 3( 2, ) ), ale tfeba ((1)) uz je

1
spravné feseni tulohy. Pro druhou podulohu muzeme pridat tieba 8) a (é) .
0 0
Nabizi se otazka, kdy prestat pridavat vektory. Bud bylo mozné predbihat

a v nasledujici ¢asti tretiho dilu si precist, ze baze jsou vSechny stejné velké, tedy

HPokud by zadny volny parametr nezbyl, byl by popsén cely prostor a rovnice by byla 0=0.
Pokud by jich bylo vic, jednd se o piimku (¢i dokonce bod), ktery popiSeme dvéma (resp. tfemi)
rovnicemi.
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do prvni mnoziny se mé pridat jeden vektor a do druhé dva, nebo bylo mozné
mechanicky spocitat soustavu rovnic. V takovém ptipadé se ptame, pro jaké pravé
strany soustava AX = b nem4 fesenf (takovy vektor je pak linedrné nezavisly),
podobné jako v prvnim reseni ilohy 3.1 vyse.

Uloha 3.4
Zadani:
Dokazte lemma o vymené.
Reseni:
Opét si vektor & vyjadifme jako kombinaci generdtortt > ; o;v;. A vSimneme
si, ze aspon jeden koeficient «y, je nenulovy (jinak by @ byl nulovy vektor). A ted
uZ jen rovnicovymi Upravami prohodime w a vy:

n
W= g Uy | — g Uk
i=1
w—akvkzg 005 | — @
i=1
ik
—apU = —W + E 005 | = (—ag)
i=1
ik
O T
v = —W — —;
Ak — Qf
i=1
ik
Tim je vyjadfen vektor vy pomoci ¥, ..., Uk_1, Ukt1,- - -, Un, W, zbyva odargumen-

tovat, Ze se nezménil generovany prostor P. Urcité se nezmensil, protoze v puvod-
nim vyjadreni vektoru @ € P muzeme rozepsat v; pomoci posledni rovnice, tedy
vsechny vektory puvodniho prostoru jsou i v novém prostoru. A zvétsit se taky
nemohl, protoze ted mizeme opét vymeénit vektory w a v, ¢imz zjevné dostane-
me puvodni prostor P, ktery ale podle predchozi véty obsahuje vSechny vektory
nového prostoru. Prostor jsme tedy zachovali.

Uloha 3.5

Zadani:

Dokazte Steinitzovu vétu o vymeéné. (Smite pouzit lemma o vymené, i pokud ho
nemdte dokdzané.)

Reseni:

Myslenka feSeni je pfimocara: chceme prosté onéch m linedrné nezavislych vekto-
rt (u-Gek) postupné vyménit za generdtory P (v-Cka) pomoci lemmatu o viméné.
Lemma ném slibuje, ze kazdy takovy vektor ptijde vymeénit, jen musime ovérit, ze
pri zadné vyméné nevymeénime u-ckovy vektor za jiny u-ckovy vektor. Ale pri kaz-
dé vyméné bude mit nenulovy koeficient i néjaky v-ckovy vektor, za ktery aktualni
u-¢ko vyménime. (Kdyby takovy neexistoval, znamenalo by to, Ze aktudlni u-cko
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umime vyjadrit jen z ostatnich u-cek, coz je spor s tim, ze u-Cka byla linedrné
nezavisla.)

A ted uz jen ovéfime, Ze jsme splnili vSechno, co véta chtéla: méme mnozinu
generatoru posklddanou ze vsech u-éek a zbylych v-¢ek (a ony indexy k; jsou pak
prosté ¢isla téch v-Cek, jez zbyla). Jesté zduvodnime, Ze skuteéné m < n: Kdyby
m > n, pak jsme v postupu v néjakém kroku vygenerovali P jen pomoci vektori
UL, - - - ,Un, ale tim paddem vektor wu,, bud sel vyjadrit z ostatnich u-cek, nebo nelezi
v prostoru P, oboji je spor s predpokladem.

Znéni véty bylo nezamérné napsané v opac¢ném poradi, nez jej dokazujeme,
a nekolik z vas to zmatlo. Za to se omlouvame.

Uloha 3.6

Zadani:
Popiste, jak zkonstruovat matici prechodu mezi libovolngmi dvema bdzemi. Hint:
uveédomte si, které matice prechodu uz zndme a jaké musi mit matice prechodu
vlastnosti.
Reseni:
Uréité zndme matici yan[id]p: vektory bdze B pouZijeme jako sloupce matice
kan[id] B, ¢imz vektor [’UTB rozepiSeme v kanonické bazi (jednd se o ndm znadmé
rozepsdni linedrni kombinace). Soucasné vime, Ze yan[id]p je reguldrni matice,
nebot béaze je tvorena linedrné nezavislymi vektory.

Odsud uz jen vyuzijeme zndmych faktti o ndsobeni matic a o inverzni matici:
C’[ld] kan = kan [id]aly C[id]B = C[ld} kan * kan [ld]B

Zminme, ze manipulaci se symboly se mizeme vyhnout: kanonicka baze neni
vyjimecna, tedy matici ¢[id] p mizeme konstruovat i rovnou tak, ze jako jeji sloup-
ce pouzijeme vektory baze B vyjiadiené vzhledem k bazi C' (coz je jen zobecnén{
prvniho odstavce tohoto FeSeni).

Uloha 3.7
ZadAani:
Popiste vsechny podprostory R® obsahujici vektor <§1>, Popisugjte podprostory
bud pomoci rovnic, nebo jako obal linedrné nezdvislych vektori.
Reseni:
Rozeberme si problém podle dimenzi: Existuje nutné jen jeden podprostor dimen-

ze 1: primka span <{ ( _01)}> a jen jeden prostor dimenze 3: celé R3, jako obal

. 0 0 . . . o

tfeba span ({ (é), ((1)), ((1))}) Podprostory dimenze 2 jsou roviny obsahujici

onu jednorozmérnou primku, tedy zbyva najit, které vektory jsou linedarné neza-
s 12 e s v 4.y . 2 2a v,

vislé. Linearné zavislé vektory jsou vektory tvaru ( Ol)a = ( 0 ) Tedy kazdy

— —a
vektor s nenulovou druhou slozkou nebo jehoz treti slozka neni opac¢na hodnota
2
k poloviné prvni slozky je nezavisly, a potom span ({v, ( o ) }) tvori podprostor
dimenze 2.
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Pokud chceme vyjadrit podprostory pomoci rovnic, miazeme postupovat stejné
2
jako v uloze 3.1. Pro span ({ ( 91)}) vyjdou rovnice dvé, pro cely prostor R3
zadna.
Uloha 3.8

Zadani:
Uz vime, Ze R™, tedy n-tice redlngjch cisel (pro fizni n) spolu se scitdnim vektord
a ndsobenim skaldrem z proniho dilu (nad télesem redlnijch cisel, tj. skaldrné ndso-
bime také redlngmi ¢isly), tvort linedrnd prostor. Rozhodnéte, zda linedrni prostor
tvori i ndsledujici mnoZiny: Q™ nad Q, Z™ nad Z, R™ nad Q (tj. jako vektory
bereme n-tice redlngch ¢isel, ale ndsobit skaldrem (©) je smime jen raciondlnimi
¢isly), Q™ nad R (naopak ndsobime n-tice raciondlnich ¢isel redlngmi skaldry).

Vsechny prostory v minulém odstavci wvazujeme s klasickym vektorovym sci-
tanim ,,po slozkdach® a télesa s klasickymi operacemi. (Nezarucujeme, Ze zminénd
telesa jsou skutecné télesa — pokud nékteré neni, dokazte to o ném.)

Reseni:

Tohle byla jen mechanicka tloha, jejiz striktné formalnim reSenim by byla spousta
vyroku typu ,Vektory s¢itdme po slozkdch, s¢itani celych/raciondlnich/redlnych
Cisel je operace komutativni/asociativni/uzaviend, tedy soucet takovych vekto-
ri je téz komutativni/asociativni/uzavieny“ a ,vektor samych nul je cely/raci-
ondlni/redlny vektor, jehoz pri¢tenim se druhy vektor nezméni, a tedy ztstane
v puvodnim linedrnim prostoru®.

Proto tu uvedeme jen pripady, kdy definici porusujeme: Q™ nad R neni line-
arni prostor, protoze pokud vektor vyndsobime m, dostaneme vektor, ktery neni
raciondlni, takze neni v daném prostoru. A dédle Z ani neni téleso, nebot v ném
neexistuji pfevracend ¢isla (dvojku nemuzeme ni¢im vyndsobit tak, aby vysla jed-
nicka).

Pro uplnost uvedme, ze Q™ nad Q i R™ nad Q linedrni prostory tvori, byt
druhy zminény nemd koneénou mnoZinu generdtoru (vektory (é) a (g) jsou
v takovém prostoru linedrné nezavislé).

Problém 3.9
Zadani:
Najdéte na internetu nebo vymyslete priklady linedrnich prostori (a prip. odpovi-
dajicich téles), jez nepracuji s ¢isly (ani jejich n-ticems).

Reseni:

Typicky jste navrhovali prostor realnych funkci se séitdnim funkénich hodnot
v kazdém bodé a nasobenim redlnymi &sly. Be.MM Filip Dvorak k tomu dodéva,
7e v takovém prostoru je derivace linearni transformaci. Mgr.MM Alexandra Gau-
chet a Mgr.MM Petr Stary déle zminuji prostor polynomii, ktery je podprostorem
prostoru realnych funkei. Naopak Doc.M Julie Klementova zobeciiuje, Ze funkce
do libovolného télesa a z libovolné mnoziny budou tvorit linedrni prostor.
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Kromé toho Mgr.M Alexandra Gauchet a Doc.MV Julie Klementova zminuji
jesté prostor matic jako takovych a prostor posloupnost{ (jez lze chdpat bud jako
nekoneéné vektory, nebo jako funkce z pfirozenych ¢isel do néjakého télesa).

Vzorova reseni tloh 4. dilu
Uloha 4.1

Zadani:
Jak z determinantu inverzni matice vypocitame determinant pivodni matice?

Reseni:

Resen{ na dvé slova: ,pfevracenou hodnotou“ — pokud inverzni matice vyrobi
a-nasobny rovnobéznostén, pak puvodni matice musi vyrobit é—nésobny rovno-
béznostén, aby jejich kombinaci vznikla ptivodni hyperkrychle o jednotkovém ob-

jemu.

Uloha 4.2
Zadani:
Odvodte z toho, co je napsino vys a v predchozich dilech (hlavné ve druhém), Ze
determinant singuldrni matice je nula.

Reseni:

Vyjdeme z faktu, ze singuldrni matice (ozna¢me ji M) mé linedrné zavislé sloupce

— necht konkrétné sloupec myy jde vyjadrit jako ZZ;:H% ;M. Pokud tedy vynalez-
K3

neme sloupcové tpravy, bude mozné tento sloupec bud vynulovat, nebo dokonce
néktery z predchozich sloupct zduplikovat. A specificky k tomu budeme pouzivat
matice pri¢teni a-nasobku jednoho sloupce ke druhému.

Inspirujeme se proto v feseni problému 2.6 a zamyslime se, co se stane, kdyz
matici pro pFi¢teni a-nasobku i-tého Ffadku k j-tému budeme matici M nésobit
zprava. Ve vzorovém Teseni tohoto problému ve tretim c¢isle piSeme, Ze takova
matice je prosté jednotkovd matice s hodnotou « na pozici (j,4). A vida, tahle
matice pri nasobeni zprava pric¢ita a-nasobek j-tého sloupce k i-tému. Vime tedy,
ze se jedné o regularni matici s determinantem 1.

Nyni tedy staci poodcitat prislusné a;-nasobky sloupcu od sloupce mi,g, ¢imz
se z k-tého sloupce stane nulovy. Celou dobu nasobime matici maticemi s jed-
nickovym determinantem, takze tato novd matice M’ m4 stejny determinant jako
puvodni M.

Ted si vezmeme na pomoc tipravu nasobeni k-tého sloupce hodnotou'? 3 > 1.
Asi neprekvapivé se jednd o matici ndsobeni k-tého radku S-kréat, kdyz ji pouzi-
jeme zprava. Tato matice mé tedy determinant 3.

A ted si vSimneme, Ze se ptivodni matice nezménila, tedy det(M') = S det(M’).
A protoze jsme volili 8 > 1, jediné FeSeni je det(M’) = det(M) = 0.

12Je tiplné jedno, ¢im budeme nasobit, pokud to nebude jedni¢ka a nula, tohle bylo nejsnazsi
zapsat ©


https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/31/31-2.pdf
https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/31/31-2.pdf#t2.u6
https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/31/31-3.pdf#subsection*.34
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Dalsi moznost byla zduplikovat fadky a pak je zkusit prohodit, coz vedlo na
det(M) = — det(M). V déisle to nepiSeme, ale pro singuldrni matice dokonce plati,
ze pii Gaussové-Jordanové eliminaci se v nich néktery radek vynuluje, takze by
ve skutec¢nosti stacilo pouzivat fddkové upravy a pak provést stejny trik.

Uloha 4.3
ZadAani:
Jak mizZeme snadno spocitat determinant

o diagondlnich matic (1b) a
o hornich trojuhelnikovych matic (2b)?

Pozndmka: pro dolni trojuhelnikové matice vyjde reseni analogicky, jen se to hur

predstavuge.

Reseni:

V obou pripadech se jednd prosté o soucin diagonéaly, nebot pri Gaussové—Jordanoveé
eliminaci potfebujeme jednak tuto diagonalu prendsobit na jednicky a jednak vy-

nulovat prvky nad diagonélou v pfipadé horni trojihelnikové matice. Prvek a;;

na diagondle se prevede na jednicku pomoci matice s determinantem 1/a;;, prvky

nad diagondalou néasledné prictenim nasobku tohoto fadku vys, matice ¢ehoz maji

determinant 1. A jak vime z ulohy 4.1, potfebujeme vzit prevracenou hodnotu

souc¢inu matic radkovych tprav. Vysledny determinant je tedy (} 1. 1) .
a1l
ag2 a4
Uloha 4.4
Zadani:

Urcete determinant ndsledujicich matic A, B, C:

1 0 0 0 O 1 0 0 0 O 1 0 0 0 O
07 0 0 O 01 0 0 O 01 0 0 O
A=|0 01 0 0] B=|J0O 0O 1 0 0o)J C=10 0 0 0 1
00 0 1 0 0 8 01 0 00 0 1 0
00 0 0 1 0 0 0 0 1 00 1 0 O
Reseni:

Pomineme fakt, ze se ve skutecnosti jednd o matice elementarnich radkovych
Uprav a odvodime vysledky primo z definice. Pro matice A a B je jedind permutace
sloupcti, kterd nedd nulovy souéin diagonaly, ta ,zdkladni“ (pokud étvrty sloupec
kamkoliv presuneme, na diagonale bude nula, tedy ani druhy sloupec matice B
presunout nemuzeme), takze det(A) = 7, det(B) = 1. U matice C naopak musime
treti a paty sloupec prohodit, coz je jedno prohozeni a souc¢in diagonaly je pak 1,
tedy det(C) = —1.
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Uloha 4.5

Zadani:
Méjme matici A € R™*". Je-li det(A) = d, jaky je det (AT)?

Reseni:

Nejprve si véimnéme, ze zpiehazeni sloupctt AT je vlastné zprehazeni Fadki A.
A ted si vSimnéme, ¢im se liS{ matice A se zprehazenymi sloupci podle libovol-
né permutace 7 (ozna¢me ji A;) od matice se zpfehdzenymi radky podle téze
permutace Aj;. Specificky o diagonalach takovych matic.

Kdyz prehazujeme fadky, prvky matice zachovavaji svij sloupec, a obracené,
permutace na sloupcich zachovava radky prvki. A ted uvazujme, Ze na diagondle
matice Ag je prvek, ktery byl ptivodné na pozici i, j. ProtoZze jsme zachovali Ffadek,
tak nové je tento prvek na pozici i, i, tedy vysledna permutace prohodila sloupce 4
a j. To ale znamen4, Ze v matici A byly prohozeny fddky ¢ a j, prvek a;; se tedy
nachazi na pozici j, j, tedy také na diagonale. To tedy znamend, Ze pro kazdou
permutaci prohazeni radki a sloupcu vede k diagonalam lisSicim se jen v potradi
prvki, a to neovlivni souéin diagonaly. Tedy det(A) = det(AT).

Uloha 4.6
Zadani:
Odvodte explicitni vzorecek pro i-té Fibonacciho ¢islo. Tady je zhruba ndvod:

1. Najdéte matici, kterd bude ddvat vZdycky dalsi Fibonacciho c¢islo, tj. A(Fgl)
(Fi‘l) (1,5b).

2. Najdéte vlastni ¢isla této matice (1,5).

3. Najdéte vlastni vektory prislusné témto cislim (1,50).

4. Poskladejte spravnou diagondlni matici (D wvgse), matici podobnosti (S)
a jeji inverzi (1b).

5. Vyndsobte obecné A' - (() = SD'S™1(}) (1,5b).
6. Tadd! Proni slozka tohoto vektoru je presné i-té Fibonacciho cislo.

(Postup si pripadné upravte podle vlastni chuté, nevyZadujeme konkrétni mezikro-
ky, pokud bude jasné, co zrovna pocitate. Ale zkuste se drzet néjakého linedrné-al-
gebraického pristupu (s maticemi))
Reseni:
Postupné podle nédvodu v zaddni: Hledand matice je A = (9 1) (prosté rozepsanim
definice, 7e druhy vektor je (5 7 ) a vykoukdnim).

Vlastni ¢isla jsou Fesenim rovnosti det(A—AI) = 0, tedy (—=A)-(1-A)—1-1 = 0.
Roznésobeni vede na kvadratickou rovnici A2 — XA — 1 = 0, jejim# feSenim jsou dva

kofeny A\ o = #
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Vlastni vektory jsou pak netrividlni feSeni soustavy (A — \,I)@ = 0, pro obé

i. Pro \; = 1+T‘/5 tedy3:
( _1+2\/5 1 0 ) ( 0 1+ 1+2\/5 _ 1+2f>+5 0 > ( 0 0
~ = 1—+/5
1 1 /5 0 I

1-v5

0 1 =2
Z toho mame podminky na slozky vlastniho vektoru z; = — 1*2\/5902, jeden z vlast-
nich vektoru prislusny k ¢islu A je (‘/5271). Obdobnym zptisobem pro A\ = 1*2‘/5

dostavame vlastni vektor (71;‘/5). Podotknéme, ze na konkrétni volbé vlastni-

ho vektoru nezalezi, protoze volba velkého vektoru v matici podobnosti se vyrusi
s prislusnou hodnotou v jeji inverzi. My jsme v feSeni zvolili vektor bez zlomku.
Matice podobnosti je tedy

()

diagonélni matice

Zbyvéa spocitat' inverzni matici S~!:

—1-v5
<\/5—1 —1—\/510>N<1 v f0>
0 1

—1-v5 —2
2 2 0 2-2 V6-1 | V51 1
—3-5 541
(1 =ph | o)
0 54+v5 | =55 1

VE+1l _ =3-v5 —1-v6 _ =3—-+5_ 1
- L0 4 2 2(54+V5) 2 545 Lo \1/7)5 5;5/5
0 1 —1—-/5 1 - 0 1 -5 5-5
2(5+v/5) 5+v5 10 20

Juch. Ted uz jen obecné vyjadiime soucin. Pro jednoduchost nejprve vyjadrime
pomoci jmen prvkia matic, pak az doplnime konkrétni hodnoty. Navic pro odliseni
budeme prvky matice S~! znaéit pismenkem 7:

spi ([T T2} (O)) _gpi(T12) _g diﬁ”lz _ 811di1r12+812d§27“22
T21  T22 1 792 d5or22 $21d11712 + S22d55722 .

14+v5

2

14V nasem postupu rovnitka odpovidaji hlavné sedteni a usmérnéni zlomki. P¥ipometime
proto, jak se usmérnuji zlomky: méme-li zlomek se jmenovatelem tvaru a + b\/z, rozsifenim
zlomku vyrazem a — by/z dostaneme jmenovatel a® — b?z, ktery uz neobsahuje odmocninu.

3Uprava rovnice spodiva v pricteni ( )-nésobku druhého fadku k prvnimu
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Dosadime a budeme chvili upravovat:
(= (59 (5 + -9 (55 (s57)
2(47) (o) +2(127) ()

(14+v5) '4v5—(1-v5) 4v5 \/‘F’((l*‘/g)i‘(l‘ﬁ)i)
21.20 5.21
(1+v5) " (5+v5)+(1-v5) '6-v5) | = \/5<(1+x/5)i+1—(1—\/5)”1>
2t.10 5.9 F1

V posledni tpravé druhého radku jsme vyuzili toho, Ze z prvniho radku uz vime,
co chceme, aby vyslo, takZe jsme séitance ve jmenovateli rozsfiili (14 v/5) resp.
(1 — \/5) a usmérnili. Upravy jsou samoziejmé jen ,pro krasu“, nicméné ted je
vidét, ze jsme dostali znamy vzorec

no L 1+v8) (1-v5)'
s\ 2 ) L 2

LEdo, Marian, Fany; 1ingebra@ledoian.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka
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Téma 3 — Programovani v TEXu a IATEXu

V tomto dile si rozebereme, jak se v IATEXu (a trochu v TEXu) sdzi matemati-
ka. To je nejuzitecngjsi ¢ast TEXu, takze ji ¢asto muzeme nalézt i na webovych
strankach, které umi néjakou podmnozinu napr. diky KaTeXu nebo MathJaxu.
Zase se podivame spiSe na zajimavé detaily a castecné na to, jak sazba mate-
matiky v TEpXu funguje. Pokud chcete ziskat jen néjaké ,uzivatelské* ziklady,
pak vam vice pomuze prislusna kapitola Ne uplné nejkratsiho dvodu do formdtu
BTEX 21, ktery je sice trochu zastaraly, ale na zédklady rozhodné staci. Nékolik
uziteénych maker (souvisejicich hlavné s typografif) je v nédsledujicim témétku
(strana 23).16

Dil paty: Matematika

V BTEXu je dilezitym zakladem matematiky bali¢ek amsmath (vytvoreny Ameri-
can Mathematical Society, dnes jiz pod spravou samotného projektu IWTEX), tedy
nékteré véci v tomto dile tise predpokladaji \usepackage{amsmath}. Drobn4 zlep-
Seni pridava balicek mathtools, tedy muzete misto \usepackage{amsmath} psat
\usepackage{mathtools}. Jesté se muZe hodit amsthm (véty, definice, dukazy)
a amssymb'” (dalsi matematické symboly, navic na¢itd balicek amsfonts, ktery
také potfebujeme, napf. pro \mathbb).

Matematické mody*® (tj. stav, kdy TEX sazi matematiku) zahajuje a ukonéuje
$ (v pfipadé textového médu, tedy sdzeni matematiky na stejném radku jako dalsi
text) nebo $$ (v pripadé tzv. display moédu, tedy matematiky na samostatném
fadku). Pokud pouzivite IMTEX, tak na $$ hned zapomente. INTEX, aby mohl
napt. 1épe hybat s vertikdlnimi mezerami kolem matematiky, zavadi makra \[
a \] pro display matematiku,!”

Bali¢ek amsmath jde jesté dal a na matematiku na samostatnych radcich zavadi
vlastni prostiedi. Napriklad \ [ je \begin{equationx*} a \] je \end{equationx}.
Vsimnéte si hvézdicky, ta vypind ¢islovani rovnic. Uziteénym prostfedim jsou také
align a alignat (prvni déld velkou mezeru na lichych &, druhé ma parametr
pocet ,dvojsloupecki®), v téch se oddéluji fadky pomoci \\ a zarovnavaji véci
nasledovné: vse do prvniho & je zarovnané doprava, vSe po dalsi doleva, pak do
tfetiho & zase doprava a po ném zase doleva...

Tedy liché & patii napr. pred rovnitka, sudd tam, kde ndm nevadi, ze bude
mezera (napf. pokud mame dva sloupecky rovnosti, tak sudd & pati{ mezi né,
naopak pokud chceme pod sebe zarovnat jen scitance, pak pouzijeme alignat
a sudd & umistime vhodné napf. nasledovneé).

Bhttps://mirrors.nic.cz/tex-archive/info/lshort/czech/lshort-cs.pdf, kapitola Sazba
matematickych vzorcu

16Casem se néco objevi i na mé wiki: https://wiki.moznabude. cz.

17Vtele doporu¢ujeme https://detexify.kirelabs.org/classify.html, které vim kromé to-
ho, jaké makro pro dany symbol pouzit, fekne, ktery balicek potiebujete.

I8 At uz je matematicky méd cokoliv, koho to vic zajima, mfize si vapomenout na horizontaln{
a vertikalni médy.

190bdobné \( a \) sézi inline matematiku. Tam by v8ak nemél byt rozdil oproti dolartm.


https://mirrors.nic.cz/tex-archive/info/lshort/czech/lshort-cs.pdf#chapter.3
https://mirrors.nic.cz/tex-archive/info/lshort/czech/lshort-cs.pdf#chapter.3
https://mirrors.nic.cz/tex-archive/info/lshort/czech/lshort-cs.pdf#chapter.3
https://mirrors.nic.cz/tex-archive/info/lshort/czech/lshort-cs.pdf#chapter.3
http s://wiki.moznabude.cz/doku.php?id=latex:texani:matematika
https://detexify.kirelabs.org/classify.html
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\begin{alignat}{5}
f(x) &{}={F\sin(x) &&{}+{}& x72 &{}+{}& 5x &{}+{}& 42 \label{eq:f}\tag{f}\\
g(x) &{}={}e"x L& &{}+{}& 4x &{}-{}& 6 \notag\\
h(x) &{}={} &&& 3x72 & & &{}+{}% 73 \label{eq:h}
\end{alignat}

Rovnice \eqref{eq:f} a \eqref{eq:h} maji tagy (at uz pomoci \verbl|\tag| nebo tim, Ze
environment nemad hvézdicku), kdeZto prostfedni rovnice nemd (obsahuje \verbl|\notagl).

f(x) = sin(z) + 2%+ 5z +42 (f)
g(z) =¢€" +4x— 6
h(z) = 322 +73 (1)

Rovnice (f) a (1) maji tagy (at uz pomoci \tag nebo tim, Ze environment nems
hvézdicku), kdezto prost¥edni rovnice nemé (obsahuje \notag).

Kategorie v TEXu podruhé

Moznéa vas prekvapuje, pro¢ jsou v predchozim kédu ty {}. Kdo si vzpomina na
prvni dil tohoto témaéatka, vi, ze v TEXu mé kazdy znak svoji kategorii, a podle
ni se chova. V TEXu v matematice vSak existuji jesté typy. Ty se prifazuji nejen
znakim, ale i celym skupindm znakt, a urcuji predevsim to, jaké se mezi takové
skupiny vlozi mezery. Samozrejmé si mtizeme mezery vytvorit sami, at uz pomoci
\hspace{délka} nebo pomoci \,, \:, \;, \ , \quad, \qquad (pfeddefinované
mezery od nejmens{ po nejvétsi) a \! (zadpornd mezera); ale je daleko pohodlnéjsi
zadefinovat si spravné typy tak, aby se TEX o zbytek postaral sam:

Ord: Obycejny prvek matematické sazby, je vysledkem bézného materidlu jako
pismen (i feckych) nebo éisel, makra \mathord{n&co}, nebo {néco}. Ord
mezi sebou nemaji mezeru, coz je divod, pro¢ vam ,zmizi“ mezery, pokud
se snazite do matematiky psat obycejny text.

Do tohoto typu se pfi vypo¢tu mezer konvertuji i dalsi typy jako Over/Un-
der/Radical (vznikaji \overline{néco}/\underline{néco}/\sqrt{néco}
a vykresli ¢dru nad / €aru pod / odmocninu) nebo Acc (akcenty?).

Bin/Rel: Bindrn{ operator/relace, je vysledkem symboli jako +/=, skupin symboli*!
nebo maker \mathbin{néco}/\mathrel{néco}. Bohuzel pouze tehdy, kdyz
jsou kolem kompatibilni typy, tedy pokud zjistime, Ze kolem binarniho ope-
ratoru/relace chybi mezera, ¢asto se to dd opravit pfidénim {} (typ Ord
neobsahujici nic) pred/za.

Lisi se v tom, Ze kolem relaci jsou mirné vétsi mezery.

20TEX neumoziuje v matematice sdzet diakritiku, naopak ma nepfeberné mnozstvi akcentt, ty
v IATEXu si mizete najit napf. na https://tex.stackexchange.com/questions/177000/math-
mode-accents (vétSina z nich m4 i variantu zadinajici \wide, kterd se umi roztdhnout pres vice
znaki, napf. \widehat{xyz}: Tyz). A pokud nejste spokojeni s vzhledem ¢epicky (\hat), pouzijte
balicek realhats.

21Napiiklad :=, misto toho je Casto lepsi pouzit jiz pripravené makro, v tomto piipadé
\coloneqq z mathtools, protoze to k sobé umi symboly umistit lépe.


https://tex.stackexchange.com/questions/177000/math-mode-accents
https://tex.stackexchange.com/questions/177000/math-mode-accents
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Punct: Interpunkce (Z4dné mezera pied, mezera za). Vznika napiiklad znakem ,%?

¢i piislusnymi makry jako \colon?? nebo makrem \mathpunct{n&co}
(napf. \mathpunct{.}).

Op: Operator (v display matematice se horni/doln{ index vysdzi nad/pod néj).
Oblibenymi jsou \1im, \intop, \sum, \prod, \coprod, \bigcup a \bigcap,
muzeme se vSak setkat tfeba i s \bigoplus nebo \bigtimes. Dale miizeme
pouzit \mathop, ale pravdépodobné chceme spise definovat operator pomo-
cf \DeclareMathOperator*{\nazevmakra}{material k vysazeni} (hvéz-
di¢ka z \nazevmakra pravé udéla typ Op).

Pfipadné, pokud chceme jen vysdzet néco nad néco jiného (napf. ndzev vé-

ty nad rovnitko), pak se hodi \overset{\text{Lebesgue}}{=}, piipadné

Leb
\underset{n\rightarrow \infty}{\longrightarrow}, tj. = = , —

n— o0
Cool variantou je pakn = \underbrace{1+1+\cdots+1}_{n-\text{krat}}
(obdobné \overbrace):

n=1+1+ - +1.
| S . —

n-krat

Pokud nechceme, aby se indexy usadily nad/pod, ale chceme je normalné,
tak za danym Op pouzijeme makro \nolimits. (V piipadé integralu je to
dokonce explicitné rozliSeno na \intop a \int.) Naopak v inline matematice
miizeme toto chovani zapnout pomoci \limits.

Open/Close: Oteviraci/zaviraci ,zavorka® variabilni velikosti. Vznik4 jako vysledek mak-
ra \left/\right ndsledovaného podporovanym ,symbolem*, tzv. delimite-
rem (nejcastéji (; [, \{, |, \I, \1floor/\rfloor/lceil).

\left a \right musi byt dobfe sparovany (lze pouzit \left./\right.,
které nevysazi nic, ale chovaji se jako ,druhy do paru“) a vysdzi deli-
metr tak, aby obklopoval vysazené véci uvniti. V EIEXu existuje jesté
makro \middle, které vysazi nésledujici delimetr stejné velikosti jako \left

a \right mezi kterymi se nachazi, naptiklad nasledujici mnozina.
\[\left\{(x_1, \ldots, x_n)\in\mathbb{R}“+\middle|\sum_{i=1}"n x_i = 1\right\}\]

i=1

Inner: Vznikd sparovanim \left a \right (nebo pomoci \mathinner) a ma kolem
sebe mezery az na pripad, kdy predchazi Open nebo nésleduje Close.

{(xl,...,xn) e R

22V TpXu je , typu Punct (a . typu ord). Proto se, bez bali¢ku icomma, desetinnd ¢arka musf
psét jako {,}, aby byla typu Ord a nebyla za ni mezera

23Pozor, : je bindrni operator znaéici pomér, srovnej a:b a g\colon X \rightarrow Y, tj. a:b
ag: X —Y.
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Tipy na zavér

Na spravné mezery /zarovnani se muze hodit makro \phantom{neviditelny obsah}
(resp. \hphantom nebo \vphantom), které vytvori ,mezeru®, jako by se vysizel
neviditelny obsah. Napiiklad matici Ize zarovnat nasledovné.?*

\[ \begin{pmatrix} -1 & 42 \\ \phantom{-}2 & \phantom{0}1 \end{pmatrix} \]

(9

Pokud definujete makro, které ma napsat néjakou matematiku, napriklad
makro vypisujici redlnd cisla, pak se muze hodit makro \ensuremath{kod}, které
v pripadé, Ze je pouzito mimo matematiku ,obali kod $“, tedy pokud definu-
jeme \NewDocumentCommand\R{}{\ensuremath{\mathbb{R}}}, mizeme psat \R
i v textu, nejen primo v matematice.

Posledni tip se tykd symbolid, velmi mnoho symbolt je v INTEXu definovano,
at uz rizné rovnitka (\neq, \doteq, \simeq), pfed spoustu symbolu stadi pfidat n
a dostanete preskrtnutou verzi (\nexists), existuji ruzné tecky (\1ldots, \cdots,
\ddots, \vdots) nebo nepfeberné mnozstvi sipek (\rightarrow, \longleftarrow,
\leftrightarrow, \Leftrightarrow, \implies, \impliedby, \hookrightarrow,
\mapsto).

‘ Uloha 5.1 [1b]: Napiste makro, které vysdzi ,XOR“ (\mathrm{XOR}) jako bindrni
operdtor:
(a XOR b) XOR b = a XOR (b XOR b) = a.

‘ Uloha 5.2 [2b]: Nasimulujte environment cases pomoci environmentu matriz (stej-
né jako pmatriz, jen bez zdvorek) a pomoci \left a \right. Tj. vysdzejte ndsle-
dugjici (nemusite vytvdret obecné makro) bez pouZiti cases.*

2| z, kdyzxz >0,
€Tl =
—z, kdyzz <O0.

Jidds; |jonas.havelka@volny.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka
(PDF) i soubory .tez, .sty a .cls

247de je ale lep$i pouzit environment pmatrix* z mathtools, ktery dovoluje uréit si zarovnani
-1 42

2 1)

25Vsimnéte si, ze dostanete mensi zdvorku a mensi mezery mezi ¥ddky. Environment cases
(a obdobné rcases) nejspise vklada navic néjaké podpéry.

sloupecki: $\begin{pmatrix*} [r]-1&42\\2&1\end{pmatrix*}$ je (
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Téma 4 — Typografie a pravopis

Minule jsme mluvili o velkych pismenech, a to hlavné z pohledu matematiky (nebo
jinych véd). Matematikou se budeme zabyvat i v tomto dile, jelikoz vétsina véd
vyuzivd néjakou formu matematického zépisu (vyrazu, vzorecki, rovnic, ...), tedy
se snadno stane, ze potfebujete vysazet néjakou matematiku.

Pravopisné na tom neni nic moc zajimavého, tedy tento dil je zase vice o ty-
pografii (tj. o radach, jak dospét k hezkému vysledku, spiSe nez o jasnych pravi-
dlech).

Dil paty: Matematika
Matematiku Ize do textu zakomponovat jak primo ,,mezi slova“, tak na samostatny
fadku ho lze jednoduseji oznadit, abychom se na néj mohli pozdéji odkézat).
V obou pripadech je lepsi, kdyz je matematika soucasti véty, tudiz casto za ni
nasleduje interpunkce. Naptiklad: Plati

a?+b? =2, (P)

kde a a b jsou odvésny a c je pfepona pravotuhlého trojihelnika. Rovnost (P) se
nazyva Pythagorova véta.

V pripadé samostatného radku je otazka, jestli zarovnévat doleva nebo na
stied. My, zhyckani TEXem, jsme zvykli (a pfijde ndm hezci) zarovnani na stied.
Naopak nékteti pozaduji, aby rovnice zacinaly u kraje radku.

Zarovnéani vertikalni (nahoru/doli) je pak tfeba délat s citem, prilis malé
mezery pred rovnici a po ni ji ,nalepi“ k textu a zhorsi c¢itelnost, naopak velké
mezery mohou zpusobit, Ze se text okolo ,rozpadne“ do vizualné separovanych
Casti. Nastésti se o toto vétSinou dobfe postard textovy procesor (nebo sézeci
program), ve kterém pracujete.

Tim jsme vytesili mezery okolo. Protoze je matematické znaceni opravdu roz-
sahlé, nastavit mezery uvnitt, aby znaceni hezky vychézelo, je velmi obtizné. Za
zéklad mizeme brat, Ze kolem (tj. pfed i za) bindrnich operatora a bindrnich re-
laci,?% se piSou mezery. Naopak za undrnim operdtorem (pracuje pouze s tim, co
je vpravo, napriklad minus urcujici zdporné ¢islo) se mezera nepise.

V piipadé interpunkce (éarky oddélujici prvky, nebo dvojtecka v f: A — B) se
mezera pise pouze za ni, stejné jako ve vété. Vyjimkou jsou samoziejmé oteviraci
zédvorky (mezera pouze pred) a desetinnd ¢drka (piipadné desetinnd tecka a od-
délovace tisici). Konkrétné desetinnd ¢érka je v matematice relativné problém,
protoze pokud pouzivate necesky sdzeci program, pak se muze stat, ze vsech-
ny ¢arky povazuje za interpunkci (v BTEXu bud desetinnou ¢arku uzavieme do
zévorek: {,}, nebo pouzijeme balicek icomma).

26Binarni (,,= dva vstupy“) operatory/relace jsou symboly, které délaji néco s tim, co je od
nich vlevo i vpravo (napf. plus nebo rovnitko). Operdtory néco vraci, kdezto relace jen udavaji
vztah.
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Dulezité pripomenut je, Ze pred fyzikdlnimi jednotkami se piSe mezera (idedlné
uzkd, v ITEXu \,), tedy spravné je I = 5 A, ne I = 5A.

Matematika (zejména proménné a ,nepojmenované® funkce jako f) se vétsinou
sazi kurzivou.?’| Na to je tieba ddvat si pozor, protoze pokud chceme pifmo do
matematiky pfipsat doprovodny text (tfeba néjakou spojku jako z =y, tedy y =
x), pak tento text nechceme sdzet kurzivou (v BKTEXu lze v matematice pouzit
makro \text). Co hur, fyzikdlni jednotky (a také chemické prvky, pismeno d
v derivaci a idedlné i matematické konstanty jako e nebo i) a obecné zndmé funkce
(napifklad: sinz) se sdzeji zdsadné nesklonénym pismem, coZ je hezky odlis{ od
ostatni matematiky,?®

Ruzné fonty se pouzivaji i pro odliSeni dalsich véci:

o tucné pismo (\mathbf v IATEXu) pro vektory (misto Sipky) nebo matice;

o blackboard bold (\mathbb v I¥TEXu) pro mnoziny cisel (N, Z, Q, R, C),
matice, stfedni hodnotu (v pravdépodobnosti);

o kaligrafické pismo (\mathcal v IATEXu) pro kategorie, mnoziny mnoZzin
(napf. mnozina vsech podmnozin A je P(A)) nebo ,,6¢kovou notaci® v in-
formatické slozitosti (O).

Samoziejmé (jako ve zbytku typografie) plati, Ze hlavni je byt konzistentni sam
se sebou (stejné kazdy obor/matematik pouzivd jiné znaceni).

dek (idedlné se zdrojovym kdédem) a napiste clanek, s jakgymi problémy jste bojovali
a jak jste je vyresili.

Redeni 3. dilu
Problém 3.3

ZadAani:
Mate néjaké své oblibené interpunkcéni znaménko? K cemu se pouZivd a na jaké
pravopisné/typografické chyby se pri jeho pouZiti miZeme nachytat?

MiZete si vybrat napriklad: dvojtecku (:), strednik (;), dlouhou pomicku (—),
vgpustku (...) nebo apostrof (7).
Reseni:
K tomuto problému ndm pfislo mnoho feseni, otiskujeme ta nejlepsi:

o ¢lanek o stiedniku od Mgr.M Alexandry Gauchet na strané 26;

27Pro¢? To nevim sdm, myslel jsem, Ze hlavné kvali TgXu, ale oéividné to ma daleko delsi

28V IATEXu se nesklonéné pismo v matematice zapne pomoci \mathrm. Pro fyzikalni jednotky
se v8ak mize hodit spiSe balicek siunitx a pro jména funkci, pokud uz neexistuji (jako t¥eba
\sin), je urcité lepsi zadefinovat \DeclareMathOperator{\nazevmakra}{vypsanjtext} a pouzit
\nazevmakra, nebot tyto moznosti vlozi i spravné mezery okolo.
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« clanek o spojovniku a pomlékach od Dr.MM Michaela Ambrose a Doc.™ Pay-
ly Simové na strané 27;

o ¢lanek o apostrofu (neboli odsuvniku) od Doc.M Dominika Kanky na stra-
né 28;
« ¢lanky o apostrofu a dvojtecce od Mgr.MM Barbory Salajové na stranach 30 a 31.
Regeni 4. dilu
Uloha 4.1

Zadani:
Jak uzZ se pise vjse, Univerzita Karlova se pise s velkym U, i kdyZ je to obecné
oznaceni. Obdobné se pise mnoho gymndzii. Najdéte alesponi dva dalsi takové
ndzvy.
Reseni:

e Doc.MM Julie Klementova: Méstsky tifad Pisek, Méstska knihovna Pisek.

e Mgr.™M Alexandra Gauchet: Velvyslanectvi Francouzské republiky, Kra-
lovstvi Ceské, Sdruzeni obci Vrbenska, Farni urad Jesenik.

e Doc.™M Jana Uglickich:

7 organizaci, které nesouviseji se vzdélavanim, jsem nasla Hotel Tynec
(podle jejich obchodnich podminek na webu jde opravdu o jejich oficidln{
ndzev) nebo turistickou zdkladnu Pastouska, kde oficidlni ndzev je podle
smlouvy na webu nejspis bud ,,Pastouska“, nebo , Pastouska, Sadova 304
(a probéhlo tam JSMF 2024). Pastouska je kazdopadné obecné oznaceni
pro typ budovy.

Problém 4.2
Zadani:
Vice se tu o velkych pismenech rozepisovat nebudeme, ale pokud mdte néjaky ob-
libeny jev, nebojte se o ném napsat ¢ldnek. (Nezapomerite vsak, Ze clanek md néco
prinést ostatnim resitelim, tedy jen vyjmenovat své oblibené jevy stacit nebude.)

Reseni:

K tomuto problému pfisla dvé feSeni, a to kratky clanek o psani nazvt instituci
a firem od Mgr.M Alexandry Gauchet (strana 32) a jeden delsi o psani velkych
pismen v historii (a néméing) od Doc.™M Julie Klementové (strana 33).

Jidds; |jonas.havelka@volny.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka
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Strednik: kdy a jak ho psat 3b
Mgr."™M Alexandra Gauchet

Strednik se uzivd pro naznaceni stredniho stupné obsahové souvislosti ve vypo-
védnim celku. To znamend, ze text rozdéluje vice jak carka, ale méné jak tecka.
Strednik se vzdy pripojuje hned za slovo a za néj se piSe mezera. Na pocitaci
se dd napsat bud stisknutim kldvesy nalevo od ¢&isla 1, nebo klavesou levy Alt
stisknutou zaroven s ¢islem 59. Mizeme ho pouzit v nasledujicich prikladech:

vvvvv

Prdavni vedomd je pojem teoreticky; jako kazZdd teoretickd kategorie
md ovsem také hluboky a mmnohostranny vyznam prakticky, jehoZ
hranice si sotva hned beézZneé uvedomujeme.

kdyz potrebujeme rozdélit vycet do vice irovni;

Dechové ndstroje délime na drevéné, mezi které patri napriklad
klarinet a zobcovd flétna; Zestové, kam se tadi trubka a pozoun;
vicehlasé.

kvuli prehlednosti vy¢tu desetinnych Cisel;
Vigsledky jsou 2,3; 4,2; 4,5.
ve slovnicich oddéluje jednotlivé vyklady slova;
k zakonceni jednotlivych polozek vyctu na samostatnych radcich;

citovani zdroju.

Zdroje:

Internetova jazykové pifrucka, Strednik [online] (2008-2025). Praha: Ustav
pro jazyk Cesky AV CR, v. v. i. [citovdno 19. 1. 2025] <https://prirucka.
ujc.cas.cz/?7id=173>.%

Kremic.cz, Jak napsat strednik na kldvesnici [online] (2021). Michal Kré-
mér, 2013, [citovdno 19. 1. 2025 <https://www.krcmic.cz/jak-napsat-
strednik-na-klavesnici/>.

29Price pouzivé data, kterd poskytuje vyzkumna infrastruktura LINDAT/CLARIAH-CZ
(https://lindat.cz) podporovand Ministerstvem gkolstvi, mladeze a télovychovy Ceské repub-
liky (projekt ¢. LM2023062).
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Spojovnik a pomlicky 4b
Dr.MM Michael Ambros € Doc.MM Pavla Simovd

Znaménka spojovnik (-), pomléka () a dlouhd pomlcka (—) vypadaji na prvni
pohled velmi podobné a ac¢ se vSechna tfi pouzivaji ke spojovani, kazdé v trochu
jiné situaci.

7Z jejich vzhledu mtzeme odhadovat, ze ¢im kratsi ,,carku“ pouzijeme, tim tés-
néji spolu spojované vyrazy souviseji. Tato intuice je spravna, kazdé ze znamének
méa vSak sva konkrétni specifika pouziti, v nékterych pripadech je naopak mozné
pouzit vice ruznych znamének.

K ¢emu se pouzivaji?

Oznacujeme-li jednu véc ¢i osobu dvéma jmény, spojujeme tato jména spojov-
nikem, napiiklad cerveno-hnédd kniha (ve vyznamu dvou barev!) nebo Marie
Curie-Sklodowska. Stejné tak pro tésné spojeni v mistnich jménech pouzivame
spojovnik, naptiklad Praha-Liberi z tlohy 3.2. V tomto uziti vSak muze prevzit
funkci spojovniku pomlcka, kterd na rozdil od néj muze mit z obou stran meze-
ry, naptiklad ve spojeni Brno — Krdlovo Pole pak zbytecné nevznikne nesmyslna
dvojice Brno-Kralovo. Spojovnik pouzijeme také pro pfipojeni spojky -l¢ nebo na
oznacovani neiuplnych slov, napriklad sesti- aZ sedmileté déti.

Dvé ruzna jména nebo casové udaje spojime kratkou pomlckou, napriklad
Gaussova—Jordanova metoda, nebo 5.—13. dubna. Stejné jako v piipadé mistnich
nazvu je lepsi pro oddélovani viceslovnych vyrazi oddélit pomlc¢ku z obou stran
mezerami, naptiklad 23. 12. — 3. 1.

Pomlcky muzeme vidét v textu i ve funkei ¢arek ohranicovat celé vétné celky,
nejcastéji jsou to vsuvky nebo piistavky (Moje matka — kterd vzdy dbala na
pofadek — ndm domluvila.). Oznadit pomlékou muzeme i pfimou fe¢ nebo odmlku
v projevu. K témto ucelim se bézné pouziva kratka pomlcka, v textu se vsak pro
vétsi prehlednost muzeme rozhodnout pouzivat kratkou pomlcku jen pro tdcely
popsané v odstavci vyse a zbytek svérit pomlcce dlouhé.

Psani spojovniku a pomlcky na konci radku

Casto si lidé pii psanf nejsou jisti, co délat, vyjde-li spojovnik ¢i pomléka na konec
radku. Pri psani na pocitaci tato situace prilis nenastavd a o to vice nds muze
zaskocit, kdyz piSeme rukou tfeba skolni slohovku a nechceme zbytecné kazit jeji
estetiku skrtanim. Pokud spojovnik na konci fadku spojuje dvé slova, opakujeme
ho i na zac¢atku nasledujictho radku, abychom dali najevo, ze pouze nerozdélujeme
jediné slovo, které se ndm neveslo na fadek. Spojovnik uvniti e-mailové adresy by
se na konci faddku nikdy vyskytnout nemél (muzete jej napsat na zac¢atek dalsiho
fadku). Pomlcku, kterd je od okolniho textu oddélend mezerami, vzdy piSeme na
konec fadku, fddek pomlckou nezacindme (pokud neoznacuje p¥imou Fe¢ nebo
odrazku ve vyctu)! Slova spojend pomlckou bez mezer nikdy koncem rédku ne-
rozdélujeme, pokud neni zbyti, nahradime radéji pomlcku slovy (napiiklad ,a“,
»od .. do®).


https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/31/31-3.pdf#t4.u2
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Apostrof 4b
Doc.MM Dominik Karika

Apostrof (neboli odsuvnik) nemé v éestiné uréité tak casté uzit{ jako napriklad
v angli¢ting, i pres to se ale uplatnéni tohoto interpunkéniho znaménka v nasem
jazyce najde.

Odsuvnik se podoba horni jednoduché uvozovce, nelze s ni ovSem zaménit. Je
totiz rozdil mezi apostrofem (* nebo ') a jiz zminénou uvozovkou (*).?Y

Prvni pripad, kdy je mozné najit apostrof v ¢eském textu, je vypusténi koncové
hlasky. Uplatnéni nalezne hlavné v poezii. Odsuvnik se v tomto uziti napise misto
posledni hlasky, vétsinou piicesti ¢inného (napiiklad z ,Fekl“ dostaneme ,fek’®,
z ,mohl* mame ,moh’* atd.). Nésleduje piiklad z basné Vzpurnik (sbirka Kvéty
zla, autor Charles Baudelaire):

Slét’ hrozny Andél s hir jok orel znenaddni,
a jav ho za vlasy, ldl prisne nevérci.

Drive se pouzival odsuvnik i pfi vypousténi hlasek u spojeni slov, takze ,ty
jsi se spojilo v ,ty’s“, z ,vidél jsi“ vzniklo ,vidél’s“ atd. Dnes se tento zptsob
zapisu jiz nepouziva. Spravné jsou tedy pouze varianty: tys, byls apod.

Dale se miize apostrof napsat misto prvnich dvou ¢islic v letopoc¢tu. Napriklad:
Okupace probéhla v srpnu ’68. Ve slovnicich (etymologickych a dialektologickych)
muzeme najit slovo napsané mezi dvéma apostrofy, naznacujici vyznam predché-
zejiciho vyrazu (napt. Hund 'pes’).

U prejatych slov, kde naznacuje vypusténi posledni hlasky nebo hlések prv-
niho slova u spojeni dvou slov, ponechiavame puvodni zapis — napr. d’Artagnan,
commedia dell’arte, Ballon d’Or atd.

V cizich jazycich ma apostrof mnohem castéjsi vyuziti.

V angli¢tiné je nékolik pripadi, kdy se odsuvnik vyuziva. Prvnim je, stejné jako ve
starsich ¢eskych textech, jiz zminéné spojovani slov, pii kterém vynechame jednu
hldsku (nebo i vice). Je to obdobné jako u nés: z ,do not“ dostaneme ,don’t*,
z ,you have* vznikne ,you’ve“ atd. Dalsim pfipadem je privlastnovani. Jednodu-
Se k podstatnému jménu pripojime pismeno ,,s“ pomoci apostrofu, napt. John’s,
Frank’s, plumber’s atd. Pokud je zakladové podstatné jméno v mnozném dcisle,
tj. jiz ma na svém konci ,s“, piSe se pouze apostrof, nikoliv dalsi ,,s“, napr. te-
achers’, plumbers’ atd. Poslednim uzitim apostrofu v anglictiné je urceni trvani
jistého déje. Je vlastné zcela identické jako pri privlastnovani, takze dostaneme
spojeni typu: hour’s work, minutes’ walk atd.

30Pozn. redakce: Jelikoz elektronické symboly jsou definované z pohledu angli¢tiny, znak ’
reprezentuje anglickou pravou horni uvozovku (kterd se i v anglické typografii pouzivé jako apo-
strof). Pozor, v ¢estiné se jako prava jednoduchd uvozovka pouziva anglickd leva horni uvozovka
pocitact (z dob ASCII) naduzivan pro uvozovky, tedy se pro apostrof spiSe nepouziva. VSimnéte
si, ze i dvojité uvozovky ma CesStina vici angliétiné opacné: ¢ (Ceské) “” (anglické).
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V némciné je pravidel jesté méné. Apostrof se pouziva v genitivu, tedy druhém
padeé, u jmen koncicich na: -s, -ss, -8, -ce, -tz, -ce a -x. V téchto piipadech se misto
klasického pripojeni -s pripoji ke slovu apostrof, napi. Max’, Lukas’ atd. Déale se
musi pouzit odsuvnik, pokud vypustime néktera pismena ve slové nebo u spojeni
slov, napt. Ku’damm (misto Kurfiirstendamm), geht’s (misto geht es) apod.

Na konec jsem si nechal italstinu, v té je totiz apostrof snad na kazdém kroku.
Zakladnim vyuzitim je princip tzv. elize, coz je spojeni dvou slov s tim, Ze na
konci prvniho nahradime jednu hladsku nebo vice hlasek apostrofem. Déje se tak
u slov ,napojujicich se“ samohlaskou. Existuje mnoho piipadu, zminim jich proto
jen par: Papostrofo (lo apostrofo), quest’uomo (questo uomo), sant’Alfonso (santo
Alfonso) atd. U téchto vyrazu ovSem neni dlouhd forma p¥ipustnd. Jako ve vSem,
i zde jsou vyjimky a celkové se gramatika vyviji a zjednodusuje, takze v hovorové
fe¢i mizeme najit napsana slova zvlast, bez apostrofu.

Doufam, Ze se mi povedlo ukazat, Ze apostrof ma své vyuziti. Pfesto, Zze neni
zase tak Siroké, je jisté zajimavé a muze se nékdy hodit.

Zdroje:

o Internetovd jazykova prirucka, Apostrof [online] (2008-2025). Praha: Ustav
pro jazyk ¢esky AV CR, v. v. i. [citovdno 4. 2. 2025] <https://prirucka.
ujc.cas.cz/7id=168> 3!

o Prispévatelé Wikipedie, Apostrof [online]. Wikipedie: Oteviend encyklo-
pedie, ¢2022, Datum posledn{ revize 21. 10. 2022, 07:19 UTC, [citovino
4. 2.2025] <https://cs.wikipedia.org/w/index.php?title=Apostrof&
oldid=217/86631>.

o Prispévatelé Wikipedie, Elize [online]. Wikipedie: Oteviend encyklopedie,
¢2022, Datum posledn{ revize 16. 11. 2022, 10:37 UTC, [citovano 4. 2. 2025]

<https://cs.wikipedia.org/w/index.php?title=Elize&01did=21888119>.

o Cambridge Dictionary, Apostrophe [online]. Cambridge University Press,
2025, [citovdno 4. 2. 2025] <https://dictionary.cambridge.org/grammar/
british-grammar/apostrophe>.

o Mentorium, Der Apostroph: Wann und wie verwendet man ihn? [online]
(2022-2024). Mentorium GmbH. ¢2025, [citovano 4. 2. 2025] <https://
www.mentorium.de/apostroph/>.

o IlLibrario.it, L’elisione (con l’apostrofo) [online] (2021). GRUPPO EDI-
TORIALE MAURI SPAGNOL SPA, ¢2025, [citovdno 4. 2. 2025] <https:
//www.illibraio.it/news/storie/apostrofo-guida-1395753/>.

31Price pouzivé data, kterd poskytuje vyzkumna infrastruktura LINDAT/CLARIAH-CZ
(https://lindat.cz) podporovand Ministerstvem gkolstvi, mladeze a télovychovy Ceské repub-
liky (projekt ¢. LM2023062).


https://prirucka.ujc.cas.cz/?id=168
https://prirucka.ujc.cas.cz/?id=168
https://cs.wikipedia.org/w/index.php?title=Apostrof&oldid=21786631
https://cs.wikipedia.org/w/index.php?title=Apostrof&oldid=21786631
https://cs.wikipedia.org/w/index.php?title=Elize&oldid=21888119
https://dictionary.cambridge.org/grammar/british-grammar/apostrophe
https://dictionary.cambridge.org/grammar/british-grammar/apostrophe
https://www.mentorium.de/apostroph/
https://www.mentorium.de/apostroph/
https://www.illibraio.it/news/storie/apostrofo-guida-1395753/
https://www.illibraio.it/news/storie/apostrofo-guida-1395753/
https://lindat.cz
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Vypustka S =8b

Mgr.MM Barbora Salajovd

Tii tecky (...) neboli ,vypustka“ ¢i ,trojtecka oznacuji vynechdni uréité Casti
textu nebo nedokoncenou ¢i prerusovanou fe¢. Za vypustkou miize nasledovat
dalsi interpunkéni znaménko, ale bez mezery. Pokud by nasledovala tecka, tak ji
nepiseme.

Je dobré pripojovat tii tecky pred slovo s mezerou a za slovo bez mezery
(... je souddsti..). Pokud je ale umistujeme na zacatek véty, odstavee nebo fadku,
tak lze mezeru vynechat, aby celkovy dojem textu vypadal lépe.

Pri psani vyctt pouzivame vypustku k naznaceni vynechanych polozek. Po
carce pred tfemi teckami piSeme mezeru, stejné jako pred vynechanou polozku.
Vypustku lze pouzit jak v prubéhu vycétu (1, 2, 3, .., 9, 10), tak na jeho konci
(chleba, rohlik, jogurt, ..)

Dalsi moznosti vyuziti je nahrazeni nékolika vét souvislého textu. V tomto
pripadé je potfeba vypustku oddélit z obou stran mezerou a pripadné umistit
i do kulatych zévorek (...).

Kromé vypusténi ¢asti citace nevede vypustka k jednoznacnému vyjadreni
textu, a proto by se neméla vyuzivat v odborném textu.

Vyuziti:
e preryvana rec;
,Vite... ja bych... mohl bych... si tady u vds sednout... na chvili...
e nedokondéend rec;
Jestli neprestanes zlobit, tak...
e netplnost vyctu.

Pordd jsme opakovali: jedna, dva, tri, .., deset, .., aZ do dvaceti.

Praveé vypustka patfi mezi mé oblibena interpunkéni znaménka. Vyuzivam ji
velmi Casto jako prostor na domysleni, kdy se mi nechce psat dlouha SMS a dou-
fam, zZe prijemce pochopi, co tim myslim. Obcas se ale stane, Ze se navzdjem
nepochopime, protoze dalsim mym nekorektnim vyuzitim je ndhrada emoji, pro-
toze se mi nepodari najit to vhodné, nebo se rozhodnu ho nehledat.
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Dvojtecka S =8b
Mgr.MM Barbora Salajovd

Dvojtecka (:) se pouzivd pro uvozovani vyétu a piimé feci (citace), pro oznaceni
vysvétleni, pro oznaceni pomeéru a déleni, pro zapis méritka map, k vyjadreni
sportovniho skoére, pro zapis casovych udaji nebo ve formularich.

Dvojtecku pripojujeme hned za vyraz, ktery ji predchazi, a od nasledujiciho
vyrazu ji obvykle oddélujeme mezerou. Existuji vSak dvé vyjimky. P¥i vyznaceni
poméru (vyhral volby v poméru 5 : 3), déleni (4 : 2 = 2) a zdpisu méiitka
dvojtecku (méfitko 1 : 50000) oddélujeme mezerou z obou stran. Vyjadiujeme-li
Cas (13:41) ¢i skére (vyhra 2:0), nepiSeme zddnou mezeru.

VyuZiti:

e uvozeni vyctu;

Ndkup: rohliky, pastika, cukr, sul, ..
e uvozeni primé reci;

Frantisek volal: ,,Oni mé tu rusi!/“
e vysvétleni;

Neni uz o cem uvaZovat: vsechno je logické a jasné.
e oznaceni poméru;

Pomér stran je 2 : 3.
e matematické délent;

16:4=14
e méritko;

Pouzijte mapu v meritku 1 : 100000.
e vyjadreni skore;

Slavia porazila Spartu 4:2.
e zapis Casovych udaju;

Je presné 7:15.
e mezi popiskem udaje a vlastnim tdajem.

Jméno a prijmeni: Maxmilidn Habsbursksy.
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Zajimavy pravopisny jev pri psani velkych pismen
u nazvi instituci a firem 2,5b
Mgr.™M Alexandra Gauchet

P1i vyhledavani ndzvl na [ilohu 4.1 jsem nasla v Internetové jazykové prirucce
zajimavou informaci: neni zdkonem déno, jak se maji psat nazvy podnikta. Na-
priklad v devadesatych letech minulého stoleti si lidé zapisovali nazev firmy do
zivnostenského rejstiiku pouze velkymi pismeny. Dnes je trend opac¢ny: do obliby
zaCinaji prichazet ndzvy psané pouze malymi pismeny. Mize to byt tim, ze lidé
opisuji grafickou podobu loga své nové firmy.

Bohuzel zatim neexistuje zadné pravidlo, které by registrovani pravopisné ne-
spravnych nézva firem brénilo. Na druhou stranu, neni ani zdkon, co by nutil
média pouzivat nézev firmy podle rejstitku. V pripadé nazvi psanych majuskule-
mi by mohl text vypadat ,,ukficené“ a nazvy psané jen malymi pismeny se nedaji
psat na zacatek véty. Tomu se ale d& vyhnout zménou slovosledu.

Naopak verejnopravni instituce vétsinou dodrzuji pravidla pravopisu. Jména
skol a dalsich instituci totiz vétsinou stanovuje zdkon.

Zdroje:

o Poradna ASC, Velkd pismena v ndzvu firem [online] (2019). Asociace Gesti-
nara, ¢2025 [citovano 4. 3. 2025] <https://www.ascestinaru.cz/velka-
pismena-v-nazvu-firem/>.

o Internetovd jazykova piirucka, Velkd pismena — organizace [online] (2008-2025).
Praha: Ustav pro jazyk ¢esky AV CR, v. v. i. [citovdno 4. 3. 2025] <https:
//prirucka.ujc.cas.cz/?id=188>.%

e BusinessINFO.cz, Firmy porusuji pravopis, registruji si ndzvy odporujici
pravidlim [online] (2018). CzechTrade, ¢1997-2025 [citovdno 4. 3. 2025]
<https://www.businessinfo.cz/clanky/firmy-porusuji-pravopis-
registruji-si-nazvy-odporujici-pravidlum/>.

32Price pouzivé data, kterd poskytuje vyzkumna infrastruktura LINDAT/CLARIAH-CZ
(https://lindat.cz) podporovand Ministerstvem gkolstvi, mladeze a télovychovy Ceské repub-
liky (projekt ¢. LM2023062).
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Psani velkych pismen nejen z historického pohledu 5b

Doc.™ Julie Klementovd

Myslim, ze pravidla pro psani velkych pismen jsou casto omilana, a proto pomérné
znama, z toho divodu jsem se rozhodla radéji zamérit na davody pro psani velkych
pismen a jejich historii, coz osobné povazuji za mnohem zajimavéjsi, a i samotnou
historii nékterych gramatickych pravidel.

Velka pismena v némciné

7 pocatku se velka pismena psala jen na zacatcich odstave, slok a verst, tento jev
se pozdéji rozsitil i na pocatek vét. Tady by se mohlo zdét, Ze vzniklo pravidlo vel-
mi podobné tomu dnesnimu nejznaméjsimu, ovsem v pozdnim stfedovéku se psani
velkych pismen na zacatku slova ujalo i pro zvyraznovani jakéhokoli dulezitého
slova, tedy napriklad podstatného ¢i pridavného jména a zdjmena, v této skupiné
zacala brzy dominovat hlavné podstatnd jména, coz je uz pomérné podobné dnes-
ni némciné. Velké zasluhy na ustaleni téchto pravidel mél Martin Luther, ktery
sice ve svych rukopisech psal podstatnd jména na pocéatku s malym pismenem,
ale pri tisku vyzadoval, aby byla podstatna jména sidzena s velkymi poc¢atecnimi
pismeny. Trvalo vsak nékolik dalsich staleti, nez bylo toto pravidlo ustaleno. To
se stalo na pocatku 18. stoleti diky osvicenci Johannu Christophu Gottschedovi,
ktery usiloval o povzneseni némecké gramatiky a kultury.

Zajimavosti je, ze psat velkd pismena na pocatku podstatnych jmen bylo v této
dobé zvykem i v jinych evropskych jazycich, napriklad v angli¢ting, francouzstiné,
$védstiné ¢i nizozemstiné, ale pod vlivem latinské tradice se od tohoto postupné
upoustélo. Nejdéle, nepocitdme-li némcinu, se toto pravidlo zachovalo v dansti-
né, a to az do 40. let 20. stoleti, tedy do doby némecké okupace, pfi niz bylo
psani podstatnych jmen s malymi pismeny brano jako symbol protinacistického
odporu.

V némciné ma mnoho podstatnych jmen stejny tvar jako pridavné jméno, slo-
veso, Ci prislovce, proto by zde snad vice nez ve kterémkoli jiném jazyce mohlo
dochézet k vyraznym nedorozuménim.>3 Zde se vratim na pocatek tohoto téméat-
ka, kde se Tesily Gsmévné typografické a gramatické preslapy, a uvedu nékolik
prikladu, které ukazuji, jak je pro némcinu prospésné, ze velka pismena odlisuje
od ostatnich slovnich druht velkym pismenem.

Er hat liebe Genossen. = Ma milé spolec¢niky.

o hat = 3. osoba slovesa haben (mit) — jednd se o pfisudek

o lieb = pridavné jméno (ve 4. pddé mnozného ¢isla ma koncovku -e) — jedna
se o privlastek

o die Genossen = podstatné jméno — jednd se o predmét

33nhttps://de.quora.com/Warum-schreiben-die-Deutschen-alle-Substantiven-mit-
Grossbuchstaben-am-anfang-des-Wortes-K%xC3/%B6nnte-man-das-nicht-weglassen-Bremst-
beim-eintippen-so-h%C3%A4ufig-noch-die-Shift-Taste-zu-dr%C3%BCcken-Deutsch-ist


https://de.quora.com/Warum-schreiben-die-Deutschen-alle-Substantiven-mit-Grossbuchstaben-am-anfang-des-Wortes-K%C3%B6nnte-man-das-nicht-weglassen-Bremst-beim-eintippen-so-h%C3%A4ufig-noch-die-Shift-Taste-zu-dr%C3%BCcken-Deutsch-ist
https://de.quora.com/Warum-schreiben-die-Deutschen-alle-Substantiven-mit-Grossbuchstaben-am-anfang-des-Wortes-K%C3%B6nnte-man-das-nicht-weglassen-Bremst-beim-eintippen-so-h%C3%A4ufig-noch-die-Shift-Taste-zu-dr%C3%BCcken-Deutsch-ist
https://de.quora.com/Warum-schreiben-die-Deutschen-alle-Substantiven-mit-Grossbuchstaben-am-anfang-des-Wortes-K%C3%B6nnte-man-das-nicht-weglassen-Bremst-beim-eintippen-so-h%C3%A4ufig-noch-die-Shift-Taste-zu-dr%C3%BCcken-Deutsch-ist
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Er hat Liebe genossen. = Uzival si lasku.

o hat genossen = perfektum slovesa genieflen (uzivat si) — jednd se o piisudek,
« die Liebe = podstatné jméno (ldska) — jednd se o pfedmét
Der gefangene Floh = ulovena blecha

e der Floh = blecha

o gefangen = pfidavné jméno znamenajici uloven, chycen (v maskulinu, v 1. p4-
dé je po uréitém clenu koncovka -e)

Der Gefangene floh. = Vézen utekl.
o der Gefangene = vézen (podstatné jméno odvozené od slovesa) — podmét
o floh = préteritum slovesa flichen (prchat)

Helft den armen Végeln. = Pomozte ubohym ptakam.

e arm = pifdavné jméno znamenajici chudy (v plurdlu, v dativu je koncovka
-en)

o die Vogeln = podstatné jméno (ptéci) — jedna se o predmét
Helft den Armen, vogeln. = Pomozte chudaktm, ku*va.

e die Armen = podstatné jméno odvozené od pridavného jména, znamens ,ti
chudi (lidé)* — jednd se o predmét

e vogeln = nadavka, kterd se syntaxem véty nema nic spolecného

Velka pismena v Cestiné

Cesta k ustaleni pravidel pro psani velkych pismen v ¢estiné byla téz velmi klikat4,
i pfesto, ze se tomuto jevu zacala vénovat pozornost az ke konci 19. stoleti. Do
té doby byl mezi nékterymi dokonce rozsiren nazor Ceského filologa Frantiska
Vymazala, Ze jednotna pravidla ani nikdy existovat nebudou, protoze je to zkratka
prilis komplikované.

Tomuto problému se hloubéji vénuje prirucka ,Kdy jest psati v ¢estiné na po-
catku slov pismena velika?“ od Frantiska Backovského vydana roku 1887, ktera
se mimo jiné pozastavuje nad problematikou psani slozenych vlastnich jmen. Bac-
kovsky navrhoval, aby se psalo velké pismeno pouze u prvniho slova této slozeniny
s vyjimkou téch, kde se postupem ¢asu zménil vyznam. Podle této definice by se
tedy mélo psét ,Ceska Lipa“, protoze se jednd o mésto a nikoli o strom, oviem
Marianské Lazné by se psaly jako ,Maridanské lazné“, protoze toto mésto je stale
znamo svou lazenskou ¢innosti. Backovsky nejspis sam uznal, Ze takovéto pravidlo
by bylo prilis zavadéjici a nejednoznacné, a souhlasil s ,Marianskymi Laznémi*.
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Podobné nejasné to z poéatku bylo i u ndzvu zac¢inajicich predlozkou (napti-
klad U Rybnika/U rybnika). Az do roku 1993 se pravidlo upravujici poc¢atecéni
pismeno slova nésledujiciho po predlozce opiralo o mistni ¢i historickou znalost.
Zalezelo opét na tom, zda je zachovan ptivodni vyznam.>*

Troufam si tvrdit, ze gramaticka pravidla jsou v dnesni dobé mnohem po-
chopitelnéjsi a jasndjsi nez tomu byvalo difve (kazdopddné jsou alesponi existujici
a dohledatelnd). I pfesto jsou nékterda pomérné niro¢nd na pochopeni, zapamato-
vani, a nejspis proto jsou nékym hojné opomijena. Pochopeni vyznamu sdéleni to
samoziejmé (alespon v CeSting) nebrani, oviem ¢tendisky komfort tim mize byt
mirné snizen. Myslim tedy, zZe je dilezité, abychom se nejen v Ceském pravopisu
orientovali, ale rozhodné jsou i zasadnéjsi véci.

34https://cs.wikipedia.org/wiki/Kapitalizace
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Téma 5 — Strojime matiku puntiky a Sipkami

Dil 4. Elementarni topos a logika

Predposlednim dilem téméatka dorazime do zemé zaslibené — zemé matematické
logiky. Minule jsme okazale tvrdili, ze elementdrni topos je vlastné kategorie, v niz
»ze délat matematiku®. Co také trojslovi skyta, neni prirozené viibec ziejmé; snad
nam vsak, zkoumavi ¢tenari, date za pravdu, ze abychom mohli taktkouce ,,délat
matematiku“, musime umét logicky premyslet. To na elementarnim topu vskutku
1ze; rozmyslime sobé jak.

Ve svém tradicnim podani jest vyrokova logika jazyk se slovnikem vgroku a lo-
gickych spojek majic predepsanou gramatiku (¢ili zpusob, kterak na sebe slova
pusobi). Sestrojit celou vyrokovou logiku na elementdrnim topu mozné je — a s na-
§1 souCasnou urovni znalosti to neni ani prilis obtizné — je to vsak dilo ponékud
vycCerpavajici. Ve snaze vystiihat se formalnim definicim logickych pojmi jako
termy & formule®®, soustfedime se vyhradné na logické spojky — (,,ne“, negaci),
A (,a% konjunkei), V (,nebo“, disjunkci) a = (implikaci). Vyroky zameskaji na
intuitivni roviné v podobé ,vét, které jsou bud pravdivé, ¢i 1zivé®

Myslenka kategorialni definice logickych spojek je v zasadé jednoducha. Jako
vzdy zaCneme tim, ze vyzkoumame, jak je lze vyjadrit ve tvaru funkei mezi mno-
zinami, jejichz svét je nasi intuici blizsi. Onen vyzkum pak plynule pfeneseme do
FiSe elementdrnich topu.

Pro logickou pravdu, resp. logickou lez, budeme pouzivat symboly T, resp. L,
aby nebylo 1ze splést je s ¢isly 0 a 1 znacicimi inicidlni a termindlni objekt kate-
gorie, v niz zrovna pracujeme. Logické spojky muZeme pfirozené vnimat (zatim
v kategorii mnozin) jako funkce, které na vstupu dostanou dvojici prvka (v pri-
padé negace jen jeden prvek) z mnoziny {T, L} a na vystupu vrati{ zase prvek
mnoziny {T, L}. Napifklad negaci - muzeme vnimat jako funkei

~: {T, L} = {T, 1},
danou predpisem —(T) = L a =(L) = T. Implikaci zas jako funkci
= {T, L} x{T,L} = {T,L},

jez zobrazi dvojice (T,T),(L,T) a (L,L) na T a dvojici (T, L) na L.

Trebas uz tusite, kam popsany nazor na logické spojky smétuje. Tvrdice, ze
kazdé logickd spojka je funkci vedouci do dvouprvkové mnoziny {T, L}, vlastné
rikame, ze kazda logickd spojka je charakteristickou funkci néjaké podmnoziny
soutinu {T, L} x {T, L} (& opét pouze {T, L} pro negaci). Je tomu tak zkrétka
pro to, ze nékteré dvojice z {T,L} x {T,L} zobrazuje na T a nékteré na L.
Podmnozina dvojic, pro néz vraci ona logicka spojka pravdu, je totozna vzoru
prvku T pfi zobrazeni touto spojkou.

35Dobie sepsany tvod do vyrokové logiky mé napiiklad anglickd Wikipedie: https://en.
wikipedia.org/wiki/Propositional_calculus.
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Pravda a lez

Nez prikroc¢ime k definicim logickych spojek, musime jako funkce vyjadrit i samot-
né prvky T a L. To je jednoduché: mezi funkci z jednoprvkové mnoziny a prvkem
cilové mnoziny, na ktery tento jediny prvek zobrazuje, vlastné neni zadny kon-
ceptudlni rozdil. Konkrétné, oznac¢me (jako v minulém dile) symbolem 1 jakoukoli
jednoprvkovou podmnozinu. Pak jsou funkce 1 — A totéz, co prvky A; s kazdym
a € A propojime presné jednu funkci h,: 1 — A zobrazujici (ten jediny) prvek
* € 1 na a. Jelikoz cflovou mnozinou logickych spojek je pfesné mnozina {T, L},
ziskavame takto dvé funkce:

t:1—{T,L1},
fi1—={T,1},

kde t(x) = T a f(x) = L. Ve smyslu popsaném vyse jsou funkce ¢ a f v podstaté
tymz, co prvky T a L.

Tyto funkce zahy prekreslime do Sipek na elementarnich topech. Prve vsak
sobé pripomenme, kterymi vsemi specialnimi vlastnostmi elementarni topy oply-
vaji.

(1) Maji vSechny limity (a tedy i kolimity). Ndm budou uziteénymi predevsim
v podobé termindlniho objektu a produktu (inicidlnitho objektu a koproduktu).

(2) Maji vSechny ezponenty: objekty b®, které se ,chovaji jako*“ mnoziny Sipek
z a do b.

(3) Maji klasifikdtor podobjekti: objekt € spolu s monomorfismem 1 L Q tako-
s~ v 12 « . . s v v Xa
vy, Ze pro kazdy monomorfismus a — b existuje pravé jedna Sipka b = )
takova, ze diagram na obrazku 3| je pullback. Sipce x, Tikdme charakter
monomorfismu «.

Obrazek 3: Definice klasifikdtoru podobjekti.

Tusime, zZe jisté partie vypsanych bodi dozaduji blizsiho vysvétleni. V bodé
(1) ndm bdéli ¢tenafi jisté budou mit za zlé, Zze jsme o kolimitdch hovorili zatim
pouze mimodék. Nastésti neni tfeba mnoho dodavat. KokuZel nad diagramem
je zkratka kuzel nad tymz diagramem se vSemi Sipkami otocenymi. Kolimita je
pak universdlni kokuzel v tom smyslu, Ze z néj do kazdého jiného kokuzelu (nad
stejnym diagramem) vede prévé jedna sipka a (jako obvykle) celd vznikla sit
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komutuje. Jelikoz nas budou pri vyrobeé logickych spojek zajimat pouze specifické
limity a kolimity, nemusime svét obecnych kolimit znesvécovati déle.

Nuze — jak jste dokdzali Ulohou 4.3 — termindlni objekt je limitou prdzd-
ného diagramu (¢ili diagramu bez objektd i Sipek). Preci, kuzel nad prazdnym
diagramem je zkratka jen objekt kategorie, a universalita limity tvrdi, ze do li-
mity prazdného diagramu musi z kazdého jiného kuzelu nad timto diagramem
(tedy z kazdého jiného objektu kategorie) vést pravé jedna Sipka. Pfedchozi véta
je presné definici termindlni? objektu. Stejnym argumentem s otocenymi Sipkami
nahlédneme, zZe kolimitou prazdného diagramu je objekt inicidini.

V kategorii mnozin je terminalnim objektem jakakoli jednoprvkovd mnozina,
jelikoz do ni vede z kazdé mnoziny jen jedina funkce — ta, ktera zobrazi vSe na
jejl jediny prvek. Naopak, inicidlnim objektem je mnozina prdzdnd, protoze z ni
do kazdé mnoziny vede jen jedind funkce — ta, kterd nezobrazuje nic na nic (ano,
to je vskutku funkce, stejné jako prazdna mnozina je téz mnozina, ackoli pozbyva
prvkav).

Diagram, jehoz limitou je produkt a kolimitou koprodukt, hosti zkratka dva
objekty a zaddné Sipky. Odpovidajici Sipku (tu pferusovanou) z libovolného kuzele
do produktu, resp. z koproduktu do libovolného kokuzele, vizte na obrazku nize
(prdzdny puntik zna¢i produkt, resp. koprodukt).

A A

U bodu (3) pomnéme, ze klasifikdtor podobjektt je kategoridlni analogii dvou-
prvkové mnoZiny (v nasem piipadé mnoziny {T, L}) a charakter y, je obdobou
charakteristické funkce mnoziny v levém hornim rohu diagramu na obrazku 3.

Neotélejme jiz a definujme Sipky ¢ a f na svém elementarnim topu A. Urdzi nas
jen jediny kdmen: obé jsou totiz Sipkami 1 — (2. Jak je od sebe rozeznat, nesmime-
-li je definovat na prvcich? Nastésti, soucasti definice klasifikdtoru podobjektu je
existence monomorfismu 1 — £, jenz (jak jsme si v minulém dile rozmysleli) je
pfesnou analogii inkluse {T} — {T,L}. Mnozina {T} je jednoprvkova, takze
na tuto inklusi se muzeme divat jako na Sipku 1 »— {T, L}. Nasli jsme procez
vhodného kandidata na Sipku pravdy t: je jim presné monomorfismus 1 -0
v definici klasifikdtoru podobjektii.

Co vsak s sipkou f? Hravé si s ni poradime. Vzdyt ta je charakteristickou
funkci prdzdné mnoziny! Vskutku, f je preci ta funkce, kterda pro jediny prvek
mnoziny 1 odpovi ,ne“. Charakteristické funkce na elementarnich topech tvorit
umime — prostfednictvim diagramii na obrazku [3. Staci za objekty a,b a Sipku
« spravné dosadit. Pravé jsme si rozmysleli, ze a ma byt ,,prazdnad mnozina®“, tj.
inicialni objekt 0. Protoze f = x, musi byt Sipka 1 — €2, nutné b = 1. Pak je ale
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« ta jedind Sipka z 0 do 1, jiz jsme v minulém dile oznaéili jako !. Shrnuto, f je
jedinecna sipka 1 — ) takova, ze diagram

!
je pullback. Jinak feceno, sipka f je charakterem monomorfismu 0 — 1.

Nepronikla-li vim prednesend konstrukce takiikajice ,,pod kazi“, zkuste v prv-
ni dloze dilu dokazat, ze v kategorii mnozin odpovida takto definovana funkce f
té puvodni predstavené.

Uloha 5.1 [2b]: Dokaste, Ze funkce f: {T} — {T, L} definovand pres f(T) = L A
je jedind funkce, pro kterou je diagram

pullback. Funkce t: {T} — {T, L} spliuje t(T)=T.

Negace

V zavésu predchozi sekce se, doufame, jevi prirozenym, Ze vSechny ostatni logické
spojky budou rovnéz charaktery vhodnych monomorfismt. V kategorii mnozin
smime tuto vétu z0zit na tvrzeni, Ze jsou charakteristickymi funkcemi podmnozin
pravé téch dvojic prvka T a L, pro néz jsou pravdivé. Naptiklad, spojku A budeme
zéhy definovat jako charakteristickou funkci mnoziny {(T, T)}. Vyzvou je vSak
tyto podmnoziny popsat na elementarnim topu témi spravnymi monomorfismy.

Nalézt vhodnou podmnozinu i pfivuzny monomorfismus pro negaci je vsak
jisté nejjednodussi. Jsme toho nézoru, ze to zvladnete sami.

Uloha 5.2 [1b + 2b]: A

1. Najdéte podmnozinu mnoZiny {T, L}, jejiz charakteristickou funket je prdavé
negace -: {T,L} — {T,L}.

2. Prevedte tuto mnoZinovou definici negace do svéta elementdrniho topu,
tj. dosadte za a,b a o« do diagramu na obrdzku 3 takové objekty a Sipku,
aby charakterem xo byla pravé Sipka negace Q —= Q. Soudime, Ze vdm po-
mize premyslet o termindlnim objektu 1 jako o mnoziné {T} a o klasifikdtoru
podobjekti 0 jako o mnoziné {T, L}.

Nezapomernite oveérit, zZe vznikly diagram je opravdu pullback!
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Konjunkce

Jak jsme predestieli v predchozi sekci, konjunkce je jako mnozinova funkce pravé
charakteristickd funkce mnoziny {(T,T)} C {T,L} x {T, L}. To znamen4, ze je
tou jedinou funkei A: {T, L} x {T,L} — {T, L} takovou, Ze

{(T, 1)} ———A{T}

{T,L} x{T,L}--=-- »{T,1}

je pullback. Funkece i: {(T,T)} — {T,L} x {T,L} je pouhd inkluse.

Najit obdobu mnoziny {(T,T)} na elementdrnim topu je trividlni — vzdyt je
jednoprvkova! Dobfe tedy poslouzi termindlni objekt 1. Taktéz, mnozina {T,L} x
{T,L} sirozumi s produktem Q x 2. Kde ale hledat Sipku 1 — Q x Q? V definici
produktu preci. Ta di, Ze pro objekt 1 a Sipku 1 4.0 existuje praveé jedna Sipka
1 -5 Q x Q takova, ze

1
¢ Ellﬂ'v} t
QA x0N
Q) Q

komutuje. Tentyz diagram vypadd v teorii mnozin takto:

m
t 3171'3 t

{T,L} >v< {T,L}

— T

{T,1} {T,L}

Protoze dolni dvé funkce jsou zkratka projekce, plyne z jeho komutativity, ze
funkce 7 musi zobrazit prvek T na dvojici (T,T); mé tedy smysl znadit ji ¢ x ¢.

V disledku, sipka 1 2L axQ je tim spravnym (a vlastné jedinym) kandidétem
na sipku « v diagramu na obrazku 3. Cely diagram vzezira po dosazeni takto:
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a v podstaté vyjadruje, ze konjunkce je charakterem ,soucinu dvou pravd“. Pékné,
ze?

Je tu jen jedna mald potiz. Aby byl totiz diagram vyse opravdu pullback,
musi byt Sipka 1 2L ax monomorfismus. Ona ale je, jako vlastné kazdé sipka
vedouci z terminalntho objektu. Zvlddnete to dokazat?

Uloha 5.3 [1b]: Dokazte, Ze kazZdd Sipka vedouct z termindlniho objektu je nutné ‘
monomorfismus.

Implikace

Implikaci vyrobime jako charakteristickou funkei mnoziny {(T, T),(L, T),(L, L)}.
Hmm, to nezni snadné. Kde takovou tfiprvkovou mnozinu na elementarnim topu
sezeneme? Potfebujeme si vSimnout jedné jeji netrividlni vlastnosti: pro kazdou
jeji dvojici vraci logickéd spojka A a projekce na prvni soutadnici m; stejnou hod-
notu. Pfipomindme, Ze projekci na prvni soufadnici myslime funkci 7 (a,b) = a
a na elementarnich topech tato Sipka prichazi v balicku definice produktu. Kon-
krétne,

/\(Ta T) =T= '/Tl(T’ T)a

AL T)=1L=m(L,T),
AL, L) =1L =m(L, 1)

Navic, na dvojici (T, L) jako jediné se funkce m; a A neshoduji. Cili, mnozina
{(T,T),(L,T),(L, L)} je prdvé mnozinou vSech FeSeni rovnice

A(x) =m(x) prox € {T,L} x{T,L}.

Kterak rozkryli jsme v dile vterém?>°, kategoridlnim ekvivalentem mnoziny feseni
rovnic je tak zvany ekvalizér: limita diagramu

 —
At znaéf tedy QxQ % Q prvni z projekef v definici produktu QxQ a QxQ 25 O
sipku konjunkce definovanou dfive. Definujme objekt 3 <« A jako ekvalizér Sipek
m a A, ¢li jako objekt s Sipkou 3 — Q x Q takovy, ze

A
3—>OxQ—=%0
T
je rozdvojka (tj. eA = em) a 3 je jako kuZzel universalni.
Implikaci postavime jako charakter sipky e; dosazenim objektu 3 za a, pro-
duktu QxQ za b a € za a do diagramu na obrazku 3 dostaneme pullback definujici
Sipku implikace © x Q = Q:

36Slovo ,vtery“ je synonymem slovu ,druhy“ Je s nim spjaty tfeba nizev dne ,utery“, jako
»druhy den*.
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Zbyvé si rozmyslet, ze 3 — Q x Q je monomorfismus. Vezméme procez néjaky
objekt ¢ €4 A a at 71,72 jsou dvé sipky ¢ — 3 spliujici 716 = 2¢. Dokdzeme, ze
Y1 = ¥2. Protoze eA = emy, taky y1€A = y16m1 a Y26\ = ~yeemy, procez

V1E="72¢€ A
— = > O QHWI <4

je rozdvojka. Z definice ekvalizéru existuje pravé jedna sipka c 5 3, kterd zafi-
zuje, ze diagram

E L OXxQ—2Q

3
A T
Iy |
’Yi /ﬁvzws
[

komutuje. Jelikoz tento diagram ale zfejmé komutuje jak pro =1, tak pro s, nutné
plati v = 71 = 5. Sipka 35 Q x Q je tedy opravdu monomorfismus a konstrukce
Sipky implikace budiz zavrsena.

Disjunkce
Ach, to nebohé ,nebo*! Jak se v kategoridlni kleci sviji a smykd! Snad prekvapivé,
logicka spojka V se veskrze brani jednoduché kategoridlni interpretaci. K jejimu
sestrojeni musime ucinit nékolik kroku.

Pochopitelné, V je charakteristickd funkce mnoziny U = {(T,T), (T, L), (L, T)}.
Danou mnozinu vSak neni na elementarnim topu jednoduché najit. Je triprvkova
a neni limitou zadného diagramu — jiz je tfeba mnozina prislusna implikaci.

Mnozinu U sestrojime jako sjednoceni dvouprvkovych mnozin {(T, L),(T,T)}
a {(L, T),(T,T)}. Totiz, obé mnoziny mizeme na elementdrnim topu nahradit
objektem Q a navic jsme je zvolili tak, ze mnozina {(T,L1),(T,T)} je obrazem
mnoziny {T, L} pfi funkei ¢ x 1 (kde 1 znadi identickou funkei) a {(L, T),(T,T)}
zas obrazem téze mnoziny pii funkci 1 x ¢. Vskutku, pro funkci ¢ x 1 spocitame

(t x 1)(1)
(tx 1)(T)

(L), 1(L)) = (T, L),
(1), 1(T)) = (T, T),

¢ili
Ex DT, L}) ={(T, L), (T, T)}.
Stejny vypocet muzeme provést i pro funkci 1 x t.
Sipky odpovidajici funkcim ¢ x 1 a 1 X ¢t najdeme na elementarnim topu z de-
finice produktu. Diky ni vime, ze jsou to ty jediné Sipky, pro néz oba diagramy
nize komutuji.
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AN

Q%QXQHQ Q%QXQHQ

V dalsim se jiz neobejdeme bez koproduktu dvou mnozin. V tloze 3.6 jste
mohli dokazat, ze jim je tak tradi¢né prezdivané disjunktni sjednoceni — vlastné
sjednoceni, kde kazdy prvek ma svoji ,,ndlepku® odpovidajici mnoziné, z niz po-
chézi. Diky tomu je disjunktni sjednoceni vlastné typické sjednoceni s tim, ze se
v ném kazdy prvek nachézi tolikrat, kolik je mnozin, v nichz lezi. Jeho formalni de-
finici ukdZeme na ptikladé®*”: méjme mnoziny X = {5,6,7} a Y = {5,6}. Prvkim
X priradime identifikdtor 0 a prvkam Y zas 1. Z mnozin X a Y procez vyrobi-
me mnoziny X* = {(5,0), (6,0),(7,0)} a Y* = {(5,1),(6,1)}. Jejich disjunktnim
sjednocenim je pak z definice

XUY =X"0Y" ={(50),(6,0),(7,0),(51),(6,1)}.

Vsimnéme si, ze z X UY vede do bézného sjednoceni X U Y jedna prirozena
surjektivni funkce — ta, kterd ,zapomene* identifikdtory, ¢ili posila dvojici (z,i) €
X UY naprvek z € XUY. Tim ziskdavame funkci j z koproduktu, ¢i disjunktniho
sjednocent, {(T, L), (T, T)}u{(L, T),(T,T)} do mnoziny

U = {(T’ J_)7 (T7 T)} U {(L’ T)? (T7 T)}'

Pochopitelné, U je podmnozinou produktu {T, L} x {T, L}, takze do néj z U
vede funkce inkluse, i.

Jiz bez dukazu tvrdime, Ze tato situace nastédva (dokonce pro libovolné ob-
jekty) i na elementdrnim topu. Konkrétné, z definice koproduktu existuje pravé
jedna sipka Q LI -5 Q x Q takova, Ze diagram

Qx0N

4
txX1lg ! 1o Xt
H!wi
|
|
i

Q—QUQ<+—0Q
komutuje (¢ili w = ji). Tuto Sipku w pak umime (prosime, véfte ndm to) ,rozlo-

zit“, tedy najit objekt u <« A, epimorfismus QUS2 2 u a monomorfismus ursQ x Q)
takové, ze

QUO—— O xQ

N

370becné definice se dodtete tieba na https://en.wikipedia.org/wiki/Disjoint_union.



https://en.wikipedia.org/wiki/Disjoint_union

44 XXXI/5 PR

komutuje. Konecné, dosazenim objektu u za a, produktu €2 x € za b a monomor-
fismu u — Q x Q za a v diagramu na obrazku 3 dostaneme Sipku konjunkce na
elementarnim topu jakozto charakter monomorfismu i:

timz dspésné privedeme plavbu vodami kategorialni logiky k jejimu konci.

Posoudili-li jste, pravem tak, stavbu disjunkce jako prilis slozitou, doporucuje-
me ji projit znovu v mnozinovém prostredi. Tomuz ticelu slouzi nasledujici tloha,
posledni tloha kategorického tématka.

Uloha 5.4 [1b + 2b]:
1. Popiste disjunktni sjednocent

{(T, L), (T, T} AL, T), (T, 1)

2. Najdéte funkce j: {(T, L), (T, T)I{(L, T),(T, T} >»Uai:U—{T,L}x
{T,L}. Ukazte, Ze j je surjektioni a i injektivni. Jak vypadd jejich sloZeni
w=7ji?

Vzorova feseni tloh 3. dilu

Uloha 4.1
Zadani:
Dokazte, Ze funkce f: A — B je prostd pravé tehdy, kdyz pro kaZdou mnozinu C
a funkce hi,ho: C' — A plati, Ze pokud hy # ho, pak hif # haof.
Podotykdme, Ze slovy ,prdve tehdy, kdyZ“ vyjadrujeme ekvivalenci vyréengch
turzeni. Moznd vdm pomize pouzit posledni implikaci v obmeéné, cili jako: hif =
th = h; = ho.

Reseni od Mgr.™ Jichyma Lowenhoffera:

Chceme dokéazat, ze

Vay,xe € A:xy # 2o = f(x1) # f(22)

)
Vhl,hQZC%AZhl#hgihlf#hzf.

(J) Funkce f nemuze slepit zadné prvky, takze pro jiné vstupy (obrazy hq, ha)
d4 jiné vystupy. Specificky, at ¢ € C je takové, ze hi(c) # ha(c). Pak

hif(e) = f(h(c)) # f(ha(c)) = haf(c),

protoze f je prosta.
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(1) Funkce hy # hs se lis{ aspoti v jednom prvku a ten nemuize f slepit, protoze
jinak hyf = haf. Pro kazdé dva razné prvky x1,x9 € A a jakékoli ¢ € C
umim najit funkce hi, ho: C — A takové, Ze hi(c) = x1 a hao(c) = xo,
takze je f nutné prosta.

(o) O, 4 Sm@=f@) g
ha(e) A Sha=f@) o
Uloha 4.2

ZadAani:
Definujte epimorfismus v libovolné kategorii A a dokazte, Ze v kategorii mnozin
jsou epimorfismy rovny surjektivnim funkcim. Receno tplné: dokazte, Ze funkce
f: A — B je epimorfismus pravé tehdy, kdyz je surjektivni.
Reseni:
Epimorfismus definujeme dudiné monomorfismu, tedy jako monomorfismus se vse-
mi Sipkami otoCenymi. Protoze monomorfismu odpovidé diagram

V1

— " @
° > 06— o
V2

v pripadé epimorfismu jim bude

Y1 o
[ ] ﬁ o <+—— o,
Y2
Cili, Sipka a = b je epimorfismus, kdyz pro jakykoli objekt ¢ a Sipky b — ¢,
b2 ¢ plati, ze kdyz ay; = avs, pak v1 = 7s.

Nyni k druhé ¢asti ulohy. At je nejprve funkce f: A — B epimorfismus. Do-
kazeme, ze je surjektivni. Kdyby nebyla, tak bychom nasli b € B, na které f
Z4dné a € A nezobrazi. Definujme si funkce g1,g2: B — C tak, Ze g1(b) # g2(b)
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(za C stadi vzit jakoukoli mnoZinu s aspont dvéma prvky), ale na vSech ostatnich
prvcich B se rovnaji. Pak ale pro kazdé a € A dostaneme ¢ f(a) = f(g1(a)) =
fg2(a)) = g2f(a), avsak g1 # g2. To je spor s definici epimorfismu, a tedy musi
byt f surjektivni.

Naopak, at je f surjektivni a g1,g2: B — C jsou dvé libovolné funkce. Pred-
pokladejme, Ze ¢1(f(a)) = g2(f(a)) pro kazdé a € A. Vyberme si libovolné b € B.

Jelikoz je f surjektivni, najdeme a € A, pro které f(a) = b. Pak ale mame

g1(b) = g1(f(a)) = g2(f(a)) = g2(b), ¢ili g1(b) = g2(b) pro vSechny prvky b € B.
Uloha 4.3

Zadani:

Najdéte diagram v kategorii A, jehoZ limitou je termindlni objekt.

Reseni:

Termindlni objekt je limitou prazdného diagramu, ¢ili diagramu bez objektt i 8i-
pek. Rozmyslime si proc.

Zaprvé, kuzel nad prazdnym diagramem je prosté objekt kategorie, jelikoz
zaddné sipky ani ostatni objekty v diagramu nejsou. Limita prazdného diagramu je
pak kuZel nad prazdnym diagramem (tedy objekt), do kterého vede pfesné jedna
sipka z kazdého kuzele nad prazdnym diagramem (tedy z kazdého objektu). Préve
jsme vyrkli, ze limita prazdného diagramu je objekt, do kterého vede z kazdého
objektu presné jedna Sipka — to je definice terminalniho objektu.

Uloha 4.4
Zadani:
FExistuje elegantnéjsi definice klasifikdtoru podobjekti, pres pomocnou kategorii
monomorfismi. Z kategorie A miZeme vyrobit kategorii monomorfismi v A, zna-
cenou Mono(A), jejimiz objekty jsou monomorfismy a 5 b a Sipkou mezi mono-
morfismy a "> b a ¢ 2 d je dvojice Sipek a — ¢, b =2 d takovd, Ze diagram

T
b

S
_—

1
f
Td

2

je pullback.

1. Dokazte, zZe Mono(A) je opravdu kategorie. K tomu je potreba ovérit, Ze
pullback monomorfismu je monomorfismus. Tim neformdlné vyjadrujeme,
Ze je-li diagram

o——» o
al vy
oe——» o

pullback a v je monomorfismus, pak i o je monomorfismus. Opravdu?
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2. Dokaste, Ze Sipka 1-5Q, kde 1 je terminding objekt, Q klasifikdtor podobjekti
a n libovolnyg monomorfismus, je termindlnim objektem kategorie Mono(A).

Vétu v édsti 2 lze se $petkou nepresnosti preformulovat na ,, Klasifikdator podobjekti
je termindlng objekt v Mono(.A).*

Reseni:

Zalneme bodem 1. At je z jakykoli objekt kategorie A a z =% a,z =2 a dvé
sipky takové, ze x1a = xza. Chceme ukézat, Ze x1 = x2. Pojdme si celou situaci
zakreslit diagramem.

T X1€1
X1 Xx2€1

X2
€1
—> C

a
al ol
X10a=X20C
b—p>d
Nejprve pouzijeme fakt, ze v je monomorfismus, abychom ukéazali, ze xie1 =
x2€1. Totiz, cely dolni ¢tverec je z definice pullbacku komutativni, takze aey =
€17. Vime, ze xia = xoq, takze rovnéz yjaey = xoaee. Kdyz v této rovnosti

nahradime aes za €17, dostaneme 117 = x2£17. Ale Sipka 7 je monomorfismus,
z ¢ehoz plyne, Ze x1€1 = X2€1.

Xz X1€1=X2€1
1

k\\ﬂ
N

—d

Vsimnéme, si ze predchozi diagram pfesné vyjadiuje, ze x je kuzel nad diagra-

mem
c
Iv
d.

Konecné, protoze predpokldadame, Ze a je pullback (tedy limita tohoto diagramu),

b—

vede z = do a jen jeding Sipka © == a takové, Ze ya = ye1. Ponévadz x1 i xo
tuto rovnost spliiuji, nutné x = y1 = x2 & @ — b je monomorfismus.

Ted k bodu 2. Prejeme si dokazat, 26 kdyi je a % b monomorfismus, pak
existuje jenom jedina dvojice Sipek a —» 1,b — Q takovd, Ze



48 XXXI/5 PR
a 1
L b

b—0> 0
je pullback. Tady ale v podstaté nemame co dokazovat. Z definice terminalniho
objektu 1 vede z a do 1 jen jedina Sipka, tedy ji musi byt pravé ;. Déle, Sipka

€2 je pak — ted zas z definice klasifikatoru podobjektia — pravé ,charakteristicka
¥ « X
gipka“ b == Q.

€1
—_—

Adam; kategoricketematko@gmail . com
odevzdavejte do odevzddvitka
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Téma b6 — Specialni teorie relativity

V tomto c¢isle nenajdete zadny novy text téméatka, ale mizete si precist vzorova
feseni uloh 3. dilu.

Redeni 3. dilu
Uloha 3.1
Zadani:
Alice pozoruje hvézdu, u které si je mnaprosto jistd, zZe by ve spektru jejiho svétla
meéla chybét vinovd délka 656 nm. Nejblizsi vinovd délka, kterd chybi, je ale 680 nm.
Urcete, jestli se hvézda od Alice vzdaluje nebo priblizuje a s jakou rychlosti. Rozpi-

ndni vesmiru zanedbejte. Porovnejte vysledek s klasickym Dopplerovskym efektem.
Reseni od Frantiska Nouzy:

Frekvence svétla (ne)cestujiciho od hvézdy se zvySuje, Alice se tedy ke hvézdé
priblizuje. Pivodni vzorecek predpokldda, ze se pozorovatel od zdroje zareni
oddaluje, takze si jen zapamatujeme, ze vysledek vyjde v zaporu. Pak uz jen
dosadime do upraveného vzorecku:

1 -2 = (656%0_ v) ) g (2)

Ten se da pretvorit na kvadratickou rovnici vypadajici takhle:

1394907 134480 501 0 3)
7225 7225 7225

Tato rovnice ma dva koreny:

_ o0y (@)
13949
1 je samoziejmé nesmysl ze dvou divodu: miZeme témér s jistotou fict, ze
se Alice a hvézda vuéi sobé nepohybuji rychlosti svétla (nezapomernime, podle
konvence se ¢ rovnd jedné) a také jsme si na zacatku urcili, Ze vysledek bu-
de rozhodné zaporny. Nase odpovéd tedy je, Ze se Alice priblizuje ke hvézdé
rychlosti

501
13949
V porovnani s klasickym Dopplerovym efektem je vzorec pro relativistic-
ky Dopplertuv efekt dost slozity. Pfedchozi vypocty mi zabraly nékolik desitek
minut, zatimco nasledujici jsem mél hotové béhem tii.

coz je priblizné 10767512 m/s. (5)

1+

680 = 656 - T (6)
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1+v 680 85

1-v 656 82

3
- = ®)

Zaprvé nam misto kvadratické rovnice vysla linedrni. Zadruhé je vypocitana
rychlost o néco vétsi, priblizné 10968 017 m/s.

(7)

v

Uloha 3.2
Zadani:
Doporuceny dennt prijem energie z jidla je pro aktivni muze kolem 10000 kJ. Kolik
energie prijmou za 60 let? Kolik grami jidla by jim stacilo na téchto 60 let, kdyby
umeéli z jidla ziskat vsechnu energii?

Reseni od Petra Bartaka:

60 let je dohromady 21915 dni. Aktivni muz za 60 let pfijme dohromady pii-

blizné 219 GJ energie. Podle vzorce E = mc? zjistime, ze m = % ~
~243.10 3 g.
Uloha 3.3
Zadani:

Kdyz jsme si predstavovali Wignerovy rotace, wvddeli jsme si efekt na ilustracnim
prikladu. Spoctéte pro tento priklad thel 0p — 04 pro rychlost v (ve sméru osy x)
a tuhel 04.

Reseni od Martina Tésitele:

Uhel, pod kterym vidi hvézdu pozorovatel A, je 64. Plati:

tan(04) = LLRN 04 = arctan (yo) . 9)
X0 Zo

Pri pohybu podél osy x se méni hodnota x podle vzorce pro kontrakci
délek:

.IB:&O :xovl—vg. (10)
Y
Uhel pro pozorovatele B:

Yo Yo
fp = arctan | — ) = arctan | ——— | . 11
v () =) (1)
Rozdil thla:

Yo Yo
0o —0p = arctan | =— | —arctan | ——— | . 12
AT <l‘0> (xovl—v2> (12)
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Uloha 3.4
Zadani:
Najdéte matici specidlni LT pro vektor rychlosti w = %(1,0,1).

Reseni od Michaela Jarvise:
Chceme najit B (%(1, 0, 1))

Pouzijeme rotaci R, kterd vektor (1, 0, 1) pfenese na osu x a zachové vSechny
thly a vzdalenosti:

B(;LQU):R*Bwunn»R

Matice rotace:

1 0 0 0
1 1
P 0 7 0 7
0 0 1 0
1 1
0 -7 0 7
Inverzni matice:
1 0 0 0
o L o —-1
R = V2 V2
0 0 1 0
1 1
0% 0 &
Specialni Lorentzova transformace:
v —vy 0 O
_ |7y v 00
0 0 0 1

Vyslednd matice:

2v2 -2 0
1 1|1-v2 1+v2 0 Vv2-1
B(JLQ”>:2 0 0 2
V2 V2-1 0 1+V2

Radim N; radim05@post.cz
Honza T.;|jan.tregler@seznam.cz
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Bonbony 3b

Doc.™ Pavla Simovd

Na podzimnim soustfedéni M&M v Hodonovicich jsme se na prednésce pani Kop-
fové zabyvali hrou s pytlikem bonbonit. Problém, ktery zaznél na konci prednasky,
mi prisel zajimavy, a tak bych se chtéla podélit o své poznatky o ném.

Nejprve si vSak pripomenme zakladni verzi hry s bonbény, kterou jsme zkou-
mali na prednasce. Dva lidé hraji hru s pytlikem, ve kterém je a ¢ervenych a b mod-
rych bonbont. Kazdy z hrac¢a postupné sahne do pytliku a ndhodné z néj jeden
bonbon vytahne a nechd si ho. Pokud oba vytazené bonbony maji stejnou barvu,
vyhrava prvni hra¢. Pokud maji riznou barvu, vyhrava druhy hrac¢. Snazime se
najit vSechny takové poc¢ty bonbont a, b, pro které je hra férova (neboli oba hraci
maji stejnou Sanci na vyhru).

Kdy takova situace nastane, si mtizeme snadno spocitat tak, ze dame do rov-
nosti pocet zpusobu, jak vybrat dvé stejné barvy a(a — 1) + b(b — 1), a pocet
zpusobu, jak vybrat dvé rizné barvy ab + ba = 2ab.

20b=ala—1)+bb—-1)=a>+b>*—a—b

a+b=a’®—2ab+b*> = (a—b)?

Vidime, ze aby byla hra se dvéma barvami férova, musi se druhd mocnina
rozdilu a, b rovnat jejich souctu. A protoze rozdil ¢isel je prirozeny, tak i jejich
soucet musi byt druhou mocninou prirozeného ¢isla. To splnuji napriklad dvojice
(1,3), (3,6), (6,10), (10,15) atd. To nds vede k podezieni, Ze fesenim by mohly
byt dvojice nasledujicich trojuihelnikovych cisel.

To jsou ¢&isla ve tvaru n(n + 1)/2, (n + 1)(n + 2)/2 pro néjaké prirozené n.
Snadno si dosazenim miuizeme ovérit, ze pro tato Cisla rovnice vzdy plati.

nn+1) (n+)n+2) (n(n+1) (n+1)(n+2)>2

2 2 2 2

O D+ vy = (L - )
M+ 2= (”;Ll) 4
n+l=n+1

Ekvivalentnimi ipravami se dostavame k pravdivému vyroku. A pokud bude-
me v Upravach postupovat opacnym smérem, zjistime, ze jina C¢isla naopak rovnost
nesplnuji, takze jediné dvojice ¢isel pro férovou hru jsou po sobé jdouci trojihel-
nikova cisla.

Toto vsechno uz jsme ale slySeli na prednasce. Ted by nas ale zajimalo, jak
stejnd tloha dopadne, kdyby v pytliku nebyly barvy bonbonu dveé, ale tfi.
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Obdobné jako u dvou barev spocitam, kolika zptsoby mtzu vybrat dvé stejné
barvy a(a — 1) + b(b — 1) + ¢(c — 1) a kolika dvé rtzné barvy ab + ba + ac +
+ ca + bec+ cb = 2(ab + be + ca). Kdyz je hra férova, pocty obou vysledki se
rovnaji.

ala—1)+b(b—1)4+c(c—1) =2(ab+ bc+ ca)
a?+b*+c=2(ab+bc+ca)+at+btc

Pokud za jedno z ¢isel zvolim 1, odpovidaji rovnici napiiklad dvojice (1,3,9),
(1,9,18), (1,18,30), (1,30,45). Dalsi dvé ¢isla se chovaji podeziele podobné tém

z TeSeni pro dvé barvy. A neni to nahoda! Jde o trojnasobky po sobé jdoucich
trojuhelnikovych ¢isel. Vyvstava tedy domnénka, ze fesenim jsou vSechny trojice

ve tvaru
(1 3n(n+1) 3(n+1)(n+2)>
’ 2 ’ 2

a samozrejmé na poradi nezédlezi. Zda tomu tak opravdu je, ovéfime dosazenim
do rovnice.

2 2 2 9n? 2 9 2 2
a*+b+ec =1—|—T(n—|—1) —l—Z(n—i—l) (n+2)* =

1
= 5(9n4 + 3613 + 63n? + 54n + 20),

2(ab+bc+ca)+a+b+c=

(n+1)2(n+2)+1+3”(n2+ D, 3+ 1;(n+2) _

In
2

= 3n(n+1)+3(n+1)(n+2)+

1
= 5(9n4 + 361> + 63n? + 54n + 20).

Vidime, Ze toto FeSeni opravdu funguje pro vsechna prirozend n (a to dokonce
i pro n = 0, jen budou v pytliku pouze dvé barvy). Je to vSak jediné feseni?

Uréité ne, rovnici spliiuji trojice bez jednicky, tfeba (3,6,19) nebo (3,9,24).
Dalsi reseni tedy nechdm na svém pozdéjsim ja, pripadné na ctenari.
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Matematika a volby 5b
Mgr.™M Alexandra Gauchet

Nedilnou soucasti demokracie jsou volby, ty ale probihaji v kazdé zemi jinak.
V tomto ¢lanku se budeme zabyvat americkymi volbami prezidenta na piikladech
hlavné z roku 2000 a vétSinovym systémem.

Systém voliteld
Volby ve Spojenych statech Americkych pouzivaji specidlni systém voliteld. Fun-
guje na dvou urovnich. Nejdiive se spocitaji hlasy v jednotlivych statech, které
maji kazdy sviij pocet voliteld. Strana, ktera zvitézi ve volbach, dostane vsechny
volitele, ktefi pak hodi hlas svému kandidatovi. AZ tyto hlasy se nakonec se¢tou
a vyhlasi se novy prezident. Znamena to, ze americké volby jsou neptimé — neroz-
hoduji pfimo obcané, ale jimi zvoleni zastupci.

Tento systém voliteld byl zaveden pri vzniku Spojenych Statd, aby volicum
usnadnil rozhodovani. Kandidaty na prezidenta mélo lidi znalo a tak si stacilo
vybrat volitele, kterému duavérovali. Kandidat, co se umistil jako druhy, se stal
viceprezidentem. Toto pravidlo bylo ale zménéno a viceprezidenta ted obcané vét-
Siny stata voli zvlast. Tento systém volby prezidenta je jiz ale zastaraly. Probéhlo
mnoho pokust to zménit, jenze se setkaly s odporem prevazné ze strany republi-
kan.

Drive nebyli volitelé tistavou nijak vazani zvolit kandidata, co dostal vétsinu
v jejich staté. Mohli dokonce dat hlas osobé, ktera ve volbach viibec nekandido-
vala. To se ve vétsiné stati zménilo v 19. stoleti a dnes maji povinnost ve dvou
tfetindch statt hlasovat pro vitéze v jejich staté. V soucasnosti nejsou vétsinou
ani jejich jména na volebnich listcich uvddéna (v roce 2020 byla jména uvedena
pouze v 8 stétech).

Nejvice voliteli zastupuje Kalifornii — maji jich 55 — a Texas. V roce 2024 bylo
ve volbach celkem 538 voliteli.

Nedostatky

Volby mitize ovlivnit vzhled hlasovaciho listku: jeden z ptikladi mutze byt motyli
hlasovaci listek pouzity v prezidentskych volbach v Palm Beach na Floridé v roce
2000 (viz obrazek [5). Voli¢ musel prodéravét policko vybraného kandidata. Hla-
sovaci listek byl ale udélany velmi neprehledné a demokraté tak prisli o spoustu
hlastt kvili matouci poloze kolonek u reformni strany. Cést voli¢ti méla za to, ze
demokraticka strana je na druhém radku, pati k nim i druhé kolecko. Toto vyraz-
né nahralo republikdnim, kteri nakonec volby v tomto staté vyhréli o 327 hlast ze
skoro Sesti milionu celkovych. Dalsim nedostatkem téchto hlasovacich listka byly
stroje, co se pouzivaly k jejich prodéravéni. Ty byly zastaralé a neprodéravély
listky dostatecné, tudiz byly nékteré volebni listky pocitany jako prazdné. Hlasy
byly prepocitany a zvazovalo se nezapocitat vysledky z Floridy, proti cemu se
nakonec postavil Nejvyssi soud. Nakonec 25 volitelt tedy ziskal Bush a vysledky
voleb byly uzavreny.
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US Elections 2000
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. Al Gore

. George W. Bush

Obrazek 4: Pocty voliteli zastupujici jednotlivé staty v prezidentskych volbach v roce
2000. Barevné odliseni ukazuje, ve kterém staté zvitézil ktery kandidat.
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(REPUBLICAN)
GEORGE W. BUSH paesiocnr

(REFORM)
DICK CHENEY -vice phesioent PAT BUCHANAN rresioent
(DEMOCRATIC) EZOLA FOSTER - vice presioent
AL GORE - presioent (SOCIALIST)
JOE LIEBERMAN -vice presiont DAVID McREYNOLDS - resioent
(LIBERTARIAN) MARY CAL HOLLIS - vice presioent
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HARRY BROWNE pacsioent
ART OLIVIER . vice pesioent
(GREEN)
RALPH NADER - presioent
WINONA LaDUKE - vice PResionT
(SOCIALIST WORKERS)
JAMES HARRIS -paesiomnt

(CONSTITUTION)
HOWARD PHILLIPS -pacsioent
J. CURTIS FRAZIER -vice presioent
(WORKERS WORLD)
MONICA MOOREHEAD - presioent
GLORIA La RIVA -vice presioent

. VICE PRESIDENT WRITE-IN CAN
MARGARET TROWE vt nml---d&n:vrjhgunm
(NATURAL LAW) on the long stub of your ballot card.
JOHN HAGELIN presioent b
NAT GOLDHABER .vice PRESIOENT

Obrazek 5: Neprehledny hlasovaci listek z Palm Beach County na Floridé z prezident-
skych volem v roce 2000.
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Tento systém je ale vyhodnéjsi pro malé staty, které maji na obyvatele vice
voliteli nez ty velké. Problémem také je, volby miize vyhrat kandidat zvoleny jen
mensinou voli¢a. To se stalo i v roce 2000. Popularn{ volbu (nejvice hlastt) vyhral
demokraticky kandidat, ale do Bilého domu nastoupil republikan Bush, protoze
mél vétsinu hlasa volitela.

kandidéat a jeho strana hlasy voliteli  celkovy pocet hlasu
George W. Bush, za republikany 271 50456 062
Albert Gore, Jr., za demokraty 266 50999 897

Ralph Nader, za zelené 0 2882955

Mnoho lidi zastava nézor, ze systém volitelt nahrava republikdntim vice nez
demokratim. Tomu nasvédc¢uje i fakt, ze republikani od roku 2000 neziskali vice
jak 50 % voli¢skych hlasi. Dokonce si 63 % Ameri¢ant mysli, Ze by se mél zménit
volebni systém tak, aby vyhréal kandidat s nejvice hlasy. Zvlastnosti amerického
volebniho systému je také nutna registrace volici. V nékterych statech ji uz lze
provést pres internet, dalsi vyzaduji papirovou. Republikani ji chtéji prisnéjsi, coz
demokraté vnimaji jako snahu znemoznit mensindm tcast u voleb, protoze voli
vétsinou vice levicové strany. Kritici upozornuji i na fakt, Ze je potreba k registraci
v nékterych statech ridi¢sky prukaz, ktery si mnoho lidi nemtze dovolit.

Paradoxem také bylo, ze zadny z kandidati nedosahl vétsiny hlasu. Bush ziskal
47,9 % a Al Gore 48,4 %. To nas privadi k dalsi zvlastnosti amerického volebniho
systému — kvili systému voliteli mize vyhrat i méné oblibeny kandidat a vitéz
nemusi ani mit nadpoloviéni vétsinu hlasti. Je to zpisobeno systémem voliteld,
protoze staci, kdyz kandidat presvédéi vétSinu v nerozhodnych statech neboli
»swing states”. Tam se i soustiedi vétsSina kampani.

Dalsim nedostatkem mohou byt dlouhé fronty u volebnich mistnosti. Pramérné
¢ekaci doba byla minuly rok naptiklad ve Washingtonu ¢tyticet pét minut.

Problémem mohl byt i fakt, Zze guvernérem statu Florida byl Bushiav mladsi
bratr. Ten byl pravdépodobné zaujaty proti demokratickému kandidatovi a mohl
volby ovlivnit.

Vétsinové pravidlo
Obé kola amerického systému voliteli pouziva tzv. vétsinové pravidlo, které se
pouzivd hlavné pri potrebé vybrat jednoho kandiddta. Je to nejstarsi volebni
systém, ktery byl vyuzivan nejvice do konce 19. stoleti.

Kandidattm jde o ziskani vétsiny, té je ale vice typu: relativni, absolutni a kva-
lifikované. Relativni vétsina funguje nejjednoduseji. Vyhrava ten, kdo ma nejvice
hlasii, at uz je to jen 30 %. Nejvice se pouzivd v anglosaskych zemich, tfeba
v USA. Dalsi vétsina se nazyva absolutni, u té musi vitéz dostat alespon polo-
vinu hlast. Ta je nejvice aplikovana v Evropé. Pouzivame ji i v Ceské republice
v senatnich a prezidentskych volbach. Posledni vétsinou je kvalifikovana vétsina.
Aby uchaze¢ ziskal tuto vétsinu, musi mit urc¢ity podil hlasi, ktery je stanoveny
individudlné. Je uplatiiovana u hlasovani o zménich v Ustavé v Parlamentu CR,
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kde je potreba tii pétin hlast poslanct ke zméné.

Jednim z problémii tohoto systému je, ze voli¢i hlasujici pro strany, které
nezvitézi, nemaji zadné politické zastoupeni. Na druhou stranu u pozic, jako je
prezident, je tézké mit politické zastoupeni vSech.

Dalsi komplikaci mtze byt vice kandidati — jejich pocet muze znesnadnit
rozhodovani volic¢a, kteri se musi rozhodnout strategicky pro kandidata, co ma
nejvyssi Sanci vyhrat. Nedava totiz smysl hlasovat pro méné popularni kandidaty,
ktefi nemaji Sanci vyhrat. Muze tak vzniknout systém dvou stran, podobny tomu
americkému.

Zavér
V tomto ¢lanku jsem chtéla poukazat na nékteré problémy soucasnych volebnich
systémil, kde se casto nemtizeme jen rozhodovat pouze podle toho, jaky kandidat
se nam zamlouva nejvice, musime také strategizovat. Problémem je i to, kdyz nasi
volbu ovlivni design volebnich listki ¢i ¢ekaci doba. Dalsim nedostatkem voleb
muze byt, ze nahravaji jedné strané, ¢i nerespektuji vili vétsiny. Také bych chtéla
ukazat, ze matematika se d4 vyuzit i v humanitnich oborech, jako je politologie.
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Vysledky 2. deadlinu 3. ¢isla a 1. deadlinu 4. cisla
Témata
Po¥. | Jméno R.|21] 2 3 4 5 6 |0 |20 2a
1.| Doc.M J. Uglickich 3 1498,6/16,5 7,5 6,5 4,5 35,0(170,3
2.| Doc.M™ M. Tésitel 4 1386,2(19,9 9.0 6,5 5,5 13,6 54,5 156,4
3.| Doc.™ M. Jarvis 3 1339,8/16,5 8,0 6,0 30,5 | 151,6
4.| Doc.™ J. Klementové | 3 |313,8|16,8 6,0 2,0 3,2 28,01 104,0
5.| Mgr.™ P, Stary 3] 99,9/19,2 19,2| 99,9
6.| Dr.™M M. Ambros 2 119921 9,9 8,5 10,3 28,7| 88,5
7.| Mgr.™ B. Salajov 3| 77,713,4 15,5 4,5 4,4 37,8 77,7
8.| Doc.™ L. Zinov4 4 12555 2,0 0,8 4,5 7.3 72,3
9.| Doc.™ P. Simovéa 4 1253,0] 9,9 8,5 10,3 3,0 |31,7| 70,6
10. | Dr.MM L. Votrubové 4 1163,0 10,6 5,5 16,1| 67,4
11. | Doc.™ O. Sedlacek 4 1299,3 66,8
12.| Mgr.™ F. Nouza 3] 681|438 3,0 2.4 10,2| 64,1
13.| Mgr.™ A. Trnkova 4| 91,5] 2,0 4,5 6,5| 63,6
14. | Mgr.™ A. Gauchet 3| 58,1] 1,0 10,5 3,0 [2,0]16,5| 58,1
15.| Doc.™ D. Kaiika 3 1201,9] 2,0 10,2 1,0 13,2| 57,3
16. | Dr.™ K. Kucerové, 791127,0| 2,5 8,6 11,1| 54,4
17.| Mgr.™ R. Petit 4| 90,7/19,0 19,0 53,7
18.| Be.MM S. Ozanova 3| 47,3 7,2 2,5 9,7| 47,3
19. | Be.™ N. Jochové 2| 471 12,5 1,5 14,0 47,1
20.| Be.MM M. Pustkova 4| 43,8 43,8
21.| Be.M S, Simeckova 3| 425] 1,0 3,2 65 10,7] 42,5
22.| Dr.™ J. Jedlicka 3 11032 6,5 6,5| 42,0
23.| Doc.™ O. Neveril 3 |251,2 6,1 6,0 12,1 41,8
24.| Dr.™M M. Urbanovs 2 |148,5 39,8
25.| Mgr.™™ P. Bartak 1| 588|277 6,2 4,5 13,4| 384
26.| Be."™™ K. Bouchalovd |Z9| 36,3| 3,8 8,7 3,4 159| 36,3
27.| Be.M V. Sitra 3| 32,0 32,0
28.| Be."™M F. Dvorsk 2| 31,1(17,8 17,8| 31,1
29.| Mgr.™ V. Kuéera 3| 78,0 9,2 9,2| 274
30.| Be.MM §. Swaczyna 79| 21,91 3,8 8,7 3,4 15,9 21,9
31.| Mgr.™ K. Maxera 4 | 50,8 19,3
32. | P. Bélusova 3| 17,5 17,5
33. | B. Samkova 1| 16,4 1,0 1,0| 16,4
34.| Mgr.™ A. Bako¢ 4| 97,3 14,9
35. | M. Jureckova 3| 13,7 13,7
36.| Mgr.™ V. Vybiral 3| 655 6,9 6,9 13,6
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Témata
Po¥. | Jméno R. 2| 2 3 4 5 6 0|2 2a
37. | M. Kramesova 41 12,9 7,5 7,5 12,9
38. | J. Fiserova 2] 12,3 5,8 58] 12,3
39.| Dr.™ J. Léwenhoffer | 4 |102,1 4,5 45| 12,2
40.| Mgr.™ M. Rybecky | 3 | 73,2 10,8
41. | R. Zeleny 4] 14,2 10,4
42.| Mgr.™ J. Kadlec 4 | 576 10,3
43.| Mgr.MM M. Styskala | 4 | 69,6 7.1
44. | R. Michélkova 31 5,1 5,1
45.-47. | S. Zubék 1| 50 5,0
L. Koma 1 5,0 5,0
T. Maté&jkové 41 50 5,0
48.-49. | T. Gruber 3| 47 4,7 471 47
J. Kaplicky 3 4,7 4,7
50. | M. Stépan 4 3,0 3,0
51.-52. | M. Tésitel Z1| 2,5 2,5
M. Ambrosova Z9| 10,3 2,5
53.| Be."™ K. Ceska 4| 287 1,5

Sloupecek ), je soucet vSech bodu ziskanych v nasem semindfi, ), je soucet
bodu v téchto deadlinech a ), soucet vSech bodi v tomto ro¢niku. Sloupec O
symbolizuje Ostatni, obvykle prispévky za clanky. Tituly uvedené v predchozim
textu slouzi pouze pro ucely M&M.

Casopis M&M je zastfeen Matematicko-fyzikalni fakultou Univerzity Karlovy. S ob-
sahem casopisu je mozné naklddat dle licence CC BY 4.0. Autory text jsou, neni-li
uvedeno jinak, organizatori M&M. Realizace projektu byla podporena Ministerstvem
skolstvi, mlddeze a télovychovy. Pokud si ¢asopis neprejete dale dostavat v tisténé po-
dobé, zruste si prosim jeho odbér v nastaveni svého uctu na webu.

Kontakty: }‘4

M&M, OPMK, MFF UK E-mail: mam@matfyz.cz
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