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Uvnitt najdete nékolik témat a s nimi souvisejicich tloh. Zamyslete se nad nimi a poslete
nam sva reseni. My vam je opravime a ta nejzajimavéjsi z nich otiskneme. Nejlepsi feSitele
zveme na podzim a na jare na soustfedéni.
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Mili FeSitelé,

s prichodem dalsiho pololeti pfichazi i nové ¢islo ¢asopisu M&M a my vam ho
prindsime se vsi paradou! At uz jste nadseni TeSitelé, obcCasni feSitelé nebo se
prosté jen chcete dozvédét néco vic, jste tady na spravném misté.

Zacénéme dobrou zpravou — vybranym fresSitelim totiz béhem nékolika dnu
pristanou v e-mailech pozvanky na jarni soustiedéni. A co ti, kterym to tentokrat
nevyslo? Nesmutnéte! Stdle mate Sanci — bud jako ndhradnici, nebo se muzete
pripravit a zabojovat o misto na dalsim soustfedéni. Kazdy bod se pocita, tak
nevahejte a pokracujte v feSeni!

Blizi se mezinirodni tymové soutéz Ndboj'! Soutéz probéhne 14. biezna, pii-
cemz registrace startuje uz 10. inora. Tak si to zapiste do diare, nastavte si budiky
nebo si to prosté vyryjte do stolu (jen ne ve skole). Volna mista mizi, tak at si
néjaké ulovite!

A co vas v tomto cisle ¢ekd? Preci hromada zadbavnych tématek:

e Vektory a matice — Determinant fekne, jestli se vase krychle roztahne,
nebo smrskne. Pokud je zaporny, gratuluji! Pravé jste vytvorili portal do
paralelniho vesmiru — a zjistili, co je za zrcadlem.

e Programovani v TEXu a IATEXu — Naucime vas, jak balit makra a
environmenty do balickd tak sikovné, ze je budete chtit davat k Vanoctim
misto ponozek!

e Typografie a pravopis — Nauc¢ime vas, jak se poprat s velkymi pismeny
ve védeckych textech, kde je to obcas hlavolam, ale o to vétsi vitézstvi, kdyz
na to prijdete!

e Strojime matiku puntiky a Sipkami — V tomto dilu zakonc¢ime nasi
dobrodruznou jizdu definici elementarniho topu, tedy poslednim stavebnim
kamenem pro to, abychom jiz bez zdbran mohli strojit matiku s grécii a
sebevédomim.

e Specidlni teorie relativity — Vezmeme vas na vylet prostorocasem, kde
zjistite, pro¢ se hybnost a zrychleni v relativité chovaji trochu jinak. Taky
odpovime na otazku: Co na to rika svétlo?

To nejlepsi teprve prijde! Tak nevahejte, ¢téte dale, vyberte si téma a pustte se
do Teseni. Navic jakmile vam priddme zpétnou vazbu, tak vam automaticky prijde
e-mailem. Teda jen tém, kteif to maji na webu? zakliknuté. At mate vSechny pii-
klady v maliku a prejeme vam spoustu uspécht a stésti — nejen do nadchézejiciho
pololeti!

Vasi organizdtori

Lhttps://math.naboj.org/cz/cs/
2https://mam.mff.cuni.cz/resitel /osobni-udaje/
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Téma 2 — Vektory a matice
Dil 4. Determinanty

V tomto dile si ukdzeme determinanty a pozdéji i viastni vektory. Determinantem
Ctvercové matice A je cislo, ze kterého se da vykoukat nékolik uzitecnych vlast-
nosti zobrazeni, kterému puvodn{ matice odpovidé. Znaéi se det (A). Intuitivné si
budeme predstavovat, ze pro matici n x n absolutni hodnota jejiho determinantu
odpovida mife zvétseni jednotkové n-dimenzionalni krychle (tedy étverce o hra-
né 1 pro matice 2 x 2, jednotkové krychle pro 3 x 3, ...) po transformaci danym
zobrazenim. Znaménko determinantu pak znaci, jestli se zménila orientace bdze —
odpovida to treba tomu, jestli se ¢tverec preklopil a ma vrcholy v opa¢ném po-
fadi, u krychle pak jestli sousedé nékterého vrcholu ztstaly v poradi podle jedné
ruky, nebo je potfeba pouzit ruku druhou, jak je vidét na obrazku 1/ (a ve vyssich
dimenzich se to pfedstavuje jesté obt{znéji).
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Obrazek 1: Rizna poradi os krychle.

Jesté se vratme k tomu, jak odpovida determinant zméné velikosti pri trans-
formaci. I to se s dimenzi (a tedy rozméry matice) bude lisit: Vime, Ze matice 2 x 2
zobrazi ¢tverec na rovnobéznik, v tom pripadé se bude jednat o jeho plochu, jak
mtizeme vidét na obrazku 2. U krychle a matice 3 x 3 je to pak objem zobrazené-
ho rovnobéznostenu, a ve vyssich dimenzich pak o hyperobjem n-dimenzionélniho
rovnobéznosténu. Vychazime z faktu z prvniho dilu, Ze linedrni zobrazeni nutné
zachovdvaji rovnobéznost piimek (a pocétek soustavy souradnic)

Jako dalsi priklad muzeme uvést, ze preklopeni ma determinant (—1), nebot
prohazuje poradi os; rotace a zkoseni 1 (nezvétSuje ani neprohazuje osy) a skélo-
vani a-krat ma determinant o™, kde n je délka vektoru.

Jak determinanty poditat?

Sice jsme v odstavcich vys relativné dobre popsali, jaky determinant matice mé
vyjit, ale neni tplné praktické kreslit rovnobéZnostény a urcovat jejich (hyper)ob-
jemy. Odvodime proto jinou metodu, jak determinanty pocitat.
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Obrazek 2: Znazornéni geometrického vyznamu determinantu.

Vime, zZe linedrni zobrazeni jde sklddat nidsobenim matic. Je tedy intuitivni,
ze vyslednd zména objemu bude odpovidat souc¢inu zmén objemu prvni a druhé
transformace. Z toho mame det (AB) = det (A) - det (B). Samoziejmé, jednotkova
matice objem zachovd, tedy det (I) = 1.

Pokud v matici prohodime dva radky, oto¢i se znaménko determinantu. Spe-
cidlné se nam tedy bude hodit, ze pokud v jednotkové matici dva radky proho-
dime, takovd matice bude mit determinant —1 (prohodily se nékteré osy, musime
»zménit ruku“). Pokud nékteré ¢islo na diagondle jednotkové matice bude misto
jednicky a, pak i determinant bude « (vznikne (hyper)kvadr).

A protoze ndm tahle pozorovani velmi silné pripominaji matice z feseni Pro-
blému 2.6, zbyva si rozmyslet, jaky bude determinant matice, kterd ma kromé
jednicek na diagonile jesté néjaké jedno ¢islo mimo diagonalu. V tomto pfipadé
zobrazeni odpovida zkoseni ve sméru kanonické baze, takze vysledny rovnobéznik
mé zachovanou vysku i délku piislusné hrany a determinant se tedy nezméni.>

A pomoci Gaussovy—Jordanovy eliminace umime mimo jiné nalézt posloup-
nost radkovych tprav, které davaji inverzni matici. Suma sumarum: pokud si pri
redukci matice A na jednotkovou budeme prubézné pocitat soucin determinantii
operaci, které délame, dostaneme determinant inverzni matice, tj. det (A‘l).

Uloha 4.1[0,5b]: Jak z determinantu inverzni matice vypocitame determinant ‘
puvodni matice?

3Ve vyssich dimenzich pak z hyperkrychle vznikne kolmy hyperhranol s podstavou tvaru
rovnobézniku v roviné uréené osami x; a x;, paklize je nase dalsi ¢islo na pozici 7j.


https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/31/31-2.pdf#t2.u6
https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/31/31-2.pdf#t2.u6
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Jenze chytédk: my jsme slibili, Ze pouze u reguldrnich matic existuje inverzni
matice. Co kdyz matice bude singularni? Ale na to uz prece taky zndme odpo-
véd!

Uloha 4.2 [2b]: Odvodte z toho, co je napsino vjs a v predchozich dilech (hlavné
ve druhém), Ze determinant singuldrni matice je nula.

Zajimavé matice, déjstvi druhé

Ve zbytku dilu se ndm bude hodit oznaéit si nékolik typt matic. Tak rovnou:

e Diagondlni matice mé nenulové prvky jen na hlavni diagondle, tedy a;; = 0
kdykoliv i # j.

o Hornd trojihelnikovd matice mé pod hlavni diagondlou nuly (a;; = 0 pro
i> 7).

o Dolni trojihelnikovd matice ma naopak nuly nad hlavni diagonalou (a;; = 0
pro ¢ < j).

Tyto matice maji nékolik hezkych vlastnosti, zejména plati, Ze jsou regularni
préavé tehdy, kdyZ nemaji nulu na diagondle (to jsme nezakdzali, specidlné ma-
tici samych nul klidné budeme povazovat jak za diagondlni, tak za libovolnou
trojihelnikovou). A taky se pro né snadno pocitaji determinanty.

Uloha 4.3 [3b]: Jak miZeme snadno spocitat determinant
o diagondlnich matic (1b) a
o hornich trojuhelnikovych matic (2b)?

Pozndamka: pro dolni trojihelnikové matice vyjde reseni analogicky, jen se to hur
predstavugje.

Jak determinanty pocitat méné pohodiné

Jesté pro uplnost ukdzeme béznou formalni definici determinantu. Nejprve zapi-
Seme formalné a pak rozebereme lidsky, co se vlastné mini:

n
det(A) = Z sgn(m) Ham(i) = Z SgN(T) - A1 r(1) " -+ - " An(m)-
i=1

TES, TES,

Definice ptsobi ponékud zbésile a tikd, Ze vezmeme vSechny permutace (,,zpte-
hézeni“) na sloupcich matice, prondsobime diagonély téchto matic, tyto souciny
jesté vyndsobime tzv. znaménkem permutace (to je to sgn(m), které iikd, jestli
jsme prohodili dva sloupce lisekrat nebo sudékrat a odpovida to tomu nasobeni
(—1) u matice prohazujici fadky) a vSechny tyto souciny secteme (napii¢ permu-
tacemi, tzn. mame n! séitanci).


https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/31/31-2.pdf
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Jisté si kladete otdzku, pro¢ by mélo byt praktické séitat n! séitanct mis-
to Gaussovy—Jordanovy eliminace. Vskutku, vétsinou®* to praktické neni, ale pro
matice 2 X 2 a 3 X 3 je to o poznani piimocatejsi zpusob, jak determinant vyjad-

Tit:
a b
det((c d))—ad—bc,

a b c
det d e f =aei+bfg+ cdh — ceg — bdi — afh.
g h i
(a) Matice 2 x 2 (b) Matice 3 x 3

Obréazek 3: Pomtcka pro vypocet determinantu malych matic.

Uloha 4.4 [1b]: Urcete determinant ndsledugjicich matic A, B, C:
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Uloha 4.5 [3b]: M¢jme matici A € R™*". Je-li det(A) = d, jaky je det (AT)?

Vlastni Cisla a vlastni vektory
Slibili jsme na zacatku tohoto dilu, ze kromé determinanti ukézeme i vlastni
vektory. I tady se jednd o hezky predstavitelny koncept tykajici se linedrnich
zobrazeni: zajiméa nas, jestli existuji néjaké nenulové vektory, které po transformaci
zachovaji svij smeér a jen se skaluji. A s tim budou souviset vlastni ¢isla, tedy to,
jak moc se vlastni vektory budou skélovat.
Priklady vlastnich ¢isel a vektori v roviné (tedy pro matice 2 x 2):

« Jednotkova matice mé dvojnisobné® vlastni éislo 1 a kazdy nenulovy vektor
je vlastni.

4Druhy uziteény disledek definice je moznost poéitat determinanty pomoci tzv. Laplaceova
rozvoje, ktery se hodi pro ridké matice, tj. matice, které obsahuji hodné nul. Ten ale v tématku
nevyuzijeme, tak ho nebudeme vic rozebirat — jen se muze hodit védét, ze existuje.

50 nésobnosti vlastnich ¢&isel si povime za okamzik.

|
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e Nerovnomeérné roztazeni v obou osach mé vlastni ¢isla odpovidajici roztazeni
a vlastni vektory ve sméru téchto os.

e Matice rotace zadné redlné vlastni ¢islo ani vlastni vektor nema, a zjevné
zadny smeér nezachovava.

o Pteklopeni podle néjaké piimky prochazejici pocatkem ma vlastni vektor ve
sméru této piimky (zobrazi se sdm na sebe) a vektor kolmy na tuto pfimku
(zobrazi se na vektor opac¢ny). Prvni{ je tedy piislusny vlastnimu éislu 1,
druhy (—1) — vizme obrazek 4.

s |\
-, \

Vg N

\

Obrazek 4: Vlastni vektory preklopeni podle primky.

Pojdme se nyni podivat na vlastni vektory podrobnéji. Opét budeme uvazovat
jen ¢tvercové matice a budeme vychézet z rovnosti

AT =\,

kde A je vlastni ¢islo a  je vlastni vektor prislusny vlastnimu ¢islu A matice A,
resp. z obmény této rovnosti

(A —\D)Z = 0.

Poznamenejme, ze nulovy vektor nikdy nebudeme uvazovat jako vlastni vektor,
ale naopak pokud vyjde nula jako vlastni ¢islo, pak je to platné vlastni ¢islo.

Samozrejmé, ted chceme vlastni Cisla a vektory najit, ale rovnice ma moc
nezndmych. Vime ale, Ze matice (A — AI) mé byt singuldrni (zobrazi nenulovy
vektor na nulovy), a ta ma nulovy determinant. Resfme tedy rovnici

a1l — A ai12 a3 N A1n
a1 a9 — A a3 . a92n
det as aspg  azgz— A ... Gz, —0.

ani1 Ano an3 . Qpn — A
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Determinant, jak vime z formélni definice, je soucet néjakych soucint n prvki
matice. Kdyz si tedy levou stranu rovnice vyse rozepiseme podle definice determi-
nantu, dostaneme polynom stupné n v proménné \. Nazyvame ho charakteristicky
polynom matice A a jeho koreny jsou prirozené vlastni ¢isla matice A. Je mozné,
ze vyjde stejny koren vickrat, pak fikame, ze dané vlastni ¢islo ma takovou nd-
sobnost a odpovidd mu tolik vlastnich vektort. (Vlastni ¢isla a ndsledné i vlastni
vektory mohou vyjit komplexni i pro realné matice, tfeba matice rotace ma dveé
komplexni vlastni ¢isla a zaddné redlné.)

Ukazme si to na prikladu. Pro matici

1 3 -1
A=13 0 —4
-1 2 2
mame
1-AX 3 -1
A- )= 3 0—X —4

-1 2 2—A
coz nam dava charaktetisticky polynom
X(A) =0 =XN0=X)2=A)+3-(-4)- (1) +(-1)-3-2—
(~1)- (0= X) - (=1) =33 (2= 0) = (1 = \) (~4) -2
=N +3N -4

Jak si mtzete sami dosazenim ovérit, polynom ma kofen —1 a dvojnasobny kotfen
2, matice A ma tedy vlastni ¢islo —1 a dvojnasobné vlastni ¢islo 2.

Pro nalezeni vlastniho vektoru (¢i vektortu v pripadé vicendsobného vlastniho
¢isla) uz pak zndme matici A; = A — \;I a vektor tedy je feSenim rovnice A;Z = 0
s tim rozdilem, ze tentokrat matice neni reguldrni a nas zajima nenulové feseni. Ale
takové uz jsme se naucili najit taky ve druhém dile — vyjde vektor s parametrem,
ktery mtizeme libovolné zvolit, coz odpovida tomu, zZe libovolny nasobek vlastniho
vektoru je porad vlastni vektor.

K ¢emu to vsechno je

Uz jsme vidéli, ze nAm determinanty a vlastni ¢isla a vektory dévaji informace
o linedrnich zobrazenich. Determinanty a vlastni ¢isla vSak maji mnoho pouziti
tfeba pri analyze funkci vice proménnych, mohou fici zajimavé charakteristiky
kombinatorickych grafii® nebo je na nich zaloZeny algoritmus PageRank, pomoci
kterého Google uréuje vyznamnost stranek’. Taky se pomoci vlastnich &isel da
snadno zjednodusit mocnéni nékterych matic.

6Kombinatorickym grafem myslime ,puntiky spojené ¢arami“; viz https://cs.wikipedia.
org/wiki/Graf_(teorie_graf/,C5%AF).

‘Velmi zhruba se da tici, ze Google ma matici pravdépodobnosti, s jakou se kdo kam proklikne,
vlastni vektor pak odpovida ohodnoceni stranek, jak pravdépodobné na nich skonc¢ime, protoze
dalsi kliknuti jen zachovad pomérné vahy téchto stranek. Samoziejmé se vice muzete docist tfeba
na https://en.wikipedia.org/wiki/PageRank


https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/31/31-2.pdf#section*.8
https://cs.wikipedia.org/wiki/Graf_(teorie_graf%C5%AF)
https://cs.wikipedia.org/wiki/Graf_(teorie_graf%C5%AF)
https://en.wikipedia.org/wiki/PageRank
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Jednu ze snadno uchopitelnych aplikaci posledniho faktu si ted ukazeme.

Odvodme si vzoreéek pro Fibonacciho ¢&isla!

Posledni fakt do skladacky k jednomu moznému postupu odvozeni vzorecku pro
Fibonacciho ¢isla je existence diagonalizovatelngych matic: Matice M je diagona-
lizovatelnd, pokud existuje diagondln{ matice D a reguldrni matice S (tzv. matice
podobnosti) takova, ze M = SDS™'. Ne kazd4 matice je diagonalizovateln4, ale
pokud je, tak bez odvozeni budeme tvrdit, ze D méa prosté na diagonale vlastni
¢isla matice M a S ma ve sloupcich vektory odpovidajici témto vlastnim ¢&is-
lim (ve stejném poradi). A takové diagonalizovatelné matice se snadno mocni:
MF =M-...-M = SD*S~! (ndsobky S™!S se v sou¢inu prosté poZerou, protoze
nésobeni matic je asociativni, diagondlni matici jde mocnit prosté po prvcich).

Co se tady vlastné déje? Vlastni vektory tvori bazi prostoru, kde puvodni
matice zije, a tedy jen prejdeme do této béaze, kde k-krat vlastné ,jen zvétsime
(hyper)kvadr, a vysledek pak nechdme pfejit zpatky do ptivodniho prostoru.

Pro jistotu jesté zadefinujeme Fibonacciho ¢isla: Fy = 0, F; = 1 a pro kazdé
1> 2je F; = F;_1 + F;_5. Vznika tak posloupnost ¢isel 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,
34, 55, ...

No, a zbytek nechdme na vis ©

Uloha 4.6 [7b]: Odvodte explicitni vzorecek pro i-té Fibonacciho Cislo. Tady je
zhruba ndvod:

1. Najdéte matici, kterd bude ddvat vzdycky dalsi Fibonacciho ¢islo, tj. A(Fgl)
(k) (1,5D).

2. Najdéte vlastni ¢isla této matice (1,5).

3. Najdéte vlastni vektory prislusné témto cislim (1,5b).

4. Poskladejte spravnou diagonalni matici (D wvgse), matici podobnosti (S) a
jeji inverzi (1b).

5. Vyndsobte obecné A - ((1)) = SDiS_l((l)) (1,50).

6. Tadd! Proni slozka tohoto vektoru je presné i-té Fibonacciho cislo.

(Postup si pripadné upravte podle vlastni chuté, nevyZadujeme konkrétni mezikro-
ky, pokud bude jasné, co zrovna pocitate. Ale zkuste se driet néejakého linedrné-al-
gebraického pristupu (s maticems))

Je nam jasné, ze iloha m4a hodné mezikroki, které na sebe navazuji. Pokud se
vam stane, Ze se na nécem zaseknete nebo vam to nebude jasné, napiste nam bud
na Discord® nebo na e-mail lingebra@ledoian.cz a my vam zkusime vhodné
napovedét.

LEdo a Marian; lingebra@ledoian.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka

8do mistnosti #vektory-a-matice!


mailto:lingebra@ledoian.cz
mailto:lingebra@ledoian.cz
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Téma 3 — Programovani v TEXu a IATEXu

Nyni uz umime definovat makra a environmenty. To se ndm samoziejmé hodi
i pri psani samotného dokumentu. Daleko ¢astéji si vSak potiebujeme nadefinovat
makra/environmenty (pfipadné nastavit hodnoty registrii/counterti/délek) a pak
je pouzivat v mnoha dokumentech.

Jednou moznosti je kod nakopirovat piimo do dokumentu. To je vsak velmi
nepraktické, zvlasté kdyz uz mame vice ¢asti kédu, které délaji ruzné véci a rizné
na sobé zavisi (v jedné ¢ésti potfebujeme definice z druhé), nebo pokud si chceme
definovat rizné vzhledy dokumentu a mit moznost jednoduse vymeénit jeden za
druhy.

Také mizeme pouzit TEXovské \input. Pii tom vSak nemdme moc moznosti
konfigurace (jako tfeba v \usepackage [a5,landscape ,margin=5cm] {geometry}),
a navic pokud pouZijeme \input na stejny soubor vicekrat?, opravdu se vlozi vi-
cekrat, coz casto skoné¢i chybou, nebot definice maker casto pocita s tim, ze makra
jesté neexistuji.

Dil ¢tvrty: Balitky
Proto mé KTEX systém balicku a tiid. Balic¢ek (anglicky package) je vlastné
soubor s pfiponou .sty obsahujici A TEXovsky kéd. Kromé piipony .sty musi
jesté ze zacatku obsahovat dva radky:
\NeedsTeXFormat{LaTeX2e}
\ProvidesPackage{nazevbalicku}[YYYY/MM/DD Popis balicku]
Pokud toto splnuje a nachazi se ve stejné slozce jako vas soubor, pripadné jinde,
kde TEX hleda balicky, mizeme ho pouzit pomoci
\usepackage [parametry]{souborbalickubezpripony}[datum]. V podstaté se
tim kdéd v balicku vlozi do daného dokumentu, ale na rozdil od \input vklada
pouze jednou. Navic miZe obsahovat parametry (o téch pozdéji) a mizeme pridat
datum, které ¥{k&4 miniméln{ verzi balicku (uddvanou prévé pomoci YYYY/MM/DD,
napft. 2025/01/02). Plati, ze nazevbalicku by mél odpovidat ndzvu souboru (bez
pripony .sty), jinak ITEX vypisuje varovani.

V réamci balicku mizeme pouzit jiné balicky, misto \usepackage... je vSak
lepsi psat \RequirePackage... (i kdyZ aZ na vyjimky je to totéz).

Trida (anglicky class) je skoro totéz, ale slouzi primarné k definici celkového
vzhledu dokumentu.'| K tomu se vaZe to, Ze dokument obsahuje pravé jednu
tfidu, definice balicku nemtze obsahovat zadnou a v definici tridy lze nejvyse
jednou nacist jinou tridu.

9Miizeme si napifklad definovat néjaks zakladni makra (tfeba na vycentrovani), kterd pak
centrovanych obrazku) a ty pak nékde chceme pouzit najednou (v dokumentu budeme vkladat
jak obrazky, tak tabulky).

ORozhodovaci kritérium bali¢ek/ti{da miize byt napt. to, jestli dané definice mtizeme pouzit
v ruznych typech dokumenti (¢ldnek, kniha, klidné i prezentace) nebo také jestli je mohou
pouzivat dalsi balicky; pak je to rozhodné balicek. Naopak pokud definujeme, ze dokument
napriklad mé jednotliva témaéatka, kterd se zobrazi v obsahu a zahlavi, Ze nadpisy jsou takového
a takového vzhledu atd., pak je to spise trida.
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Syntakticky se trida 1isi tim, ze

e soubor mé pfiponu .cls,
o misto \ProvidesPackage. .. piSeme \ProvidesClass. . .,

o misto \usepackage. .. pouzivime \documentclass. .. (to obsahuje kazdy
dokument hned na zacdtku)

e a pro pouziti t¥idy v jiné t¥idé misto \RequirePackage. .. mame \LoadClass. ..
(to muze obsahovat pouze definice t¥idy a to nejvyse jednou).

‘ Uloha 4.1 [1b]: Definujte (smysluplng) balicek/tiidu. (Dobrijm odrazovgm mdist-
kem maze byt kod, ktery jste vytvorili k minulému ¢islu.)

Parametry

Vyhodou balickt (a tfid) je i to, Ze mohou byt nastavitelné. Ti, co uz se szili se
syntaxi keyval (sekce Keyval v minulém ¢isle!!), maji vihodu, nebot tém staéf na-
definovat klice a pak jen pustit \ProcessKeyOptions [pojmenovani], coz funguje
stejné jako \SetKeys [pojmenovani]{#N}, jen ne na N-ty parametr makra, ale na
parametry v \usepackage [parametry]{} nebo \documentclass [parametry]{}.

Jednoduss{ (ale omezenéjsi) variantou je \DeclareOption{parametr}{kod},
které vykond kod prave tehdy, kdyz je v parametry piitomen parametr. Pficemz
je jesté potteba po definici vSech parametrii zavolat \ProcessOptions\relax.

Priklady pouziti obou zplisobti najdete nahttps://wiki.moznabude.cz/doku.
php?id=latex:prog:class.

A Uloha 4.2 [1b]: Definujte balicek/tiidu s alespori jednim (smysluplngm,) parame-
trem.

Chyby
Jesté se muzou hodit makra:
\ClassError{nazevt¥idy}{text chyby}{obsdhlej8i informace o chybé&}
\ClassWarning{nazevtiidy}{text varovani}
\PackageError{nazevbalicku}{text chyby}{obsadhlejsi informace o chyb&}
\PackageWarning{nazevbalicku}{text varovani}
(chyby zastavi kompilaci, v Overleafu se zobrazuji Cervené, varovini se pou-
ze vypisi, v Overleafu oranzové). Napfiklad pokud nas bali¢ek pouzivd balicek
subcaption, muzeme pridat nasledujici kod.

\AddToHook{begindocument/before}{\IfPackagelLoadedTF{subfig}{
\PackageError{nazevbalicku}}{Balifek subfig nelze pouZit spolu
s nazevbalicku, nebot ten jiZ pouZiva subcaption.}

H3

Uhttps://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/31/31-3.pdf



https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/31/31-3.pdf#section*.42
https://wiki.moznabude.cz/doku.php?id=latex:prog:class
https://wiki.moznabude.cz/doku.php?id=latex:prog:class
https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/31/31-3.pdf
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Tim se uzivateli vaseho balicku zobrazi rozumna chybova hlaska, kdyz pouzije
balicek subfig, ktery je se subcaption nekompatibilni. (Pro jiné dvojice nekom-
patibilnich balicka bude pravdépodobné potieba pouzit jiné misto, kde vyhodit
chybu.)

Uloha 4.3 [1b]: Definujte balicek/tridu s alespori jednou (smysluplnou) chybou.

s v v

Problém 4.4: Vytvorte balicek/tridu pro ostatni resitele, sebe ¢i orgy. Fantazii se
meze nekladou (a boduje se).

V definici balickt a t¥id navic mizeme pouzivat makra s ndzvem obsahujicim
znak @ (napriklad nékterd technic¢téjsi makra uziteénd pro definovani komplexnich
maker'?). Takovad makra nelze pouzivat pifmo v dokumentu aniz bychom piedefi-
novali kategorii @ na pismeno (a pak zpét); bud pomoci \catcode jako v prvnim
dile, nebo pomoci \makeatletter a \makeatother. Tim padem jsou to tako-
v ,interngjsi* makra (skrytd béznym uZivatelum, predevsim je bézny uzivatel
omylem nepredefinuje).

Reseni 3. dilu
Uloha 3.1
Zadéani:

Definujte si néjaké smysluplné makro s alesponi jednim nepovinnym a alesporn
jednim povinnym parametrem.

Reseni od Doc.™ Jany Uglickich:

\NewDocumentCommand\MOhlavicka{s m m m m 0{1} 0{1}}{%
\IfBooleanTF{#1}{\begin{centering}}{}

\noindent \textbf{#2}\\

\textbf{#3}\\

\textbf{#4}\\

\textbf {#5}\\

\IfValueT{#6}{ \noindent \textbf{List: #6/3}}{}%
\IfValueT{#7}{\noindent\textbf{#7}}{}

\IfBooleanTF{#1}{\end{centering}}{}%
\vspace*{lex}

\hrule

\vspace*{lex}

}

\MOhlavicka{Jana Uglickich}{tfida, gymnazium}{adresa}{A-I-3}[1][2]

2https://mirrors.nic.cz/tex-archive/info/macros2e/macros2e.pdf


https://mirrors.nic.cz/tex-archive/info/macros2e/macros2e.pdf
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Uloha 3.2

Zadani:

Definujte environment uloha, ktery dostane v nepovinném parametru pocet bodi
a uwongti zaddni a vypise zaddni lohy jako je toto. (Kurziva se tvori pomoci
\textit{text}, tucné pismo pomoci \textbf{text}.)

ReSeni od Mgr.™ Frantiska Nouzy:

\NewDocumentEnvironment{uloha}{m o +b}{% &islo idlohy, polet bodui, zadani
\textbf{Uloha #1}

\IfValueT{#2}{[#2b]}:

\textit{#3}

H3

Uloha 3.3
Zadani:
Definujte si néjaké jiné makro pouzivajici alespori dvé .store.

Reseni od Doc.™ Jany Uglickich:

\usepackage{moresize,xcolor}
\DeclareKeys [klice]{
barva.store=\barva,
text.store=\text,
tucne.if=tucne,
kurziva.if=kurziva,
strojove.if=strojove,
velke.if=huge,

male.if=tiny}

\NewDocumentCommand\FormatovanyText{0{}}{%

\SetKeys[klice]l{text={Vypada to, Ze jste nezadali Zadnyj text, kterj by se mél
vypsat. Tak dostanete popis, co tohle makro vlastn& d&la. \par Tohle makro
umoziiuje vypsat zadanj text s néjakym Fezem (tulény, kurziva, strojovy; Fezy
nelze kombinovat), néjakou velikosti (defaultni \TeX ovska, velikost HUGE,
velikost tiny) a né&jakou barvou (podporuji se barvy defaultné dostupné

v balicku xcolor, takZe tfeba cyan, magenta nebo green, ale také samoziejmé
black). }, barva=black}/

\SetKeys [klice] {#1}V

\ifhuge\HUGE\fi\iftiny\tiny\fi
\iftucne\bf\fi\ifkurziva\it\fi\ifstrojove\tt\fi\textcolor{\barva}{\text}
\ifhuge\normalsize\fi\iftiny\normalsize\fi

Yh

\FormatovanyText [tucne,barva=orange] % text={Vypada to, ze ...}
\FormatovanyText [kurziva, velke, barva=magenta,
text={Tento text se vypiSe kurzivou, pismena budou velkd a barva ridZova.l}]
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Uloha 3.4
Zadani:
Doprogramujte ndsledujici kéd (zaddani je Sedivy kid), aby pred kapitolami psal
jejich poradové cislo a v obsahu opravdu byla cisla stranek spravné prokliknutel-
nd.
Bonus: Kapitoly po zavolani \prilohy by mély byt rimskymi cisly.

Reseni:

\documentclass{article}\usepackage{hyperref}

\newcounter{kapitola}
\AtEndDocument{\newpage\noindent\Large\textbf{0Obsah:}\\}
\NewDocumentCommand\kapitola{m}{\newpage\noindent\refstepcounter{kapitolal}y
\Large\textbf{\thekapitola: #1}\label{#1}J,

\AtEndDocument{#1 \hfill \pageref{#1}\\}}

% \AtEndDocument{X} = \AddToHook{enddocument}{X}
\NewDocumentCommand\prilohy{}{%
\RenewDocumentCommand\thekapitola{}{\Roman{kapitola}}}

\begin{document}
\kapitola{Uvod}\kapitola{Stat}\kapitola{Zavér}
\prilohy\kapitola{Mapal}\kapitola{Seznam postav}
\end{document}

Uloha 3.5
Zadani:
Vytvorte makra \kapitola{nazev} a \naKonciKapitoly{kod}, tak, Ze \kapitola
nejprve provede vsechen kod, jeZ byl jako parametr voldni \naKonciKapitoly, a
pak vypise samotny nazev kapitoly.

Reseni:

\NewHook{KonecKapitoly}
\NewDocumentCommand\kapitola{m}{\UseHook{KonecKapitoly}\section{#1}}
\NewDocumentCommand\naKonciKapitoly{+m}{\AddToHook{KonecKapitoly}{#1}}

Ulohy 3.6 a 3.7
Zadani:
Predpokldadejme, Ze dostaneme icastniky ve formdtu
\ucastnik{jméno}{e-mail}{skola}

\ucastnik{jméno}{e-mail}{skola}
\ucastnik{jméno}{e-mail}{skola}

Definujte makra \ucastnik, \jmena a \kontakty tak, aby \jmena vypsalo jména
vSech ucastniki a \kontakty vypsalo postupné treba vsechny e-maily.
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Zadani:

Doplnte makra z predchozi ilohy tak, aby ke kaZdému tcastnikovi vypsala jeho
poradové cislo a stejné cislo se pak vypsalo i u jeho kontaktu (abychom spdrovali
dcastniky a jejich kontakty).

Reseni od Mgr.MM Frantiska Nouzy:

\NewHook{Jmenal}\NewHook{Maily}\NewHook{Skoly}
\newcounter{pocitadlo}
\setcounter{pocitadlo}{1}

\NewDocumentCommand\ucastnik{m m m}{
\AddToHook{Jmena}{\arabic{pocitadlo}. #1\stepcounter{pocitadlo}\\}
\AddToHook{Maily}{\arabic{pocitadlo}. #2\stepcounter{pocitadlo}\\}
\AddToHook{Skoly}{\arabic{pocitadlo}. #3\stepcounter{pocitadlo}\\}
}

\NewDocumentCommand\ jmena{}{\UseHook{Jmena}\setcounter{pocitadlo}{1}}
\NewDocumentCommand\kontakty{}{\UseHook{Maily}\setcounter{pocitadlo}{1}}

Vsimnéte si, ze se musi po kazdém pouziti hooku vynulovat pocitadlo. To je
tim, ze zatim neumime ziskat aktualni hodnotu pocitadla, nebof \arabic{pocitadlo}
se ,provede® (expanduje) az pti \UseHook. To se d4 obejit:

Reseni od Doc.MM Michaela Jarvise:

\NewHook{seznamjmena}\NewHook{seznamemail}\NewHook{seznamskola}
\newcounter{pocet}\setcounter{pocet}{0}

\makeatletter

% same as AddToHook, but fully expands arguments
\NewDocumentCommand{\ExpandAddToHook}{m m}{%
\@expandtwoargs\AddToHook{#1}{#2}/

}

\makeatother

\NewDocumentCommand{\ucastnik}{m m m}{%
\stepcounter{pocet}y,
\ExpandAddToHook{seznamjmena}{\thepocet: #1\\}/
\ExpandAddToHook{seznamemail}{\thepocet: #2\\}/
\ExpandAddToHook{seznamskola}{\thepocet: #3\\}/,
}

\NewDocumentCommand{\ jmena}{}{\UseHook{seznamjmena}}
\NewDocumentCommand{\kontakt}{}{\UseHook{seznamemail}}
\NewDocumentCommand{\skola}{}{\UseHook{seznamskolal}}
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Jeho makro \ExpandAddToHook déld pravé to, Ze nejprve ,vyhodnoti“ (ex-
panduje) parametry, a pak je teprve predd makru \AddToHook. Puvodné k tomu
pouzival zéplavu TEXovskych \expandafter (to je v ¢istém TEXu docela bézné),
ale my jsme to nahradili uziteénym IATEXovskym makrem \@expandtwoargs (kte-
ré déla presné to, ze expanduje parametry makra a pak mu je pfedd). (Ale protoze
nejsme v definici balicku, museli jsme pfidat \makeatletter a \makeatother.)

Problém 3.8
ZadAani:
Nahttps://mam.matfyz.cz/media/prilohy/31-3/abstrakt.tex| mdte formdt,
v jakém dostanete abstrakty. Vyrobte z nich sbornicek (dokument obsahujici vSech-
ny abstrakty), ktery se co mejvice podobd tomu na https://mam.matfyz.cz/
media/prilohy/31-3/sbornicek.pdf (pripadné vasi predstavé, jak by mél sbor-
nicek vypadat).
Reseni:
Nahttps://mam.matfyz.cz/media/prilohy/31-4/sbornicek.zipsi muzete pro-
hlédnout feseni Doc.MM Michaela Jarvise, Doc.MM Martina Tésitele, Doc.™M Jany
Uglickich a mé vlastni $ité horkou jehlou z pivodniho M&Miho feseni (to vSak
navic obsahuje i triky jako verzi bez kontaktt na web, takze je velice neprehledné).
Nezarucujeme plnou spravnost, ani pochopitelnost (a to ani u naseho ,oficidlniho
feSeni“), ale jsme otevieni jakékoliv debaté (jak co udélat, pro¢ je tam tohle a
tamto, které provedeni je nejlepsi atd.) na Discordu, ¢i po e-mailu.

Jidds; |jonas.havelka@volny.cz
odevzdadvejte do odevzddvdtka
(PDF) i soubory .tex, .sty a .cls


https://mam.matfyz.cz/media/prilohy/31-3/abstrakt.tex
https://mam.matfyz.cz/media/prilohy/31-3/sbornicek.pdf
https://mam.matfyz.cz/media/prilohy/31-3/sbornicek.pdf
https://mam.matfyz.cz/media/prilohy/31-4/sbornicek.zip
mailto:jonas.havelka@volny.cz

18 XXXI/4 PR

Téma 4 — Typografie a pravopis

Minule jsme se podivali na interpunkci. A¢ v té je pti psani védeckych dél, kde si
¢lovék dava pozor na pravopis, pravdépodobné nejvétsi chybovost,'3| jeji pravidla
jsou spiSe struénd a intuitivni. Zato velkd pismena, kterd jsou ve védé (kde se
vSe pojmenovava po lidech a obéas po univerzitich) stejné dulezitd, maji velmi
obsahld pravidla'* a spoustu vyjimek.

V souvislosti s timto jevem také pripomindme ¢lanek ,Sprezky na zacatku
slov* od Doc.M™M Jany Uglickich z minulého dilu.

Dil ¢tvrty: Velkd pismena

Nejlepsim pravidlem pro psani velkych pismen je: zjistéte si, jak se dané vlastni
jméno / mistn{ ndzev / zkratka piSe. V mnoha pfipadech je to totiz déno tra-
dici (Moravan), néjakou dal${ znalosti (Karlova univerzita se jmenuje Univerzita
Karlova, IKEA jsou inicidly), pfanim osoby (LEdoian, lord Radim), povahou véci
(Bild Hora je prazska ¢tvrt, nebo piipadné tramvajovd zastdvka, stojici na Bilé
hote), nebo tim, co pisete (Ty/Vy v dopise, typy oblasti jako Ndrodni park ve
vyhlagkach'®) atd. Je ale tfeba mit na védomi, Ze GeStina piSe velkd pismena jinde
nez tieba némdéina (vSechna podstatnd jména zacinaji velkym pismenem) nebo
angli¢tina (velkych prvnich pismen se pouZivd pro zduraznéni slova a v nadpi-
sech).

V matematice se nejcastéji setkdvame s problémem vytvareni pridavného jmé-
na od jména vlastniho. To lze dvéma zptusoby, bud pomoci pfipon jako -uv (-ova,
-0vo), -in (-ina, -ino), pak se piSe velké pismeno (napi. Pythagorova véta, Euklei-
dovy véty'®), nebo pomoci ptipon jako -sky (-ské, -ské), -ovsky (-ovska, -ovské),
pak se piSe pismeno malé (napt. eukleidovsky prostor, eukleidovskd konstrukce).
Vétsinou je zazity pravé jeden z téchto zptsobu.

Uloha 4.1 [1b]: Jak uz se pise vyse, Univerzita Karlova se pise s velkym U, i kdyz
je to obecné oznaceni. Obdobné se pise mnoho gymndzii. Najdéte alespornt dva dalsi
takové ndzvy.

Problém 4.2: Vice se tu o velkjch pismenech rozepisovat nebudeme, ale pokud
mate néjaky oblibeny jev, nebojte se o ném napsat clanek. (Nezapomernite vsak, Ze
clanek md néco prinést ostatnim resitelum, tedy jen vyjmenovat své oblibené jevy
stacit nebude.)

13Proto se k psani interpunkce jesté vratime v ptistim dilu, kde se podivdme na to, jak psét
matematiku.

14 Jen Internetové jazykova piirucka mé Sestnict ¢lankd o velkych pismenech, a to poéitdme
pouze ty s ndzvem zacinajicim ,Velkd pismena —“ (https://prirucka.ujc.cas.cz/?dotaz=Velky,
C3%A1+p%C3/ADsmena) a ne tfeba ,Zkratky inicidlové“ (https://prirucka.ujc.cas.cz/?id=781).

19Vsude jinde jsou toto obecné ndzvy, takze piSeme chrdnénd krajinnd oblast Trebornsko. Nej-
jednodussi je samoziejmé psat CHKO Treborisko, kde o psani velkych pismen neni pochyb.

16 Dalsi informace ohledné psani jmen antickych matematiki, tedy napiiklad Eukleida a Pytha-
gora, najdete na https://www.karlin.mff.cuni.cz/~halas/Historie_MFF/AnticMat_koment.
pdf.


https://prirucka.ujc.cas.cz/?dotaz=Velk%C3%A1+p%C3%ADsmena
https://prirucka.ujc.cas.cz/?dotaz=Velk%C3%A1+p%C3%ADsmena
https://prirucka.ujc.cas.cz/?id=781
https://www.karlin.mff.cuni.cz/~halas/Historie_MFF/AnticMat_koment.pdf
https://www.karlin.mff.cuni.cz/~halas/Historie_MFF/AnticMat_koment.pdf
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Regeni 3. dilu
Uloha 3.1
Zadani:
V jakgch dalsich pripadech se za interpunkénimi znaménky (zejména teckou) ne-
pise mezera?
Reseni:
Nejcasteéjsim takovym pripadem je, kdyz za nimi néasleduje dalsi interpunkéni
znaménko (zejména zévorky nebo uvozovky). Velmi castou situaci je také to, ze
interpunkéni znaménko je soucasti néjaké specialni syntaxe, napr. ¢islovani kapitol
nebo casovy udaj.
Uloha 3.2
Zadani:
Casto najdete chyby v psani spojovniku nebo pomicky. Co je spravné?
e Gauss—Jordanova, Gaussova—Jordanova, Gaussova — Jordanova, Gauss-Jor-
danova.

e Marie Curie-Sktodowska, Marie Curie — Skiodowska, Marie Curie-Sklo-
dowska, Marie Curie - Sklodowska.

e Praha-Liben, Praha — Liberni, Praha-Liben, Praha - Liben

e 5.-13. dubna, 5.-13. dubna, 5. — 13. dubna, 5. - 13. dubna.

e 23.12.-8.1.,28 12. - 8. 1., 23. 12.-8. 1., 23. 12.-3. 1.
Reseni:

o Gaussova—Jordanova: https://prirucka.ujc.cas.cz/7id=165, druhy od-
stavec.

o Marie Curie-Sklodowska: https://prirucka.ujc.cas.cz/?id=164, bod 1. d).
e Praha-Liben: https://prirucka.ujc.cas.cz/7id=164, bod 2.

e 5.-13. dubna a 23. 12. — 3. 1.: https://prirucka.ujc.cas.cz/7id=165,
treti odrazka.

Problém 3.4
Zadani:
Jak byste do véty zakomponovali emoji (cesky také emodzi)? Psali byste za né
tecku? Nebo byste je psali za tecku? Proc?
Reseni:
Seslo se ndm nékolik feseni, kterd by psala tecku i emoji a urcovala by poradi,
stejné jako v M&M v posledni dobé rozhodujeme odkaz na poznamku pod ¢arou:


https://prirucka.ujc.cas.cz/?id=165
https://prirucka.ujc.cas.cz/?id=164
https://prirucka.ujc.cas.cz/?id=164
https://prirucka.ujc.cas.cz/?id=165
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pred tecku, pokud souvisi s danou ¢dsti véty (slovem); za tecku, pokud souvisi
s celou vétou.

Cennym piispévkem jsou pak nasledujici dvé feseni (od Doc.MV Julie Klemen-
tové a Mgr.MM Frantiska Nouzy), kterd problém rozebiraji z vice perspektiv a do
detailu.

Reseni od Doc.™M Julie Klementové:

Vzhledem k tomu, Ze emotikony nejsou interpunkéni znaménka, dany text jen
emocné dopliuji, neexistuje zadna konvence ani pravidlo, jimz bychom se mohli
vzdy ridit.

Emoji bych psala az za tecku; napsala bych tedy norméalné vétu, ukoncila
bych ji odpovidajicim znaménkem a teprve az za znaménko pridala pripadné
emoji, aby byla zachovana citelnost a struktura textu. Interpunkéni znaménka
jsou soucdsti gramatické struktury véty a emoji pouze ,ilustrace“ k textu (napf.
Dnes je sluneéng den. 7).

Vyjimkou by mohlo byt, kdybych emoji pouzila uprostied véty (napf. Mdm
rida &, ¥ o @ .). Zde emoji text dopliiuji, a proto bych psala interpunkéni
znaménko az za emoji.

Problém nastava, pokud bychom emoji chtéli pridat do néjakého souvéti, te-
dy pred/za ¢arku ¢ spojku oddélujici jednotlivé véty od sebe. Mé&jme napiiklad
toto souveéti:

Jeho odpovéd mé velmi prekvapila ¢, vétSinou tak vstricny nebyvd.

Jeho odpoveéd mé velmi prekvapila, ¢ vétSinou tak vstricny nebyjvd.
Pokud bych se méla ridit tim, co jsem napsala vyse, spravnd varianta by byla
ta druhd, tedy emoji az za c¢arkou, ale pokud bych se méla rozhodovat pod-
le citu, volila bych prvni variantu, tedy emoji pred ¢arkou, protoze emoji mé
dokreslovat emoce u prvni véty souvéti.

Abychom rozhodli tento problém, je dobré si uvédomit, ze dand emoce,
¢ili nalada vychéazejici ze souvéti, byva vétsinou pro celé souvéti stejnd, proto
muzeme bez vycitek svédomi a beze zmény vyznamu i emocionalniho vyznéni
souveti presunout emoji na konec véty, az za tecku: Jeho odpovéd me velmi
prekvapila, vétsinou tak vstricny nebjvd.

ReSeni od Mgr.™M Frantiska Nouzy:

Ja se klonim k népadu, ze by emoji mohly byt dalsim typem ,;ukoncovaciho*
znaménka, jako jsou treba tecka nebo otaznik. Véta by pak mohla vypadat
treba takhle (=2

Dost mozné se vam tohle zpracovani moc nelibi. Nez si ¢lovék zvykne, véta
ukoncena emotikonou vypada trochu neukoncené. Nemam tak tiplné dtivod délat
to prave takhle, spiS dva davody nepsat emoji s teckou: pokud dam tecku pred
emoji, pfipad4 mi, Ze uz emoji nen{ souédst{ véty (coz by podle mé méla byt). (=
Spis se prilepi k vété nasledujici. No a kdyz tecku dam az za emoji, vypada to
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prosté nanic . Tecka zkratka patfi hezky na konec néjakého slova a ne az za
emoji. Kdyz bych ale mél volit mezi témito dvéma variantami, zvolil bych tecku
za emoji ). Kdyz uz nic, alespon udrzi emotikonu v ramci véty.

No, a pokud nastane situace, ve které se emoji objevi uprostied véty =,
nechal bych okolni text chovat se, jako kdyby tam nebylo. Toto feSeni se mi zd4a
konzistentni s ,,teckou po emoji“ z minulého odstavce.

Jidds; |jonas.havelka@volny.cz
odevzdavejte do odevzddvditka
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Téma 5 — Strojime matiku puntiky a Sipkami

Dil 3: Elementéarni topos podruhé

V tomto, srovnatelné kratsim, dile tématka dokonc¢ime definici elementdrniho to-
pu jakozto uplné kategorie s exponenty a klasifikatorem podobjektii. Definovavse
v minulém dile limity jako termindlni objekty kategorie kuzeli nad danym dia-
gramem, prozradili jsme, ze kategorie je uplnd, kdyZ v ni ma uplné kazdy diagram
svoji limitu. Jakmile objasnime zbylé dvé klicové vlastnosti elementarniho topu,
dojdeme konecné na misto, kde mizeme do haleluja ,strojit matiku puntiky a
Sipkami“,

Podobné jako drive, i ted pTispéji jisté vlastnosti mnozin cennou inspiraci.
Celou dobu nam bude litym sokem neexistence pojmu ,,prvku* objektu v kategorii
a zarytd tvrdosijnost teorie mnozin v neochoté se prvki vzdati. Limity jiz prispély
k jeho poréazce — pozreli jsme, ze mnozinové konstrukce jako soucin, feseni rovnic
i vzor funkce lze postavit pouzitim jen mnozin a funkci mezi nimi.

My se tomuto soku vsak hodlame nejen postavit ¢elem, ale pfimo vysmivat do
obliceje. A to tim, Ze bez jakékoli zminky o prvcich definujeme podmmnozinu. To
fakt jde?

Monomorfismy a epimorfismy

Nabitymi Smith and Wessony u boku pri poledni prestielce na divoké teorii kate-
gorii se ndm stanou proslulé a obavané monomorfismy a epimorfismy'’. Jsou to
kategorické paralely prostgch (Gi injektivnich) a surjektivnich funkci.

Pripominame, ze z definice je funkce f: A — B prostd, kdyz posila dva rizné
prvky z A na dva rtuzné prvky z B; symbolicky a1 # as = f(a1) # f(az). Ach
jo, zas ty prvky. Prvky, prvky, prvky.. Ale nebudou ndm piekazet na dlouho! My
totiz, jsouce jiz protieli a vychytrali kategorici, umime ovérit, ze je funkce prosta
pouzitim jinych funkci.

Predstavme si pro nazornost, ze mame jinou funkci g: A — B, kterd pros-
t4 neni a ,slepuje“ prvky a; a aq, ¢ili g(a1) = g(az) = b. Dosvéd¢it to mohou
bud ony prvky aj,as samotné (coZz nechceme) anebo t¥eba konstantni funkce
hi,he: C — A, které zobrazuji uplné kazdy prvek ¢ € C (za C staci brat libo-
volnou neprédzdnou mnozinu) na aj, resp. as, to jest, hi(c) = a1 a ha(c) = as
pro kazdé ¢ € C. Funkce hy a hs jsou zfejmé rozdilné, avsak g je, stejné jako
prvky a; a as, ztotoznuje, nebot zobrazuje a; i as na tyz prvek b € B. Nasli jsme
tedy funkce hy # ho, pro které ale plati, ze hyg = haog. Pro prehlednost mizeme
nakreslit obrazek.

e ¢

170Oba pojmy pochézeji z fedtiny: konkrétné ze slov mdnos, ,samotny, jediny“, epd, ,na“, a
morphé, ,podoba, tvar.
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{al} c A

=

Nakonec si vSimnéme, ze takové funkce umime najit pro jakoukoli neprostou funkci
g: A — B. My si pod nimi predstavujme konstantni funkce, které zobrazuji vse
na prvky, jez nasledné g zobrazi na jeden jediny, ale nase predstava neni pro
definici prosté funkce rozhodujici. Staci nam védét, ze takové funkce vZdy existuji.
Dulezita myslenka, jez ndm bude i pozdéji uzitecna: mezi vystupem konstantni
funkce a prvkem jeji cilové mnoziny vlastné neni z pohledu teorie mnozin zadny
rozdil.

Shriime si, co jsme vyzkoumali: funkce g: A — B neni prostd, kdyz existuji
funkce hy, ho: C — A takové, Ze hy # ha, ale hig = haog. A hle! Jasejme prevelice,
neb slovo prvek jsme neutrousili ba ani naznakem. Neni jiz tézké si rozmyslet, ze
funkce f: A — B naopak prostd je, kdyz zadné funkce hy, hy: C' — A neslepuje;
pokud tedy hy # ho, pak téz hif # hof. Dokazovat, ze tato definice prostoty
funkce je ekvivalentni té  standardni“, zde nebudeme. Zato vy ano!

Uloha 4.1 [1b]: Dokaste, e funkce f: A — B je prostd prdvé tehdy, kdyz pro
kazZdou mnozinu C a funkce hi,ho: C — A plati, Ze pokud hy # ho, pak hif #
haof.

Podotykdme, Ze slovy ,prdve tehdy, kdyZ“ vyjadrujeme ekvivalenci vyréengch
turzeni. Moznd vdam pomize pouzit posledni implikaci v obmeéné, ¢ili jako: hif =
hgf = h1 = hs.

Definice monomorfismu v libovolné kategorii A je v zésadé totozna. Rekneme,
7e Sipka a — b je monomorfismus (zkracené téz mono), kdyz pro kazdy objekt
c 4 A akazdé dvé Sipky ¢ =5 a, ¢ 25 a plat, Ze 11 % Y9 = Y10 F# Y.

Podobné jako monomorfismus je obdobou prosté funkce, epimorfismus (zkrace-
né epi) je obdobou funkce surjektivni. Tak nazgvame funkci f: A — B, vzhledem
k niz ma kazdy prvek B sviij vzor v A — pro vSechna b € B existuje a € A tako-
vé, Ze f(a) = b. Mnozinové definice surjektivni funkce neddva najevo zadnou jeji
primou spojitost s funkei prostou. Ovsem, jeji kategoridlni (a objektivné mnohem
hez¢i) definice je dokonale dudini kategorialni definici prosté funkce. To zname-
na, ze definici surjektivni funkce, resp. epimorfismu, sestrojime zkratka tim, ze
v definici funkce prosté, resp. monomorfismu, oto¢ime vsechny Sipky.

Uloha 4.2 [2b]: Definujte epimorfismus v libovolné kategorii A a dokazte, Ze v ka-
tegorii mnoZin jsou epimorfismy rovny surjektivnim funkcim. Receno tplné: do-
kazte, Ze funkce f: A — B je epimorfismus praveé tehdy, kdyz je surjektivni.
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Jelikoz monomorfismy i epimorfismy hraji v teorii kategoril vyznamnou roli,
e v ’ v , v v « . v,
vyslouzily sobé vlastni znaceni. Fakt, ze Sipka a — b je monomorfismus, znaci-

me jako a Zba fakt, ze Sipka ¢ —> d je epimorfismus, zapisujeme symbolem
¢ d.

Na zavér oddilu jesté varovani: sipka, kterd je jak mono, tak epi, neni jesté
nutné isomorfismus. Dat priklad takové Sipky je bez znalosti hlubsi teorie nemoz-
né; v kategorii mnozin jsou totiz isomorfismy presné bijektivni funkce — z definice
funkee, jez jsou prosté (tedy mono) a surjektivni (tedy epi).

Klasifikator podobjekti
S ocelovou rozhodnosti sahdme po revolverech. Nepritel je vSak rychlejsi a strili
naboj s definici podmnoziny. Pantefimi smysly se vyhybame; kulka nés le¢ Skrabe.
Sokem nam probihd zivot pred o¢ima a my se rozpominame, ze A je podmnozinou
B 7z definice tehdy, kdyz je kazdy prvek A téz prvkem B. Neblouznime vsak dlouho;
drzice revolvery jiz pevné v rukou, palime hned dvé funkce — funkci inkluse a
charakteristickou funkci.

Prvni z téchto funkci pfindsi divod definice monomorfismu. Jest-li totiz A
podmnozinou B, pak z A do B vede funkce, obvykle zvand pouze inkluse, ktera se
chova vlastné jako identita na A, tedy posila kazdy prvek a € A na ten samy prvek
a € B. Vsimnéme si, ze takova funkce je prostd (tedy mono) a muZe existovat
jediné tehdy, kdyz je A opravdu podmnozinou B, protoze zadny prvek a € A
nesmi v B chybét. Inkluse nam umoznuje ¢astecné predefinovat podmnozinu, ale
jesté ne do podoby, po které se pidime. Opraviuje nas tvrdit, ze A je podmnozinou
B, kdy7 existuje prostd funkce i: A — B s pfedpisem i(a) = a pro kazdé a € A.
Druhd ¢ast véty — ,,s predpisem i(a) = a* — stdle vyuzivd prvka mnoziny A. Co
s tim?

Vzduchem nastésti leti jesté jedna funkce, zvana charakteristickd. Je to funkce,
ktera vlastné ,,prochézi“ mnozinu B, rozhodujic u kazdého prvku, zda patii i do
podmnoZiny A. Formalné je ji funkce!'® x4: B — {ano,ne} dand predpisem

(b) = ano, kdyz b € A,
Xald) = kdyz b ¢ A.

ne,

Dveé dilezitda pozorovani:

e kazdd podmnozina A C B odpovidd pfesné jedné charakteristické funkci
Xa: B — {ano,ne};

e podmnozina A C B je wzorem prvku ano vzhledem k x4, to jest A =
X' ({ano}).

18Kazds dvouprvkovd mnozina je v principu mnozina obsahujici logickou ,,pravdu® a logickou
»lez“. Casto se pise jako {0, 1}, téz {t,f} ¢i {true, false}.




Téma 5 — Strojime matiku puntiky a Sipkami 25

Prvni z pozorovani je, doufame, zfejmé. Rtzné charakteristické funkce vybiraji
z B rizné prvky, takze definuji rizné podmnoziny. Naopak, kazdé podmnoziné
A C B vyrobime jeji charakteristickou funkci y 4 tim, Ze odpovime ano pro kazdy
prvek a € A a naopak ne pro vSechny ostatni prvky.

Bychom objasnili druhé pozorovani, pfipomenime, Ze vzorem mnoziny {ano}
vzhledem k x4 jsou pravé vsechny prvky b € B, které se zobrazi funkci x4 do
munoziny {ano} (¢ili na prvek ano); symbolicky

X' ({ano}) = {b € B | xa(b) € {ano}}.

Mnozina na pravé strané je ale presné podmnozina A C B.

Nebyt tilohy 3.4 z minulého dilu, byli bychom snad bezradni. V ni jste doka-
zali, ze vzor mnoziny vzhledem k dané funkci lze kategorickym jazykem vyjadrit
jako limitu zvanou pullback. Davame na pamét, ze pullback v kategorii A je limita
diagramu

a
la

b—c

5 3

¢ili objekt p <€ A s Sipkami p =% a a p —% b takovy, Ze

komutuje a navic, kdykoli mame objekt d «€ A s sipkami d Doy gad Xy b,
pro néjz tentyz diagram (akorat nahradime p, m,, 7, za d,d,, ) komutuje, pak
o ” 5 N
existuje presné jedna Sipka d — p splnujici 6, = dm, a dp = 07p.
Uloha 3.4 ztvrzuje, Ze diagram na obrazku 5 je pullback'®, kde f: X — Y je
libovoln4 funkce, Y’ je podmnoZina Y, i a j jsou inkluse a f’ je funkce f ziZen4
na podmnozinu f~!'Y’ C X.

fflyl £ Y/

XTY

Obréazek 5: Vzor podmnoziny jako pullback.

9Vyjadiujeme se zkrdcené. Myslime tim, ze mnozina f~1Y” spolu s funkcemi f’ a i je pullback
diagramu, ktery vznikne, kdyz tuto mnozinu a funkce odebereme z predstaveného.
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Ted néas ¢eka v diagramu na obrazku 5| zvolit ty spravné funkce a mnoziny, aby
F~YY" pro riizné volby inkluse 3 byly rizné podmnoziny B. Pamatujme, Ze chceme,
aby levy horni roh diagramu byla mnozina A. Musi tedy platit, 7e A = f~1Y".
Zéroven jsme si ale vyse rozmysleli, ze A = x ;' ({ano}), diky ¢emuz vime, co ma
byt funkce f i mnoZina Y’. Volby f = x4 a Y’ = {ano} uz jednoznacéné dokresluji
zbytek diagramu na obrazku 5. Preci, funkce x4 vede z mnoziny B do mnoziny
{ano,ne}, musime procez zvolit X = B a Y = {ano,ne}.

Vystupem predchoziho odstavce je pullback na obrazku 6, kde j(ano) = ano
a x'y je funkce x4 zUZend na podmnozinu A, ¢ili vlastné konstantn{ funkce, kterd
zobrazuje kazdy prvek a € A na ano. Pozorujme, ze funkce x4 v tomto diagramu
dokonale zavisi na inklusi . Totiz, jeho komutativita nam fika, ze x'4j = ixa.
Protoze leva strana je konstantni funkce, kterd zobrazuje celou mnozinu A na
prvek ano v mnoziné {ano,ne}, musi byt funkce x4 ta jedina funkce, kterd ,z ¢
déld konstantni funkci“, tedy ta, kterd obor hodnot funkce i (jimz je vlastné ta
mnozina A uvnitf mnoziny B) cely posild na prvek ano.

A—Xa {ano}

B —_ . {ano, ne}
Obréazek 6: Pullback definujici podmnozinu.

Posledni vétou jsme Tekli, Zze misto, abychom funkci inkluse i: A — B urdili
podle podmnoziny A, ur¢ime naopak podmnozinu A podle inkluse i: A — B,
coz je presné ten pristup, jehoz jsme potiebovali k prevodu definice podmnoziny
do teorie kategorii. Jeji kompletni znéni tedy je: A je podmnoZinou B, kdyz pro
kazdou prostou funkci i: A — B existuje pravé jedna funkce x4: B — {ano,ne}
takova, ze diagram

A—— {ano}

je pullback.

Vénujme jeden odstavec jisté formalistické blamazi: nemusi byt pravda, ze
primo mnozina A je podmnozinou B, ale ve skutecnosti je ji mnozina i(A) (tj.
obor hodnot funkce ¢) uvniti B. Mnozina A zde slouzi pouze k tomu, aby funkce
i wybrala spravny pocet prvki“ z mnoziny B. Protoze ale neni prosta funkce
vlastné nic jiného, nez prejmenovani prvki, nehodlame tuto formalni pastiku dale
rozmazavat. Opakujeme, tim definujicim predmétem je zde funkce i: A — B,
nikoli samotna mnozina A.
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Nez budeme pokracovat, uvedme priklad. Vezméme mnozinu B = {a,b,c}.
Chceme pomoci funke{ definovat podmnozinu {a,c} C B. Volme tedy za i prostou
funkei z libovolné dvouprvkové mnoziny do B, tieba i: {1,2} — B, takovou, Ze
i(1) = a a i(2) = c. Potom existuje jedind funkce x: {a,b,c} — {ano,ne} takova,
Ze

{1,2} —*— {ano}
i J
{a,b,c} — -~ {ano, ne},

kde x'(1) = x’(2) = ano a j(ano) = ano, je pullback. Pro¢ ale existuje jedina?
Inu, diky komutativité mame

ix(1) = x'5(1) = j(x'(1)) = j(ano) = ano,

takze musi platit ano = ix(1) = x(i(1)) = x(a). Podobné pro prvek 2 € {1,2}.
To nadm ale pouze zarudi, ze x(a) = x(c) = ano, ale nikoli, Ze x(b) = ne. K tomu
préavé musime pouzit definici pullbacku. Kdyby platilo x(b) = ano, pak bychom
mohli vzit nésledujici komutativni diagram

{1,2,3} —*—+ {ano}

] !

{a,b,c} — {ano, ne},

kde x(1) = x(2) = X(3) = ano a i(1) = a,i(2) = ¢,i(3) = b. Jenze, z definice pull-
backu musi existovat pravé jedna funkce f: {1,2,3} — {1,2} takovd, ze komutuje
diagram

{1,2,3}

/ s \
v ,

{a,b,c} «—"—<{1,2} —*» {ano}.

Levy trojuhelnik nicméné sanci komutovat nemé. At uz f zobrazuje 3 na 2 nebo
na 1, v obou pifpadech dostaneme, ze i(3) = b, ale fi(3) = i(f(3)) # b, protoze
f(3) je bud 1 nebo 2, ¢ili i(f(3)) je rovno a nebo ¢, ale nikdy b. Z toho plyne, ze
takovd funkce f nemuze existovat, a tedy zpétné musi platit, Ze x(b) = ne. Tim
jsme dokézali, ze funkce x: B — {ano,ne} je opravdu jedind takovd a vzorem
x!({ano}) je nase kyzena podmnozina {a,c}.
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Dvéma poslednimi kroky k zobecnéni pojmu podmnoziny ¢i podobjektu je najit
jakysi zpusob, kterak vyrobit mnoziny {ano} a {ano,ne} v kategorii, jez nemus{
mit s mnozinami nic spole¢ného. K nasemu zdaru, jednoprvkova mnozina je dosti
specidlni — jednd se totiz o termindlni objekt (objekt, do néjz vede pfesné jedna
Sipka z kazdého objektu) kategorie mnozin. To je jednoduché si rozmyslet: nejpr-
ve, viechny jednoprvkové mnoziny jsou si isomorfni (existuje mezi nimi bijekce).
Naptiklad, mezi mnoZinami {z} a {y} vede funkce, kterd zobrazuje x na y. Ta je
ziejmé prostd i surjektivni, tedy bijektivni. Proto od sebe jednoprvkové mnoziny
v kategoridlnim svété nemusime viubec rozliSovat a muzeme je vsechny souhrnné
znacit tieba symbolem 1. Z libovolné mnoziny C' jisté vede do 1 jen jedina funkce
— ta, jez posila kazdy prvek ¢ € C na ten jediny prvek mnoziny 1. Jednoprvkova
mnozina je timto vskutku termindlnim objektem, protoze je universélni a vede do
ni presné jedna funkce z kazdé mnoziny.

Diky ptredchozimu odstavei miizeme misto mnoziny {ano} vzit termindlni ob-
jekt kategorie A. Pockat, pockat.. Mozna namitate: ,Kategorie preci nemusi mit
terminalni objekt.“ Pravem tak. Obecna kategorie vskutku termindlni objekt mit
nemusi, ale uplnd kategorie méa terminalni objekt vzdy. Je tomu tak pro to, ze
— mozna trochu prekvapivé — terminalni objekt je ve skutecnosti limitou jistého
diagramu. Prijdte na to, kterého.

Uloha 4.3 [1b]: Najdéte diagram v kategorii A, jehoz limitou je termindini ob-
jekt.

Dvouprvkovd mnozina {ano,ne} uz ale pfili§ specidlni neni. VSechny dvou-
prvkové mnoziny sice jsou vzajemné isomorfni, ale limitami zadného diagramu
bohuzel nejsou, takze nemame dobry zptsob, jak takové objekty v tplnych kate-
goriich najit. Vlastné tam obecné ani nemuseji byt. Proto vyslovné pozadujme,
aby v nasi kategorii objekty chovajici se jako dvouprvkové mnoziny (tedy vlastné
mnoziny, diky kterym umime rozliSovat mezi ,ano“ a ,ne“) existovaly. Takovym
objektum se rika klasifikdatory podobjekti, pravé pro to, Ze pres né zvladneme
pouzitim charakteristickych funkei definovat néco jako podmnoziny v tplnych ka-
tegoriich.

Idea definice klasifikatoru podobjekti je v zavésu provedené diskuse docela
piimocara. Potfebujeme ve své (iplné) kategorii A s termindlnim objektem 1 < A
vlastné umeét vyrobit obrazek 6. Inklusi i: A — B z A do jeji nadmnoziny B
miizeme snadno zobecnit na monomorfismus a — b mezi objekty a,b < A.

Roli mnoziny {ano}, na kterou charakteristickd funkce x4 zobrazuje celou
mnozinu A, zde hraje termindlni objekt kategorie A, ktery oznacime 1 € A. Tu
jedinou sipku @ — 1 pak symbolem !. Zatim jsme vnukli Zivot diagramu
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Aby v8ak dospél v diagram na obrézku 6, chybi mu jedna koncetina — objekt v pra-
vém dolnim rohu. Oznacme si takovy objekt 2 4 A a rozmysleme si, co musi — ja-
kozto ,obdoba® dvouprvkové mnoziny {ano,ne} — spliiovat. Zaprvé, potiebujeme

. . n s v .
existenci monomorfismu 1 — Q, ktery je zobecnénim inkluse {ano} ~— {ano,ne}
v ptvodnim pullbacku na obrazku 6. Pubertalni versi rostouciho diagramu je

a 1
o]
b Q.

Té uz ale mnoho nechybi. Totiz, na obrazku 6 je charakteristickd funkce
Xa: B — {ano,ne} jednozna¢né uréend mnozinou A. VSechny prvky A musi
posilat na ano a vSechny prvky vné A (tedy lezici v B\ A) na ne. Na konkrétnim
prikladé néasledujicim obrazku 6 jsme zpozorovali, Ze tato podminka je ekvivalent-
ni tomu, ze diagram na témze obrazku je pullback. Musime tedy k definici objektu
Q pridat pozadavek, Ze za situace na adolescentnim diagramu vyse existuje pravé
jedna gipka b X% Q takovd, ze

|
5

je pullback. Celou pravé opodstatnénou definici klasifikatoru objektt vyrkneme
jednim dechem: at A je tplna kategorie s termindlnim objektem 1 <« A. Klasifikd-

tor podobjekti kategorie A je objekt 2 € A s monomorfismem 1 SNYo) takovy, ze

pro jakykoli monomorfismus a b existuje pravé jedna Sipka b =% Q takovd,
ze

je pullback.

Spravné bychom, soudime, méli psat x, misto x,, nebot tim ,podobjektem*
objektu b je spise monomorfismus «, vice nez objekt a, jak jsme tvrdili uz diive —
v situaci, kdy i: A »— B nenf nutné inkluse, ale jen prosta funkce (tedy monomor-
fismus), je podmnozinou B mnozina i(A), nikoli samotnd mnozina A. Nésledujici
tloha je rozvinutim této diskuse.
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Uloha 4.4 (t&zk4) [4b]: Ezistuje elegantnéjsi definice klasifikitoru podobjekti,
pres pomocnou kategorii monomorfismi. Z kategorie A mizZeme vyrobit kategorii

monomorfismu v A, znacenou Mono(A), jejimiz objekty jsou monomorfismy a Ny &

.. . @ Y . .. ..
a Sipkou mezi monomorfismy a — b a ¢ — d je dvojice Sipek a —» ¢, b =2 d
takovd, Ze diagram

QU+——0
2

je pullback.

1. Dokazte, Ze Mono(A) je opravdu kategorie. K tomu je potreba ovérit, Ze
pullback monomorfismu je monomorfismus. Tim neformdlné vyjadrujeme,
Ze je-li diagram

pullback a v je monomorfismus, pak i o je monomorfismus. Opravdu?

—> 0
E—

2. Dokazte, Ze sipka 1 NN Q, kde 1 je termindlni objekt, Q0 klasifikdtor podobjekti
a 1 libovolnyg monomorfismus, je termindlnim objektem kategorie Mono(.A).

Vétu v édsti 2 lze se $petkou nepresnosti preformulovat na ,, Klasifikdator podobjekti
je termindini objekt v Mono(A).“

Exponenty

Inkluse a charakteristicka funkce zasahly protivnika do pravé ruky a levého stehna.
Upustiv revolver neni jiz schopen st¥ilet a zpocen klesa k zemi. Zveda vsak hlavu a
v oc¢ich mu jiskii vzdor. Neni jesté porazen. Pod sombrerem skryva kapesni pusku
s mnozinou funkct.

V teorii mnozin pro kazdé dvé mnoziny A, B existuje mnozina funkci z A do
B, vétsinou znadena?’

B4 = {f| f je funkce A — B}.
V obecné kategorii ale neexistuje nic jako ,,objekt sipek mezi objekty*. Tim, ze pri

definici B4 se o prvcich B ni A vitbec nezmitiujeme, je tuto myslenku zobecnit
do teorie kategorii méné pracné.

20Dgvod pro toto znadeni je fakt, ze pocet funkci z A do B je roven presné |B|‘A|, jsou-li A
i B konecné.



Téma 5 — Strojime matiku puntiky a Sipkami 31

Kazda funkce f € B4 (neboli f: A — B) zobrazuje prvky mnoziny A na
prvky mnoziny B; existuje tedy funkce (zvand evaluacni), kterd vezme prvek
a € A a funkci f € BA a vrati prvek f(a) € B. Formélné, evalua¢ni funkce
ev: A x B4 = B je dané predpisem

ev(a, f) = f(a).

Ideu definice mnoZiny B# rozvedeme pies jistou universalni vlastnost mnoziny
B4 a funkce ev. Uvézime-li jakoukoli jinou mnozinu C a funkci g: A x C — B,
pak se mnozina C' uz ,vlastné chovd“ jako mnozina funkci z A do B, ¢ili jako
BA.

Nejprve dokonc¢ime definici exponentu a poté tuto myslenku ilustrujeme na
pifkladé. Pro dané g: A x C' — B existuje jedind funkce §: C' — B4 (v principu
funkee, kterd doslova déla z prvki ¢ € C funkce f: A — B) takova, Ze

AXBA$B

A
M axq) /
AxC
komutuje, kde funkce 14 x g je dand predpisem (14 x §)(a, ) = (a, §(c)). Proc¢ je g
jedinecna? To neni tézké nahlédnout. Preci, § musi dany prvek ¢ € C' zobrazit na

tu jedinou funkci g(c) € B4, kterd kazdyj prvek a € A zase zobrazuje na g(a, c).
Opravdu, komutativita diagramu vyse 1ika presné, ze

ev((lA X g)(a,c)) = g(a,c).

Ozna¢me funkci §(c) € B4 pro piehlednost jako g.. Pak na levé strané mame
ev(a, gc) = ge(a). Takze funkce §. musi pro dané ¢ € C a kazdé a € A splilovat
de(a) = g(a,c). Tim je pfirozené funkce g.: A — B urfend dokonale, neb jsme
definovali jeji vystup na kazdém prvku a € A.

Existence a jednoznacnost funkce 14 X g nam dava navod jak onen ,objekt
Sipek mezi objekty*, tzv. exponent, definovat v libovolné wpiné kategorii. Uplnost
zde potrebujeme proto, abychom sméli mluvit o produktech dvou objekt, nebot,
jak vime z minulého dilu, produkty jsou druhem limity.

Nyni, fekneme, Ze objekt a < A je umocnitelny ¢ exponovatelny, kdyz pro
kazdy objekt b 4 A existuje objekt znafeny b* (zvany exponent) spolu s Sipkou
a x b* =% b (zvanou evaluace) takovy, Ze pro kazdy objekt ¢ € A a kazdou sipku
a X ¢ = b existuje prdvé jedna Sipka ¢ — b®, ze
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komutuje. A je to! Tim jsme definovali exponent b v kategorii A. Kdyz takovy
objekt existuje pro kazdé dva a,b € A, fikdme, ze A md vsechny exponenty.

Na zévér prikladem vysvétlime, v jakém smyslu se prvek ¢ € C ,chovd jako
funkce A — B* vzhledem k néjaké funkci g: A x C' — B. Predstavme si situaci,
kdy A=7Z,B = Q,C = Na funkce g: ZxN — Q zobrazuje dvojici (p,q) na zlomek
p/q. V tomto pfipadé neni vlastné rozdil mezi jmenovatelem ¢ € N a funkei ,vydél
¢islo p € Z ¢islem ¢ € N, tedy funkei f,: Z — Q, danou predpisem f,(p) = p/q.
Je jasné, Ze pro kazdé ¢islo ¢ € N mame presné jednu takovou funkci f,: Z — Q.
Takze, co v tomto piikladé déla funkce §: N — Q%? Nu, bere pieci piirozené ¢islo
q a déva zpét funkci ,déleni ¢islem ¢“, tedy funkci f;, € Q%. Evalua¢ni funkce
ev: Z x Q% — Q pak pfijme dvojici (p,f,) a ¢islo p doslova vydéli éislem . Situaci
si nakresleme.

(p f ) c 7 x QZ (p:fq)'_ﬁfq(p):p/q‘
v Jq 1=

(p,q)H(pqu)T w

(p,q) €ZxN

Sombrero nonsalantné skopdvame neptiteli s hlavy a s vitézoslavnym tskleb-
kem mu hledime do tvate propadajici beznadéji. Je jen na vas, zda teorii mnozin
usetiite; my vSak timto tématkem zavirdme definici elementarniho topu — iplné
kategorie s klasifikdtorem podobjekti a vSemi exponenty. V pristim dile se jiz

41

konecné dozvite, jak se takova prapodivna véc da pouzit k ,vyrobé* matematické
logiky.

Vzorova reseni tloh 2. dilu

Uloha 3.1
Zadani:
Dokazte, ze funkce f: C — AX B z diagramu na obrdzku 17 je jednoznacné uréend.

Podrobne: je-li f:C = A x B jind funkce splijici fa = fpa a fg = fps, pak
f(e) = f(c) pro kazdé c € C.

ReSeni od Doc.™ Jany Uglickich:

Pokud funkce f neni jednoznacné urcend, pak pro aspon jedno ¢ € C plati
f(c) # f(c). Vyberu si jedno takové c a oznacim ho c;. Potom oznacim f4(c1) =
a1 a fp(c1) = b1, a proto plati pa(f(c1)) = a1,pp(f(c1)) = b1 a pa(f(er)) =
a1,pp(f(c1)) = by (protoie fa = fpa, f5 = fpp a stejné pro f). Potom ziejmé
f(c1) = (a1,b1), aby se vyhovélo prvnim dvéma rovnicim, ale také f(c;) =
(a1,b1). Obdobné pokracuji pro vSechna mozna ¢, az nutné dojdu k zavéru, ze
f a f jsou ve skuteCnosti totozné.
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Uloha 3.2
Zadani:
Dokazte, Ze v libovolné kategorii je produkt a X b objekti a,b €4 A universilni,
ezistuje-li. To jest, splnuji-li dva objekty c,d v kategorii A definici produktu a x b,
pak jsou isomorfni.

Pozor! Pro dve sipky n Ly m, n % n z rovnosti = vu obecné neplyne,
ze v = 1,. Jednoznacnost funkce v v definici produktu je k reseni ulohy nezane-
dbatelnad.

Budiz vam ku pomoci obrdzek 7.

Obrazek 7: Universalita produktu v kategorii. Pfedpokladame, Ze c i d splnuji definici
produktu a x b.

Reseni:

Podobné lze postupovat pri dikazu universality jakékoli limity, nejen produktu.
Totiz, jsou-li ¢i d produkty a x b, pak z definice existuje pravé jedna Sipka c 25 d
takova, ze v, = v, a Y, = Y0y, a téz pravé jedna Sipka d LI takova, ze §, = 07,
a (51] = (S’yb.

Potom je ale napiiklad v, = vd, = 7(674) = (76)va. OvSem, smycka c Loy ¢
je (opét z definice produktu) jedind Sipka ¢ — ¢ spliujici v, = 1c7a @ V6 = Lep-
Odtud plyne, ze v6 = 1.. Podobné ukézeme, ze §vy = 14, a tedy jsou v a ¢ svédky
isomorfismu mezi ¢ a d.

Uloha 3.3
Zadani:
Popiste ekvalizéry v teorii mnozin. Konkrétné: jsou-li XY mnozZiny, s;t: X —Y
funkce a mnozina E s funkci i: E — X jejich ekvalizér, urcete podminky, za
kterych plati x € E. Neopomente zdivodnit, Ze vdimi popsand mnozina je vskutku
ekvalizérem.

E—twX—2Y
t
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Reseni od Doc.™ Michaela Jarvise:

Lemma 1: Pro ekvalizér F s funkci i: E — X plati € E pravé tehdy, kdyz
s(i(2)) = H(i(2)).

Za¢neme s implikaci z € E = s(i(x)) = t(i(x)). Ta trividlné vychazi z toho,
ze objekt E a funkce i tvori rozdvojku funkei s,t: X — Y.

Opacnou implikaci s(i(z)) = t(i(x)) = = € E dokdzeme sporem. Méjme
ekvalizér E s funkei i: E — X a prvek z € X, ktery spliiuje s(z) = t(z), ale
neni prvkem ¢(F). Pak muzeme najit rozdvojku A = i(E)U{z} s funkei h: A —
X, h(xz) = z. Pro tuto rozdvojku ale neexistuje zadnd funkce e: A — FE, kterd
by splnila i = h, protoze z ¢ i(¢(A)) (protoze z ¢ i(F)), ale z € h(A) = A. To
je spor s definici ekvalizéru.

Méame tedy dokdzano, ze x € E & s(i(z)) = t(i(x)).

Lemma 2: Funkce ¢ je prostd (pro riznd z vychdzeji riznd i(x)).

Pouzijeme dikaz sporem. Predpoklddejme, Ze i(a) = i(b) pro a,b € E,a # b
(tj. funkce 7 neni prostd). Pak muZeme vybrat rozdvojku A = {i(a)} s funkci
h: A — X, h(z) = z. Pak existuji dvé rizné konstantni funkce €;,60: A — F
s e1(x) = a a ea(z) = b spliwjici €14 = h = €21, coz je spor s definici ekvalizéru.
Tedy, i je nutné prosta.

Nakonec je potieba dokézat, ze pokud mnozina F s funkcii: F — X spliuje
x € E < s(i(x)) = t(i(z)) a funkee i je prostd, pak je E ekvalizérem, tedy plati,
ze pro kazdou rozdvojku bude existovat préavé jedna funkce e: A — E, kterd
spliuje €t = h.

Definujme si funkci i~': X — E, pro kterou platf i ~*(i(z)) = . ProtoZe i
je prosté, je funkce i~! jednoznaéné uréend. Pak e(x) = i~ (h(x)) je téZ jedno-
znaéné uréend (také je pro viechna x € A definovand, protoZe i ! je definovand
pro vSechna x € i(E) D h(A)).

Uloha 3.4
Zadani:
At XY jsou mnoziny, [ : X — Y funkce a Y' podmnoZina Y. UvaZujme dia-
gram

f—lyl f! Y’

X—7FY

kde i : f71Y'" — X, j : Y' — Y jsou inkluse definované predpisy i(z) = x,
i) =y a f: f7YY' =Y je zkrdtka funkce f ziZend na f~1Y' C X, to jest,
f'(x) = f(x) pro viechna x € f~1Y’. Dokazte, Ze mnoZina f~1Y’ spolu s funkcemi
f" ai je pullback diagramu
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Reseni:
Potrebujeme dokazat, ze zadany diagram komutuje a Ze pro kazdou jinou mnozinu
A afunkce hy : A — Y’ hy : A — X takové, Ze zase diagram

Ay

N

komutuje, existuje pfesné jedna funkce h : A — f~1Y’, kterd zafizuje, Ze komu-
tuje

4
hz ETRNG
A\
Xy — Sy
7 f’

Prvni tikol je snadny. Pro # € f~1Y” plati, ze f'(x) = f(z) z definice funkce
/. Nezapominejme téz, ze i a j jsou inkluse, tedy vlastné identické funkce na
svych vstupnich mnozindch. Potom ale

fi(@) =j(f' (@) = f'(x) = f(x) = f(i(z)) = if (),
takze vskutku f’j = if, coz pfesné znamend, %e prvni z diagramti komutuje.
Abychom dokézali universalitu, zvolme néjakou mnozinu A s funkcemi hy: A —
Y’ a hy: A — X takovymi, Ze h1j = hof. VSimnéme si, Ze pro kazdé a € A je

hij(a) = j(hi(a)) = hi(a),

¢ili f(ha(a)) = hi(a). Funkce h: A — f~1Y’ musi spliiovat hi = ho a hf' = hy.
Ovsem, prvni z téchto rovnosti se dé prepsat pro a € A jako

ha(a) = hi(a) = i(h(a)) = h(a),

nebot i je inkluse. Zd4 se, Ze h musime definovat predpisem h(a) = ha(a) pro
kazdé a € A. Jak mame ale zaruceno, 7e ha(a) € f~1Y'? To plyne z rovnosti
f(ha(a)) = hi(a) € Y, nebot ta znamend, ze funkce f posild kazdy prvek ha(a)
do mnoziny Y’, a tedy je kazdy prvek hs(a) vzorem néjakého prvku z mnoziny
Y’. Posledni véta se zapise symbolicky jako ho(a) € f~1Y”, jak jsme chtéli.

Jiz vime, ze hi = ho. Zbyva ovérit, ze hf' = hi. Za timto Ucelem pro a € A
pocitame

BF'(@) = £'(h(@)) = F(h(a)) = F(ha(a)) = a(a),

kde druhd rovnost plyne z toho, ze f'(x) = f(x) pro kazdé = € f~1Y’ a ta tieti
z definice h. Tim jsme dokézali universalitu a jsme hotovi.
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Uloha 3.5

Zadani:
Dokazte, Ze pokud je v diagramu na obrdzku 20 objekt c terminalni, pak je pullback
tohoto diagramu isomorfni produktu a X b.
Pripomindme, Ze objekt je v kategorii termindlni, kdyz do néj vede presné jedna
sipka z kazdého objektu této kategorie.
Reseni:
At je a x b s Sipkami a X b —% a a a x b — b produktem a a b. Staéi ukdzat, ze
diagram
a
la
c

komutuje. Z universality a x b jakozto produktu pak rovnou vyplyne, ze je i pull-
backem.

Z toho, Ze c je terminalni vime, 7e existuje presné jedna Sipka a X b — c.
Ovsem, m,« i 78 jsou rovnéz Sipky a X b — ¢, takze musi platit m,a0 = 78 =7
a dany diagram opravdu komutuje.

Méjme nyni objekt = € A s Sipkami x X g ax 2% b, Zeela stejnym argu-
mentem jako v predchozim odstavci dostaneme, Ze diagram

T
Xbi
b

rovnéz komutuje. Z definice produktu a x b existuje presné jedna Sipka = a x b
takova, ze navic

Ta
—_—

S

a

X
h
b—

B

Xa
— 2% 50

«
—>»C

B

a?axb?b
a b

komutuje. To ale pfesné znamena, ze a X b je pullback diagramu
a

la

c.

Adam; kategoricketematko@gmail . com
odevzddvejte do odevzddvdtka

b—»

B
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Téma b6 — Specialni teorie relativity

Dil 4: Vlastni Cas a Ctyrvektory
V minulém dile jsme dobrali disledky Lorentzovych transformaci. V tomto dile
se budeme zabyvat geometrii prostorocasu a vektory v ném. Poté se podivame na
prostorocasové analogie klasickych dynamickych veli¢in jako napiiklad hybnost
nebo zrychleni.
Méreni vzdalenosti v prostoroCase

Ve 3. tloze 2. dilu jsme se dovédéli, jak pocitat skaldrni soucin mezi vektory
v prostorocase. Pro pfipomenuti, plati:

u-v=ulnv,

kde 7 je matice zvana Minkowského metrika a ma podobu:

1 0 0 0
o -1 0 o0
1o 0 -1 o0
0 0 0 -1

V tomto dile budeme vétsinou uvazovat jen jednu prostorovou slozku, tedy n bude

mit tvar:
|10
T=lo 1|

Uvazujme vektor spojujici dva body v prostorocase, takzvané udalosti, a ozna¢me
ho S. Jeho slozky oznacime t a x:
S = H .
x

IS|?=8S-8=1t>—2z%

Pro jeho velikost bude platit:

||S||? vétSinou znac¢ime s* nebo 72. VSimnéme si, ze s> nemusi nabyvat jen klad-

nych hodnot, jak bychom od velikosti na druhou cekali, ale mtze byt i zdporné.

Vektory s s > 0 nazyvame éasupodobné. To proto, Ze maji vétsi asovou
slozku nez slozku prostorovou. Také pro casupodobné vektory vétsinou pouzivame
znadeni 72. 7 v tomto kontextu nazyvame vlastni ¢as a odpovida casu, ktery
uplyne mezi udalostmi, pokud jsme v inercidlni referencni soustavé, ve které se
tyto udalosti staly na stejném misté. Také si mizeme vSimnout, ze 7 je nejkratsi
mozny cas, ktery mezi dvéma udalostmi muze uplynout. To je dusledkem toho,
ze ostatni ¢asy budou zdilatované, jak jsme si ukazali v predchozich dilech.

Vektory, pro které plati, Zze s = 0, nazyvame svétlupodobné. To proto, Ze
t = +x, coz popisuje drahy paprsku svétla.
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A na konec vektory s s2 < 0 nazyvame prostorupodobné, protoze maji vétsi
prostorovou slozku. Ty odpovidaji vlastni délce, tedy délce néjakého objektu,
kterou méfime v referencéni soustavé toho objektu. Tuto délku lze spocist jako
[ = v/—s2. MiZeme si vSimnout, Ze tato délka je nejvétsi moZnd, protoZe v jiné
referencni soustavé by délky podléhaly kontrakci délek.

Lorentzovy transformace podruhé

V této sekci si ukdzeme privétivéjsi zplisob, jak se koukat na Lorentzovy trans-
formace. Protoze matici 7 jsme nasli specidlné takovou, aby se skaldrni soucin
neménil s Lorentzovou transformaci, uréité se nebude ménit ani hodnota s2. Je
tedy docela prirozené zadefinovat Lorentzovy transformace jako transformace, pri
kterych se nemén{ hodnota s2.

Lze si véimnout, ze ¢isté prostorové rotace hodnotu s? také nezméni, a tedy
je také budeme nazyvat Lorentzovymi transformacemi.

Nyni se budeme zabyvat typem transformace, ktery bude ménit i slozku caso-
vou. Nejdrive ovSem udélame klicové pozorovani o kuzeloseckach. Je dobfe znamo,
Ze rovnice:

2?42 =2
popisuje kruznici o poloméru r. Transformace, které neméni hodnotu r, jsou zce-
la evidentné rotace. Abychom si takové rotace popsali, hodi se ndm umét nasi
kruznici popsat parametricky. To se klasicky délé takto:

x(t) = rcos(t),

y(t) = rsin(t).

Abychom nyni orotovali néjaky bod na kruznici, stac¢i ndm k ¢ pricist thel, o ktery
chceme rotovat.
Také vime, ze rovnice:

22—y =2,
popisuje hyperbolu. Z predchoziho prikladu vime, Ze bychom tuto hyperbolu chtéli
popsat parametricky, abychom vymysleli transformaci, kterd neméni r. To udéla-
me tplné analogicky jako u kruznice, jen misto funkei sinus a kosinus pouzijeme
jejich hyperbolické ekvivalenty:

x(t) = r cosh(t),

y(t) = rsinh(t).

Lze ukazat, ze:
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Také si vsimnéme, ze musi platit obdoba pythagorijské identity:
cosh?(t) — sinh?(t) = 1.

Jesté se nam budou hodit sou¢tové vzorce pro nase hyperbolické funkce. Za¢neme
s rovnicemi, které neni nijak tézké ovérit:

cosh(t) + sinh(t) = €,
cosh(t) — sinh(t) = e ".
Potom:
cosh(t + a) + sinh(t + a) = "% = e'e® = (cosh(t) + sinh(t)) - (cosh(a) + sinh(a)),
cosh(t+a)—sinh(t+a) = e~ 79 = ¢~te~% = (cosh(t)—sinh(t))-(cosh(a)—sinh(a)).
Sectenim a po upravé:
cosh(t 4+ a) = cosh(t) cosh(a) + sinh(¢) sinh(a),
sinh(t 4+ a) = sinh(¢) cosh(a) + cosh(t) sinh(a).

Nyni si jesté odvodime matici analogickou s matici rotace, jen bude rotovat hy-
perbolicky. Mé&jme vektor na jednotkové hyperbole parametrizovanou paramet-

rem ¢:
_|cosh(t)
"~ |sinh(¢)| "
Hleddame zobrazeni, které nam vektor posune o hyperbolicky thel a:

_ |cosh(t+a)|  [cosh(t)cosh(a) + sinh(¢) sinh(a)|
f(b) = Linh(t + a)} n [sinh(t) cosh(a) + cosh(t) sinh(a)}

_ |cosh(a) sinh(a)| [cosh(t)
" |sinh(a) cosh(a)| |sinh(¢)]|"
Vidime, ze takové zobrazeni lze reprezentovat matici:

- [t s

Cimz jsme skoncili nase pozorovani o kuzeloseckéch.
Uz vime, Ze Lorentzova transformace (v jedné ¢asové a jedné prostorové di-
menzi) jde reprezentovat matici:

A:[V 7”].
oy
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Také vime, ze pro vektor S = (¢,x) Lorentzova transformace nezméni hodnotu
52 = t2— 2. Z naseho pozorovani o kuzeloseckéach ale vime, ze hyperbolicka rotace
také nechd s nezménéné. Muzeme se tedy ptat, jaka hyperbolickd rotace odpovida
této Lorentzové transformaci:

{cosh(a) smh@)} _ [7 w] |

sinh(a) cosh(a) Yooy

Tedy:
1
cosh(a) =y = ——

V1—2’

1
a = cosh™? () .
V1—0v?

Jen ovétime, Ze sinh(a) = ~o:

sinh <cosh—1 (\/11_7» = \/cosh2 <cosh—1 (ﬁ)) —1=

\/ 1 \/11+v2 v
= —1: = =Y.
1—12 1—12 V1 — 2

V této sekci jsme si tedy dokazali, Zze Lorentzovy transformace jsou jen hyper-
bolické rotace v prostorocase. Pouzivat hyperbolické rotace je ¢asto uzitecnéjsi,
protoze je jednodussi je rozpoznat. Také se s nimi jednoduseji buduje vyssi fyzika.
Predevsim v casticové fyzice je dulezité chapat podstatu téchto transformaci, coz
je ovSéem mimo zdbér tohoto téméatka.

Dynamické veli¢iny v prostorocase
Prostorocasovou polohu jsme si uz zavedli, ale pro tplnost ji zde zacneme. Pro-
storoc¢asovou polohu budeme znacit S a je to vektor, ktery ukazuje polohu v case
a prostoru. Pokud nas zajima, jak vypada v jiné referen¢ni soustavé, pouzijeme
na néj Lorentzovu transformaci. Jeho slozky budeme oznacovat prosté ¢, x:

s [

Rychlost zavedeme obdobné jako v klasické mechanice, kde je rovna casové
derivaci polohového vektoru. V nasem pripadé se ovSem cas méni s referencni
soustavou a my bychom chtéli, aby se na prostorocasové rychlosti shodli vSichni
pozorovatelé. Uz vime, Ze ti se shodnou na vlastnim case. Zadefinujeme tedy proto
rychlost jako derivaci polohy podle vlastniho ¢asu:

_ds

U=—.
dr
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V dalsim kroce si rozepiseme vektor S jako linearni kombinaci bazovych vektort.
O téch jsme se zde jesté tolik nebavili a budeme je znacit e; pro casovy a e, pro
prostorovy.

dsS d(t )+d( ) dt+td . dac+ d

— = —(te —(rey) =ei— +t—e +e,— +x—ey.

dr — dr dr " Ydr dr ' Tdr dr "

Bazové vektory se neméni s vlastnim casem v inercidlni soustavé a tedy deriva-
ce podle néj bude 0. Déle by nas zajimala hodnota %. Cas t z Lorentzovych
transformaci zavisi na 7 vztahem:

t =n~T,

kde pozice je rovna nule, protoze vlastni ¢as se méri v soustavé, kde se poloha
neméni, jak jsme si fekli na zacatku dilu. Tedy:

it _
dT_’y.

Jesté budeme potfebovat znat ‘fl—f. Na to jen pouzijeme klasické fetizkové pravi-

dlo:
dr dx dt

& dtar

kde u, znaci klasickou rychlost ve sméru x. Dostaneme tedy:

dsS
0 = ')/Et + ’yuwex)
dr

1
U=« UJ .
Vsimnéme si, zZe i kdyz se nepohybujeme v prostoru, tak v =1 a u, = 0, tedy:

1
U_J.

Tedy v nasi soustavé se vzdy pohybujeme rychlosti svétla v ¢ase dopredu. Protoze
velikost prostorocasové rychlosti je ve vSech inercidlnich soustavach stejnd, vzdy
se pohybujeme rychlosti svétla i pro jiné pozorovatele, jen nikdy ne vici nim, ale
vici pocatku souradnicového systému.

Kdyz jsme si zavedli rychlost, je docela prirozené si jako dalsi zavést hybnost.
Tu opét zavedeme analogicky ke klasickému zavedeni a prosté vynasobime rychlost
hmotnosti:

P=mU,

P:{Vm].
VMg
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NezZ si néco fekneme k vyznamu ¢tyfhybnosti (prostorocasové vektory nazyva-
me Casto Ctyfvektory), fekneme si néco k relativistické hmotnosti. K tomu jesté
zavedeme klidovou hmotnost. To je hmotnost télesa, kterou namérime v jeho refe-
rencni soustavé. Diive se potom zavadéla relativistickda hmotnost jako m, = ymy.
Délalo se to, aby ve slozkach hybnosti slo vynechat faktor -, ovSem nebylo to tak
sikovné, jak se zdalo, a v dnesni dobé se tato konvence nepouziva. Kdyz tedy bu-
deme mluvit o hmotnosti, myslime vzdy hmotnost klidovou (a vSechny rozumné
zdroje budou myslet taky).

Zpét k ¢tyrhybnosti. VSimnéme si, ze ¢asova slozka odpovida energii, ze vzta-
hu, ktery jsme odvodili minule, a prostorova odpovidé klasické hybnosti. I ve
specialni teorii relativity plati zdkon zachovani hybnosti. To je dobré ilustrovat
na prikladu. Méjme dvé ¢astice s hmotnosti m letici proti sobé s rychlostmi u, a
—,. Celkova hybnost bude

m m 2m
gl A et T

Budeme predpokladat dokonale nepruznou srazku, tedy castice po srézce se od
sebe neodrazi. Klasicky bychom c¢ekali, ze nyni bude jejich spolecnd hmotnost
rovna 2m, ovsem ze zakona zachovani ¢tythybnosti plyne, ze bude rovna ~2m.
Tedy jejich (klidovd) hmotnost se po srazce zvysi!

Nyni se podivime na ¢tytrzrychleni. Zadefinujeme ho ve stejném duchu jako
jsme dosud zadefinovali vse, tedy jako druhou derivaci ¢tyipolohy podle vlastniho
¢asu

d’S dU d

=il

Prvné se zamétime na druhy clen:

d d
(et +uzer) = —(y)(er + uzes) +v—= (e + uses).
dr dr

(er + ) d (1) dug dt 9
—(er +uger) =v—(uz)e, = vy———e, = yaze
")/dT t z€x ’YdT z)€x = 7Y dt dro® Y QxCq,
kde a, je zrychleni ve sméru z.

Nyni se podivame na Z—Z:

dy_dydt __dy

dr  dtdr  dt

Pouzijeme definici ~:
1

Y= 1_u:2”a
d 1 1 1
— | —— | =7 -2 | ———=(—2uy) - ax = =Y uy - ay,
,ydt<\/1_u:%:> ’Y( 2> 17u23( ) T

kde - znaci skalarni soucin. P¥i nasem odvozovani musime totiz pocitat s tim, ze
Uz a a, jsou vektory a obecné budou mit 3 slozky a ne jen jednu. Kvili skalarni-
mu soucinu se na pravé strané objevilo minus navic, to je artefakt Minkowského
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metriky. Také skaldrni soucin tplné vpravo chapeme klasicky jen jako mezi pro-
storovymi vektory.
Zrychleni ma tedy tvar:

A= 774ux cag(er + ugey) + vzaxex = (f’ygux ca)U+ Yaze, =

2 _72 (uz - az)
-7 _72<um : az)ua: + Ay
Vsimnéme si, Zze prostorové slozky ¢tyrzrychleni obecné nejsou rovnobézné s kla-
sickym prostorovym zrychlenim.

KdyZ jsme si zadefinovali zrychlen{ (to je v klasické mechanice definovdno
jako zména hybnosti za ¢as, nebo také soufin hmotnosti a zrychlen{), miZeme si
zadefinovat i silu. Opét budeme postupovat klasicky:

dpP
F_ —

= — =mA.
dr mn

Zde uvazujeme, Ze se neméni hmotnost s vlastnim c¢asem, jinak druhd rovnost
neplati.
A tim jsme dokoncili dynamické veli¢iny ve specidlni teorii relativity.

Ulohy

Uloha 4.1 [2b]: Ukazte, Ze pro kaZdy casupodobny vektor existuje referencni sou-
stava, ve které md nulovou prostorovou slozku. A pro kazdy prostorupodobny vektor
zase soustava, ve které md nulovou casovou slozku.

Uloha 4.2 [4b]: Na zdkladé nové nabytych znalosti o Lorentzovych transformacich
odvodte vzorec pro relativistické sklddant rychlosti v jedné prostorové dimenzi (a
jedné casové).

Problém 4.3: Pokud meénime referencni soustavu, ctyrpozice se transformugje po-
moci Lorentzovyjch transformaci. Jak se budou transformovat ostatni vyse zavedené
veli¢iny?

Problém 4.4: Zamyslete se, co by znamenalo, Ze néco cestuje rychleji nez svétlo.
Co by ruzni pozorovatelé namerili? Mohl by takovy objekt napriklad cestovat zpét
v case?

Problém 4.5: V knize Strucnd historie casu od S. Hawkinga meli ¢tendri problém
pochopit koncept imagindrniho casu. Imagindrni c¢as je c¢as vyndsobeny imagindr-
ni jednotkou. Na zdkladé nové nabytych znalosti o Minkowského metrice zkuste
zduvodnit, proc je tato substituce vlastné velmi prirozend.

Muzete i zkusit dohledat, k cemu je dobrd.
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Regeni 2. dilu
Uloha 2.2

Zadani:
Analogickym postupem, jako jsme odvodili dilataci casu, odvodte takzvanou kon-

trakci délek, neboli jak se bude ménit metr pozorovatele v pohybu vici pozorovateli
v klidu.

Reseni od Doc.MM Martina Té&Sitele:

7 Lorentzovych transformaci vime:
rp — ’UtB
V1—102

Uvazujeme zménu délky okamziku, tak pro¢ by tento okamzik nemohl byt v ¢ase
0, aby vypadl ¢len vtp. Vyslednd rovnice vypada takto:

B
TA = ———u = zp=x4V1— 02
V1 -2 B

Délka se da vyjadrit jako rozdil prostorovych souradnic x4 a x 42, kde plati
TA1 > TA2

A —

Arg=241V1—02 —249V1 -2 = Az 1 — 02

Uloha 2.3
Zadani:
Skaldrni soucin je velmi praktickd matematickd operace a my bychom ho chiéli
pouzivat © pro Ctyrvektory (tj. vektory v prostorocase). Uplné obecné se skaldrni
soucin mezi vektory uw a v spocte jako (v maticové notaci):

wAv=1Fk,

kde matice A je symetrickd matice a k je konstanta.

Pri zméné vztainé soustavy by se nemély ménit hodnoty skaldri (pouhgch
cisel, dobrym prikladem je treba teplota télesa). Kdyz ménime vztaznou soustavu
v prostorocase, pouzivame vyse uvedené Lorentzovy transformace. Odvodte, jak
must vypadat matice A ve dvou dimenzich, jedné casové a jedné prostorové, pokud
chceme, aby vektor ukazujict jednu jednotku v case dopredu a nula v prostoru mél
velikost 1. (Skaldrni soucin vektoru se sebou samgm berte jako ctverec velikosti
tohoto vektoru.)
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Reseni od Doc.MM Michaela Jarvise:

Prvné si rychle dokédzeme jedno lemma o nasobeni matic, které pouzijeme poz-
déji, a to (AB)T = BTAT. Pojmenujme si levou stranu C' = (AB)T a pravou
D = BTAT. Pak z definice plati Cij = Yop—q kb a dij = Y1, bﬁagj =
ZZ:1 briajr. Vyslo ndm tedy c;; = d;j;, ¢imZ jsme lemma dokézali.

Nyni k samotné tloze. Chceme, aby skaldrni souc¢in u” Av = k vychizel

stejné, i pokud oba vektory u a v transformujeme Lorenzovou transformaci.
Tedy:

u’Av =k = (Au)TA(Av).
Nyni pouzijeme nase lemma:

u’Av = u"ATAAv,
A =ATAA.

) . o 1 —v _la b| g
Nyni dosadime zaA—m[v 1 aza A= b e

a b| 1 1 —vlla b 1 1 —wv
b ¢l Ji—w2|-v 1]||b ¢l /12 |-v 1]
a b 1 a—2vb+v’c  b—wva—vc+v2b
b c| 1—02|b—va—vec+v%b  c—2vb+v%a

Z toho ndm vyjdou rovnice a = 1= (a—2vb+v%c) a b = L5 (b—va—vc+v?b).

_ 1
T 1—02

b—v%b=b—va—ve+ v3b,

b (b —va — ve + vb),

20%b = va + vc,

2vb=a+c.

(Pfedpokladdme v # 0.) To dosadime do prvni rovnice:

1
a= (a — 2vb + v?c),

1— 2
1 2
a:m(a—a—c—l—v c),
1 2
a = m(_c(l_v ))7

a — —C.
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To dosadime zpét do druhé rovnice, aby nam vyslo 2vb=a+c=0= b= 0.
Vysledna matice zatim vypada takto:

Chceme, aby vektor, ktery miti 0 v prostoru a 1 dopfedu v case, mél velikost 1,
tudiz jeho vektorovy soucin sam se sebou musi byt také 1:

o 0fs 2]0) -

Tvar matice A je tedy

Radim N; radim05@post.cz
Honza T.;|jan.tregler@seznam.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka

21 Pozn. red.: Zde autor vyuzivé toho, ze matice A je symetricka.
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Vysledky 2. deadlinu

2. ¢isla a 1. deadlinu 3. disla

Témata
Po¥. | Jméno R.|2.] 2 3 4 5 6|02 2x
1.| Doc.M J. Uglickich 3 1463,6(18,3 11,3 10,0 5,5 0,0 45.1(135,3
2.| Doc.M™ M. Jarvis 3 1309,3]|17,8 12,2 85 6,0 44,5(121,1
3. | Doc.™ M. Tésitel 4 |331,7|16,4 50 85 2,5 44 36,8 |101,9
4. | Mgr.™ P, Stary 3| 80,7|17,2 1,5 11,8 30,5| 80,7
5.| Doc.™ J. Klementova | 3 |285,8|12,5 12,2 5,5 5,5 35,7| 76,0
6. | Doc.™ O. Sedlacek 4 1299,3(19,0 19,0| 66,8
7.| Doc.™ L. Ztinové 4 |12482| 3,5 6,5 10,0 20,0| 65,0
8. | Dr.M™ M. Ambros 2 1170,5(13,8 13.8| 59,8
9. | Mgr.™ A. Trnkova 4| 850(20 6,0 5,8 13,8| 57,1
10. | Mgr.™ F. Nouza 3| 57,9 81 8,0 16,1| 53,9
11. | Dr.™M L. Votrubové 4 1146,9(17,0 50 88 30,8| 51,3
12. | Dr.™M D. Kaiika 3 1188,7/10,0 49 14,9 44,1
13. | Be.™ M. Pustkové 4 | 43,8 43,8
14. | Dr.™M K. Kuéerova 79(115,9 (11,2 3,0 14,2| 43,3
15. | Be.MM A. Gauchet 3| 41,6 7.5 3,0 110,5| 41,6
16. | Be."M B. Salajové 3| 399/(11,1 25 48 1,1 19,5| 39,9
17. | Dr.™ M. Urbanova 2 11485 2,0 2,0| 39,8
18. | Doc.™ P. Simovéa 4 1221,3] 4,0 1,4 1,0 6,4| 38,9
19. | Be.™ S. Ozanovéd 3| 37,6/ 6,0 3,0 9,0| 37,6
20. | Mgr.™ J. Jedlicka 31 96,7| 2,1 2,1 35,5
21. | Mgr.™ R. Petit 4| 71,7116,6 16,6 | 34,7
22.| Bc.™ N. Jochov4 2| 33135 14,2 17,7| 33,1
23.|Bc.M™ V. Sitra 3| 32,0| 5,7 88 14,5| 32,0
24. | Be.™ S Simeckovs 3| 31,8/59 30 1,0 9,9 31,8
25.| Doc.M™ O. Neveril 31239,1| 35 3,0 0,5 7,0 29,7
26. | Be."™M P. Bartak 1| 45,4| 6,0 50 2,0 2,5 15,5| 25,0
27.| Be.™ K. Bouchalova | Z9| 20,4 3,5 3,5] 204
28. | Mgr.™ K. Maxera 4| 50,8 1,5 1,5] 19,3
29. | Mgr.™ V. Kuéera 3| 68,8 5,3 53| 18,2
30. | P. Bélusové, 3| 17,5 17,5
31.| B. Samkové 1] 154 2,2 2,2| 154
32. | Mgr.™ A. Bako¢ 4| 97,3] 6,0 6,0 14,9
33.| M. Jureckova 3| 13,7] 7,9 79| 13,7
34.| F. Dvoidk 2| 13,3 13,3
35. | Mgr."™ M. Rybecky 3| 73,2 10,8
36. | R. Zeleny 4| 14,2 10,4
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Témata
Po¥. | Jméno R. 21| 2 3 4 5 6 0|2 2a
37. | Mgr.™ J. Kadlec 4| 57,6 10,3
38. | Mgr.™ J. Léwenhoffer | 4 | 97,6 4,5 45| 1,7
39. | Mgr.™ M. Styskala 4| 69,6 7,1
40. | Mgr.™ V. Vybiral 3| 586 6,7
41.]J. Fiserova 2| 65|65 6,5 6,5
42.1S. Swaczyna 79 6,0| 6,0 6,0 6,0
43. | M. Kramesova 4 5,4 5,4
44. | R. Michélkova 3 5,1 5,1
45.-47.|S. Zubsk 1| 50 5,0
L. Koma 1| 5,0]30 3,0 50
T. Matéjkové 41 50 5,0
48. | J. Kaplicky 3| 4,7 4,7
49. | M. Stépan 4 3,0 3,0
50.-51. | M. Tésitel Z1| 2,5 2,5
M. Ambrosové 791 10,3 2,5 2,5 2,5
52. | Be.MM K. Ceska 4| 28,7 1,5

Sloupecek >, je soucet vSech bodu ziskanych v nasem semindfi, ), je soucet
bodi v téchto deadlinech a ), soucet vsech bodl v tomto ro¢niku. Sloupec O
symbolizuje Ostatni, obvykle prispévky za clanky. Tituly uvedené v predchozim
textu slouzi pouze pro ucely M&M.

Casopis M&M je zastfeen Matematicko-fyzikalni fakultou Univerzity Karlovy. S ob-
sahem casopisu je mozné naklddat dle licence CC BY 4.0. Autory text jsou, neni-li
uvedeno jinak, organizatori M&M. Realizace projektu byla podporena Ministerstvem
skolstvi, mlddeze a télovychovy. Pokud si ¢asopis neprejete dale dostavat v tisténé po-
dobé, zruste si prosim jeho odbér v nastaveni svého uctu na webu.

Kontakty: }‘4

M&M, OPMK, MFF UK E-mail: mam@matfyz.cz
Ke Karlovu 3 Web: mam.matfyz.cz l

121 16 Praha 2 FB: casopis.MaM
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