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Uvnitf najdete nékolik témat a s nimi souvisejicich Gloh. Zamyslete se nad nimi a poslete
nadm sva feSeni. My vadm je opravime a ta nejzajimavéjsi z nich otiskneme. Nejlepsi feSitele
zveme na podzim a na jare na soustfedéni.
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Mili fesitelé,

s koncem skolniho roku prichazi zavér 30. ro¢niku Koresponden¢éniho semindre
M&M. Léto klepe na dvere a s nim i posledni ¢islo naseho casopisu. Uz v ném
nenajdete zadna nova zadani, ale cekaji na vas vzorova feSeni tloh z minulého
¢isla tématek Lean, Termodynamika a FlatFox#. Lean navic prinasi i zavéreény
dil vénujici se formalni verifikaci programu. Uzavira se i tématko Hex, kde vam ko-
nec¢né prozradime, ze kterého ¢lanku tématko vychazelo. A aby toho nebylo mélo,
miizete si precist vydareny resitelsky ¢lanek Mérna tepelna kapacita hlinikového
véalecku od Dr.MM Radima Novika.

R4di bychom vam vSem podékovali za 1cast v letosnim roéniku a za vsechny
skvélé clanky a resSeni, které jste nam poslali. Nejvice bodu nakonec ziskala
Doc.M Jana Uglickich, a stava se tak vitézem tohoto roéniku. Moc gratulujeme!
Nejlepsim ¢lankem roc¢niku byl vybran ¢lanek Problém klikujiciho hrace vyzvy,
jehoz autor Mgr.MM Jachym Loéwenhoffer tak vyhrava dort. Také gratulujeme!
A ostatni vyzyvame, feste nas seminar dal!

Pro ty z vés, ktefi uz se nemohou dockat dalsich matematickych, fyzikalnich
a informatickych vyzev, mame dobrou zpravu: na nasich strankach uz je k dispo-
zici prvni ¢islo nového, 31. roéniku, plné novych témétek a zadéni.

A neZ se uplné rozlouéime, mame na vas jesté jednu prosbu. Pomozte ndm
zlepsovat nas seminar dél a vénujte chvilku vyplnéni ankety o uplynulém roc¢niku:
https://forms.office.com/e/uXW8B1DJhC

Prejeme vam krasné 1éto plné odpocinku, dobrodruzstvi, nebo treba hrani
Hexu. Uzijte si volné dny a téSime se na vas v novém roc¢niku!

Vasi organizdtori

Anketa:

[=]
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https://forms.office.com/e/uXW8B1DJhC

;
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Téma 1 — Termodynamika

Vzorova reseni tloh 5. ¢isla

Nize vam piinasime feseni Uloh 5.1, 5.2 a Problému 5.3 od Doc.M™ Martina Té-
Sitele a také feseni Ulohy 5.4 od Doc.MM Jany Uglickich.

Uloha 5.1
Zadéani:

Mdame systém 4 nerozlisitelnych cdstic s takovou energit, kterd staci k prechodu tri
z nich na vyssi energetickou hladinu (coZ je popis makrostavu). Kolik mikrostavi
se navenek projevi jako temto makrostav se tremi excitovanymi cdasticemi? Jak se
tato uloha zméni, kdyZ bude mit systém /4 cdstic energii jen pro excitaci dvou,
ctyr, nula nebo jedné cdstice? Cdstice jsou bosony, mize se jich nachdzet na jedné
hladiné vice najednou.

ResSeni od Doc.™ Martina Té&sitele:

Pocet mikrostavii v makrostavu se d4 popsat vzorcem:

n!

K(kmn) = m,

kde n je pocet vSech ¢astic a k pocet vSech excitovanych ¢éstic. Vzorec

n!

je vzorec urcujici pocet variaci bez opakovani a s rozlisenim jednotlivych castic.
Ziskané cislo je proto potifeba vydélit poctem permutaci excitovanych castic,
coz nam dava vyse zminény vzorec.
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Z tohoto vzorce vyplyva, ze pocet mikrostavi pro k excitovanych ¢astic ze
CtyT je popisovan touto tabulkou:

Pocet mikrostavu
1

k
0
1
2
3
4

— RO

Vime, Ze tyto vypocty nejsou uplné Spatné, protoze soucet vsech mikrostavu
odpovida tomu v teméatku.

Uloha 5.2
ZadAani:
Uvazugjte stejné podminky pro 4 izolované castice jako v predchozi iloze. Dokazte,
Ze pocet mikrostavi je stejny pro nula a C¢tyri excitované cdstice (vyuZijte k tomu
vypocty z predchozi ulohy). Najdéte makrostavy, které lze popsat nejuétsim poctem
mikrostavii.

ResSeni od Doc.™ Martina Té&Sitele:

Ze vzorce pro K(k,n) plyne vypocet:

n! n!
(n—k‘l)'kl' B (n—k‘g)'k‘g'
4! 4!
(4—4)!-4 (4-0)-0!
4! 4!

1.4 4.1
0=0,

ktery je diukazem toho, Ze pro nula a Ctyri excitované castice je pocet mik-
rostava stejny. Nejvétsi pocet mikrostavi ma makrostav, jehoz k je nejblize
n/2, coz je pro tento pripad k = 2. Tomu odpovidé i tabulka vSech makrostavi
a mikrostavii pro ¢tyfi ¢astice z Ulohy 5.1.

Problém 5.3
Zadani:

Dokazte, Ze tato symetrie poctu mikrostavi v systému se 2 energetickymi hladi-
nami nezdvisi na poctu céastic. Napovéda: Zamyslete se nad ulohou obecné pro N
castic a sepiste si, jak byste spocetli pocet realizaci jednoho makrostavu, kde je k
castic excitovano. Plati, Ze k < N.



Téma 1 — Termodynamika 5

ReSeni od Doc.™M Martina Té&Sitele:
Vychazejme z analogie s mincemi. Hodim-li k-krat pannu, musel jsem hodit
i (N —k)-krét orla. Pocet mikrostavi v jednom makrostavu je (pro tuto analogii)
definovén jako pocet zpiisobi, kterymi lze uspotrddat excitované ¢dstice (panny
nebo orly, je jedno, kterd strana mince bude reprezentovat jaky stav) v systému
o N casticich.

Predstavme si, Ze jsem hodil vSemi mincemi a padla mi k-krat panna. Tim
padem mi musel padnout (N — k)-kréat orel. Reknéme, Ze nyni bude excitovanou
¢astici reprezentovat panna. Kdyz tedy hodim k-krat pannu, mém presné (]Z )
zpusobu, jak padlé panny usporadat. Ale co kdyz si v tomto pripadé vyberu jako
reprezentanta excitovaného stavu orla? Potom méam presné ( N]X k) zpusobu, jak
padlé orly usporadat. A protoze jsou panna a orel jako reprezentanti stavi
zaménitelni (je jedno, jestli je reprezentant excitovaného stavu panna, nebo
orel), je pocet mikrostavii pro makrostavy o k a N — k excitovanych ¢asticich
stejny pro jakykoli pocet ¢astic.

Formdélnéji:
N\ N!
k) (N —Fk)!-k

N N
(N—k)l- K k- (N—k)

(]ID B (Nji /c)

Hezké grafické znazornéni symetrie ndm poslal Frantisek Nouza, ktery vykreslil
pocty mikrostavi pro jednotlivé makrostavy pro systémy se 7-10 c¢asticemi. Pro
zéjemce i priklddame odkaz na Geogebnﬂ kde navic posunul maxima nad sebe
pro lepsi znédzornéni symetrie.

L

—_—7 —8 ——9 —10

Obrazek 1: Pocty mikrostavi pro makrostavy 7—10 c¢astic od F. Nouzy

Thttps://www.geogebra.org/m/s22fwz2m


https://www.geogebra.org/m/s22fwz2m
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Uloha 5.4

Zadani:

Systém A obsahuje 10 cdstic a 3 energetické hladiny, systém B obsahuje 10 cdstic
a 2 energetické hladiny. Porovnejte hodnotu entropie téchto dvou systému. Cdstice
jsou opet bosony, mize se jich nachdzet na jedné hladiné vice najednou.

Reseni od Doc.™M Jany Uglickich:

Sa=k-lnw =k-In3'° ~ 10,99k
Sp =k -Inwy =k-In2'° ~ 6,93k

Entropie systému A je tedy vétsi o 4,06k, coz je pEiblizné 5,6 - 10723 JK .

vvvvv

nou tepelnou kapacitu hlinikového valecku — najdete jej na strané

Pdja, Helca a Pavel; termodynamika@ledoian.cz
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Téma 2 — Programovani a dokazovani v Leanu

Dil 6: Formalni verifikace pro programatory

Posledni tii dily byly dosti matematické. Nyni si ukdzeme néco méalo z formalni
verifikace, kterd by mohla oslovit programétory.

Dobéhne to viibec nékdy?
Mozn4 si vzpominate, jak jsme v prvnim dile definovali ciferny soucet

partial def ciferny_soucet (a : Nat) : Nat :=
if a < 10

then a

else (a % 10) + ciferny_soucet (a / 10)

a Ackermannovu funkei?l

partial def ackermann : Nat — Nat — Nat

| 0 , n => n+1

| m¥1, 0 => ackermann m 1

| m+1, n+1l => ackermann m (ackermann (m+1) n)

a fikali vam, at si s tim klicovym slovem partial neldmete hlavu. Klicové slovo
partial znamend ,neslibuju, ze dojdu k néjaké hodnoté*.

Lean se snazi byt velmi bezpecny programovaci jazyk, a tak, neni-li dano ji-
nak, u kazdé funkce zarucuje, ze nékdy dobéhne (kdyby tomu tak nebylo, mohli
bychom dokonce nékdy ,dokdzat“ nepravdivé matematické véty). Kdyz piSeme
rekurzivni funkce, vétsinou spadaji pod néktery ze specialnich pripadu, pro které
Lean umi automaticky dokazat terminaci. Obcas napiseme funkci, kterad tu vlast-
nost, ze vzdy dobéhne (neboli terminuje), m4, ale Lean to neprozie sim od sebeE]
V takovém pripadé musime Leanu néjak pomoct. Pojdme se podivat znovu na
nas ciferny soucet, ale tentokrat zkusme zarucit terminaci:

def ciferny_soucet’ (a : Nat) : Nat :=
if a < 10
then a
else (a % 10) + ciferny_soucet’ (a / 10)
decreasing_by

simp_wf

sorry

?https://cs.wikipedia.org/wiki/Ackermannova_funkce
3pozndmka pro velmi pokro¢ilé étenafe: To, ze Halting problem https://cs.wikipedia.org/
wiki/Halting_problem je nerozhodnutelny, plati i pro funkciondlni programovaci jazyky.


https://cs.wikipedia.org/wiki/Ackermannova_funkce
https://cs.wikipedia.org/wiki/Halting_problem
https://cs.wikipedia.org/wiki/Halting_problem
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Kéamen trazu je, ze Lean nevi, zea / 10 < a plati p¥i vSech rekurzivnich voldnich.
Leanu by kuptikladu pomohlo tict:

have : a / 10 + a / 10 < a

Zbytek by uz linarith obstarala sama. Snazsi nez dokazovat tvrzeni vyse je vsak
najit v knihovné dikaz tohoto (silngjsitho) tvrzeni:

have : a / 10 * 10 < a
e exact Nat.div_mul le_self a 10

Cela deklarace, kterd se zkompiluje bez chyby, vypada takto:

def ciferny_soucet’ (a : Nat) : Nat :=
if a < 10
then a
else (a % 10) + ciferny_soucet’ (a / 10)
decreasing_by
simp_wf
have : a / 10 * 10 < a
e exact Nat.div_mul le_self a 10
linarith

Problém s Ackermannovou funkei je odlisného razu. Zde nejde o to, ze by Lean
nevédél, pro¢ urcitd kvantita klesd; problém je v tom, ze Lean ani nevi, kterd
kvantita by klesat méla. Reseni je zde prekvapivé snadné:

def ackermann’ : Nat — Nat — Nat
| 0 , n => n+1
| m¥1, 0 => ackermann’ m 1

| m+1, n+1l => ackermann’ m (ackermann’ (m+1) n)
termination_by
ackermann’ m n => (m, n)

Zde tvrdime, ze usporddand dvojice (m, n) postupné klesd (lexikograficky). Ptate
se, pro¢ je to pravda? Podivejme se spolu na vSechna rekurzivni volani, ktera tu
nastavaji:

Aktudlni vstup Rekurzivni volani Zduvodnéni

ackermann’ (m+1) O ackermann’ m 1 klesl prvni argument
ackermann’ (m+1) (n+1) | ackermann’ (m+1) n | prvni argument zistal
stejny a druhy klesl
ackermann’ (m+1) (n+1) | ackermann’ m k klesl prvni argument;
k je tu libovolné ¢islo,
casto krutoprisné velké

Vsechna tato pozorovani udélal Lean automaticky, takze ta decreasing_by cast
tu neni potreba.
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Déla ta funkce to, co chci?
Mozn4 si vzpominate, jak jsme v druhém dile naprogramovali obraceni seznamu:

def obrat {T : Type} : List T — List T
[ [1] => []
| hlava :: telo => obrat telo ++ [hlaval

Pak jsme uvedli, Zze obraceni seznamu lze naprogramovat zptisobem, ktery je tézsi
na pochopeni, ale rychlejsi na vykonani pocitacem:

def obrat_rychl {T : Type} (pripoj : List T) : List T — List T
I [] => pripoj
| hlava :: telo => obrat_rychl (hlava :: pripoj) telo

def obrat_rychle {T : Type} (seznam : List T) : List T :=
obrat_rychl [] seznam

Empiricky jsme si ovérili, ze obrat_rychle dava stejné vysledky jako obrat, ale
dikaz jsme samoziejmé nepredlozili. To nas ¢ekd dnes! A bude to dobré cviceni,
protoze mnohé z vas tehdy matlo, pro¢ viibec obrat_rychle funguje. Chceme ted
dokézat néco takového:

theorem obrat_rychle_vs_obrat {T : Type} (1 : List T)
obrat_rychle 1 = obrat 1 := by
sorry

Leanovstéjsi je to vsak vyjadrit jako rovnost funkei:

theorem obrat_rychle_eq_obrat {T : Type} :
Qobrat_rychle T = Qobrat T := by
sorry

Napsat obrat_rychle = obrat bohuzel nestac¢i, protoze bez pritomnosti explicit-
niho argumentu Lean nevi, jak obsadit implicitni typovy argument. To je cena za
to, Ze jsme naprogramovali funkci pro obrat jakéhokoliv seznamu, ne jen seznamu
naptiklad celych cisel.

Premyslejme o tom v klidu tak, ze dokazujeme obrat_rychle = obrat neboli
vétuV 1 : List T, obrat_rychle 1 = obrat 1. Zkuste si:

theorem obrat_rychle_eq_obrat {T : Type}
Q@obrat_rychle T = Qobrat T := by
extl 1
unfold obrat_rychle
sorry

Prvni krok hodi 1 do kontextu; cil je obrat_rychle 1 = obrat 1 po tomto kroce.
Druhy krok rozbali vnéjsi definici, kterd slouzi jen ke snaz$imu voldni funkce,
a oCima ted vidime, co budeme ve skutecnosti muset dokazat:

F obrat_rychl [] 1 = obrat 1
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Odoldme nutkani mechanicky pokracovat unfold obrat_rychl (zkuste si, co by
se stalo). Ponévadz je funkce obrat_rychl definovdna indukeci na druhém argu-
mentu, mélo by byt prirozené, ze i dikaz provedeme indukci. Inu, prvni napad
bude vypadat néjak takhle:

theorem obrat_rychle_eq_obrat {T : Type} :

Q@obrat_rychle T = Qobrat T := by

extl 1

unfold obrat_rychle

induction 1 with

| nil => rfl

| cons a z ih =>
sorry

Pii pohledu na cil obrat_rychl [] (a :: z) = obrat (a :: z) nas napadne
unfold obrat_rychl obrat (ted uZ se vi, ktery pattern kazd4 definice matchne)
a nasledny cil obrat_rychl [a] z = obrat z ++ [a] néas naplni hiejivym po-
citem. Nabizi se pouzit induk¢ni predpoklad zprava doleva:

theorem obrat_rychle_eq_obrat {T : Type} :

Q@obrat_rychle T = Qobrat T := by

extl 1

unfold obrat_rychle

induction 1 with

| nil => rfl

| cons a z ih =>
unfold obrat_rychl obrat
rw [+ih]
sorry

Umime dokazat vznikly cil?
F obrat_rychl [a] z = obrat_rychl [] z ++ [a]

Hmmm. Ta rovnost plati, to né Ze ne! Ale umime ji dokdzat? Ummm. Asi by bylo
trapné, kdybychom neuméli! Takze, jaky je dalsi krok? Nikdo se tu nehlasi. Tak
se podivejme, co mame v Supliku. Mzeme udélat indukci na z. To je koneckonci
jediny seznam v soucasném kontextu.
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theorem obrat_rychle_eq_obrat {T : Type} :
Qobrat_rychle T = Qobrat T := by
extl 1
unfold obrat_rychle
induction 1 with
| nil => rfl
| cons a z iha =>
unfold obrat_rychl obrat
rw [<iha]
induction z with
| nil => rfl
| cons b w ihb =>
unfold obrat_rychl
sorry
Ujistime se, ze novy cil obrat_rychl [b, a] w = obrat_rychl [b] w ++ [al
urcité plati, ale protoze iha ani ihb nevypadaji, ze by sly okamzité pouzit v cili,

pokracujeme tim jedinym, co mame na jazyku — indukci na w. Prokfupeme prsty
a jedem!

theorem obrat_rychle_eq_obrat {T : Type} :
Q@obrat_rychle T = Qobrat T := by
extl 1
unfold obrat_rychle
induction 1 with
| nil => rfl
| cons a z iha =>
unfold obrat_rychl obrat
rw [<iha]
induction z with
| nil => rfl
| cons b w ihb =>
unfold obrat_rychl
induction w with
| nil => rfl
| cons ¢ v ihc =>
unfold obrat_rychl
sorry

Novy cil obrat_rychl [c, b, al] v = obrat_rychl [c, b] v ++ [a] vypada,
ze opét plati, ale lokalni kontext opét vypada, ze ndm moc nepomuze v jeho
dikazu. Chece se vim nékomu napsat dalsi indukci? Asi ne. Citime se tu jako
krecek v koleE-]7 ¢i spise jako Sisyfo:ﬂ jehoz balvan se navic stava tézsim a tézsim

“https://dictionary.cambridge.org/dictionary/english/hamster-wheel
Shttps://cs.wikipedia.org/wiki/Sisyfovsk%C3%A1l_prC3%Alce


https://dictionary.cambridge.org/dictionary/english/hamster-wheel
https://cs.wikipedia.org/wiki/Sisyfovsk%C3%A1_pr%C3%A1ce

12

po kazdém skouleni na zem.

V cCem je tedy kamen trazu? S kazdym krokem se ndAm méni nejen druhy argu-
ment (zkracuje se o prvni symbol), ale zarovenl prvni argument (ten se prodluzuje)!
Radsi se vratme na zacatek:

theorem obrat_rychle_eq_obrat {T : Type} :
Qobrat_rychle T = Qobrat T := by
extl 1
unfold obrat_rychle

Cil obrat_rychl [] 1 = obrat 1 Ize také chapat jako obrat_rychl [] 1 =
obrat 1 + []. Dukaz si usnadnime tim, Ze dokdzZeme néco silnéjsiho! Napadd
vas néjaké uzitecné zobecnéni tohoto tvrzeni? Prazdny seznam je specialni pripad
seznamu. Vyslovime tedy lemma:

lemma obrat_rychl_vs_obrat {T : Type} (x y : List T)
obrat_rychl x y = obrat y ++ x := by
sorry

To by snad mohlo platit! Nez se vrhneme na dikaz lemmatu, bleskové si ovérime,
ze 7z néj plyne kyzena véta:

theorem obrat_rychle_eq_obrat {T : Type} :
Qobrat_rychle T = Qobrat T := by
extl 1
convert obrat_rychl_vs_obrat [] 1
simp

Za x jsme dosadili [] a za y jsme dosadili 1.

Zbyva dokazat to lemma. Zkusenosti z minulého dilu, zejména pokud jste Tesili
poslednf dlohu, ndm radi, Ze to médme umlétit indukei (taky jak jinak — kdyz jsme
se nakonec pouziti indukce vyhnuli v dikazu véty, bude patrné potieba ji pouzit
tady). Zacavse

lemma obrat_rychl_vs_obrat {T : Type} (x y : List T)
obrat_rychl x y = obrat y ++ x := by
induction y with
| nil => rfl
| cons d 1 ih =>
sorry

se vSak dostaneme do podobnych problémi jako minule. Pokud misto toho pouzi-
jeme induction x with, tak se nedostaneme viibec nikam. Potfebovali bychom
indukci, kterd nenechéva ani jeden z argumenti na misté. Jak to ale udélat? Neni
potieba novy indukéni princip; lze to poskladat z néstroju, které uz zname.
Méjme na paméti, ze kazda indukce musi nékdy dojit k bazickému piipadu
(neboli zékladu indukee). Sttedobodem ditkazu tedy musi byt indukce na y, nebot
tento argument se zkracuje, kdyz mé obrat_rychl rekurzivni volani. Potiebujeme



Téma 2 — Programovani a dokazovani v Leanu 13

vsak umoznit, aby se x mohlo pri indukénim kroku prodluzovat. Jak by vsak slo
néco takového udélat? Treba tak, Ze povolime, aby x bylo jakékoliv!

Asi si fikate, co to je za blbost, vzdyt x neni konstanta. Pfi volani lemmatu
obrat_rychl_vs_obrat mizeme za x dosadit cokoliv! Inu, pf¥i voldni mizeme.
Problém je, ze v okamziku, kdy y mdme v kontextu (coz tady médme hned od
hlavni dvojtecky), je hodnota x jiz zafixovdna. My bychom ale potiebovali, aby
v okamziku, kdy zndme y (nebo aspon vime, jak je dlouhé), bylo x stdle jesté
kvantifikovano. A kdyZ nam tuhle véc tactic méd nedal, tak mu ji prosté vnutime
sami! NapiSeme pfesné takové pomocné tvrzeni (pro kazdé x’ na misté x a pro
dané y z kontextu) a hned si ovéfime, ze lemma z pomocného tvrzeni vyplyva
dosazenim x z kontextu:

lemma obrat_rychl_vs_obrat {T : Type} (x y : List T)
obrat_rychl x y = obrat y ++ x := by
have pom : V x’ : List T, obrat_rychl x’ y = obrat y ++ x’
e sorry
exact pom x

A ted prichdzi hlavni podivana vecera! Zavolame taktiku induction diive nez
intro, prestoze nas cil za¢ina univerzalnim kvantifikatorem. Vypada to takhle:

lemma obrat_rychl_vs_obrat {T : Type} (x y : List T)
obrat_rychl x y = obrat y ++ x := by
have pom : V x’ : List T, obrat_rychl x’ y = obrat y ++ x’
e induction y with
| nil =>
intro x’
sorry
| cons d 1 ih =>
intro x’
sorry
exact pom x
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Timto jsme odlozili ,konkretizaci® seznamu x’ o ,jeden krok“ pozdéji. A to
je presné to, co nam staci k tomu, aby indukce vedla tam, kam chceme! Kdyz to
napiseme schematicky, ptivodné jsme byli nuceni dokazat

vV, Px1l—=>Pxy)
kdezto nyni dokazujeme
~Vzx,Px1l) - (Vx, Pxy)

kde y jed :: 1 a kde P x y vyjadfuje (obrat_rychl x y = obrat y ++ x).
Kdyz si zapremyslime o rozdilech mezi uvedenymi tvrzenimi, shledame, ze to prvni
tvrzeni (do jehoz diikazu nés taktika induction tlacila defaultné) je silnéjsi, ale to
druhé tvrzeni ndm staci! Indukéni schéma, které tu implementujeme, lze vyjadrit
takto:

(W x : List T, P x [1) A
“Wd:T,V1:List T, ((Wx, Px1l) - Vx,Px(@:: 1)) —
(Vx : List T, Vy : List T, P x y)

Hlavni struktura diikazu je timto zvolena; pojdme dofesit chybéjici casti:

lemma obrat_rychl_vs_obrat {T : Type} (x y : List T)
obrat_rychl x y = obrat y ++ x := by
have pom : V x’ : List T, obrat_rychl x’ y = obrat y ++ x’
e induction y with
| nil =>
intro x’
rfl
| cons d 1 ih =>
intro x’
unfold obrat_rychl obrat
rw [ih]
exact List.append_cons (obrat 1) d x’
exact pom x

Predposledni fadek dikazu byl nalezen pomoci library_search. Na predcha-
zejicim fadku mtzeme vidét, zZe si taktika rw automaticky domyslela argument;
pri explicitnim podani by prepsani cile pomoci indukéniho predpokladu vypadalo
takto:

rw [ih (d :: x’)]

Zverifikovali jsme, Ze funkce obrat a obrat_rychle délaji to samé!

Jesté nez se rozloucime, zkusme ten ditkkaz spolecéné zjednodusit nebo spis
zkratit (Casto se tomu 1ika ,codegolf“, nebo jen ,golf“, které lze pouzit i jako
sloveso — napt: ,,I golfed your proof to three lines.“).

Miuzeme si vS§imnout, ze fadek deklarujici pom vypada dost genericky — pouze
opakujeme znéni lemmatu s provedenim zobecnéni, které jsme si podrobné vy-
svétlili. Takovy trik neni ojedinély, a proto existuje varianta taktiky induction
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umoznujici specifikovat, které termy, jez se jiz vyskytuji v kontextu, chceme zobec-
nit. Napisi se za slovo generalizing vlozené pred with a, je-li jich vice, oddéluji
se jen mezerou. Tato varianta indukce nas zprosti od nutnosti vyslovit pomocné
tvrzeni i od dikazu, ze cil je specidlnim pfipadem tohoto zobecnéného tvrzeni.
Dukaz pak vypada takhle:

lemma obrat_rychl_vs_obrat {T : Type} (x y : List T)

obrat_rychl x y = obrat y ++ x := by

induction y generalizing x with

| nil =>
rfl

| cons d 1 ih =>
unfold obrat_rychl obrat
rw [ih]
exact List.append_cons (obrat 1) d x

Taktika simp pro zjednodusovani vyrazi toho dokaze hodné udélat za nas. Zde
muZeme pomoci simp vytesit bazicky krok i indukéni krok (musime vsak explicitné
uvést, které definice mé simp rozbalovat):

lemma obrat_rychl_vs_obrat {T : Type} (x y : List T)
obrat_rychl x y = obrat y ++ x := by
induction y generalizing x with
| nil => rfl
| cons d 1 ih => simp [obrat_rychl, obrat, ih]

Vzapéti, mame-li ddbelskou naladu, mizeme vyuzit i toho, ze existuje jedno volani
jedné taktiky, které ve stejném znéni Tesi bazicky i indukéni krok:

simp_all [obrat_rychl, obrat]

To nam umozni pouzit syntax <;> s vyznamem , vSechny vzniklé cile vyres takto.
A nakonec i diikaz hlavni véty lze zkratit taktikou simp. Kdyz provedeme vsechna
uvedena ,zgolfeni“, vypada tplné cely diukaz takto:

lemma obrat_rychl_vs_obrat {T : Type} (x y : List T)
obrat_rychl x y = obrat y ++ x := by
induction y generalizing x <;> simp_all [obrat_rychl, obrat]

theorem obrat_rychle_eq_obrat {T : Type}
Q@obrat_rychle T = Qobrat T := by
simp [obrat_rychle, obrat_rychl_vs_obrat]

Mechanické ¢asti dukazu jsou omezeny na Uiplné minimum; pouze ¢asti kédu vy-
zadujici kreativni mysleni zustdvaji napsané.

A kdyZz uz mame tuhle krdsnou vétu, miuzeme si jako zékusek pridat jeden
elegantni duasledek posledni tlohy:
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theorem obrat_rychle_obrat_rychle {T : Type} (1 : List T)
obrat_rychle (obrat_rychle 1) = 1 := by
rw [obrat_rychle_eq_obrat, obrat_obrat]

Kam dal?

v v

Protoze je to posledni dil, nenajdete tu jiz zadné tlohy. Uvadime tu vSak pro vés
nékolik odkazi na stranky s dalSimi materidly.

Hlavni internetové férum vénované Leanu: https://leanprover.zulipchat.com/
Discord server pro uzivatele Leanu: https://discord.gg/WZ9bs9UCvx

Pokud jste jesté nehrali Natural Number Game, zahrajte si ji ted (a to ob-
zvlasté, pokud jste ignorovali posledni dva dily tématka — NNG je skvély zpu-
sob, jak se naudit matematickou indukei v Leanu témér bez predchozich znalosti):
https://adam.math.hhu.de/ (jsou tam také dalsi Lean hry)

Functional Programming in Lean (elektronickd kniha):
https://leanprover.github.io/functional_programming_in_lean/
Mathematics in Lean (elektronickd kniha):
https://leanprover-community.github.io/mathematics_in_lean/

ot

Regeni dloh z 5. dilu
Zadani:
Dokazte (s vyuzitim cehokoliv, co jsme v témdtku probrali):
def prvnich_n_krychli_sestupne : N — List N
o =10
| n+1 => n~3 :: prvnich_n_krychli_sestupne n

def prvnich_n_krychli : N — List N :=
obrat o prvnich_n_krychli_sestupne

theorem soucet_prvnich_n_krychli (n : N)
soucet (prvnich_n_krychli n) = ((n-1) = 2 *n ~ 2) / 4 := by
sorry

Priklad:

P P P P . . 52'62
P +13 42433+ 42 4+5°=04+14+8+27+64+ 125 =225 =
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Reseni:

Protoze se od¢itani a déleni chova na prirozenych Cislech osklive, je klicové najit
lemma, které tyto operace nemé ve svém znéni, dokazat ho indukci a pak z néj
odvodit zadanou vétu. A vyhnout se v té induktivni ¢asti funkci obrat je také
vyhodné. Zkusme na to jit takhle:

lemma soucet_prvnich_n_krychli_sestupne (m : N)
soucet (prvnich_n_krychli_sestupne m.succ) * 4 =
(m = 2 * m.succ ~ 2) := by
sorry

Planem je dosaditm := n - 1 arovnici vydélit ¢tyrkou. Ted se déleni bude chovat
spravné, protoze nase vyrazy jsou celoCiselné nasobky ¢tyf. Nez se pustime na
dikaz lemmatu, pojdme si ovérit, ze zadana véta z néj opravdu plyne:

theorem soucet_prvnich_n_krychli (n : N)
soucet (prvnich_n_krychli n) = ((n-1) = 2 *n ~ 2) / 4 := by
cases n with
| zero => decide
| succ m => sorry

Protoze minus jednicka neni prirozené ¢islo, musime ji oSetfit samostatné. Ostatné
ptipad n = 0 stejné nedava moc smysl. Neni to soucet 0°3 jako v pripadé m = 0
v lemmatu vyse, nybrz soucet pres prazdnou mnozinu. Takovy cil pochopitelné
obsahuje pouze konstanty, takze decide je samozrejmou volbou. Cil pro ostatni
hodnoty je nésledujici:

I soucet (prvnich_n_krychli m.succ) =
(m.succ - 1) ~ 2 * m.succ = 2 / 4

Nésleduji dva kroky, které nas zbavi obraceni seznamu:

dsimp [prvnich_n_krychli]
rw [obrat_zachovava_soucet]

Vyuzivame tu lemma z minulého dilu. Cil ted vypad4 takto:

I soucet (prvnich_n_krychli_sestupne m.succ) =
(m.succ - 1) = 2 * m.succ ~ 2 / 4

To vypadé skoro pfesné na to, abychom soucet_prvnich_n_krychli_sestupne
aplikovali zprava doleva (nemdme tu vynasobeni ¢tyfkou, takze zleva doprava
aplikovat nelze). Kratkd pifprava a provedeme ten kli¢ovy prepis:

convert_to
soucet (prvnich_n_krychli_sestupne m.succ) =
m”~ 2 *m.succ -~ 2/ 4

rw [¢-soucet_prvnich_n_krychli_sestupne m]
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Cil nyni je:

F soucet (prvnich_n_krychli_sestupne m.succ) =
(soucet (prvnich_n_krychli_sestupne m.succ) * 4) / 4

Vypada to, ze jsme skoro doma! NapiSeme simp a cil je splnén.
Zbyva dokazat lemma soucet_prvnich_n_krychli_sestupne. Zacatek toho
dtkazu ted jiz nikoho neprekvapi:

lemma soucet_prvnich_n_krychli_sestupne (m : N)
soucet (prvnich_n_krychli_sestupne m.succ) * 4 =
(m = 2 * m.succ ~ 2) := by
induction m with
| zero => decide
| succ n ih => sorry

Cil v indukénim kroku vypadé takto:

I soucet (prvnich_n_krychli_sestupne n.succ.succ) * 4 =
n.succ - 2 * n.succ.succ ~ 2

Nyni bychom chtéli rozbalit jednu vrstvu definic, ale unfold i dsimp nam dévaji
divné vysledky. Proto specifikujeme rucné, jak ma vysledek rozbaleni vypadat:

convert_to
((n+1) = 3 + soucet (prvnich_n_krychli_sestupne (n+1))) * 4 =
(nt1) = 2 % (n+2) = 2

Indukéni predpoklad vypadé takto:

ih : soucet (prvnich_n_krychli_sestupne n.succ) * 4 =
n - 2 * n.succ = 2

Vidime, ze je potieba roznasobit zavorku nalevo:

convert_to
(n+1) = 3 * 4 + soucet (prvnich_n_krychli_sestupne (n+1)) * 4 =
(n+1) = 2 * (n+2) ~ 2
Pomocny cil splnime pomoci ring a koneéné muzeme pomoci rw [ih] pouzit
indukéni predpoklad. Dojde k prepisu druhého sc¢itance a cil ted vypada takto:

F@+1) " 3*%x4+n"2x*xn.succ "~ 2=(@+1) ~2x*x (n+2) ~2

Nyni se ndm nelibi, Ze je napsano n.succ v cili, ktery obsahuje vyraz (n + 1).
Sjednotime to:

convert_to
(n+1) "3 x4 +n~ 2% (n+1) ~ 2 =
(n+1) -~ 2 *x (n+2) ~ 2

Taktika ring za nds ovéri, ze rovnost plati. Hotovo!
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U tlohy této obtiznosti je obvyklé, Ze v prubéhu feseni zajdeme do nékolika
slepych ulicek, ze kterych se rizné dlouho vymotavame. Dukaz, ktery je tady
predstaven, taktéz nebyl napsan na prvni pokus bez dotyku klavesy backspace.

Nedélejte si tézkou hlavu z toho, pokud vas dukaz mé nékolik stovek radki.
Predstaveny dikaz je vysledek nékolika iteraci zjednodusovani, pficemz jsme se
ve vsech fazich vyvoje omezovali na znalosti, které byly predané v Casopise.

U formalnich diikazti neni nutné, aby byly napsany hezky. Clovék bude &ist
vétsinou jen to tvrzeni; dikaz ma byt ¢itelny pro pocitac. Pro vés, ¢tendre, jsme
vsak dikaz zkraslili. Cely dikaz vypadé takto:

lemma soucet_prvnich_n_krychli_sestupne (m : N)
soucet (prvnich_n_krychli_sestupne m.succ) * 4 =
(m = 2 * m.succ ~ 2) := by
induction m with
| zero => decide
| succ n ih =>
convert_to
((n+1) = 3 + soucet (prvnich_n_krychli_sestupne (n+1))) * 4 =
(n+1) = 2 * (n+2) ~ 2
convert_to
(n+1) = 3 * 4 + soucet (prvnich_n_krychli_sestupne (n+1)) * 4 =
(n+1) = 2 * (n+2) ~ 2
e ring
rw [ih]
convert_to
(nt1) "3 *x 4 +n "~ 2% (n+tl) - 2 =
(n+1) = 2 *x (n+2) ~ 2
ring

theorem soucet_prvnich_n_krychli (n : N)
soucet (prvnich_n_krychli n) = ((n-1) = 2 *n =~ 2) / 4 := by
cases n with
| zero => decide
| succ m =>
dsimp [prvnich_n_krychli]
rw [obrat_zachovava_soucet]
convert_to
soucet (prvnich_n_krychli_sestupne m.succ) =
m~2 * m.succ”2 / 4
rw [¢<soucet_prvnich_n_krychli_sestupne m]
simp
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Zadani:
Dokazte, Ze kdyz dvakrdt obrdtime seznam, dostaneme puvodni seznam.

Reseni:
Tuhle dlohu §lo vytesit dost kratkym kédem:
lemma obrat_pripoj {T : Type} (x : List T) (a : T)
obrat (x ++ [a]) = a :: obrat x := by
induction x with
| nil => rfl
| cons d 1 ih => simp [obrat, ih]

theorem obrat_obrat {T : Type} (x : List T)
obrat (obrat x) = x := by
induction x with
| nil => rfl
| cons d 1 ih => simp [obrat, ih, obrat_pripojl

Taktika simp udélala vétSinu prace za nas. Na spravné lemma jsme samoziejmé
museli pfijit sami (coz tady bylo docela snadné).
Martin Dvordk; martin.dvorak@matfyz.cz
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Téma 3 — Hex

V tomto téméatku inspirovaném c¢lankem |Infinite Hez is a dmuﬂ ktery napsali
Joel D. Hamkins a Davide Leonessi, jsme dokazali nékolik zajimavych poznatki
o hre Hex, vymysleli a zanalyzovali spoustu zajimavych modifikaci a nasli vitézné
strategie na konkrétnich hracich plochach. Nakonec jsme se dostali i k tomu, ze
vetsi hraci plochy mtzeme poskladat z mensich, u kterych uz vitéznou strategii
zname.

Doufame, Ze se vam tématko libilo a ze si tfeba ted, o prazdninach, Hex s né-
kym zahrajete. Krasné 1éto preji

Bétka,; betka.n@centrum.cz
Jidds; jonas.havelka@volny.cz

Téma 5 — FlatFox#
Regeni 2. dilu

Vzhledem k tomu, Ze vétsina doslych feseni byla velmi podobna, uvddime autorska
reseni:

Uloha 5.1

Zadani:

Meéjme meésto o 100 domech, v nich bydli dy, ..., dyoo obyvatel. Chtéli bychom na-
jit podmmnoZzinu domi majici dohromady presné N obyvatel (nebo ukdzat, Ze tam
takovd neni). K tomu pouZijeme program, ktery soucet obyvatel kazdé z 21°° pod-
mnozin domi porovnd s cislem N. Jakd je asymptotickd casovd sloZitost tohoto
programu (vzhledem k velikosti N )? (Uvazujme, Ze scitani a porovndvdni jakgch-
koliv ¢isel nam trvd konstantni cas.)

Porovnejte vysledek se zjisténim, Ze tento program prozkoumd

2190 > 1,000 000 000 000 000 000 000 000 000 000

rizngjch podmnozin, tedy pobéZi (na dnesnich pocitacich) urcité déle, nez jak stary
je vesmir.

Reseni:
Vzhledem k tomu, ze pro vSechna N probéhne program tplné stejné, nezavisi jeho
Casova slozitost na N, tedy je konstantni, tj. O(1).

Vsimnéte si, Ze prestoze ma program konstantni casovou slozitost, je prakticky
absolutné nepouzitelny. Tudiz v praxi je potfeba divat se i na konstanty a nejen
na asymptotickou slozitost.

Shttps://arxiv.org/pdf/2201.06475.pdf
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Uloha 5.2

Zadani:

Jakou (asymptotickou) casovou sloZitost md ukdzané teSeni pruni podilohy 4.1
(mazdni registru)?

Reseni:

Lisak probéhne r-krat okolo lesa, pricemz kazdy obéh mu trva konstantni pocet
kroku (10, posledni cyklus je pak pouze 7 kroki), a poté udéld jeden krok do cile.
Tudiz ¢asova slozitost feseni je O(10r — 2) = O(r).

Uloha 5.3

ZadAani:
Jakou (asymptotickou) casovou sloZitost md ukdzané tesent posledni podilohy 4.1
(zjistovdni, zda je &islo zdporné)?

Zkuste si TeSent pustit (https: // flatfox. moznabude. cz/#MTul. ffs|), po-
divat se, kterymi cykly liska béhd. Pravdépodobné nejtézsi bude zjistit, kolikrdt
(v zdvislosti na r) témito cykly liska probéhne.

Reseni:

Reseni sestava ze dvou cyklil, mezi kterymi se prepind tam a zpéatky. Pii podrob-
néjsim prozkoumani zjistime, ze cykly zajistuji, aby se Cerveny registr vratil zpét
na svoji hodnotu a pak se ¢erveny registr bud snizi nebo zvysi (zdlez{ na tom,
jestli jsme v hornim nebo dolnim cyklu) o 1, 2, 3, ... Ve chvili, kdy narazime
na 0 v ¢erveném registru, konc¢ime. To bude tehdy, kdyz snizime/zvysime Cer-
veny registr o |r|, tedy oba cykly spustime |r|-krdt. Po kazdém spustén{ probéhne
liska cyklem maximélné 2|r|-krat (vraceni ¢erveného registru na pivodni hodnotu
a jeho zmensSeni{/zvétSen{ maximdlné o |r|) a kazdy cyklus mé konstantné mnoho
krokti. Tedy asymptotickd ¢asova slozitost je O(|r|?).

Uloha 5.4

Zadani:
Najdéte rychlejsi reseni zdpornosti a urcete jeho casovou sloZitost.

Reseni:
Jednim fesenim (se kterym vSak nikdo nepriSel) je nezmensovat/nezvétSovat cer-
veny registr pouze o 1 oproti jeho predchozimu minimu/maximu (,nejit o 1 dal,
nez jsme byli naposledy“), ale zmensovat/zvétsovat ho vzdy o 1, 2, 3, ... vic (,jit
01,2,3,...d4al“). To znamen4, Ze na 0 narazime uz po \/m cyklech (az na kon-
stantu), nebot po n spusténich cyklu jsme se pokusili zmensit/zvétsit registr uz
0l14+243+...+n= % > ”72 Tedy méme ¢asovou slozitost O(|7]-+/]r]).
Jesté rychlejsi je vSak feSeni, které vzdy provede dvojndsobné (oproti minu-
lému) zvétSeni/zmenseni Cerveného registru. To znamend, Ze na nulu natrefi uz
pti logy(|r|) provedeni cykli, nebot pii n-tém spusténi cyklu snizime/zvysime
Cerveny registr o 2". Tedy O(|r| - log|r|) je jisté Casova slozitost tohoto FeSeni.
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Ale my muzeme provést jesté lepsi odhad. V n-tém spusténi cyklu provedeme (aZ
na konstanty) 2" krokt, tudiZ pocet kroka, které provedeme do n-tého spustén{
(véetné) bude 1 +2+4+8+...+2" =2-2" — 1. A jelikoz na nulu narazime
tehdy, kdyz bude 2™ poprvé vétsi nez |r|, tak 2™ je pii poslednim spusténi cyklu
aZ na konstantu rovné |r|, tudiz pocet kroktu je O(|r|).

Uloha 5.5

Zadani:

Spojitd verze posledni podilohy 4.1: Predstavte si nekonecni rovny plot, ve kterém
je prave jedna dira ve vzddlenosti D od mista, kde stojite. Vy ale nezndte ani D,
ani smér, ktergm dira je. Jak byste takovou diru hledali a jakd je (asymptotickd,
tj. v O notaci, a v zdvislosti na D) usld vzddlenost? (Cim pomaleji poroste funkce
odhadugjict tuto vzddlenost, tim vice bodi dostanete.)

Reseni:

Uloha byla zafazena spiSe jako jiny pohled na predchozi tlohu. Tedy stadi Fict, e
feSeni je stejné jako pri hledani, zda je ¢islo zdporné. Zajimava tato tiloha zacne
byt az, kdyz bychom hledali nejlepsi konstantu, tedy pomér mezi uslou vzdalenosti
a vzdalenosti diry. Ale do toho nebudeme zabihat.

Uloha 5.6

Zadani:

Pro¢ nemize program na pocitani druhé mocniny (pouzivajici pouze @+-">u<#)
bezet rychleji nez v O(r?)?

Reseni:

Jediné, co je k této tuloze potreba, jsou pozorovani, Ze neumime registr zménit
o vice nez 1 a zdroven potiebujeme zvysit registr s vysledkem alespori na n2.
TudiZ potfebujeme alespon n? kroki.

Problém 4.7

Zadani:

Naprogramugte dalsi zajimavé programy. Nabizi se napriklad naleznéte n-té (nebo
ovérte, zda ¢islo je): prvocislo, Fibonacciho ¢islo, dokonalé éislo, stastné ¢islo.
Reseni:

Poté, co Doc.MM Jana Uglickich naprogramovala program ovéiujici prvoéiselnost
¢isla (#JUp7.ffsl), naucila nasi lisku také hledat n-té prvocislo: #JUprv.ffs'.
Nacez, inspirovana napadem Dr.MV Lucie Ziinové, napsala program, ktery dosti
rychlym zptisobem ovéruje, zda je ¢islo druhd mocnina celého éislaﬂ #JU2.ffsf.

TPro zpiehlednéni piSeme misto https://flatfox.moznabude.cz/#nazevsouboru.ffs pouze
#nazevsouboru.ffs. V elektronické verzi jsou nazvy soubort prokliknutelné. Dékujeme za po-
chopeni.

"Dokumentaci k programu ovéfujicimu, zda je ¢slo druhd mocnina, si mizZete predist na:
https://flatfox.moznabude.cz/JU2.pdf


https://flatfox.moznabude.cz/#JUp7.ffs
https://flatfox.moznabude.cz/#JUprv.ffs
https://flatfox.moznabude.cz/#JU2.ffs
https://flatfox.moznabude.cz/JU2.pdf
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Mgr.MM Miroslav Styskala zase spojil své znalosti kombinatoriky a FlatFox#,
¢imz ziskal praktické programky na vypocet permutaci, kombinaci a variaci:

« permutace bez opakovani (aneb faktoridl): #MS1.££s[ (¢ervena vstup, zelend
vystup);

« variace bez opakovani (aneb n!/(n — k)!): #MS2.ffs/ (Cervend n, zelend k,
modré vystup);

o variace s opakovanim (aneb n¥): #MS3.ffs! (Gervend n, zelend k, modra
vystup);

« kombinace bez opakovéni (aneb (})): #MS4.f£s[ (Cervend n, zelend k, modra
vystup)

« kombinace s opakovdnim (aneb ("H]j*l)): #MS5.£fst (Gervend n, zelend k,

modré vystup)

o permutace 3 prvku s opakovanim (aneb (ki + ko + k3)!/(k1! - k2! - k3!)):
#MS6.ffs| (Cervend, zelend a modrd ki az ks, fialovd vystup).

Dil treti: Rozlouceni

Vyzkouseli jsme si programovani v netradiénim programovacim jazyce (lisdk Riki
Fidici se piikazy posklddanymi do dvojrozmérného lesa), ktery ndm pak umoznil
jednoduse provadét ¢asovou analyzu (jako pocet kroku lisdka), které se zadny
student informatiky nevyhne.

Realné programovaci jazyky maji o mnoho slozitéjsi sadu ptrikazt a funkci, pro
programaétora je vsak dulezitéjsi umét si rozmyslet, jak problém fesit, implemen-
tace v konkrétnim programovacim jazyce uz je jen implementacni detail.

Ted uz vSak vypnéme pocita¢ a pojdme se koupat ¢i si jinak uzivat 1éta.

Jidds; |jonas .havelka@volny.cz

TPro zptehlednéni piseme misto https://flatfox.moznabude.cz/#nazevsouboru.ffs pouze
#nazevsouboru.ffs. V elektronické verzi jsou nazvy soubortu prokliknutelné. Dékujeme za po-
chopeni.


https://flatfox.moznabude.cz/#MS1.ffs
https://flatfox.moznabude.cz/#MS2.ffs
https://flatfox.moznabude.cz/#MS3.ffs
https://flatfox.moznabude.cz/#MS4.ffs
https://flatfox.moznabude.cz/#MS5.ffs
https://flatfox.moznabude.cz/#MS6.ffs
mailto:jonas.havelka@volny.cz
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Mérna tepelna kapacita hlinikového valecku 6b
Dr.™M Radim Nowvdk

Teoreticka cast
Kalorimetricka rovnice

Jsou-li dvé télesa s rtiznou teplotou v kontaktu, dochéazi k tepelné vyméné. Pokud
jsou v izolované soustave, tak plati zakon zachovani energie. Chceme-li vyjadrit
teplo odevzdané ¢i prijaté, pouzijeme vzorec

Q =myci(t —t1),

kde m; je hmotnost télesa, c; je jeho mérna tepelnd kapacita, t; jeho pocatecni
teplota a t je koncova teplota. Pokud téleso teplo prijima, je teplo kladné, a pokud
teplo odevzdéava, je teplo zaporné. Pro dvé télesa pak dostaneme rovnici

mlcl(t — tl) = m262(t2 — t),

kde leva strana predstavuje studenéjsi téleso a prava téleso teplejsi. Na pravé
strané mame vyraz (t2 — t), kde jsou prohozend ,técka“ — je to proto, aby obé
strany rovnice vychdazely kladné a rovnice platilaﬁ Obecné do rovnice muzeme
pridavat takovy pocet ¢lent, jaky mé nase soustava.
Néekdy potfebujeme znat tepelnou kapacitu urcitého objektu. Tu dostaneme
nasledujicim vztahem:
Ci =mic,

kde my je hmotnost télesa a ¢y je jeho mérna tepelnd kapacita.
Kalorimetr

Kalorimetr se pouziva k méreni tepelnych kapacit téles. Na to ovSsem potiebujeme
znat tepelnou kapacitu kalorimetru. Pokud zndme mérnou tepelnou kapacitu ka-
paliny (vét$inou vody), muzeme tepelnou kapacitu kalorimetru spocitat podle

vztahu:
clml(tl — t) (1)
t—t,

kde indexem 1 oznacujeme kapalinu, indexem k kalorimetr a ¢ je koncova tep-
lota.

Cy =

8Pozn. redakce: Prohozeni nastéva kvili tomu, Ze u jednoho télesa poéitdme teplo odevzdané,
zatimco u druhého teplo prijaté.
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Obrazek 2: Kalorimetr

Vysledky méreni
Kalorimetr

Nejdfive jsme zmérili tepelnou kapacitu kalorimetru Cy tak, ze jsme do néj nalili
vodu o teploté 76,6 °C a hmotnosti 249,6 g a ¢ekali, az se teplota ustali. Poc¢ate¢ni
teplotu kalorimetru jsme namérili 23,5 °C. Pak ze vztahu vyslo:

Cp=49440,1JK L

Hlinikovy vélegek

Do kalorimetru vlozime hlinikovy valec¢ek o hmotnosti 42g a zalijeme horkou
vodou o teploté 73,2 °C. Kalorimetr i vale¢ek maji poc¢atecni teplotu 23,5°C. Po
ustdleni méla soustava teplotu 69,3 °C. Hodnoty naméiené i spoctené jen dosadime
do rovnice popisujici nasi soustavu:

clml(tl - t) = Cgmg(t - tQ) + Ck(t - tk)7

kde indexem k oznacujeme kalorimetr, indexem 1 vodu a indexem 2 hlinikovy
valecek. Po dosazeni vyslo:

co =941,6 £0,1 kg 1K~L.
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Diskuze vysledka

Namérensd hodnota se od tabulkové lisf asi o 50J-kg7'K~!. To mfize byt zpiiso-
beno nedokonale izolovanou soustavou, konkrétné tnikem tepla. Rovnice pocita
s izolovanou soustavou a proto to vypadd, ze si valecek hliniku bere tepla vic
nez ve skutecnosti. V kalorimetru byla neucpand dira pro teplomér, kterou tep-
lomér zcela neutésnil. Jesté je problém v pocatecni teploté kalorimetru v druhé
casti. Horkou vodu jsme vylili a kalorimetr zchladili pod proudem studené vody,
nasledné jsme pockali, az se teplota kalorimetru ustali, ale neznali jsme presnou
teplotu kalorimetru, jen pribliznou pokojovou teplotu.

Zavér
Zmérili jsme tepelnou kapacitu kalorimetru a mérnou tepelnou kapacitu hliniku:
Cp=494+0,1JK!
co =941,6 £0,1Jkg 1K1,

Vysledek se neshoduje s tabulkovou hodnotou.

Seznam pouzité literatury

MIKULCAK, Jifi. Matematické, fyzikélni a chemické tabulky a vzorce pro stiedni
skoly. Praha: Prometheus, 2003. ISBN 80-7196-264-3
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Vysledkova listina 2. deadlinu 4. Cisla a obou deadlind 5. Cisla

Témata
Po¥. | Jméno R[>, 1 2 3 4 5|02 2
1. | Doc.™ J. Uglickich 2 1328,3] 6,0 14,0 3,5 10,5 34,0 165,5
2. | Doc.M™ M. Té&sitel 3 12298| 7,0 8,0 76 7.4 |6,0(36,0]144,3
3.|Dr.M L. Ztnova 3 1183,2| 5,0 6,6 04 1,0 13,0 (120,9
4. | Dr.™ M. Ambros 1 (110,7(10,0 2,0 99 7,0 28,9 110,7
5. | Mgr.M B. Vosshlova | 4 | 94,4 94,4
6. | Doc.™ O. Nevéril 2 12094 4,0 76 82 19,8| 87,5
7. | Mgr.™ M. Drexlerova | 4 | 86,1 86,1
8. | Mgr.MM A. Bako¢ 3| 824 37,0 37,0| 82,4
9. | Doc.™ A. Zsk 4 1236,7 3,0 29,9 32,9| 82,3
10. | Mgr.™ M. Kadlec 2| 84,6 5,5 11,8 11,5 28,8| 77,1
11. | Mgr.™ L. Votrubova | 3 | 95,6| 6,0 2,0 7,5 15,5| 70,9
12. | Doc.™ J. Klementové | 2 |209,8| 2,0 9,8 11,8| 70,4
13. | Doc.M Q. Sedlacek 3 1232,5 5,0 5,0 66,0
14. | Dr."™ R. Novak 4 1169,5 65,3
15. | Mgr.™ K. Kucerova | 78| 72,6 64,1
16. | Mgr.™ J. Jedlicka 2 | 61,2] 6,0 7,0 13,0| 61,2
17. | Mgr.MM M. Styskala 3| 625 6,0 6,0 56,5
18. [ Be.M J. Kadlec 3| 47,3] 5,5 17,0 225| 47,3
19. | Dr.MM M. Urbanova 1(108,7| 5,5 55| 44,4
20. | Dr.M K. Plchova 4 11056 | 5,0 4,6 9,6| 44,2
21. | Doc.™ V. Tichy 4 |353,3 43,0
22.| Dr.MM v Bartskova 4 1102,6| 6,0 4,0 10,0 42,3
23. | Mgr.™ A. Stard, 3| 89,3 41,9
24. | Dr.™ M. Jarvis 2 |188,2 8,5 85| 384
25.-26. | Be.MM 0. Hrabé 4| 31,5 31,5
Mgr.™™ M. Pull 4| 85,1 31,5
27.| Be.M A. Bihun 4| 29,2 29,2
28. | Bc.MM E. Sabol 4| 28,7 28,7
29. | Be.™ K. Maxera 3| 31,5 28,5
30. | Be.M™ A. Trnkové 3| 27,9 19,0 8,9 27,9| 27,9
31.-32. | Be.™M T. Pazourek 2| 275 27,5
Dr."™ D. Kaiika 2 |144,6 13,0 13,0 27,5
33.|Be.M J. Kogka 4| 273 27.3
34. | Be.M K. Cesks 3] 27,2 27,2
35. | Mgr.™ M. Ulumbekov | 2 | 88,1 26,4
36. | Be.™M K. Vomelov4 4 | 31,7 24,5
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Témata
Por. | Jméno R. 271 1 2 3 4 5 Zo 21
37. | Mgr.™ M. Rybecky 2| 62,435 4,0 7,5 21,2
38.-39. | Bc.™M P. Bartak 79| 20,4 20,4
Mgr.™ J. Léowenhéffer | 3 | 89,9 20,4
40. | Mgr.™ M. Jursova 4| 51,5 19,8
41.| V. Sklenar 4| 185 18,5
42.| M. Skypala 3] 175 17,5
43. | Mgr.™ V. Kuéera 2 | 50,6 17,0
44. | Dr.™ O. Popovsky 4 1104,2 16,5
45. | Be.™™ L. Poljakové 4| 41,6 14,7
46. | L. Trojan 4] 14,0 14,0
47. | A. Weberova 4 | 11,6 11,6
48. | Dr.™ V. Mensikova 2 |140,1 11,3
49. | Mgr.™ V. Vybiral 2| 51,9 1,5 1,5 95
50. | Dr.M J. Tregler 4 |116,3 9,4
51. | A. Styskala 4| 13,9 8,4
52. | M. Ambrosova 78 7,8 7,8
53. | A. Migel 1| 73 7,3
54. | L. Sirové 2 5,9 5,9
55.-56. | Be.MM V. Verner 3| 48,9 4,0
F. Nouza 2| 40|40 40 4,0
57. | R. Zeleny 31 38 3,8
58.-59. | L. Trochova 1| 30 3,0
Be.™ R. Petit 3| 37,0 3,0
60. | Be."™ K. Mensikova 1] 249 1,9
61. | S. Teodorovic¢ova 3 8,1 1,0

Sloupecek 2_1 je soucet vSech bodu ziskanych v nasem seminéfi, Zo je soucet bodu

v téchto deadlinech a 21 soucet vSech bodu v tomto ro¢niku. Sloupec O symbolizuje

Ostatni, obvykle body za c¢lanky. Tituly uvedené v predchozim textu slouzi pouze pro
ucely M&M.
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Vysledkova listina 30. ro¢niku
Cislo
Por. | Jméno R. Z_l 1 2 3 4 5 21
1.|Doc.MM  J. Uglickich 2 1328,3(45,1 24,1 32,3 42,0 22,0|165,5
2. |Doc.MM M. Tésitel 3 1229,8(21,5 37,3 29,5 32,6 23,4|144,3
3.|Dr.MM L. Zanova 3 1183,2(24,0 31,0 22,0 38,9 5,0 |120,9
4.|Dr.MM M. Ambros 1 |110,7(25,7 25,1 17,0 27,9 15,0|110,7
5.|Mgr.MM B. Vosshlova | 4 | 94,4]32,6 36,1 20,0 5,7 94,4
6. | Doc.MM 0. Nevéril 2 1209,4(18,9 24,8 8,0 23,6 12,2 87,5
7. Mgr.MM M. Drexlerova | 4 | 86,1[22,9 37,5 19,0 6,7 86,1
8. |Mgr.MM A Bakoé 3| 82,4|14,4 16,0 15,0 28,5 85 | 824
9. |Doc.MM A Zak 4 236,7/21,5 24,4 3,5 245 84 | 82,3
10. | Mgr.MM M. Kadlec 2 | 84,6(13,5 34,8 23,3 55| 77,1
11. |[Mgr.™M L. Votrubovd | 3 | 95,6(/25,5 24,1 58 7,5 80| 70,9
12.|Doc.™  J. Klementova | 2 |209,8|14,2 30,4 3,5 17,5 4,8 | 704
13. | Doc.M 0. Sedlacek 31232,5(22,2 16,5 15,5 6,8 5,0 | 66,0
14. | Dr.MM R, Novak 4 1169,5(18,1 18,7 9,0 19,5 65,3
15. [Mgr.MM K. Kucerova |Z8| 72,6(/18,0 17,8 3,5 24,8 64,1
16. [ Mgr.MM J_ Jedlicka 2| 61,2 21,0 30,2 10,0| 61,2
17. [ Mgr.MM M. Styskala 31625195 85 85 20,0 56,5
18. | Be.MM J. Kadlec 31 473|125 85 38 17,0 5,5 | 47,3
19. | Dr.MM M. Urbanova 11108,7|23,7 57 45 5,0 55| 44,4
20.|Dr.MM K. Plchova 4 11056 8,7 9,0 80 135 50 | 44,2
21. | Doc.MM V. Tichy 4 1353,3/19,5 23,5 43,0
22. | Dr.MM V. Bartdkova 4 1102,6/13,1 7,0 50 7,2 10,0| 42,3
23. | Mgr.M™M A Stara 3| 89,3[11,8 11,5 0,3 18,3 41,9
24. | Dr.MM M. Jarvis 2 1188,2120,9 9,0 85| 384
25.-26.|Bc.MM Q. Hrabé 4| 31,5/17,5 14,0 31,5
Mgr.MV M. Pull 4| 85,1(31,5 31,5
27.|Bc.MM A Bihun 4| 29,2(29,2 29,2
28.|Bc.MM E. Sabol 4 | 28,7(28,7 28,7
29.|Be.MM K. Maxera 3] 31,5/20,0 80 0,5 28,5
30.|Bc.MM A Trnkov4 31279 27.9| 27,9
31.-32.| Be.MM T. Pazourek 2| 27,5]14,7 12,8 27,5
Dr.MM D. Kanka 2 |14461] 55 9,0 13,0 27,5
33.|Bc.MM J. Kogka 4| 27.3(27,3 27,3
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Cislo

Por. | Jméno R.|> 1| 1 2 3 4 5 1
34.|Be.MM K. Cesk4 31272192 50 1,5 11,5 27,2
35. | Mgr.MM M. Ulumbekov| 2 | 88,1| 8,7 17,7 26,4
36. | Be.MM K. Vomelova 4| 31,7/24,5 24,5
37. | Mgr.MM M. Rybecky 2| 624 1,7 77 43 40 35| 21,2
38.-39. | Be.MM P. Bartak 79| 20499 10,5 20,4
Mgr.M J. Léwenhoffer | 3 | 89,9(13.4 7,0 20,4
40. | Mgr.MM M. Jursova 4 | 51,5 12,1 7,7 19,8
41.|V. Sklenar 4| 18,5/12,5 6,0 18,5
42. | M. Skypala 31 17,5175 17,5
43.|Mgr.MM V. Kucera 2 | 50,6| 6,2 10,8 17,0
44. | Dr.MM 0. Popovsky 4 1104,2|111,5 5,0 16,5
45.|Be.MM L. Poljakova 4| 41,6|14,7 14,7
46. | L. Trojan 4| 14,0 14,0 14,0
47. | A. Weberova 4] 11,6(11,6 11,6
48. | Dr.MM V. Mensikova 2 |140,1(11,3 11,3
49. | Mgr.MM V. Vybiral 2 151,963 05 12 1,5 9,5
50. | Dr.MM J. Tregler 4 1116,3| 9,4 9,4
51.| A. Styskala 4| 13,9] 8,4 8,4
52. | M. Ambrosova 78 7,8 7,8 7,8
53. | A. Migel 1| 7373 7.3
54.| L. Sirova 21 59 5,9 5,9
55.-56. | Be.MM V. Verner 3| 489] 4,0 4,0
F. Nouza 2 4,0 4,0 4,0
57.|R. Zeleny 3 3,81 3,8 3,8
58.-59. | L. Trochova 1| 30[30 3,0
Bc.MM R. Petit 31 37,0]30 3,0
60. | Be.M™M K. Mensikova 1] 24,9 1,9 1,9
61.|S. Teodorovicova 3 8,1 1,0 1,0
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Casopis M&M je zastfeSen Matematicko-fyzikalni fakultou Univerzity Karlovy. S ob-
sahem casopisu je mozné naklddat dle licence CC BY 4.0. Autory textu jsou, neni-li
uvedeno jinak, organizatori M&M. Realizace projektu byla podporena Ministerstvem
skolstvi, mladeze a télovychovy. Pokud si ¢asopis neprejete dale dostavat v tisténé po-
dobé, zruste si prosim jeho odbér v nastaveni svého uc¢tu na webu.

Kontakty: }4
M&M, OPMK, MFF UK E-mail: mam@matfyz.cz
Ke Karlovu 3 Web: mam.matfyz.cz l

121 16 Praha 2 FB: |casopis.MaM
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