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Uvnitf najdete nékolik témat a s nimi souvisejicich Gloh. Zamyslete se nad nimi a poslete
nadm sva feSeni. My vadm je opravime a ta nejzajimavéjsi z nich otiskneme. Nejlepsi feSitele
zveme na podzim a na jafe na soustfedéni.
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Mily Feiteli,

vitej v dalsim c¢isle! Konec roku se pomalu blizi, v M&Mku se ale jesté déje
spousta véci. Jiz 20. dubna zac¢iné jarni soustfedéni — pokud jsme Té pozvali, dej
nam veédét, zda dorazis, a pokud ne, nezoufej a néco vyres, at s ndmi muzes jet
tfeba na podzim.

Soustredéni ale neni nase jedind akce. At uz jsi ve vysledkovce vysoko, nebo
uplné dole, muzes s nami jesté pred prazdninami vyrazit na vikendovku, ktera se
kona 24.-26. kvétna. Ptijdeme na vylet, budeme jist, hrat deskovky a na kytaru
a vSeobecné se veselit. Pfihlasovani najdes jiz brzy ve své e-mailové schrance!

A ted jiz k obsahu samotného ¢isla. V témétku Termodynamika najdes ten-
tokrat kratoucky (ale o to zajimavéjsi) text o entropii a k nému zbrusu nové
problémy a tlohy. Tématko Genetika bohuzel jiz konci, muzes si ale alespon pro-
jit otisténa vzorova feseni. Spoustu nového obsahu najdes v tématku FlatFox#,
kde se kromé vzorovych feseni dozvis néco o casové slozitosti, lisdk Riki tak bude
moci skdkat mezi bludnymi kotfeny efektivnéji nez kdy diive. No a Lean samo-
ziejmé nezustane pozadu; ukdzeme si v ném, jak ve formalnich dukazech pouzivat
matematickou indukci.

Prejeme Ti hodné zapalu do feSeni a na vidénou na soustiedéni ¢i viken-
dovce!

Tvoji organizdtori

Téma 1 — Termodynamika ............. ... . i,
Téma 2 — Programovani a dokazovani v Leanu ......................... [6]
Téma 4 — Genetika ................. i 22]

Téma 5 — FlatFoXAE . ... oo
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Zadani a reseni témat
1. deadline: 30. dubna 2024 | 2. deadline: 28. kvétna 2024

Téma 1 — Termodynamika

Entropie

Entropie je pojem, ktery se Casto vyskytuje v populariza¢ni védé. Tato fyzikalni
veli¢ina je néjakym zpisobem spojena s chaosem a neusporddanosti systému. Ne
vzdy je ale vysvétlena tplné pékné a do detailu. My se na ni podivame z pohledu
statistické termodynamiky znamé také jako statistickd mechanika. Tento védni
obor se snazi veli¢iny popisujici jednotlivé castice systému prevést na veli¢iny,
které popisuji systém jako celek pomoci jedné hodnoty. Naptiklad z rychlosti kazdé
Castice a z jeji pozice v systému (napf. v nddobé) lze vypocitat jeho tlak, teplotu
a mimo jiné i entropii. My se zamérime prave na to, jak statistickd termodynamika
popisuje a vypocita entropii néjakého systému a co to o tom systému vypovida.

Panna nebo orel? Excitace ¢&i zakladni stav?

Pro zacatek pouzijeme analogii hodd mincemi. Abychom méli alespon néjak velky
systém, zvolime si tyto mince ¢tyri. Po¢et minci symbolizuje pocet Castic v sys-
tému, ktery je konstantni. Dalsi predpoklady v tomto systému jsou 2 mozné stavy
— panna nebo orel pro kazdou minci. Kolika zptisoby dopadne hod 4 mincemi? Za
predpokladu, ze jsou mince stejné, dojdeme k 2* = 16 moznostem.

Jedna z moznych interpretaci tohoto popisu mincemi ve fyzice a chemii je
déleni ¢astice mezi jednu zdkladni energetickou hladinu a hladinu pro excitovany
stav. Pro kazdou ¢astici tedy existuji 2 energetické hladiny, ve kterych se muze
vyskytovat. Jde o popis systému se 4 céasticemi, které se snazime rozdélit na
2 energetické hladiny napriklad ozarenim elektromagnetickym zafenim vhodné
vinové délky.

Kolika zpusoby se tedy ¢astice mohou uspordadat do systému se 2 hladinami
energii? Za predpokladu, Ze ¢éastice jsou stejné a jsou to bosonyﬂ Ize Tict, Ze mu-
zeme pozorovat pravé onéch 16 moznosti umisténi. Témto 16 moznostem se rika
mikrostavy. Za predpokladu, Ze mince jsou stejné (Cdstice jsou nerozliSitelné),
kombinace panna—panna—orel-panna, orel-panna—panna—panna, panna—panna—
panna—orel a panna—orel-panna—panna jsou stejné (viz obrazek . Pocétu téchto
realizaci odpovid4 pocet mikrostavii, které se navenek jevi stejné (padne 1 orel).
Jinymi slovy, kazdy tento mikrostav majici stejny vysledek (jeden hozeny orel) je
pro pozorovatele ve vysledku stejny. Dohromady tyto ,stejné“ mikrostavy davaji
makrostav, ktery je degenerovany. Nas makrostav hodu minci je popsan spojenim
,hodime 1 orla, a je jedno, na které minci padne“.

1Bosony jsou &astice, které se mohou nachézet v néjakém vybraném stavu ve véts$im poctu
nez jeden. Prikladem je foton nebo gluon. Toto mimo jiné neplati pro elektrony a protony,
ty patfi mezi fermiony. Vice viz: https://www.energy.gov/science/doe-explainsbosons-and-
fermions


https://www.energy.gov/science/doe-explainsbosons-and-fermions
https://www.energy.gov/science/doe-explainsbosons-and-fermions
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Obrézek 1: Analogie mikrostavi a makrostavi systému pro hod 4 dvousténnymi min-
cemi. P — panna, O — orel.

} 1 makrostav

Uloha 5.1 [2b]: Mdme systém 4 nerozlisitelngch édstic s takovou energii, kterd
staci k prechodu 11 z nich na vyssi energetickou hladinu (coZ je popis makrostavu).
Kolik mikrostavi se navenek projevi jako tento makrostav se tremi excitovanymi
casticemi? Jak se tato uloha zmeént, kdyz bude mit systém 4 castic energii jen pro
excitaci dvou, ¢tyr, nula nebo jedné cdstice? Cistice jsou bosony, miZe se jich
nachdzet na jedné hladiné vice najednou.

Vsimnéte si, ze doted nebylo feceno, zda vyssi energetické hladiné ¢astic v nasi
mincové analogii odpovida panna nebo orel. Je to proto, ze bez ohledu na prirazeni
excitované hladiny panné nebo orlovi bude cely systém 4 minci popsan stejnym
poctem mikrostavi a budou symetricky rozdélené.

Uloha 5.2 [1b]: Uvazujte stejné podminky pro 4 izolované édstice jako v predchozi
uloze. DokaZte, Ze pocet mikrostavi je stejny pro nula a ¢tyri excitované castice
(vyuZijte k tomu vypocty z predchozi ulohy). Najdéte makrostavy, které lze popsat
nejueétsim poctem mikrostavi.

Po spoditani poétu mikrostavi pro vSech 5 makrostavi (nula az vsechny ¢étyti
excitované Gdstice) a jejich secteni dostaneme onéch 2* = 16 moznost{ mik-
rostavi.

Problém 5.3: Dokazte, Ze tato symetrie poctu mikrostavi v systému se 2 ener-
getickymi hladinami nezdvisi na poctu cdstic. Ndpovéda: Zamyslete se nad tlo-
hou obecné pro N Cddstic a sepiste si, jak byste spocetli pocet realizaci jednoho
makrostavu, kde je k cdstic excitovdno. Plati, Ze k < N.

Pokud bychom z poc¢tu mikrostava chtéli pocitat entropii S, lze pouzit vztah
S = kln(w), kde w je pocet vSech mikrostavii ve vSech makrostavech a k =
1,380649 - 10723 J - K~! je Boltzmannova konstanta.

Ponozky v Supliku a plyn v nddobé na zavér

Z tohoto textu je tedy poznat, Ze vysvétleni entropie jako mira neporadku ve va-
Sem pokoji neni dostatecna. Entropie pokoje jako systému je vysoka pravé tehdy,
kdyZ v ném existuje spousta moznosti, kterymi muzete skladovat vase véci (pocet
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mikrostavil). Pokud tedy méte spoustu moznosti, kam zahdzet svoje obleceni, en-
tropie systému (vaseho pokoje) je vysokd. Ponozky se muzou nachézet v Supliku,
na stole, pod posteli, na lustru, na parapetu, pod polstarem... Pokud jste ale po-
radkumilovni a nepripoustite jiné misto pro ponozky nez je jejich misto v Supliku,
tak nemate mnoho moznosti realizovat ponozkové mikrostavy a entropie pokoje
bude mala.

Uloha 5.4 [2b]: Systém A obsahuje 10 cistic a 3 energetické hladiny, systém B ‘
obsahuje 10 cdastic a 2 energetické hladiny. Porovnejte hodnotu entropie téchto
dvou systémii. Cdstice jsou opét bosony, miiZe se jich nachdzet na jedné hladiné
vice najednou.

Zavérem chceme dodat, ze zména entropie mezi dvéma stavy systému je krité-
rium, které rozhoduje o sméru déje. Pfidam mista na zahozeni ponozek a najednou
se neporadek v pokoji zvétsi, pfi samovolném rozpinani plynu maji ¢astice vice
moznosti, kde se vyskytovat, pfi smichavani dvou latek tyto latky nezustavaji
oddéleny, ale misi se, proteiny se sbaluji do trojrozmérnych struktur. ..

Pdja, Helc¢a a Pavel; termodynamika@ledoian.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka
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Téma 2 — Programovani a dokazovani v Leanu

‘ Uloha 5.1 [3b]: Theorem z Ulohy 4.10, kterému jsme vénovali velkou cdst minu-
lého cisla, je znamd matematickd véeta. Jak se tato véta obvykle nazjvd? Napiste
jeden az dva odstavce o jeji historii. Zjistéte, kde bychom tuto vétu (¢ néjakou
jeji blizkou obdobu) nasli v knihovné Mathlib (vioZte odkaz na konkrétni rddek
kédu). Tuto ilohu doporucujeme fesit pomoci ChatGPTE] nebo podobného nd-
stroje (klidné mizete celou odpoved vygenerovat pouZitim umelé inteligence).

Dil 5: Matematicka indukce

Obcas je prilis tézké dokdzat matematické tvrzeni o prirozeném Cislu, které je
univerzalné kvantifikovano, pfimo. Matematickd indukce ndm umozni nahradit
tento slozity dikaz (¢i dokonce nemozny dikaz) dvéma jednodussimi dukazy.
Nejprve dokézeme, ze dané tvrzeni plati pro nulu. Nasledné dokazeme, ze za
predpokladu, ze dané tvrzeni plati pro o jedna mensi ¢islo, plati i pro nase ¢islo.

O matematické indukci jste se mohli dozvédét v poznamce redakce ke konci
3. dilu témétkaﬂ Nyni se ji naucite pouzivat v Leanu.

Pokud méme v kontextu (n : N) a jsme v tactic médu, miazeme délat indukci
na n takto (pozor na to, ze nasledujici syntax je potfeba opsat dost pfesné):

induction n with
| zero => dukaz cile, kde je za n dosazeno 0O
| succ m ih => dukaz cile, kde je za n dosazenom + 1

Pokud se n nachézi i jinde nez v cili, jsou patficné hodnoty za n dosazeny na
v8ech mistech. Ve vétvi succ m ih dostdvame (a to je ten divod, pro¢ indukei
pouzivdme) tvrzen{ ih v kontextu (tedy, je to lokdlni pfedpoklad), které ¥ikd to
samé, co je nas cil, ale je v ném za n dosazeno m (tzv. indukéni pfedpoklacﬂ).

Podobné se pise indukce pro seznamy. Pokud mame v kontextu (x : List N)
a jsme v tactic médu, muzeme délat indukci na x takto (opét je potfeba syntax
opsat dost presné):

induction x with
| nil => dukaz cile, kde je za x dosazeno []
| cons d 1 ih => dukaz cile, kde je za x dosazeno d :: 1

Stejné se pise indukce i pro seznamy jiného typu. Term d bude v takovém pripadé
jiného typu nez prirozené ¢islo.

?https://chat.openai.com/

Shttps://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/30/30-3.pdf

4anglicky ,induction hypothesis® (pozor na to, ze v matice ma slovo ,hypothesis® jiny vy-
znam nez ve véde)


 https://chat.openai.com/
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Pfipomenime si par definic z druhého dilu (ta notace neni uplné stejna jako
ted, kdyz pouzivdme knihovnu Mathlib, ale muZeme je bez problému pouzivat):

def prvnich_n_lichych_sestupne : Nat — List Nat
o =>1[]
| n+1 => (2 * n + 1) :: (prvnich_n_lichych_sestupne n)

def obrat {T : Type} : List T — List T
| [1] => []
| hlava :: telo => obrat telo ++ [hlaval

def prvnich_n_lichych : Nat — List Nat :=
obrat o prvnich_n_lichych_sestupne

def soucet : List Nat — Nat
| [] => 0
| hlava :: telo => hlava + soucet telo

Nyni bychom chtéli dokazat, Ze soucet prvnich n lichych ¢isel je roven n?. Zadani
zni takhle:

theorem soucet_prvnich_n_lichych (n : N)
soucet (prvnich_n_lichych n) = n * n := by
sorry

Obvykle se stava, ze matematickou indukci nelze nebo neni vhodné pouzit oka-
mzité. Vétsinou potiebujeme vyslovit vhodné lemma, které dokazeme indukci. To
lemma pak pouzijeme k dikazu kyzené véty. Zde tim hlavni lemmatem je:

lemma soucet_prvnich_n_lichych_sestupne (n : N)

soucet (prvnich_n_lichych_sestupne n) = n * n := by
sorry
Dtkaz zacina takhle:
lemma soucet_prvnich_n_lichych_sestupne (n : N)
soucet (prvnich_n_lichych_sestupne n) = n * n := by

induction n with
| zero => decide
| succ m ih => sorry

Taktika decide fika: ,Pocitaci, vycisli to!“ Pouzivame ji k dikazam cila, které
se skladaji pouze z konstant. Kdyz se ted podivame na cil v indukénim kroku,
zarmouti nds, ze leva ani prava strana ih nic nematchuje. Proto ho prevedeme na
vhodnéjsi tvar:

convert_to 2 * m + 1 + soucet (prvnich_n_lichych_sestupne m) =
m*>m+ 2 *xm+ 1
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Nyni si dokonce mtizeme vybrat, jakym smérem ih pouzijeme. Timto fadkem
provedeme prepis zleva doprava:

rw [ih]
Zbytek dikazu ndm najde library_search. Cely dikaz lemmatu je takhle:

lemma soucet_prvnich_n_lichych_sestupne (n : N)
soucet (prvnich_n_lichych_sestupne n) = n * n := by
induction n with
| zero => decide
| succ m ih =>
convert_to 2 * m + 1 + soucet (prvnich_n_lichych_sestupne m) =
m*m+ 2 *xm+ 1
e convert_to (m + 1) * (m+ 1) =m *m + 2 xm + 1
ring
rw [ih]
exact add_comm (2 * m + 1) (m * m)

Daéle se hodi toto lemma:

lemma obrat_zachovava_soucet (x : List N)
soucet (obrat x) = soucet x := by
sorry

Na jeho dikaz se podivejte do repozitare. Nyni dokdzeme vétu:

theorem soucet_prvnich_n_lichych (n : N)
soucet (prvnich_n_lichych n) =n * n := by
dsimp [prvnich_n_lichychl]
rw [obrat_zachovava_soucet]
apply soucet_prvnich_n_lichych_sestupne

Hotovo! Pro vétsi stru¢nost jsme mohli soucet_prvnich_n_lichych_sestupne
pouzit uvniti toho rw radku

Dalsi piiklad, ktery najdete v repozitafi, je nasledujici nerovnost (podstatné
méné zajimava nez ostatni priklady, které vam tu ukazujeme — kazdy matematik
preci vi, Ze exponencidlni funkce roste rychleji nez kvadratickd, a dosazovanim
hodnot se lze snadno presvéddéit, Ze toto tvrzeni za¢ina platit hned za ¢tyikou):

theorem dva_na_vs_na_druhou (n : N) (aspon_pet : n > 5)
2°n > n"2 := by
sorry

Abychom nemuseli diikkaz za¢inat inavnym rozborem piipadi, vyslovime lemma,
které snadno dokédzeme indukci:
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lemma dva_na_vs_na_druhou_aux (n : N)

2~ (ntb) > (n+b) ~ 2 := by

induction n with

| zero => decide

| succ m ih =>
convert_to 2 = (m+5) * 2 > (Nat.succ (m+5)) ~ 2
have : (m+5) * (m+5) > 3 * (m+5)
e nlinarith
linarith

Ted uz si akorat musime dét pozor na to, ze od¢itani prirozenych cisel nikdy nejde
do zaporu. Prevod véty na dokdzané lemma provedeme takto:

theorem dva_na_vs_na_druhou (n : N) (aspon_pet : n > 5)
2°n > n"2 := by

have minus5_plus5 : n = (n - 5) + 5

e exact Nat.eq_add_of_sub_eq aspon_pet rfl

rw [minus5_plus5]

exact dva_na_vs_na_druhou_aux (n - 5)
Tadaaa!
Ten vyjadiuje n-té Fibonacciho ¢éislo (v nésledujicim vzorci oznacené jako F),)
v uzavieném tvaru takto:

e (- ()

Nejprve si pfipomenme, jak jsme v prvnim dile zadefinovali Fibonacciho ¢isla:

def fibonacci : Nat — Nat

| 0 =>0

| 1 =1

| n+2 => fibonacci n + fibonacci (n+1)

Nyni formalné vyslovime vétu, kterou chceme dokazat:

theorem binetuv_vzorec (n : N)
fibonacci n = (1 / Real.sqrt 5) * (
((1 + Real.sqrt 5) / 2) "~ n -
((1 - Real.sqrt 5) / 2) " n)

Binetuv vzorec je opravdu zajimavy. Fibonacciho posloupnost je vyjadiena jako
soucet dvou exponencidlnich posloupnosti; kvocientem prvni posloupnosti je zlaty
fez; kvocientem druhé posloupnosti je opacnd prevracend hodnota zlatého rezu.

5Jacques Philippe Marie Binet nebyl prvni, kdo vzorec nalezl. Znal ho uz Abraham de Moivre.
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Proc¢ zrovna tato dvé ¢isla? Ono totiz neexistuje mnoho exponencialnich posloup-
nosti, které spliuji rekurentni vztah a, o = a, + an41. Existuji jen dvé hodnoty
g spliujici ¢"*2 = ¢* 4+ ¢"*!. K dikazu se ndm bude hodit nésledujici lemma:

lemma fibonacci_aux {x : R} (predpoklad : x * x = x + 1) (m : N)
x 7 (m+1) = x * fibonacci (m+1) + fibonacci m := sorry

Lemma dokézeme matematickou indukci dle m. Bézicky krok nechdme dokéazat
automaticky (avSak decide zde nestaci, protoze hodnoty zdvisi na x):

lemma fibonacci_aux {x : R} (predpoklad : x * x = x + 1) (m : N)
x 7 (m+1) = x * fibonacci (m+1) + fibonacci m := by
induction m with
| zero => simp [fibonacci]
| succ n ih => sorry

Indukéni krok mé nasledujici kontext:

x : R
predpoklad : x * x = x + 1
n: N

ih : x 7 (n + 1) = x * 1 (fibonacci (n + 1)) + T(fibonacci n)
Fx ~ (Nat.succ n + 1) =
x * T(fibonacci (Nat.succ n + 1)) + 1(fibonacci (Nat.succ n))

Sipka nahoru oznacuje, ze se zde piirozené &islo pouziva jako redlné éislo. Ty
Sipky by spravné mély byt i ve znéni véty a lemmatu, ale Lean si to domyslel sam.
Nyni prevedeme cil do tvaru, ve kterém se ndm bude dobre aplikovat indukéni
predpoklad:

convert_to x * x ~ (n+1) =
x * (fibonacci n + fibonacci (n+1)) + fibonacci (n+1)

Vsimnéte si, ze jsme expandovali vyraz fibonacci (n+2) z daného cile na vyraz
fibonacci n + fibonacci (n+1). Nasledné na levé strané rovnosti dosadime
indukéni predpoklad do pravého cinitele:

rw [ih]
Nésledkem je tento cil:

F x * (x * t(fibonacci (n+1)) + f(fibonacci n)) =
x * (T(fibonacci n) + T(fibonacci (n+1))) + T(fibonacci (n+1))

Jak dal? Vsimnéte si, ze jsme doposud nevyuzili predpoklad. Pripravme tedy
cil na jeho aplikaci. Taktika convert_to nam opét dobre poslouzi. Zbytek je
jen nékolik algebraickych manipulaci, které ndm ring dobie automatizuje. Cely
dikaz je takhle:



Téma 2 — Programovani a dokazovani v Leanu 11

lemma fibonacci_aux {x : R} (predpoklad : x * x = x + 1) (m : N)
x 7 (m+1) = x * fibonacci (m+1) + fibonacci m := by
induction m with
| zero => simp [fibonacci]
| succ n ih =>
convert_to x * x = (n+1) =
x * (fibonacci n + fibonacci (n+1)) + fibonacci (n+1)
e simp [fibonacci]
rw [ih]
convert_to (x * x) x fibonacci (n+1) + x * fibonacci n =
x * (fibonacci n + fibonacci (n+1)) + fibonacci (n+1)
e ring
rw [predpoklad]
ring
Dukaz hlavni véty je primocary, ale pracny. Muzete se na néj podivat do repozi-
tare[l]

Uloha 5.2 [12b]: Dokaste (s vyuZitim cehokoliv, co jsme v témdtku probrali):
def prvnich_n_krychli_sestupne : N — List N

0o =>1[]

| n+1 => n~3 :: prvnich_n_krychli_sestupne n

def prvnich_n_krychli : N — List N :=
obrat o prvnich_n_krychli_sestupne

theorem soucet_prvnich_n_krychli (n : N)
soucet (prvnich_n_krychli n) = ((n-1) ~ 2 *n ~ 2) / 4 := by
sorry
Priklad:

52 . 62
PB4+ 433 4+434+5%=14+8+27+64+125 =225 =

4
Népovéda: Najdéte vhodné lemma, které nepouziva odcitani, déleni, ani funkci
prvnich_n_krychli.

Uloha 5.3 [4b]: Dokaste (s vyuZitim cehokoliv, co jsme v témdtku probrali):

theorem obrat_obrat {T : Type} (x : List T)
obrat (obrat x) = x := by
sorry

Napovéda: Taktika simp toho dokéze udélat fakt hodné. Do hranatych zavorek ji
muzete dat definice, lemmata i lokalni tvrzeni, kterd mé pouzivat.

Shttps://github.com/madvorak/lean-mam/blob/main/mam/Cislo5.lean
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Reseni tloh ze 4. dilu

Zadani:
Dikaz ndsledujicitho tvrzend napiste pouze pomoct zdkladnich taktik (bez automa-
tizace).

’

Reseni:

example (P Q R : Prop) : PA (Q VR) < (P AQ V (P AR) :=by
constructor
e intro predpoklad
obtain (hp, hqr) := predpoklad
cases hqr with

| inl hq =>
left
constructor

e exact hp
e exact hq
| inr hr =>
right
constructor
e exact hp
e exact hr
e intro predpoklad
cases predpoklad with
| inl hpq =>
obtain (hp, hq)
constructor
e exact hp
o left
exact hq
| inr hpr =>
obtain (hp, hr)
constructor
e exact hp
e right
exact hr

hpq

hpr

Cely tenhle diikaz by bylo mozné nahradit zavolanim taktiky tauto nebo sih-
nutim do standardni knihovny, ale to nebylo podstatou tohoto cviceni. Smyslem
kazy, kde automatizace nepomiize (respektive pomuze az v listech dikazu“; tu
zékladni strukturu musi napsat ¢lovek).
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Zadani:
Dikaz ndsledujicitho tvrzeni napiste pouze pomoci zdkladnich taktik (bez automa-
tizace).
Reseni:
Pokud pijdeme vylozené ,za nosem“, napiseme dikaz néjak takhle:
example (R : N - N - N - N - N — Prop)
3x,Vy,Vz, Vb, da, Rabxyz) —
~Vz,Vy, 3%, Vw, 3v, Rvwzxyz) :=by
intro predpoklad
obtain (x, hx) := predpoklad
intro z
intro y
use x
intro w
obtain (b, hb) := hx y z w
use b
exact hb

Vsimnéte si, ze b déla to samé jako w a ze a déla to samé jako v, takze s témito
Ctyfmi kvantifikatory neni potfeba nijak manipulovat. KdyZ to vezmeme v potaz,
vypada dukaz takhle:

example R : N - N - N - N - N — Prop)

@x,Vy,Vz,Vb,da, Rabxyz) —
~Vz,Vy, 3x, Vw, 3v, Rvwzxyz) :=by

intro predpoklad

obtain (x, hx) := predpoklad

intro z

intro y

use X

exact hx y z

Stejny dikaz lze napsat zkratkovité:

example (R : N = N -+ N - N - N — Prop)
3x,Vy,Vz, Vb, 3a,Rabzxyz —
Mz, Vy, 3x, Vw, 3v, Rvwzxyz) :=by
intro (x, hx) z y
exact (x, hx y z)
Dokonce lze tplné to samé napsat jako term (tj. bez pouZiti by):
example (R : N = N - N - N - N — Prop)
3%, Vy,Vz, Vb, 3a,Rabzxyz —

~Vz,Vy, 3%, Vw, Iv, Rvwzxyz) :=
fun (x, hx) z y => (x, hx y z)
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Zadani:
Dokazte, Ze slozeni surjektivnich funkci da surjektioni funkci.

Reseni:
theorem slozSurjektivni {A B C : Type} {f : A — B} {g : B — C}
(hf : Surjektivni f) (hg : Surjektivni g)
Surjektivni (g o f) := by
intro z
obtain (y, hy) := hg z

obtain (x, hx) := hf y
use x

rw [+hy, <hx]

rfl

Dukaz lze fadek-po-fadku prerikat slovy:

1. Hodnotu zadanou nepritelem pojmenujeme z. Pro ni musime najit néjaky
(g o f)-vzor.

2. Hodnotu z zadame do predpokladu hg a dostaneme vzor y spolu s diikazem,
ze g zobrazi y na z.

3. Hodnotu y zaddme do predpokladu hf a dostaneme vzor x spolu s ditkazem,
ze f zobrazi x na y.

4. Jako svédka pouzijeme x.
5. Ted vyuzijeme, ze £ zobrazi x na y a Ze g zobrazi y na z.

6. Zbytek je reflexivita (to znamend, Ze se strany rovnaji primo z deﬁnice)[]

Zadani:
Dokazte, Ze sloZeni bijektivnich funkci dd bijektivni funkci.
Reseni:
theorem slozBijektivni {A B C : Type} {f : A — B} {g : B — C}
(hf : Bijektivni f) (hg : Bijektivni g)
Bijektivni (g o f) := by
obtain (prosta_f, surjektivni_f) := hf
obtain (prosta_g, surjektivni_g) := hg
constructor

e exact slozProsta prosta_f prosta_g
e exact slozSurjektivni surjektivni_f surjektivni_g

"Tenhle krok vétsinou udéla Lean sam od sebe, jakmile dostane piilezitost. Na ¢em zavisi, ze
se to nékdy (tfeba tady) nestane automaticky a Lean je potfeba postouchnout, presahuje rdmec
tohoto textu.
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Toto by byl zcela elementarni dikaz. Ovsem diky tomu, ze v téchto tlohach jste
jiz méli povoleno vyuzivat automatické taktiky, jste mohli napsat dikaz takto
kratce:

theorem slozBijektivni {A B C : Type} {f : A — B} {g : B — C}
(hf : Bijektivni f) (hg : Bijektivni g)
Bijektivni (g o f) := by
simp_all [Bijektivni, slozSurjektivni, slozProstal

Zadani:
Dokazte, Ze kazdy prvek s lichym poctem predchidcu md néjakého rodice a ten md
sudy pocet predchidci.
Reseni:
lemma LichaGenerace.existuje_rodic {f : A — B} {g : B — A}
{a : A} (lichaGen : LichaGenerace f g a)
dp: B, gp =a A SudaGenerace g f p := by
have (n, hn) := lichaGen
cases hn with
| nasl p hp hpg =>
use p
constructor
e exact hp
e use n
exact hpg
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Zadani:
Dokazte, zZe pokud prvek md lichy pocet predchidci, jeho potomek md sudy pocet
predchidcii.

Reseni:
lemma LichaGenerace.pristiSudaGenerace {f : A — B} {g : B — A}
{a : A} (lichaGen : LichaGenerace f g a)
SudaGenerace g £ (f a) := by
have (n, hn) := lichaGen
use n+l
right
o rfl
convert hn

Zadani:
Dokazte, zZe pokud prvek md sudy pocet predchidci, jeho potomek md lichy pocet
predchidcii.

Reseni:
lemma SudaGenerace.pristilichaGenerace {f : A — B} {g : B — A}

{a : A} (sudaGen : SudaGenerace f g a)
LichaGenerace g £ (f a) := by

have (n, hn) := sudaGen
use n
right
o rfl
exact hn
NS
\\\ /.
~
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Zadani:

Dokazte, Ze pokud nesirotek md sudy pocet predchudci, jeho rodic md lichy pocet

predchidcii.

Reseni:

lemma SudaGenerace.predchozilichaGenerace {f : A — B} {g : B — A}
{a : A} (sudaGen : SudaGenerace g f (f a)) (hf : Prosta f)

LichaGenerace f g a := by
have (n, hn) := sudaGen
cases n with
| zero =>

cases hn with

| nula sirotek =>
exfalso
apply sirotek
use a

| succ k =>

use k

cases hn with

| nasl p hpa hp =>
have p_je_a : p = a
e by_contra kdyby

exact hf p a kdyby hpa

rw [p_je_al at hp
exact hp

Zadani:

Dokazte, Ze funkce g—!

se tam, kde je definovdna, chovd jako prostd funkce.

Reseni:
lemma inverze_jakoProsta {f : A — B} {g : B — A}
{xy: AY (hxy : x # y)
(hx : LichaGenerace f g x) (hy : LichaGenerace f g y)
inverze hx # inverze hy := by
intro rovnost
have potom : g (inverze hx) = g (inverze hy)
e exact congr_arg g rovnost
rv [hx.g_inverze, hy.g_inverze] at potom
exact hxy potom
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Zadani:
Dokoncete dikaz veéty.

Reseni:
theorem jsouStejneVelke
(3f : A — B, Prosta f) AN (3 g : B — A, Prosta g) —
StejneVelke A B := by
intro ((f, hf), (g, hg))
classical
let F : A - B := fun a =>
if ha : LichaGenerace f g a then inverze ha else f a
use F
constructor

V tuto chvili se oteviely dva cile:

F Prosta F
F Surjektivni F

Pojdme se podivat na prvni cil. Jak uz jsme to délali drive, pouzijeme:
e intro x y hxy

Cil se zménil na:

FFx#Fy

Nésleduje rozbor pripad podle toho, zda je x v liché generaci a zda je y v liché
generaci. Tohle je kostra dukazu:

if hx : LichaGenerace f g x
then
if hy : LichaGenerace f g y
then
sorry
else
sorry
else
if hy : LichaGenerace f g y
then
sorry
else
sorry
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Uvedeme si tu pouze dikaz posledniho piipadu (na zbytek se podivejte do
repozitafe). VyuZijeme ted toho, Ze se funkce F chovd v tomto pripadé stejné jako
funkce £ (a o ni mame predpoklad, Ze je prostd):

convert_to f x # f y
e exact dif_neg hx

e exact dif_neg hy
apply hf

exact hxy

Jak uz tomu byva zvykem, fadky zacinajici puntikem nésledované exact dikazem
b
jsme si nechali vygenerovat pomoci library_search.

A ted surjektivita:

e intro z
Je potreba dokézat:
Fdx:A, Fx=2z2

Uvédomime si, ze pro z sudé generace je g z liché generace, a tudiz je v tomto
piipadé g z vzorem z. Proto nas dikaz pokracuje takto:

if hz : SudaGenerace g f z

then
use g z
have hgz : LichaGenerace f g (g z)
e exact hz.pristilichaGenerace

Nyni musime dokdzat F (g z) = z za této situace:
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Momentélné nemame k dispozici rovnost mezi puntiky napravoﬁ Nastésti nam
term hgz.g_inverze davd rovnost mezi puntiky nalevo. Nadchézi chvile, kdy
vyuzijeme, Ze g je prostd funkce. Takhle je zbytek dikazu v této vétvi (kvuli
zpusobu, jak je definovana prosté funkce, pouzivime na konci dikaz sporem):

convert_to inverze hgz = z

e exact dif_pos hgz

by_contra pro_spor

exact hg (inverze hgz) z pro_spor hgz.g_inverze

Pro rekapitulaci, situace z minulého obrazku vypadd dle nasich zavéru takhle:

TN
RN B

/
92—9(91(97«N /229‘1(92)
\/

Dukaz v else vétvi provedeme sporem. Kdyby z nemélo rodice, patrilo by do
nulté (a tedy sudé) generace:

by_contra vnejsi_spor
apply hz

use 0

constructor

Posledni ti polozky Infoview jsou ted klicové:

hz : — SudaGenerace g f z
vnejsi_spor : - I x, F

X =z
+ - Jdb, fb=2z

8Nenechte se zmast zkratkou ~—! pouZivanou pouze v neformalnim popisu. Rozmyslete si, Ze
ze zpusobu, jak jsme inverzi definovali, plyne, Ze g zavolan na vysledek g~! se navzdjem vyrusi,
ale o g~ ! zavolané na vysledek g to zatim nevime.
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Zbyva uz jen trocha nudné manipulace se symboly, abychom Lean presvédéili,
ze s vyuzitim hz jsou posledni dvé polozky to samé. Cely dikaz najdete v repo-
zitéiil

Martin Dvordk; martin.dvorak@matfyz.cz
odevzdavejte do odevzddvatka

9https://github.com/madvorak/lean-mam/blob/main/mam/Reseni4.lean
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Téma 4 — Genetika

Mili Tesitelé, tématko Genetika se s vami louci. Nize si mizete precist vzorova
reseni minulého dilu. Kdybyste jesté méli néjaké dotazy, urcité ndm napiste na
mam@matfyz.cz, moc radi je zodpovime.

Vzorova reseni tloh 4. ¢isla
Uloha 4.1

Zadani:
Poznej, jakému typu dédicnosti patii rodokmen na obrdzku[3 Odivodni svoje Te-
send a uved genotypy jedincu 1, 6 a 12.

_ pam O—1

1 2 3 4

¢ O ®

10 11 12

Obrazek 2: Rodokmen k tloze 4.1

Reseni:

Nejdiive si vSimneme, ze nakazeni jedinci 1, 2 maji zdravého potomka, a tedy
nemuze byt onemocnéni recesivni. To by tito jedinci neméli zdravé alely, které by
mohli predat svym potomkim.

Tim padem jedinci 7, 8 museji mit obé alely zdravé, a tim padem oba od
svého otce zdédili bezproblémovou alelu. V jednom piipadé se ale jedna o chlapce,
ve druhém o divku, a tedy v jednom pripadé byl predan zdravy X chromozom,
v druhém pak chromozom Y. Onemocnéni tedy nemize byt vizané ani na jeden
z pohlavnich chromozom1 a je tedy autozomalni.

Nyni jiz vime, Ze je onemocnéni autozomalné dominantni a miazeme pokracovat
s urc¢ovanim genotypu. U jedince 1 se nemoc projevuje a musi tedy mit alespon
jednu alelu postizenou. Zaroven ale ma zdravého potomka, kterému musel predat
zdravou alelu a ma tedy genotyp A,a. Jeho potomek 6 je opét nemocny, ale od
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svych rodi¢tt mohl druhou alelu zdédit jak zdravou, tak i chybnou, a tedy jeho
genotyp muze byt jak A,a, tak i A, A,. Jedinec 12 je pak ze vSech nejjednodussi,
jelikoz se u ného neprojevuje nemoc, ktera je dominantni, tak musi mit obé alely
zdravé aa.

Uloha 4.2

Zadani:
S jakou pravdépodobnosti se dvema jedincum s achondropldzii narodi dité se stej-
nym postizenim?

V této uloze bylo dilezité si uvédomit, ze achondroplézie, stejné jako naprosta
vétsina dominantnich nemoci, je v homozygotni formé smrtelnd. Mizeme tak
piedpokladat, ze oba rodice jsou heterozygoti. Ulohu spravné vyfesila napiiklad
Mgr.MM Anezka Stara:

Achondropléazie je autozoméalné dominantni nemoc, tudiz ji muze zdédit dité
nehledé na pohlavi. Homozygoti (A, A;) se s nejvétsi pravdépodobnosti narodi
jiz mrtvi, takze poc¢itam s tim, ze oba rodice jsou heterozygoti — A,a. Takze

o 25 % déti se nejcastéji viibec nenarodi, jelikoz genotyp A, A, byva neslu-
¢itelny se zivotem;

e 50 % dét{ se narodi se stejnym postiZzenim;

e 25 % déti se narod{ zcela zdravych.

Uloha 4.3

Zadani:
S jakou pravdépodobnosti budou trpét hemofilii A déti zdravého muZe a Zeny pre-
nasecky? Jak se procenta zmeéni u déti muZe hemofilika a zdravé Zeny?

Resen{ podle Mgr.MV Veroniky Bartdkové:

V prvnim pripadé dochazi ke krizeni jedinci X, X a XY . Nemoci budou
trpét pouze muzsti potomci X, Y, tedy 25 % déti. Prenaseckami pak budou
zeny X, X, coz opét odpovida 25 % potomkii. Zbylych 50 % bude zdravych.

Ve druhém piipadé dochazi ke kiizeni jedinci X X, X,,Y. VSichni potomci
zdédi od matky zdravy dominantni chromozom X, zadny potomek tedy nebude
nemocny. Veskeré dcery ale budou pfenaseckami (X, X).

My jesté poukazeme, k ¢emu jsme to vlastné dosli. Zjistili jsme, ze zdravému
paru se muze narodit nemocné dité, zatimco u potomkt nemocného otce se nemoc
projevit nemuze (pokud Zena nenf prenasecka), coz bychom intuitivné rozhodné
neocekavali.
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Uloha 4.4

Zadani:
S jakou pravdépodobnosti budou postiZeny déti gonozomdlné recesivnim X -vdzanym
onemocnénim, jestlize:
1. matka je heterozygot Xx, a otec hemizygot x,Y ;
matka je zdrava X X a otec hemizygot x,,Y ;
matka je heterozygot Xx,, otec zdrav XY ;
matka je dominanini homozygot X X, otec zdravy XY ;
matka je dominanitni homozygot X X, otec hemizygot x,Y .

Zde si stacilo vytvorit Punnettovy ¢tverce, pékné fesenf méla tieba Doc.MV Jana
Uglickich:

Onemocnéni je gonozomalné recesivni a X-vdzané.

e Par Xuz,, x,Y — pravdépodobnost 0.5, s pravdépodobnosti 0.25 se narodi

prenasecka.
X Tn
T Ty X TnTn
Y XY TpY

Tabulka 1: Par Xz, z,,Y.

e Par XX, z,Y — pravdépodobnost 0, s pravdépodobnosti 0.5 se narodi

prenasecka.
X X
Y XY XY

o Par Xuz,, XY — pravdépodobnost 0.25, se stejnou pravdépodobnosti se

narodi prenasecka.

Tabulka 2: Par XX, z,Y.

X Tp
X XX TpX
Y XY znY

Tabulka 3: Par Xz, XY.
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o Par XX, XY — pravdépodobnost 0, stejné jako pro narozeni prenasecky.

X X
X XX XX
Y XY XY

Tabulka 4: Par XX, XY.

e Pir XX, z,Y — pravdépodobnost 0, pravdépodobnost 0.5 pro narozeni

prenasecky.
X X
Tp Tn X Tp X
Y XY XY

Tabulka 5: Par XX, z,Y.

Juli;|[julie.krimska@mensa.cz
Fofik; martin.fof1@seznam.cz
Ludmila; bujnlu@gmail . com
Jirka; polachj5@gmail . com
odevzddvejte do odevzddvdtka
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Téma 5 — FlatFox#
Redeni 1. dilu
Uloha 4.1
Zadani:

Za pomoci @+-">u<# naprogramujte (tj. navrhnéte les tak, aby liska skoncila na
zajimavé tulozce a splnila ndsledujici; je-li napsino ,néjaké cislo“, ,R =r“ nebo

BT >

0% je cilem napsat jeden program, ktery danou podilohu déld pro vsechna

takovd ¢isla):

0.5b

1b

1b

1.5b

1.5

1b

2b

2.5b
3b

Vynulovdni kladného registru: liska si po opusténi nory (@) pamatuje pro cer-
venou néjaké kladné cislo (R =r > 0); zaridte, aby si po dosaZeni zajimavé
dlozky (#) pamatovala pro éervenou nulu (R =0).

Presun registru: liska si po opustént nory pamatuje pro cervenou néjaké kladné
dislo (R =1r > 0); po zastaveni si md pamatovat toto ¢islo v zeleném registru

(G=r).

Kopirovani registrﬂ: liska si na zacdtku pamatuje R =1 > 0 a na konci st
chee pamatovat toto ¢islo v zeleném a modrém registru (G = B =r).

Soucet dvou kladnijch cisel: R =r >0, G = g > 0, zaridte, aby B =1+ g.
(Rozmyslete si i Tozdil.)

Porovnani dvou kladnych cisel: R = r > 0, G = g > 0, nastavte modry
registr na 1 (B = 1), pokud je r < g, jinak nastavte modry na 0 (B =0).

Vydelte se zbytkem cislo tremi (a popiste, jak by se délilo vétsi konstantou):
mdme R =r > 0, chceme G nastavit na celociselny podil a B na zbytek po
delent r tremi.

Vyndsobte dvé kladnd cisla.
Vydelte dvé kladnd cisla se zbytkem.

Zda je ¢islo zdporné: mdme R = r, nastavte G = 1, pokud r < 0, jinak
G = 0. (Nezapomerite na to, Ze se liska musi zastavit.) (V této édsti dlohy
je nejlepsi casovd sloZitost docela slozZitd véc, tedy zde mepozZadujeme se ji
snaZit optimalizovat.)

Reseni:

V prvn{ podiloze (vynulovani) sta¢ilo z tivodniho piikladu programu ve Flat-
Fox#u umazat zelend plus (Obrézek . Mgr.™M Miroslav Styskala a Dr.MV Ra-
dim Novdk vsak ptisli na feSeni s o dost mens{ prostorovou i (ne-asymptotickou)
¢asovou slozitosti: https://flatfox.moznabude.cz/#1.ffs

10V ukézkové tloze je docela hloupé, ze liska béhem nasobeni dvéma zapomene puvodni &islo.
To muzeme vyftesit tim, ze si ho nejdiive zkopirujeme.
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> @ Vv
> #
R
N - <
R

Obrazek 3: Pifmodaré feseni vynulovani registru. (Ne vSak nejrychlejsi.)

Druhé podiloha (pfesun) Sla taktéZ FeSit smazdnim tentokrate jednoho plus.
Kreativni a velmi rychlé feseni pak navrhla Dr.MM Michaela Urbanova: #MU1 . ffs.

Treti podiloha (kopirovéni) sla stéile Fesit upravenim ukazky, v tomto pfi-
padé nahrazenim zeleného plus za modré. Slozitostné nejlépe si vSak zase vedl
Dr.MM Radim Novék: #3.ffs!.

Hezké kompaktni feseni dalsi podiilohy (s¢itdni) odevzdali Doc.M™ Ondfej Sed-
lacek spolu s Lukasem Trojanem: #0SLT4.ffs/. Hezké na pohled (ale pomalejsi)
feseni pak odevzdala Dr.M Lucie Zinova: #LZ4.ffs'.

Porovnat éisla (patd podiloha) v nejkratsim case se podaiilo Mgr.M Bar-
boie Vosahlové: #BVul.ffs’. Dr.MM Lucie Ziinova i zde odevzdala vizualné pékny
program: #L.75.ffs/.

Pro podilohu déleni t¥emi se zbytkem (Sestd podiloha) odkdZeme na tieti
¢islo 20. roénikﬂ kde je tisporné a rozsitritelné (na délenf libovolnou konstantou)
feseni (Mateje Lieskovského): #6.ffs/.

Nésobeni zvladli nejkompaktnéji Doc.M Ondfej Sedlicek spolu s LukaSem
Trojanem. Jejich Teseni je na prvni pohled neprehledné, kdyz ho vSak pustite,
zjistite, Ze jsou to 3 jednoduché cykly (,okruhy“, po kterych vzdy liska chvili
béh4, nacez se presune k dal$imu): #0SLT7.ffs/.

Jednoduché feseni déleni registrem se zbytkem (osmou podilohu) odevzdala
Be.MM Karolina Ceska, které k délen{ stacily pouze dva cykly: #KCul.ffsf.

TPro zptehlednéni piSeme misto https://flatfox.moznabude.cz/#nazevsouboru.ffs pouze
#nazevsouboru.ffs. V elektronické verzi jsou nazvy souborii prokliknutelné. Dékujeme za po-
chopeni.

HUhttps://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/20/20-3.pdf#page=13


https://flatfox.moznabude.cz/#MU1.ffs
https://flatfox.moznabude.cz/#3.ffs
https://flatfox.moznabude.cz/#OSLT4.ffs
https://flatfox.moznabude.cz/#LZ4.ffs
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https://flatfox.moznabude.cz/#LZ5.ffs
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Posledni podiloha (zjistovani, zda je ¢islo zdporné) byla o dost tézsi. Prislo
nam jediné reseni, které tuhle tlohu fesi ,rychleji“; ale to tu s ohledem na tlohy
v tomto Cisle nebudeme ukazovat. Myslenka vSech ostatnich feSeni byla k danému
¢islu postupné pricitat a odéitat od né&j éim dal vétsi (vzdy o 1) &islo, dokud
nenarazime na nulu. Ze viech téchto feSeni je nejprehlednéjsi to Dr.MV Martina
Tésitele (obrazek [4): https://flatfox.moznabude.cz/#MTul.ffs
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Obrazek 4: Resenf posledni podilohy (zjistovéani, zda je ¢islo zdporné) od Dr.M" Mar-
tina Tésitele. Viz https://flatfox.moznabude.cz/#MTul.ffs|
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Problém 4.2, 43 a 4.7

Zadani:
Dle svého uvdzeni (budeme bodovat kreativitu) naprogramujte dalsi zajimavé ope-
race.

ZadAani:

Vyberte si néjakou podilohu z dlohy 4.1 (pripadné vasi operaci z problému 4.2),
kterd primo nedéld nékterou z pokrocilejsich operact FlatFox#u (napr. presun re-
gistru, jeho kopirovdnt, nebo zjistovdni, zda je ¢islo zdporné) a vyreste ji snadnéji
za pomoct novych operac.

Zadani:
Naprogramugte dalsi zajimavé programy. Nabizi se napriklad naleznéte n-té (nebo
ovéTte, zda ¢islo je): prvocislo, Fibonacciho ¢islo, dokonalé ¢islo, stastné cislo.

Reseni:
Be.MM Jan Jedlicka kreativné vyuzil ndsobeni a dalsich operaci z tilohy 4.1 a na-
programoval faktoridl n! =n-(n—1)-...-2-1, ktery je sice neprakticky pomaly,

ale funkéni a naprogramovany jen pomoci @+-">v<#. Jeho TeSeni miuizete nalézt
na #JJ!.ffsf. Vipocet pak zjednodusil (a velmi zrychlil) pomoci dalsich operaci
FlatFox#u: #JJ12.ffs!.

Dr.MM Radim Novéak pouzil pokro¢ilé operace k jednoduchému kopirovani re-
gistru (to byla jedna z motivaci k zadani problému 4.3): #RNp3.ffsf. Obdobné
Dr.MM Lucie Zinova naprogramovala presun registru: #LZp3.£fs’. Dr.MM Ondiej
Nevéril kromé téchto dvou operaci naprogramoval jesté porovndni prvku (za po-
moci déleni): #0Np3.ffsf

Za pomoci dalsich operaci Doc.M Jana Uglickich vytvofila jednoduchy pro-
gramek na nalezeni n-tého Fibonacciho ¢isla: #JUfib. ffsf

Doc.MM Viclav Tichy rozsitil své feseni posledni podilohy 4.1 na zjistovani,
zda je c¢islo ve Fibonacciho posloupnost #VTp7.ffsf

Nakonec Doc.MM Jana Uglickich odevzdala TeSeni ,ovéite, zda é&islo je prvo-
¢islo“, které bravurné pracuje s bludnymi koreny, a tak je i moc hezké na pohled:
#JUp7.ffsf

Problém 4.4

Zadani:
K ¢emu je dobry bludny koren? Aneb co je (v programovdni) funkce, a jak souwvist
s bludnym korenem? A proc bychom meli funkce pouzivat?

TPro zptehlednéni piSeme misto https://flatfox.moznabude.cz/#nazevsouboru.ffs pouze
#nazevsouboru.ffs. V elektronické verzi jsou nazvy soubort prokliknutelné. Dékujeme za po-
chopeni.

I2Nastaveni hodnot — vSechno 0 — kromé barvy turquoise, to je &islo, pro které zkousime, zda
je ve Fibonacciho posloupnosti. Po dobéhnuti programu je barva green nastavena na 0, pokud
je cislo soucasti posloupnosti, kdyz neni, tak je nastavena na 1.


https://flatfox.moznabude.cz/#JJ!.ffs
https://flatfox.moznabude.cz/#JJ!2.ffs
https://flatfox.moznabude.cz/#RNp3.ffs
https://flatfox.moznabude.cz/#LZp3.ffs
https://flatfox.moznabude.cz/#ONp3.ffs
https://flatfox.moznabude.cz/#JUfib.ffs
https://flatfox.moznabude.cz/#VTp7.ffs
https://flatfox.moznabude.cz/#JUp7.ffs
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Reseni od Doc.™ Jany Uglickich

Bludny kofen lisku okamzité prevede z jednoho pole na druhé, coz zna-
mena, ze ji pomoci dvou bludnych korentt muzu odvést z néjaké casti lesa do
jiné, nechat ji tam vykonat néjaké prikazy, a zase ji vratit na ptuvodni misto.
To by odpovidalo situaci, kdy v ,normalnim“ programovacim jazyce zavolam
funkci.

Vyuzivani bludného kofenu (a funkci) taky zptfehledriuje a zestruénuje kéd
jako celek, protoZze se v ném neopakuje dokola ten samy tsek (Spagetovy kéd),
ale (u FlatFox#u) jen jedno pole s odkazem na tsek s funkci. Kromé zpiehled-
néni tak usSetiim i instrukce.

Doc.M™M Viclayv Tichy také nadhodil, Ze by bylo dobré umét skocit na policko
se souradnicemi danymi v registrech, protoze pak bychom si mohli ulozit, kam se
po ukonceni funkce vratit.

To by vsak jesté zeslozitilo uz tak slozité programovaci prostiedi, proto to délat
nebudeme. Urcity ,workaround*“ je ocislovat si mista, odkud funkci volame. Toto
¢islo si ulozit tieba do registru R a pak mit na konci funkce dlouhou sitiru: ¢ervena
Sipka na bludny kofen, ¢ervené minus; ¢ervend Sipka, ¢ervené minus; ... (To ale
nemusi kod zpiehlednit a navic ho to mize zpomalit.)

Uloha 4.5

Zadani:
Vypiste ,Hello world!“.
Reseni:
Dr.MM Lucie Ztinova pfisla se zajimavé upravenym feSenim: https://flatfox.
moznabude.cz#LZub.ffs
Pifmocaré, hezky ¢itelné feseni odevzdal Dr.MM Ondfej Nevétil: https://
flatfox.moznabude.cz#0Nu5. ffs| (Podobné feseni odevzdali i Dr.MM Martin Té-
Sitel a Doc.MV Jana Uglickich, kteif vyuzili, Ze ve slové Hello se opakuje 1.)
Népadité feseni mél i Dr.MM Radim Novék: https://flatfox.moznabude.
cz#RNub.ffs
A stejné tak tu mame jedno velice kompaktni feseni od organizatort: https:
//flatfox.moznabude.cz#0RGu5.ffs

Uloha 4.6
Zadani:
Nactéte cislo v desitkové soustavé. Tj. na vstup napiseme cislo v desitkové sou-
stave, tkolem je mit v R toto cislo jako hodnotu.
Reseni:
Skvélé feseni predvedl Dr.MM Radim Novik, ktery pouzil registry jako parame-
try a umoznil nacitat i v jinych soustavich nez v desitkové: https://flatfox.
moznabude . cz#RNu6 . £fs| (Bohuzel v ASCII nejsou ¢isla a pismena za sebou, tedy
funguji pouze soustavy o zdkladu mensim nez 11.)


https://flatfox.moznabude.cz#LZu5.ffs
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Dil druhy: Casové slozitost

Pfi programovani nas kromé toho, ze program déla, co méB casto zajima, jak
dlouho pobézi. Protoze mit program, ktery urcité da spravnou odpoved, ale pobézi
déle nez existuje vesmir, je jaksi nepraktické.

Pristupt k tomu, jak se vyporadat s dobou béhu programu, je vice. Samo-
ziejmé muzeme program spustit a mérit jak dlouho pobézi. To se vétsinou déla,
kdyZ uz mame néjaky vétsi (slozitéjsi) kus softwaru a chceme ho zrychlit, speci-
alné pokud vime, na jakém pocitaci a za jakych podminek program pobézi. Tedy
napfiklad pokud se néjaké stranka na https://mam.matfyz.cz naéita prilis po-
malu.

To ale nejenze je nepfesné a musime mit tolik vstupnich dat, abychom po-
kryli vSechna pouziti; ale hlavné takové méfeni zavisi na hardwaru (pocitaci, kon-
krétné hlavné na procesoru, paméti a grafické karté) a na dalsich programech,
které v danou chvili na daném pocitaci bézi. Zaroven to také zavisi na implemen-
taci (tj. ,naprogramovani“) funkci daného jazyka. (Napfiklad nase implementace
FlatFox# pri béhu programu vykresluje jeho stav, coz znamena, ze s vétsSim lesem
krok lisky trvd (nepatrné) déle, prestoze pii jiné implementaci by se tohle urcité
dit nemuselo.)

Proto se pri programovani zakladnich programu a funkci divame spiSe na to,
jak pocet operaci (pro nds pocet kroka liékyilzb zavisi na vstupu — vétsinou na
jeho velikosti, coz obvykle znamenda napt. pocet ¢isel, v nasem pripadé ale budeme
hledat zavislost spise na velikosti ¢isla/Cisel v registru/registrech pfi opusténi nory
(@).

Naptiklad ukdzkovy program (z minulého dilu, také ho najdete piimo na
https://flatfox.moznabude.cz), ktery dvojnasobek cervené ulozi do zelené,
udéla presné 10- R —3+1 kroku. To je ale pfiserné detailni. Koho zajima, jestli na
konci udélé o krok vic nebo méné, a jak uz jsme rekli, kazdy pocitac¢ déla operace
jinak rychle, tak k cemu je dobré védeét, ze jich udéla 10krat vic? K tomu se ndm
bude hodit tzv. O notace (,,6¢kovd notace®, také velké O notace, omikron notace,
nebo velké omikron notace).

O notace

Ve skutecnosti je tato notace puvodné spjatd vyhradné s matematikou, proto
nebudeme zabihat do detailti a obecnéjsich definic, ale spiSe se zamérime na to,
co je potieba k casové sloiitostiE Pro nés je dilezité to, ze celd O notace je

13Coz samoziejmé neni vibec jednoduché véc, ale FlatFox# neni moc uzpusobeny tomu, e
bychom mohli psat testy.

14To muzeme, protoze nis programovaci jazyk je jednoduchy. V béinych programovacich
jazycich musime pocitat s tim, ze ne kazd4 operace trva stejné dlouho. Odstrasujicim prikladem
necht je nasobeni ¢isel v Pythonu (zdvisi na velikosti ¢isel) nebo spojovani fetézli (¢asto funguje
tak, ze se misto pridani druhého fetézce na konec prvniho oba fetézce nakopiruji do fetézce
nového, coz je pri sklddéan{ fetézce po malych kouskdch velky rozdil).

I5Detailné byla tato notace (znam4 také jako Landauova) probirdna v patém éisle 28. roéniku:
https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/28/28-5.pdf#page=18,
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o ti{dach (néco jako mnozina, neboli ,skupinka“) funkei O(...) a o dvou funkcich
fy9: N — N fekneme, ze f € O(g) (f nélezi do tiidy O(g)), pokud ,,f roste (aZ
na konstantu) nejvyse tak rychle jako ¢g“. Formdalné f € O(g), jestlize existuje
C > 0 tak, Ze pro vSechna n od né&jakého ng je f(n) < C - g(n)E

Co si pod tim predstavit? Tak za prvé, viibec nas netrapi, jaké hodnoty f a g
maji pro ,mald“ N. Zaroven nds nezajimd vynasoben{ konstantou (¢islem nezévi-
sejicim na velikosti vstupu). Tedy pokud f € O(g), pak i 10000 f € O(3.14159-g).
Klesajicimi a nekladnymi funkcemi se viibec nebudeme zajimat, tedy nejpomaleji
rostouci je pro nds ,konstantni slozitost®, tj. O(1), kam pati{ vSechny omezené
funkee (specialné klesajici a konstantni). Typickou ,,velmi pomalu rostouci“ funkei
je logaritmuﬂ (samoziejmé existuji i pomaleji rostouci funkee, napf. log log n, ite-
rovany logaritmus nebo inverzni Ackermannova funkce). Vice nez logaritmus roste
libovolna (kladnd) mocnina, tj. n”, navic véts{ mocnina roste rychleji nez mensi.
Nezapometite, ze n'/2 = V/n, coz je typicky nejmensi mocnina, se kterou se se-
tkdme. Rychleji pak roste prvni mocnina, tj. n, které se rika linearni slozitost,
a potom druhd mocnina (n?), které se ik kvadratickd. Nakonec naopak nejrych-
leji rostoucimi béznymi (alespoti co se tyce ¢asové slozitosti) funkcemi jsou funkee
exponencialni, tedy napr. 2.

Jesté si mizeme vSimnout, ze nezdlezi na ,,pomaleji rostoucich ¢astech funkce*,
tj. napi. n! +n’+logn+1000 € O(n®). Pro souin zas plati, ze nasobime vnittek
O, tj. napriklad z toho, ze logn € O(y/n) (logaritmus roste pomaleji nez libovolna
mocnina) muzeme odvodit n - logn € O(n - /n).

Par slov o konstantni slozitosti

Nase implementace FlatFox# ma vici tomuto pocitani ¢asové slozitosti, zvanému
asymptoticka ¢asova slozitost, jednu zasadni vadu. Mozn4 jste si uz vsimli, ze veli-
kost ¢isel, ktera si liska je schopna pamatovat, je nejvyse 9223372036854775807 =
203 — 1, tedy omezena. Stejné tak pocet registrii (alespoil pro jeden konkrétni
program) je omezeny. Tim pddem velikost vstupu je omezend a existuje tedy
vstup, na kterém nas program pobézi nejdéle. Tudiz by se dalo fict, ze programy
v nasi implementaci bézi v O(1), pripadné Ze asymptotickd Casovd sloZitost zde
nedava smysl, jelikoz O notace zkoumé chovani pro ,velké“ vstupy a téch zde
yhemuzeme dosdhnout“. Proto budeme pro tento dil uvazovat, ze liska je schopna
si zapamatovat libovolné velké éislo.

Uloha 5.1 [1b]: Méjme mésto o 100 domech, v nich bydli dy,...,d1go obyva-
tel. Chteli bychom najit podmnozinu domi majici dohromady presné N obyvatel
(nebo ukdzat, Ze tam takovd neni). K tomu pouZijeme program, ktery soudet oby-
vatel kazdé z 2190 podmmnoZin domai porovnd s céislem N. Jakd je asymptotickd
casovd slozitost tohoto programu (vzhledem k velikosti N )¢ (UvaZujme, Ze scitdni
a porovndvdnd jakychkoliv cisel ndm trvd konstantni cas.)

16Také se obéas hodf t¥idy O(...), Q(...), o(...), w(...), které znamenajf stejné rychle, alespori
tak rychle, (ostfe) pomaleji a (ostie) rychleji.

TLogaritmus n je zjednodusens: kolikrat musime vydélit n t¥eba 2 (logaritmy o rizném za-
kladu se lis{ jen konstanta-krét), nez dostaneme ¢islo mensi rovno jedné. Napf. log,(100) ~ 7.
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Porovnejte vysledek se zjisténim, Ze tento program prozkoumd
2190 > 1000 000 000 000 000 000 000 000 000 000

ruzngch podmnoZin, tedy pobéZi (na dnesnich pocitacich) urcité déle, nez jak stary
je vesmir.

Shrnuti

(Asymptotickou) ¢asovou slozitost zde pocitdme jako pocet krokt (s pouzitim
O notace) v zavislosti na velikosti vstupnich ¢isel (kterd pro nase tcéely mohou
byt libovolné velkd, i kdyz to nase implementace neumoziiuje).
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Obrazek 5: Program pocitajici druhou mocninu. Druhy a tieti sloupec zkopiruji cer-
venou do zelené a fialové. Pét dalsich sloupct je cyklus opakujici se fialové-krét (proto
jsme si ¢ervenou nakopirovali do fialové). Z toho tfeti a ¢tvrty sloupec programu piesune
zelenou do modré, aby ji pak mohly paty a Sesty sloupec pfi navraceni do zelené pricist
do Eervené. (Tj. r krat pficte r do Cervené, kde r je puvodni hodnota éervené.)

Priklad (Casova slozitost pocitani druhé mocniny): Vezméme si pro-
gramﬁ z obrazku V ném nejprve liska udéla 3 kroky k prvni ,rozbocce*
(Cervend Sipka). Potom udéla (R =) r-krdt 8 kroki, ndsledné se jednim krokem
presune do velkého cyklu. Ten se provede (V =)r-krit a kazdé jeho proveden{
sestavd z: 2 kroky do druhé (zelené) rozbocky, pak (G =) r-krat 8 kroki na pfesu-
nut{ G — B. Nasledné 3 kroky do tfet{ (modré) rozbocky, kde program pokracuje
(B =) r-krat 8 kroki na pfic¢teni B do R (a vraceni B — G). Nakonec 9 krokii
zase na zacatek, krom posledniho cyklu, kdy je to o tii kroky méné (k zajimavé
ulozce). Tedy

348 +1+7-(2+8 +3+8+9)—3=1+22r+16r2.
N—————

€ 3+48r+147-0(r)—3 € 0(r?)

8https://flatfox.moznabude.cz#ctverec.ffs
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Neni tfeba pocitat Casovou slozitost presné. Stac¢i si uvédomit, ze v nékterych
mistech délame linedrné (tedy O(r)) kroku, tudiz miZeme rovnou zapomenout
na konstantni pocty (+3, +1, +2, atd.) krokia. Také si muzeme vSimnout, Ze mu-
zeme zvIast ,zasymptotit® vnittek velkého cyklu a az pak se podivat na celkovou
asymptotickou sloZitost a dostaneme stejny (spravny) vysledek O(r?).

Uloha 5.2 [1b]: Jakou (asymptotickou) casovou sloZitost md ukdzané esent proni
podilohy 4.1 (mazant registru)?

Uloha 5.3 [2b]: Jakou (asymptotickou) casovou sloZitost md ukdzané esend po-
sledni podilohy 4.1 (zjistovant, zda je ¢islo zdporné)?
Zkuste si TeSeni pustit, podivat se, kterymi cykly liska beéhd. Pravdépodobné

Vv,

nejtezsi bude zjistit, kolikrdt (v zdvislosti na r) témito cykly liska probéhne.

Uloha 5.4 [Lb+1b]: Najdéte rychlejsi Teseni zapornosti a urcete jeho casovou
sloZitost.

Uloha 5.5 [bonus]: Spojitd verze posledni podilohy 4.1: Predstavte si nekonecny
rovny plot, ve kterém je prdve jedna dira ve vzddlenosti D od mista, kde stojite.
Vy ale nezndte ani D, ani smer, kterym dira je. Jak byste takovou diru hledali
a jakd je (asymptotickd, tj. v O notaci, a v zdvislosti na D) usld vzddlenost? (Cim
pomaleji poroste funkce odhadujict tuto vzddlenost, tim vice bodi dostanete.)

Uloha 5.6 [1b]: Pro¢ nemiize program na pocitini druhé mocniny (pouzivagjici
pouze @+-">u<#) béZet rychleji nez v O(r?)?

Problém 4.7: Naprogramujte dalsi zajimavé programy. Nabizi se napriklad na-
leznéte n-té (nebo ovérte, zda ¢islo je): prvocislo, Fibonacciho ¢islo, dokonalé ¢islo,
stastné cislo.

Mizete u nich také urcit casovou slozitost.

Problém 4.8: Co vsechno nds programovact jazyk dokdze? Je opravdu treba vsech
instrukci (nestacilo by @+-">u<#)?

Uz se objevilo feseni tohoto problému mluvici o Turingové stroji. Muzete se
zamyslet, jaky m4 vliv na tento problém, zda jsou registry omezené (nase imple-
mentace), ¢i neomezené (v tom pocitdme ¢asovou slozitost).

Jidds; |jonas.havelka@volny.cz

odevzddvejte do odevzddvdtka

kod nejlépe ve formdtu .ffs,

tak, jak ho generuje web https: // flatfoz. moznabude. cz
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Témata

Po¥. | Jméno R[>, 1 2 3 4 5|02 2.
1. | Doc.™ J. Uglickich 2 12943] 0,5 2,0 2,5 7.8 20,2 33,0 131,5
2. | Dr.M M. Té&sitel 3 1193,8(12,0 17,5 20,0 49,5|108,3
3.|Dr.M L. Ztnova 3 1170,2(10,5 2,0 9,6 21,3 43,4(107,9
4. | Mgr.™ B. Vosahlova | 4 | 94,4 11,5 5,7 17,2 94,4
5.| Mgr.™ M. Drexlerova, | 4 | 86,1| 7,5 4,8 2,7 10,7 25,7| 86,1
6. | Mgr.™ M. Ambros 1] 81,8(3,5 13,5 0,0 14,0 31,0| 81,8
7.1 Dr.M O, Nevéril 2 |189,6 0,0 1,5 16,0 17,5| 67,7
8. | Dr.™ R. Novak 4 1169,5 19,5 19,0 | 28,5| 65,3
9. | Mgr.™ K. Kucerovd | Z8| 72,6 1,5 12,3 14,5 28,3| 64,1
10. | Doc.™ 0. Sedlacek 3 1227,5 6,8 6,8 61,0
11. | Dr.™ J. Klementova | 2 |198,0| 0,0 10,5 10,5| 58,6
12. | Mgr.™ L. Votrubova | 3 | 80,1| 4,5 1,3 58| 55,4
13. | Mgr.™ M. Styskala 3| 56,5 8,5 14,0 22.5| 50,5
14. | Doc.™ A. 74k 4 1203.8( 3,0 05 3,5| 49,4
15. | Mgr.™ M. Kadlec 2| 558 48,3
16. | Be.MM J. Jedlicka 2| 482(11,5 95 8,2 19,0 48,2 482
17. | Be.™ A Bako¢ 3| 454 15,0 15,0 45,4
18. | Doc.M V. Tichy 4 1353,3 23,5 23,5| 43,0
19. | Mgr.™ A, Stard 3| 89,3 17,6 1,0 18,6 | 41,9
20. | Dr.M M. Urbanova 1 (103,2 6,5 3,0 9,5| 389
21. | Mgr.™ K. Plchovi, 4| 96,0| 1,5 8,9 10,4| 34,6
22. | Mgr.™ V. Bartdkova | 4 | 92,6 12,2 12,2 32,3
23-24. | Be."™M 0. Hrabé 4| 315 14,0 14,0| 31,5
Mgr.™ M. Pull 4| 85,1 31,5
25. | Dr.™ M. Jarvis 2 179,7 29,9
26. | Be.™ A. Bihun 41 29,2 29,2
27.| Be.M E. Sabol 4| 28,7 28,7
28. | Bc.MM K. Maxera 3| 31,5 0,5 0,5| 285
29. | Be.M™ T, Pazourek 2| 275 27,5
30. | Be.M™ J. Koska 4| 273 27,3
31.|Bc.M K. Ceské 3127200 1,5 11,5 13,0] 27,2
32. | Mgr.™ M. Ulumbekov | 2 | 88,1 26,4
33.|Bc.MM J. Kadlec 3| 24,8] 1,5 2,3 3,8 24,8
34. | Be.™ K. Vomelova 4 | 31,7 24,5
35.-36. | Bc."M P. Bartak 79| 20,4 10,5 10,5| 20,4
Mgr.™ J. Léwenhoffer | 3 | 89,9 20,4
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Témata
Po¥. | Jméno R[>, 1 2 3 4 5|02 2
37. | Mgr.™ M. Jursova 4| 51,5| 05 7,7 8,2| 19,8
38.| V. Sklenar 4 | 18,5 18,5
39. | M. Skypala 3| 17,5 17,5
40. | Mgr.™ V. Kuéera 2 | 50,6 17,0
41.|Dr.™ O. Popovsky 4 1104,2 16,5
42. | Be.™ L. Poljakové 4| 41,6 14,7
43. | Dr.™ D, Karika 2 |131,6 14,5
44.| L. Trojan 4| 14,0 7.2 6,8 14,0 14,0
45. | Mgr.™ M. Rybecky 2| 54,9| 1,5 2,8 43| 13,7
46. | A. Weberova 4| 11,6 11,6
47. | Dr.™ V. Mensikova 2 |140,1 11,3
48. | Dr.MM J. Tregler 4 |116,3 9,4
49. | A. Styskala 4 | 13,9 8,4
50. | Mgr.™ V. Vybiral 2 | 50,4| 0,0 1,2 12| 80
51. | M. Ambrosova 78 7,8 7,8
52.| A. Migel 1| 73 7,3
53.| L. Sirova 2| 59|25 34 590 59
54. | Bc.M V. Verner 3 | 48,9 4,0
55. | R. Zeleny 3| 38 3,8
56.—57. | L. Trochova 1 3,0 3,0
Bc.™M R. Petit 3| 37,0 3,0
58. | Be.™M K. Mensikova 1] 249 1,9
59. | S. Teodorovicova 3 8,1 1,0

Sloupecek Yy, je soucet viech bodii ziskanych v nafem seminafi, Zo je soucet bodu
v téchto deadlinech a 21 soucet vSech bodu v tomto ro¢niku. Sloupec O symbolizuje
Ostatni, obvykle prispévky za ¢lanky. Tituly uvedené v predchozim textu slouzi pouze
pro tcely M&M.

Casopis M&M je zastfeSen Matematicko-fyzikalni fakultou Univerzity Karlovy. S ob-
sahem casopisu je mozné naklddat dle licence CC BY 4.0. Autory textu jsou, neni-li
uvedeno jinak, organizatori M&M. Realizace projektu byla podporena Ministerstvem
skolstvi, mlddeze a télovychovy. Pokud si casopis neprejete ddle dostavat v tisténé po-
dobé, zruste si prosim jeho odbér v nastaveni svého uc¢tu na webu.

Kontakty: }{
M&M, OPMK, MFF UK E-mail: mam@matfyz.cz
Ke Karlovu 3 Web: mam.matfyz.cz l

121 16 Praha 2 FB: casopis.MaM
matfyz

M&M
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