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Uvnitf najdete nékolik témat a s nimi souvisejicich Gloh. Zamyslete se nad nimi a poslete
nadm sva feSeni. My vadm je opravime a ta nejzajimavéjsi z nich otiskneme. Nejlepsi feSitele
zveme na podzim a na jafe na soustfedéni.
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Mily Feiteli,

nevéhej a co nejdrive se pust do feseni problémi a tloh! Prvni deadline tohoto
¢isla je zaroven deadlinem pro soustfedéni, které probéhne od 20. do 28. dubna.
Body za Teseni, kterd zaslete do prvniho deadlinu, tedy zapocitame pii vybéru
ucastniku. To si nenech ujit!

A co té v tomto cisle ceka?

Termodynamika nabizi vzorova feseni tloh ze 3. dilu. Jejich ¢teni si pak mizes
osladit ¢lankem, ve kterém se Mgr.MM Monika Drexlerovi vénuje méfeni mérné
tepelné kapacity cokolady.

V tématku Lean si téz muzes prostudovat vzorova feseni z minulého dilu,
kromé toho té ale ¢ekd mnoho nového. Zabrousime spolecné k zdkladim logiky,
teorie mnozin a funkci a to vse budes moct vyuzit pfi feSeni mnoha zajimavych
uloh.

S tématkem Hez se v tomto ¢isle lou¢ime, avsak nesmutni. Pokud by se ti po
ném zastesklo, muzes se mu stale vénovat, napiiklad hledat nové vyherni strate-
gie.

Naopak Genetika se vraci! Naucis se kreslit rodokmeny a dozvis se, k ¢emu je
to dobré. Zkus si nakreslit rodokmen svoji vlastni rodiny!

Na zavér pro tebe mame zcela nové tématko FlatFox#. Naprogramuj cestu
lisky lesem a vyfe$ tim nékterou z tdloh! Narazi po cesté tvoje liska na bludny
kotren?

At ti Teseni jde a na vidénou na soustiedéni!

Tvoji organizdtori

Téma 1 — Termodynamika ............... .. ... ..
Téma 2 — Programovani a dokazovani v Leanu........................
Téma 3 — HeX ...
Téma 4 — Genetika ........... ... 31

Téma 5 — FlatFox 7. . ... o e e
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Zadani a reSeni témat
1. deadline: 1. bifezna 2024 | 2. deadline: 26. bfezna 2024
Reseni odevzdana do 1. brezna se zapocitaji pro ucast na soustfedéni.

Téma 1 — Termodynamika

Tento dil neobsahuje nové zadani, autory zavalily skolni povinnosti, nicméné dalsi
¢islo bude obsahovat pokracovani, predstavime si entropii a trochu zabrousime
i do statistické mechaniky. Stale se vSsak muzete pustit do Teseni nasledujicich
problému z predminulého déisla:

Problém 2.4: Popiste detailnéji, jok funguji moderni kalorimetry a jejich vjhody
a limity. Jak vypadd vzorek, ktery je idedlni adept na méreni kalorimetrem? Jaké
vlastnosti by vzorek mit nemel?

Problém 2.5: Zkuste experimentdlné zmeérit hodnotu meérné tepelné kapacity.
Muize vam na to poslouzit jednoduchy model kalorimetru zvany Blackiv kalori-
metr. V principu jde o to, Ze z merent urcite, kolik tepla se vymeéni mezi ledovou
nddobou (to odpovidd mnoZstvi roztdté vody) a télesem. Budou se vdm lépe mérit
latky s vysokou nebo nizkou mérnou tepelnou kapacitou? Zkuste zdivodnit. Pokud
najdete jing zpusob mereni cy, popiste jej a vyzkousejte jej.

Déle si mizete piecist ¢lanek od Mgr.MM Moniky Drexlerové na téma mérné
tepelné kapacity cokolady. Muzete se timto ¢lankem inspirovat a udélat si svij
vlastni experiment. Porad plati, ze hezka TeSeni otiskneme.

V tomto dile vAm predstavujeme vzorové feseni tiloh 3.2 a 3.3 od Doc.MV Jany
Uglickich spolu s autorskym resenim tlohy 3.1.

Vzorova reseni 3. dilu
Uloha 3.1

Zadani:
Jak by vztah pro entalpii vypadal v diferencidlni forme pro promeénny tlak sys-
tému béhem prechodu z pocdtecniho stavu do koneéného? Odvodte jej a popiste, co
znamenaji jednotlivé veliciny v odvozeném vztahu.
Reseni:
Definice vnitini energie je v diferencidlnim tvaru dU = Q + W. Znaménko d znaci
(nekonecéné) malou zménu hodnoty mezi dvéma stavy.

Pokud budeme uvaZovat jen objemovou praci (zanedbdme jaderné pfemény,
chemické reakce v systému atd.), plati: dU = @Q —p - dV.

Definice entalpie zni H = U + pV. Tuto si prepiseme do diferencidlniho tvaru:
dH =dU +p-dV +V -dp. Dosadime za dU: dH = Q —p-dV +p-dV +V -dp =
Q+V-dp.

|

|
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Vztah pro entalpii H je tedy nasledujici: dH = @ + V - dp. Plati za podminky,
ze se nekona jinad prace nez objemova, jde tedy pouzit k popisu spousty déji
a systémt, které tuto podminku splnuji. Jde napiiklad o systémy, ve kterych
neprobihaji chemické rekce a molekuly se sebou na molekularni drovni interaguji
zanedbatelné (nebo neinteraguji viibec, ale to je mozné jen v teorii). @ je teplo
prijaté ¢i odevzdané systémem, p a V jsou tlak a objem v systému.

Uloha 3.2

Zadani:

Reakce CoH,0 (g)+H30 (1) — CaHgOg (1) probihd pri 25° C a tlaku 101,325 kPa.
Vijpocet provedte pro pripad, Ze vsechny ldtky jsou v plynné (plati stavovd rovnice
idedlntho plynu) a nebo v kapalné fazi tak, jok je uvedeno v reakci. Data pri pod-
minkdch reakce:

CQH4O HQO CQHGOQ
AH® (298,15K,(g))/(kJ/mol) | —52,60 —241,827 —389,32
AH,;,(298,15K)/(kJ/mol) 26,20 44,0 71,20
p/(g/cm®) 08610 09971  1,1094

1. Na zdkladé nasledujicich dat vypoctéte standardni zménu entalpie pri hydra-
taci ethylenoxidu na glykol.

2. Vypoctéte zmenu moldrniho objemu béhem reakce.

3. Vypoctéte zmenu vnitini energie reakce.

Pro zisk extra bodu popiste, jaké predpoklady plati pro vzorce, co jste pouzili
(zda plyn musi byt idedlnd, zda néco zanedbdvdte apod.). Zamyslete se nad tim,
kdy vami vymysleny vzorec pouZit nelze.

ReSeni od Doc.™M Jany Uglickich:
1. podiloha
Za danych podminek plati, jak lze piimo vycist z tabulky,
AHc,m,0 = —52,6kJ - mol™.
Pro ldtky v kapalném skupenstvi plati, ze AHZ (1) = AHZ,(g9) —AH,y,, proto
AHp,o = —241,827 — 44 = —285,827kJ - mol ™,

AHc,1,0, = —389,32 — 71,2 = —460,52kJ - mol .
Potom AH = AHc,1,0, — AHc,m,0 — AHu,0 = —122,093kJ - mol ™.
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2. poddloha
O molarnim objemu plati
M
Vm =
p

kde M je molarni hmotnost latky a p jeji hustota. Staci tedy urcit V3 molarni
objem reaktantii, Vo molarni objem produktt a nasledné spocitat

AV =V = V1.
CoH40 budu povazovat za idedlni plyn, tj. pro néj plati V,,, = V/n = RT/p.

Vi = RT N Mi,o _ 8,314-29815 2416 _
P PH,O 101325 0,9971
=0,02445m? - mol ™ + 18,0524 cm?® - mol ™! = 0,02447m® - mol "
_ Mc,u0,  24+6+32
PCaHeOn 1,1094
AV, = —0,0244m? - mol™*

Va =55,89-10"%m? - mol™*

3. poddloha

Zménu vnitini energie lze vyjadiit jako AU = AH —pAV (pro konstantni tlak,
coz v tomto piipadé plati). Dosazenim vypocitanych nebo zndmych idaju do
vzorce ziskdme

AU = —122093 — 101325 - (—0,0244) = —119620,67J - mol~* =
= —119,62kJ - mol .

Predpoklady, za kterych vzorce plati

Napadly mé nasledujici okolnosti, které jsou pottreba, aby byl mtj postup
spravny:

e tlak je béhem celého prubéhu reakce konstantni,

e CoH4O0 je idealni plyn.

Uloha 3.3
Zadani:

Pri experimentu, jehoZ cilem bylo urceni slucovaci entalpie celulozy, bylo zjisténo,
ze behem dokonalého spdleni m = 0,6 g polysacharidu celuldzy (chemicky vzorec
[CsH;1905]12) v kalorimetrické bombé preslo pri 25°C do okoli teplo Q = 2000 J.
Pomoci slucovacich tepel COq2 (g) a HoO (1) urcete slucovacti teplo tohoto polysa-
charidu. Potrebujete moldrni hmotnost celulozy M a slucovaci tepla pri 25°C,
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kterd naleznete v tabulkdch nebo na internetu. Reakce probihd za stdalého objemu.
Je reakce endotermickd nebo exotermickd? Proc?

Ndpovéda: napiste si rovnici, objemy ldtek v kapalném a tuhém stavu zane-
dbdavame vici velikosti objemu plynngjch litek. Clen pV se vyskytuje i v rovnici
pro idedlni plyn. Pri konstantnim objemu systému je uvolnéné teplo Q béhem déje
rovno zmené moldrni vnitrni energie AUZ, podle rovnice: AUg, = QM /m.

Reseni od Doc.™ Jany Uglickich:

Hned v zadani je zminéno, ze teplo bylo vydano — jedna se tedy o exoter-
mickou reakci a vnitini energie soustavy béhem ni klesne. AU je tedy zédporné
a teplo @ bude mit zdporné znaménko.

Plati M
avs, — @
m

AH = Hprodukty - Hreaktanty =AU +pAV

Reakci hoteni celulézy popisuje rovnice:
1[CeH1005]12 (s) + 7202 (g) — 60H0 (1) + 72 CO4 (g).
Lze si dohledat slucovaci entalpie O, HoO a COs:
AHo, = 0kJ - mol™*(protoze jde o prvek),

AHp,o = —285,827kJ - mol ™!,
AHco, = —393,521 kJ - mol .

Zaroven, pokud zanedbame objemy kapalnych i pevnych latek a budeme po-
vazovat plynné latky za idedlni plyny, potom je objem reaktantu stejny jako
objem produkti, takZze zména objemu je nulova.
S témito znalostmi lze sestavit nasledujici rovnici a potom do ni dosadit:
M
% = 60AHH2O + 72AHCOZ — AH[06H1005]12
QM
AH[06H1005]12 = GOAHHZO + 72AHC02 — W =
—2)-1944
=60 - (—285,827) + 72 - (—393,521) — % =

= —39003,132kJ - mol ™.

Slucovaci entalpie celulézy [CeH19O5]12 je tim pddem —39003,132kJ- mol 1.

Pdja, Helca a Pavel; termodynamika@ledoian.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka
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Mé&rna tepelna kapacita cokolady 8b
Mgr.™ Monika Drexlerovd

Experiment
Uvod
K méreni mérné tepelné kapacity jsem si zvolila ¢okoladu.
Teorie

Protoze c¢okolada je amorfni latka, jeji tani probihd nerovnomérné. Jeji teplota
tani je rovnéz docela nizka, proto budeme méreni provadét okolo teploty 0°C.
Meérnou tepelnou kapacitu budeme mérit pomoci ledu a jeho skupenské premény,
coz jsem poéitala jakd!] 334 kJ-kg~!.

Postup a pomdicky

Celkem jsem provedla 4 méfeni (uvédomuji si, Ze to nenf Gplné referencni statis-
ticky vzorek, ale experiment jako takovy byl docela ndroény). Vzdy jsem zamrazila
vodu ve 4 stejné velkych krabicich. Kdyz jsem méla tento led, vlozila jsem mezi
krabice (,,hladinou ledu“ k sobé) tabulku éokolddy o pokojové teploté. Druhé dvé
krabice jsem dala stejné, jen jsem mezi né nevlozila ¢okolddu. Timto jsem mérila
mnozstvi ledu, které odtélo teplotou v mistnosti a ne diky zahrati se od ¢okolady
(coz mérime). Teplotu ¢okolddy jsem v prubéhu méfila (infracervenym bezkon-
taktnim teplomérem), dokud nedoséhla teploty 0°C (zde bylo dulezité pohlidat
si na zacatku i teplotu ledu, protoze nas mrazak je chladnéjsi, tedy i led sam se
musel chvili zah¥ivat). Poté co ¢okoldda dosdhla této teploty, vymeénila jsem ji za
totoznou tabulku pokojové teploty a to jsem provedla 2krat (celkem 3 tabulky,
abych méla dostatek ¢okolddy a relativné dobfe méfitelny rozdil hmotnosti).

Po zahiéti 3 tabulek jsem zvézila obé dvojice krabic (po odliti vody) a zazna-
menala jejich rozdil. Tento proces jsem opakovala 4krat.

Data

Nejistotu ze statistického souboru a méfeni jsem pocitala jako (kde chybu pfistroje
jsem vzala jako 5 g — radéji aﬁ je vétsi vzhledem k faktortim ovliviiujici nepresnost

méfeni, které rozebirdm nize)
2
il Xp)
n— 1

w= L

N = /N2 + N?

1Pozn. redakce: Tato &iselnd hodnota je tabulkovéd hodnota mérného skupenského tepla pro
skupenskou preménu tani ledu.
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Celkovou nejistotu koeficientu jsem poté pocitala jako nejistotu v podilu, pro
vypocet koeficientu z rovnice (vSe jsem prevedla na jouly a gramy):

meAT = Amledult

Kde m = 100 g je hmotnost ¢okolddy, ¢ je mérné tepelnd kapacita ¢okolady (vyjde
v joulech na gramy na kelviny), AT je rozdil mezi 0, na kterou ¢okolddu chladime,
a pokojovou teplotou, kterou mé ¢okolada ptuvodné (tedy 20 K), Amjeqy je rozdil
hmotnosti kontrolni krabice s ledem a testovaci krabice s ledem (testovaci bude
lehét, protoze odtaje vice vody — tato voda chladi ¢okolddu) a I; = 334000 J-g~!
je skupenské teplo tani ledu. Po dosazeni hodnot a vyjadfeni ziskame:

3-100 - ¢~ 20 = Amjeay - 334000
 Ameay - 334000

3-100-20
rozdil m[g)
1. 43 pramér [g] 41,75
2. 38 nejistota hmotnosti [g] 5,22
3. 45 nejistota kapacity [J/gK] 0,29
4. 41 c[J/eK] 2,32

Kapacita tedy vysla ¢ = (2,3240,29) J-g~!- K=! s tim, Ze odchylka okolo 12 %
vznikla diky velkému rozptylu malého souboru dat a velké chybé pristroje.

Zavér a diskuze

Experiment byl hodné omezen jeho slozitosti a narocnosti na provedeni, tomu
rovnéz odpovidé relativni nepiesnost.

Co se namétrenych dat tyce, fekla bych, ze vysla docela v poradku. Jediny
zdroj pro mérnou tepelnou kapacitu c¢okolady, co jsem nasla, byl anglicky a uvadél
hodnot?] 1,6 J-g~1-K~1, co sice je docela mimo mé méfen, nicméné existuje par
vlivi, které tento rozdil zptsobily.

Na krabice, do kterych jsem vkladala cokoladu, jsem podstatné vice sahala,
tedy i toto teplo mohlo mit efekt. Dale ani samotné méfeni teploty ¢okolddy nebylo
presné, tedy je mozné, ze bud teplota ledu nebo tabulky nedosdhla, nebo presahla
danou hodnotu. Vsechny tyto faktory vysledné teplo do rovnice jen pridavaji, tedy
je pochopitelné, ze moje kapacita vysla vyssi.

K eliminaci ostatnich chyb jsem pouzila identické ¢okolady, nechala krabice na
stejném misté a pred kazdym mérenim je nechala chladnout stejnou dobu. Rovnéz
jsem je vzdy dolila na identickou vdhu (mezi sebou i s ostatnimi méfen{mi).

2Zdroj: https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S1466856421000308.


https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S1466856421000308
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Experiment by se dal zlepSit presnéjsim vybavenim, celkovym odizolovanim
od okolniho prostiedi, vétsim poctem méfeni, ale zaroven by i vysel 1épe pro latky
s vétsi hodnotou ¢ (nebo latky, co maji vétsi hustotu — jsou tézs{ — zvétsi faktor
hmotnosti, ale i co maji vyssi teplotu tani nez ¢okoldda — mohla bych je zahtat
a zvétsit rozdil teplot). Experiment by Sel zkratka zlepsit jakymkoliv zptisobem,
ktery by udélal rozdil v odtaté vodé znatelnéjsi od rozdilu, ktery odtaje jen diky
okolni teploteé.
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Téma 2 — Programovani a dokazovani v Leanu

Dil 4: Logika

vvvvvv

matematické véci — co existovalo od praddvna, jesté nez buh stvoril ¢isla. Proto
v tomhle dile najdete mnohem méné scitani, od¢itani, nasobeni a déleni. Nao-
pak tady najdete spoustu implikaci, konjunkci, kvantifikdtort a mnozin. Nejspis
shledéte, ze kdyz pracujeme s abstraktnéjsimi vécmi, je Lean vice ndpomocen (¢i
méné na obtiz; je na vas, jak se na to budete divat) nez t¥eba pfi praci s redlnymi
cislyPl

Vyrokova logika

vev

Nejdulezitéjsi logicka spojka je implikace. Vyraz P — Q rika, ze kdyz plati P,
musi platit i Q. Abyste napsali sipku ve VS Code, napiste \r a stisknéte mezernik.
Toto je pravdivostni tabulka pro implikaci:

P Q |P—Q
True True True
True False False
False True True

False False True

Nékterym lidem pripada matouci, ze False — True je pravda. Pojdme si to ob-
jasnit na pifkladu, ktery demonstruje véechny t¥i pravdivé situace. Rekli byste, ze
v kontextu (x : Z) je tvrzeni (x > 20) — (x > 10) pravdivé? To nepochybné
je! Kazdé cislo vétsi nez dvacet je urcité veétsi nez deset. Pojdme si tam dosadit
néjaké konkrétni hodnoty:

e (x = 25) ddva True — True
e (x = 15) dava False — True
e (x = 5) ddva False — False

Jediné True — False vzniknout nemuze (ani tady ani jinde).

Mozné vés zarazilo, pro¢ tu piseme True a False, zatimco v prvnim dile bylo
true a false. To neni chyba. V prvnim dile jsme pracovali s typem Bool, ktery se
pouziva pro vypocty. V tomto dile pracujeme s typem Prop, ktery se pouziva pro
tvrzenﬁ Pfresny rozdil mezi typy Bool a Prop je nad ramec tohoto textu. Mizeme
vsak naznacit, ze term typu Bool je vyraz, ktery Lean vzdycky vyhodnoti na true
nebo false. Tylﬂ Prop se nehodi pouzivat pro vysledky vypoctl, ale muzeme

3Redlné jsou redlné &isla pro redlny poéita¢ hodné slozité.

4 Anglicky se ,tvrzeni“ fekne ,proposition®.

5Ve skute¢nosti Prop neni typ nybrz univerzum. Ale to tady nechceme rozebirat. Omluvte
prosim technické nepfesnosti, kterych se tu dopoustime.
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o ném psat dtkazy. Napriklad Irrational (Real.sqrt 2) je term typu Prop.
D4 se o ném dokéazat, ze se rovna True. Nedd se o ném dokézat, ze se rovna
False. V minulém ¢isle jsme celou dobu pracovali s termy typu Prop za hlavni
dvojteckou, aniz bychom se o tom zminovali.

Ve zverejnéném kédLﬂ si muzete prohlédnout, jak se s implikacemi pracuje
jak na urovni taktik, tak i na urovni termﬁﬂ Ve zbytku tématka budeme psét
dikazy pomoci taktik, jak jsme to délali v minulém c¢isle. Velice uzitecna je taktika
apply pro tzv. zpétné uvazovani (od cile k predpokladtim). V okamziku, kdy
Q je cil a mame v lokadlnim kontextu tvrzeni (pq : P — Q), kde P a Q jsou
libovolné slozité termy typu Prop, mizeme napsanim apply pq preménit cil na P.
Zéaroven dochézi k dosazeni spravnych konkrétnich hodnotﬂ kdyz P a Q zalezely
na néjakych spolecnych argumentechﬂ Spatnym pouzitim apply se ale miizeme
dostat do slepé ulicky.

Dalsi logicka spojka je konjunkce. Vyraz P A Q fikd, ze P musi platit a Q také
musi platit. Ve VS Code napiste \and a stisknéte mezernik. Toto je pravdivostni
tabulka pro konjunkci:

P Q [PAQ
True True True
True False | False
False True False

False False | False

Pojdme si ukazat jeden z mnoha zpiisobu jak dokazat, ze v konjunkci nezalezi
na poradi:

example {P Q : Prop} (predpoklad : P A Q) : Q AP := by
obtain (p,q) := predpoklad
constructor
® exact q
® exact p

Prvni radek k&, co mame k dispozici a co chceme dokéazat. Nasledujici radek ro-
zebere (predpoklad : P A Q) na casti. V lokdlnim kontextu se objevi (p : P)
a (q : Q). Spicaté zavorky, které se pouzivaji v obtain i nékterych dalsich tak-
tikdch, které néco délaji s ,vnitini strukturou“ termiu, ve VS Code napisete tak,

Shttps://github.com/madvorak/lean-mam/blob/main/mam/Cislo4.lean

“Nenf ndhodou, ze pouzivame stejny symbol pro implikaci jako pro funkci. V typovém systému
Leanu je totiz oboje to samé. Term typu P — Q je funkce, ktera transformuje term reprezentujici
diikaz P na term reprezentujic{ dikaz Q. Diky tomu je také mozné napsat spoustu dikazt (kdyz
je piSeme jako term; s taktikami je to malinko jiné) jednoduse pomoci skladani funkci. Abyste
napsali symbol o pro slozeni funkei, ve VS Code napiste \o a stisknéte mezernik.

8Ptesndji fedeno je unifikuje a hned splni ,trividlni“ podcile.

9Ve skuteénosti je taktika apply jesté chytiejsi. Mame-li predpoklad (pqr : P — Q — R)
a cil R, mohlo by se zdét, ze apply pqr nebude fungovat, protoze pqr ma typ P — (Q — R)
napsany explicitné, kdezto cil neméa typ (Q — R). Jenze apply pqr zafunguje — vygeneruje dva
nové cile (P a Q) a uspokoji cil R.


https://github.com/madvorak/lean-mam/blob/main/mam/Cislo4.lean
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Ze napiSete \<> a stisknete tabuldtor (nebo mezernik), coz vlozi zacdtek a konec
Spicaté zévorky najednou. Taktika constructor na dalsim fadku tGtoci na hlavni
véc v cili. Zde je tou hlavni véci konjunkce. Vzniknou dva cile misto ptivodniho
jednoho cile. Prvni je dokdzat Q. Druhy je dokdzat P. Oba mame jiz v lokdlnim
kontextu. Pro kazdy cil pouzijeme taktiku exact se spravnym termem (zde jsou
P a q jména, kterd jsme si zvolili vySe). Jak jsme si ukdzali minule, puntiky pou-
Z{vdme pro prehlednost (byt zde asi nenf nic, v ¢em bychom se mohli poplést pri
¢ten{ kédu).

Dalsi logicka spojka je disjunkce. Vyraz P VvV Q Tikd, ze minimalné jedno z tvr-
zeni P nebo Q musi platit. Ve VS Code napiste \or a stisknéte mezernik. Toto je
pravdivostni tabulka pro disjunkeci:

P Q |[PVQ
True True True

True False True
False True True
False False | False

Pojdme si ukdzat obdobné tvrzeni o disjunkci (zde jsou misto puntiki svislitka,
kterd znamenaji néco jako ,v pripadé tom*, ale jsou povinnd):

example {P Q : Prop} (predpoklad : PV Q : Q V P := by

cases predpoklad with

| inl p =>
right
exact p

| inr q =
left
exact q

Taktika cases rozbije predpoklad na moznosti, jak muze byt splnény. Dejte si
pozor na spravnou syntax — slovo with i svislitko pred kazdou variantou jsou
povinné. Nézvy konstruktorti inl a inr vychdzeji z definice disjunkce (neni po-
voleno je pojmenovat jinak). Nazvy jejich argumentd p a q si volime my. Taktika
right ikd, Ze budeme spliiovat cil pomoci pravého podcile (obecné podle druhého
ze dvou konstruktort). Pouzijeme p z lokdlntho kontextu. Taktika left rika, ze
budeme spliiovat cil pomoci levého podcile (obecné podle prvniho ze dvou kon-
struktorii). Pouzijeme q z lokdlniho kontextu.

Asi byste se zlobili, kdybychom opomenuli ekvivalenci. Vyraz P < Q 1ika, ze
P plati prave tehdy, kdyz Q plati. Ve VS Code napiste \iff a stisknéte mezernik.
Toto je pravdivostni tabulka pro ekvivalenci:

P Q [P eQ
True True True
True False False
False True False
False False True
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Ekvivalence je vic nez jen syntakticka zkratka za konjunkci dvou navzajem ob-
racenych implikaci. Ekvivalenci miZzeme pouzivat k prepisu ¢dsti termt (v cili
nebo v predpokladu) pomoci rw a dalsich taktik. Nejen ze pravdivostni tabulka
pro P < Q je stejnd jako pravdivostni tabulka pro P = Q nad patfi¢cnym typem,
i jejich pouziti je skoro stejné!

Zatim jsme mluvili o bindrnich logickych spojkach. Musime zminit také negaci,
kterd je undrni (tzn. bere jen jeden argument). Vyraz —-P iikd, Ze P neplati. Ve
VS Code napiste \not a stisknéte tabulator. Pravdivostni tabulka pro negaci je
velmi jednoducha:

P | -P
True | False
False | True

Negace je v Leanu implementovana jako implikace. Podivejte se na pravdivostni
tabulku pro implikaci a dosadte si @ = False. Pouze dva radky té tabulky budou
relevantni. A uvidite, ze =P a (P — False) jsou to samé. Syntakticky cukr jde
jesteé dal! Jsou-li x a y termy stejného typu, mizeme psat x # y jako zkratku pro
-(x = y), coz je zkratka za (x = y) — False. VSechny tfi vyrazy jsou vic nez
jen logicky ekvivalentni — jsou si defini¢né rovnym

Uloha 4.1 [2b]: Dikaz ndsledujiciho turzeni napiste pouze pomoct taktik ‘exact’,

‘constructor’, ‘left, ‘right’, ‘intro‘, ‘use‘, ‘cases‘, ‘obtain’
example (P QR : Prop) : PA (Q VR < (P AQ V (P AR) := by
tauto

Predikatova logika

Pomoci vyrokové logiky toho bohuzel moc zajimavého nevyjadiime. Abychom
mohli délat zajimavou matiku, potfebujeme predikatovou logiku, ktera k uvede-
nym logickym spojkam pridava kvantifikatory.

Méame k dispozici univerzalni kvantifikdtor V ve vyznamu ,pro kazdy term
daného typu* a existenc¢ni kvantifikdtor 3 ve vyznamu ,pro néjaky term daného
typu“. VS Code zkratky pro jejich zapis \all a \ex vychdzeji z anglic¢tiny (,all*
a exists“).

Predikatovou logiku jsme jiz implicitné pouzivali v minulém ¢isle — argumenty
v zévorce oznacuji proménné, pred které se automaticky vklada univerzalni kvan-
tifikdtor (a zdroven se pro dikaz daného tvrzeni automaticky priddvé tato pro-
ménnd do kontextu). V minulém ¢isle jsme psali:

theorem dva_krat (n : N) : 2 * n=n +n := two_mul n
Ve skutec¢nosti to znamenalo:

theorem dva_krat : Vn : N, 2 *n=n +n := fun n => two_mul n

10V Leanu existuje vic typt rovnosti. Definiéni rovnost je jedna z téch silnéjsich.
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To samé lze jednoduseji napsat takto:

theorem dva_krat : Vn : N, 2 *n=n +n := two_mul

Zde je cely typ termu dva_krat napsany za hlavni dvojteckou (zde tou prvni
dvojteckou).

Jak se tvrzeni s kvantifikdtory dokazuje? Pokud cil zac¢ind V néco, chdpeme
to, ze nepritel vybird, pro jakou hodnotu musime poskytnout dukaz. Taktika
intro si prec¢te hodnotu od nepfitele — do kontextu je pridan novy identifikator, o
kterém zatim neni zndmo nic kromé jeho typu. Pokud cil zac¢ina 3 néco, je na nas,
abychom si vybrali, pro jakou hodnotu budeme zbytek tvrzeni dokazovat. Taktika
use nasledovana termem spravného typu eliminuje existenéni kvantifikator.

Pokud je kvantifikator v predpokladu, je situace skoro opacnd. Protoze tu ne-
mame prostor vysvétlovat vSechny dilezité taktiky, odkazeme se na jejich prehled

na webu1]

Praci s kvantifikdtory si ukazeme na tomto jednoduchém piikladu:

theorem deMorgan_existencni {«a : Type} {R : a — Prop}
(R_1ze_splnit : 3 a : a, Ra) : - (Va:a - Ra):=hby
obtain (a, splnen) := R_lze_splnit
intro pro_spor
apply pro_spor
exact splnen

Rédek obtain (a, splnen) := R_lze_splnit ndm ulozi svédka pod jménem a
a dukaz (R a) pod jménem splnen. Cil zac¢ind negaci. Formalné ma cil tvar
funkce (V a : a, = R a) — False, takze na néj pouzijeme taktiku intro jako
u implikaci. V lokdlnim kontextu se objevi pro_spor : (Vv a : &, - R a) a
cilem je ted False. To se krdsné unmifikuje s pravou stranou pro_spor. Proto
pouzijeme taktiku apply. Posledni fadek vyplyva z nového cile.

Alternativni pristupy k tomuto dikazu najdete v nasem repozitari. Najdete
tam dikaz vyuzivajici taktiku push_neg, automaticky dilkaz taktikou tauto, a
nakonec ditkkaz nalezeny pomoci library_search. Taktika tauto je pro dikazy
zakladnich logickych tvrzeni tak silna, ze ji mate v prvnich dvou tlohach zakaza-
nou.

Vsimnéte si zavorek v hlavicce. Jak jsme si uz vysvétlili, slozena zavorka ozna-
¢uje implicitni argument (automaticky se odvodi). Kulatd zavorka ukazuje jediny
explicitni argument (ten musime poskytnout pti zavolani). Kdykoliv poskytneme
term (R_lze_splnit : d a : a, R a), z jeho typu se pfimocare odvodi « i R,
ze kterych se posléze odvodi typ vystupu (jaké presné tvrzeni to konkrétni volani
deMorgan_existencni poskytne).

Podivejte se i na jiné priklady v nasem repozitari. Naucite se z nich syntax
Leanu a ruzné diukazové techniky (zdaleka ne vSechno se veslo do tohoto ¢aso-
pisu).

HUhttps://github.com/madvorak/lean4-tactics/blob/main/README-CZE.md


https://github.com/madvorak/lean4-tactics/blob/main/README-CZE.md
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Uloha 4.2 [2b]: Dikaz ndsledujiciho turzeni napiste pouze pomoct taktik ‘exact’,

‘constructor’, ‘left, ‘right’, ‘intro‘, ‘use‘, ‘cases‘, ‘obtain’
example R : N - N - N - N - N — Prop)
@x,Vy,Vz,Vb,da, Rabxyz) —
Mz, Vy, 3x, Vw, 3v, Rvwzxyz) :=by
tauto

Mnoziny a funkce

Casto se i1ké, ze celd matika stoji na teorii mnozin. Lean vSak na teorii mnozin
nestoji. Lean je zaloZen na teorii typu (konkrétné na teorii zdvislych typt nazvané
Calculus of Inductive Constructions). I v teorii typi lze samoziejmé mluvit o mno-
zinach, ale nejsou tu tim nejzédkladnéjsim pojmem. Jsou dva zpusoby jejich repre-
zentace. Neformélné je nazveme ,,mnozina je typ“ a ,mnozina je predikat“.

Pohled ,,mnozina je typ“ je velice ptimocary. Mame urcity typ, o kterém pro-
hlasime, ze na vSechny termy toho typu se budeme divat tak, Ze tvori mnozinu.
Pokud bychom chtéli zadefinovat néjakou podmnozinu této mnoziny, miuzeme po-
uzit podtyp. Tenhle pristup se vSak rychle stane zbytecné technicky slozitym.
Nebudeme se tu ucit deklaraci vlastnich typt a uz viubec ne deklaraci podtypu.

Pohled ,mnozina je (undrni) predikat“ je vhodny pro mluveni o podmno-
zindch. Kdyz chceme mluvit o mnoziné M, kterd obsahuje néjaké realnd ¢isla (je
jedno, zda je tato mnozina koneén4 ¢i nekonecnd), zadeklarujeme si (M : Set R),
coz je syntakticka zkratka za (M : R — Prop). KdyZz chceme mluvit o mnoziné
abeceda, ktera obsahuje néjaké znaky, zadeklarujeme si (abeceda : Set Char),
coz je syntaktickd zkratka za (abeceda : Char — Prop).

Méjme dvé mnoziny X a Y obsahujici néjaka celd ¢isla, tj. (X Y : Set Z). Po-
kud chceme fict, Ze X je podmnozina Y, sta¢i napsat X C Y, kde infixovy operator
C zapiSeme zkratkou \ss ve VS Code, coz se prelozi na term Set.Subset X Y
neboli X.Subset Y definovany takto:

Va a€X —>acy
Tohle je stéle jesté syntakticky cukr. Plna verze X C Y je ve skutecnosti toto:
Va:%Z,Xa—Ya

Lean s knihovnou Mathlib ndm déavaji vétsinu notace pro praci s mnozinami,
kterou zndme z matematiky. Pokud bychom naptiklad chtéli zapsat (pravdivé)
tvrzeni, ze mnozina celych ¢isel vétsich ¢i rovnych stu je podmnozinou kladnych
celych ¢isel, mizeme to napsat takto:

{x:Z |1 x>210}rc{y:ZI|ly>01%

Identifikatory x a y jsou arbitrarni; zvolili jsme je jako ndznak jmen nasich mnozin
Xay.
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V praxi oba uvedené pohledy kombinujeme; pohled ,mnozina je typ“ pou-
zivame pro hlavni mnozinu; pohled ,mnozina je predikat“ pouzivime pro pod-
mnoziny. Neni to jedind moznost — mnozinu vsech celych ¢isel bychom mohli psat
{z : Z | True } ve stylu ,mnozina je predikat“, ale pripadd ndm jednodussi
napsat prosté Z ve stylu ,mnozina je typ“. Pozor na to, Ze ty dva termy maji
odlisny typ. Nelze vyslovit rovnost Z = { z : Z | True }.

Pokud vam pripadéd celé to povidani o mnozindch zbytecné zdlouhavé, mu-
zete si misto néj odnést zjednodusené pravidlo, které vyjadruje, jak s mnozinami
pracujeme my (i vétSina ostatnich uzivateli Leanu):

e mnozina = Type
e podmnozina = Set

Tohle rozhodné nepiste do pisemky z matematiky ani do pisemky z anglictiny, ale
jinak budete po vétsinu ¢asu v pohodé, kdyz si to takhle zapamatujete.

Ukézeme si jeSté néjaky nepovinny cukiik — kvantifikace pfes (pod)mnozinu.
Z neformélni matematiky zndte tvrzeni typu ,pro kazdy prvek M plati (...)*
¢ existuje prvek M takovy, Ze (...)“. Podobnou véc muzZeme psat i v Leanu!
Méjme v kontextu (M : Set R). Ted lze psat o mnoziné M véci jako:

da€eM a~4< 10
To se prelozi (s vyuzitim tddaje o typu M) na:
Jda:R,aeMAa” 4<10

Kdyz spojite doposud nabyté znalosti dohromady, mélo by vim davat smysl, ze
posledni uvedené tvrzeni vyjadiuje to samé, co by intuitivné mélo znamenat to
tvrzeni nad nim, ¢ili ze mnozina M obsahuje néjaky prvek, jehoz ¢tvrtd mocnina je
mensi ¢i rovna deseti. Pravdivost tohoto tvrzeni samoziejmé zavisi na tom, jaké
prvky M obsahuje. Obdobné mizeme psat o mnoziné M véci jako:

VaeM a<lal

To se prelozi (s vyuzitim tdaje o typu M) na:
Va:R,aeM—a<<lal

Kdyz pouzijeme jesté méné syntaktického cukru, je to tohle tvrzeni:
Va:R,Ma— a< abs a

Zrovna tohle tvrzeni plati bez ohledu na to, jaké prvky M obsahuje. Muzete si ho
zkusit dokdzat (nebo se podivat do repozitdre — jsou to dva nudné fadky).
Zavedeme si nékolik pojmi o funkcich (neboli zobrazenich). Pak si o nich
dokazeme péar vlastnosti.
Prvni pojem nejspis znate ze skoly; funkce je prosta, pokud dva rizné prvky
vzdy zobrazi na dva riazné obrazy:
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def Prosta {A B : Type} (f : A — B) : Prop :=
Vxy:A x#y—>fx#fy

[ . |_ve o\\ °
><\-o I
o | o
([ J (]
e >0 e >0
je prosta neni prosta

Funkce je surjektivni (neboli ,funkce na“), pokud kazdy prvek cilové mnoziny ma
VZOr:

def Surjektivni {A B : Type} (£ : A — B) : Prop :=
Vz:B,dx : A, £fx=2z

® »® ® = ad
/
o— | o |
e ®
o*— *—
\ \
® =] ® —>®

je surjektivni neni surjektivn{

Funkce je bijektivni (neboli bijekce), pokud je prostd a surjektivni zaroven:

def Bijektivni {A B : Type} (f : A — B) : Prop :=
Prosta f A Surjektivni f

| e o« o
o/><\‘o o e

je bijektivni neni bijektivni

Dvé mnoziny (nebo dva typy) jsou stejné velké, pokud mezi nimi existuje bijektivni
funkce:

def StejneVelke (A B : Type) : Prop := 3 f : A — B, Bijektivni f

Dokazme si ted velice prirozené tvrzeni, ze slozenim prostych funkci vznikne prosta
funkce:



18 XXX/4 R

theorem slozProsta {A B C : Type} {f : A — B} {g : B = C}
(hf : Prosta f) (hg : Prosta g)
Prosta (g o f) := by
sorry

// °
/ —>®

3 N R

Protoze cilem je dokazat Prosta (g o f), podivame se nejprve, jak je Prosta
definovana (v nasem kédu je to jen nékolik fadka nad tim, ale ¢asto to tak byt
nemusi; hodi se védét, ze se k definici muzeme rychle dostat tak, ze klikneme na
jméno a stiskneme F12, coz je jedna z kldves v hornim faddku kldvesnice).

Zacina to univerzalnim kvantifikdtorem. TakZe napiSeme intro x a precteme
si novy cil:

N\

Vy:A x#y—>(gof)x#(gof)y

Jasnym pokracovanim je intro y. V lokalnim kontextu pribyde dalsi polozka a
cil vypada takto:

x#y = (gof)x# (gof)y

Je to implikace, takze taktiku intro pouzijeme jesté jednou. VSechny tfi muzeme
napsat na jeden radek intro x y hxy, nacez je cilem dokazat (g o £) x # (g
o £f) yneboli g (f x) # g (£ y). To krdsné pasuje na pravou stranu tvrzenf
hg (£ x) (£ y). Dalsim krokem je proto apply hg. Zbytek diikazu je uz jasny.
Takhle vypada cely dikaz tvrzeni, Ze slozeni prostych funkci dé prostou funkei:

theorem slozProsta {A B C : Type} {f : A — B} {g : B = C}
(hf : Prosta f) (hg : Prosta g)
Prosta (g o f) := by
intro x y hxy
apply hg
apply hf
exact hxy
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Ve vsech tlohach od ted mtizete pouzivat jakékoliv taktiky.
Uloha 4.3 [1b]: Dokazte, Ze sloZend surjektivnich funkci dd surjektivni funkci: ‘

theorem slozSurjektivni {A B C : Type} {f : A — B} {g : B — C}
(hf : Surjektivni f) (hg : Surjektivni g)
Surjektivni (g o f) := by
sorry

D

o— @000 |
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PV

Uloha 4.4 [1b]: Dokazte, ze slozend bijektivnich funkci dd bijektivnd funkci: A

theorem slozBijektivni {A B C : Type} {f : A — B} {g : B — C}
(hf : Bijektivni f) (hg : Bijektivni g)
Bijektivni (g o f) := by

sorry
° e | —
. =./><\..
° e | —
. =./><\..
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Pojdme si ukazat vic tvrzeni o mnozindch a zobrazenich mezi nimi! V predlon-
ském tématku Nekonecna jsme narazili na Cantorovu vétlﬂ Vidéli jsme obrazek,
ktery objasnoval, pro¢ je nemozné prirozenymi ¢isly oc¢islovat mnoziny prirozenych
¢isel.

KdyZ to zobecnime na jakékoliv mnoziny (plati to pro konefné i nekoneéné
munoziny, ale prekvapivé je to jen u nekoneénych mnozin), mizeme tvrdit, Ze ne-
existuje zadné surjektivni funkce z mnoziny do jeji potenéni mnoziny. V Leanu
mluvime o funkci typu T — Set T, tedy o zobrazeni, které prvkiam typu T pfi-
razuje mnoziny nad typem T, neboli prvkim mnoziny T prifazuje podmnoziny
T. Takova zobrazeni jisté existuji (tfeba kazdému prvku pfitadme jednoprvko-
vou mnozinu — uzivatelé Leanu je nazyvaji ,singleton), ale zddné z nich nen{
surjektivni. Pro¢? To ndm ukaze Cantorova diagondlni metodal

Pojdme si Cantorovu vétu dokazat formdélné... Vysvétleni si mizete precist
v odstavcich pod kédem dukazu.

theorem vetaCantor (T : Type)
- (3f: T — Set T, Surjektivni f) := by
intro pro_spor
obtain (f, surjektivni) := pro_spor
obtain (a, sporne) := surjektivni { x : T | x ¢ £ x }
have paradox : (a € f a) « (a ¢ f a)
e exact of_eq (congr_arg (Membership.mem a) sporne)
exact nemozna_ekvivalence paradox

Radek zac¢inajici puntikem byl vygenerovian pomoci library_search. Ostatni
radky byly napsany rucné.

Zamérme se na stav dliikazu, ktery vidime v Infoview po prvnich dvou krocich
dtkazu. Lokalni kontext ma pouze tii polozky:

T : Type
f:T — Set T
surjektivni : Surjektivni f

Cilem je dokazat False.

Tvrzeni surjektivni musime néjak dovést ke sporu. Nastésti vime jak na
to! Nahlizejme na surjektivni jako na funkci, ktera libovolnému termu typu
Set T prifadi term typu T, jez by mél byt jeho vzorem. Inu, dosadime tam (a to
je nejtézsi krok tohoto dikazu) mnozinu { x : T | x ¢ £ x }. Cilem je ted
stale dokézat False, ale v lokalnim kontextu nam pribyly dvé nové polozky navic
(pfesné znéni se muze lisit dle verze Leanu a knihoven):

a: T
sporne : fa={x:T|x¢fx}

Obsahuje mnozina £ a prvek a? Ano i ne!

2https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/28/28-1.pdf#page=27 predposledni strana
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Primo z definice mame, Ze prvek nalezi do mnoziny, pokud pro néj plati, co je
napséno vpravo od svislitka. Pro prvek jménem a tou charakterizaci je a ¢ £ a.
Ale co ze jsme to pravé charakterizovali? Zapisovali jsme podminku proa € f a.
Dospéli jsme k zivéru (a € £ a) < (a ¢ £ a). Tada!

Posledni faddek (konstrukce termu typu False z termu paradox) lze nahradit
zavolanim taktiky tauto.

Nyni vyslovime vyznamnou matematickou vétu, kterd ndm umozni charakte-
rizovat ,stejnovelikost“ bez nutnosti konstruovat konkrétni bijekei:

theorem jsouStejneVelke {A B : Typel} :
(3f : A — B, Prosta f) AN (3 g : B — A, Prosta g) —
StejneVelke A B := by
sorry
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Nejprve nahlédnéme, ze pro kone¢né mnoziny je to trividlni. Mame-li mezi
konecnymi mnozinami A a B jak prostou funkci £ : A — B, tak i prostou funkci
g : B — A, pak obé tyto funkce jsou nutné bijektivni (a funkci £ mizeme hned
pouzit jako svédka, Ze jsou mnoziny A a B stejné velké). Pro nekoneéné mnoziny
to uz tak snadné neni. ..

XN XN A TATT
NP T NN A B

Na obrézku jsou dvé nekonecné mnoziny a dvé prosté funkce, které nejsou
bijektivni. Vidime tedy, ze kdyz to chceme dokazat obecné, bude potieba néjaky
trik...

Potiebujeme zkonstruovat bijekci F : A — B pouze na zdkladé prosté funkce
f : A — Ba prosté funkce g : B — A. Problém s nekone¢nymi mnozinami je,
ze existuji prvky A, které nemaji g-predchiidce v B, a Ze existuji prvky B, které
nemaji f-predchiidce v A. Nazvéme tyto prvky sirotky neboli nultou generaci.
Mohli bychom si fict, ze funkci £ : A — B rozsifime tim, ze pro kazdého sirotka
b : B nechdme F zobrazit g b na b, ¢ili tak trochu vyuZijeme g=! v konstrukci
F. Bude to fungovat? Mame tu skupinu prvki A, kterou nazveme prvni generaci,
kterou nechame jit podle funkce g~! namisto funkce f. Tim ale vznik4 skupina
f-obrazi v B, kterou nazveme druhou generaci, kterd by neméla F-predchudce,
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,,,,,,,, Suda generace v A

Retéz zacinajici sirotkem v A

,,,,,,, Licha generace v A

Retéz zacinajici sirotkem v B

__ Zadna generace

Cyklus nebo nekone¢ny retéz predku

coz se nesmi stat. Zaplatou na tento problém bude, Ze tieti generaci prvka v A
zase zobrazime pomoci g~!. Tim ztrat{ své predchtidce étvrta generace prvki v
B, kviili ¢emuz i na patou generaci prvki v A pouZijeme funkeci g=t. Asi uz vidite,
kam to vede. Mame prvky liché generace v A, kde si prejeme, aby F opisovala
g~!, a prvky sudé generace v A, kde si prejeme, aby F kopirovala f. Pak jesté
existuji prvky, které se celému tomu zonglovani vyhnuly, ponévadz, kdyz od nich
pujdeme libovolné dlouho proti sméru sipek, nikdy nedorazime k sirotkovi v A ani
k sirotkovi v B. Tyto prvky, které lezi v cyklech nebo v oboustranné-nekonecnych
fetézech, nam nastésti nasi konstrukci F nerozbiji. Pouzijeme na né funkci £.

Abychom ten dlouhy odstavec shrnuli, konstruujeme funkci F : A — B, ktera
se na prvcich liché generace v A chové jako g=! a na vSech ostatnich prvcich A se
(sudé generace, cykly, oboustranné-nekonecné fetézy) chova jako f. Zbyva doké-
zat, ze tato funkce F je bijektivni. Tim bude hotov nas dukaz, Ze mnoZiny A a B
jsou stejné velké.

Pojdme napsat formélni dukaz! Nésleduje nékolik pomocnych definici a lem-
mat. Nékterd dokazeme my. Néktera dokazete vy. Také dokonceni dukazu hlavni
véty bude na vas!

inductive Generace : {A B : Type} - (A — B) — (B — A) —
A —- N — Prop

| nula {A B : Type} {f : A — B} {g : B — A} {a : A}
(sirot : = dDb : B, gb = a)
Generace f g a 0

| nasl {A B : Type} {f : A — B} {g : B — A} {a : A} (p : B)
(rodic : g p =a) {n : N} (rodokmen : Generace g f p n)
Generace f g a n.succ
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,,,,,,,, Suda generace v A

Retéz zac¢inajici sirotkem v A

,,,,,,, Licha generace v A

Retéz zacinajici sirotkem v B

__ Zadna generace

Cyklus nebo nekone¢ny fetéz predku

Generace je definovana induktivné. Nemusite se ale ucit, jak se pisi induktivni
definice. Bude vam stacit védét, ze kdyz potrebujete dokdzat nédlezeni do urcité
generace, muzete pouzit taktiku left nasledovanou dikazem (sirot : = 3 b
: B, g b = a) nebo taktiku right nasledovanou dikazy (rodic : g p = a) a
(rodokmen : Generace g f p n). Naopak kdyz je Generace v predpokladu, tak
taktikou cases musite obslouzit jeden ¢i oba mozné piipady (ona si fekne).

Nyni nésleduji definice, co je to suda generace a lichd generace. Typové argu-
menty A a B jsou od variable dal vkladany jako implicitni do vSech deklaraci.

variable {A B : Type}

def SudaGenerace (f : A —+ B) (g : B —+ A) (a : A) : Prop :=
I n : N, Generace f g a (2x*n)

def LichaGenerace (f : A — B) (g : B — A) (a : A) : Prop :=
3 n : N, Generace f g a (2*n + 1)

Nyni se objevi nové klicové slovo lemma. Znamend to samé jako theorem.
Rozdil v nich je pouze pro ¢lovéka — kdyz ¢tendr narazi na tvrzeni uvozené slovem
lemma, d4 mu to indikaci, Ze toto tvrzeni neméa uzitek samo o sobé, ale jen jako
nastroj na dikaz jiného tvrzeni. Zde budeme mit fadu lemmat, jejichz jedinym
ucelem bude, Ze ndm pomtzou dokdzat theorem jsouStejneVelke na konci.

Uloha 4.5 [1b]: Dokazte, Ze kazdy prvek s lichgm poctem predchidei md néjakého
rodice a ten md sudy pocet predchidci:

lemma LichaGenerace.existuje_rodic {f : A — B} {g : B — A}
{a : A} (lichaGen : LichaGenerace f g a)
Jdp: B, gp =a A SudaGenerace g £ p := by
sorry
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Uloha 4.6 [2b]: Dokazte, Ze pokud prvek md lichy pocet predchidcii, jeho potomek ‘
md sudy pocet predchidci:

lemma LichaGenerace.pristiSudaGenerace {f : A — B} {g : B — A}
{a : A} (lichaGen : LichaGenerace f g a)
SudaGenerace g £ (f a) := by
sorry

Uloha 4.7 [2b]: Dokazte, Ze pokud prvek md sudy pocet predchidci, jeho potomek ‘
ma lichy pocet predchidci:

lemma SudaGenerace.pristilichaGenerace {f : A — B} {g : B — A}
{a : A} (sudaGen : SudaGenerace f g a)
LichaGenerace g f (f a) := by
sorry

Uloha 4.8 [3b]: Dokazte, Ze pokud nesirotek md sudy pocet predchidci, jeho rodi¢ ‘
mda lichy pocet predchidci:

lemma SudaGenerace.predchozilichaGenerace {f : A — B} {g : B — A}
{a : A} (sudaGen : SudaGenerace g f (f a)) (hf : Prosta f)
LichaGenerace f g a := by

sorry

Budeme potrebovat inverzi k funkci g : B — A. Nemiuzeme vSak ocekavat
existenci funkce typu A — B inverzni ke g.

noncomputable def inverze {f : A — B} {g : B — A}
{a : A} (lichaGen : LichaGenerace f g a) : B :=
lichaGen.existuje_rodic.choose

Pro jednoduchost jsme funkci g~! nedefinovali na celém oboru hodnot funkce

g, nybrz jen pro prvky s lichym poc¢tem predchudci. Tato ¢ast funkce g bude
uzitecnd pro konstrukci bijekce F : A — B.

V definici vds mozna zaujalo pouziti tecek podobné syntaxi objektové ori-
entovanych jazyki. Mame-li deklaraci jménem LichaGenerace.existuje_rodic
a mame-li argument (lichaGen : LichaGenerace f g a), miiZzeme namisto
LichaGenerace.existuje_rodic lichaGen napsat lichaGen.existuje_rodic
typ, jako je ¢ast ndzvu stojici pred teckou. Nésledné je tecka pouzita jesté jednou.
Jedna se o zapis zavolani funkce Exists.choose na argument, jehoz typ zacina
existencnim kvantifikitorem. Vysledny term lichaGen.existuje_rodic.choose
je Citelnéjsi nez Exists.choose (LichaGenerace.existuje_rodic lichaGen).
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Funkce Exists.choose zpristupnuje tzv. axiom Vybérﬂ Nechceme jit tak
hluboko, abychom tento axiom vysvétlovali. Doporucujeme vam neresit, co se déje
na pozadi, a jednoduse akceptovat, ze klicové slovo noncomputable je zde nut-
nosti. Nésledujici dvé lemmata, ktera s axiomem vybéru primo pracuji, dostanete
dokézané:

lemma LichaGenerace.g_inverze {f : A — B} {g : B — A}
{a : A} (lichaGen : LichaGenerace f g a)
g (inverze lichaGen) = a :=
lichaGen.existuje_rodic.choose_spec.left

lemma LichaGenerace.sudaGen_inverze {f : A — B} {g : B — A}
{a : A} (lichaGen : LichaGenerace f g a)
SudaGenerace g f (inverze lichaGen) :=
lichaGen.existuje_rodic.choose_spec.right

Uloha 4.9 [2b]: Dokazte, Ze funkce g=! se tam, kde je definovina, chovd jako
prostd funkce:

lemma inverze_jakoProsta {f : A — B} {g : B — A}
{xy: AY (hxy : x # y)
(hx : LichaGenerace f g x) (hy : LichaGenerace f g y)
inverze hx # inverze hy := by
sorry

Uloha 4.10 [10b]: Dokoncete tento dikaz:

theorem jsouStejneVelke
(3f : A — B, Prosta f) AN (3 g : B — A, Prosta g) —
StejneVelke A B := by
intro ((f, hf), (g, hg))
classical
let F : A - B := fun a =>
if ha : LichaGenerace f g a then inverze ha else f a
sorry

Ufff. Vzpominate si, jak jsme na zacatku tématka tekli tohle?

,»To, ze tématko nevyzaduje predchozi znalosti, vsak neznamenad, ze tématko
bude snadné. Uvidite, Ze obtiznost tloh bude podstatné narustat.“

Tak tohle jsme tim mysleli.

Bhttps://github.com/leanprover/leand/blob/b614ff1d12bc38£39077£9ce9f2d48b42c003ad0/
src/Init/Prelude.lean#L704-L725


 https://github.com/leanprover/lean4/blob/b614ff1d12bc38f39077f9ce9f2d48b42c003ad0/src/Init/Prelude.lean#L704-L725
 https://github.com/leanprover/lean4/blob/b614ff1d12bc38f39077f9ce9f2d48b42c003ad0/src/Init/Prelude.lean#L704-L725
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Reseni uloh z 3. dilu

ZadAani:
Pomoci library_search najdéte dikaz zadaného tvrzeni.

Reseni:

theorem na_druhou (a : Q) : a = 2 =a * a := pow_two a

Zadani:

example (a b cd : N)

(a_je : a=b+d) (b_je : b=ax*a)
(c_je : c=b+d) (d_je :d=c*c)
b~ d=d"b :=by

Reseni:

Nejprve snadno nahlédneme ¢ = a pomoci:
rw [<a_je] at c_je
Poté ziskame d = b takto:
rw [c_je, <Db_jel at d_je
Pro dokonceni dukazu prevedeme obé strany cile nab ~ b jedinym prepsanim:

rw [d_jel

Zadani:

example (a b cd : Z)
(a_je :a=d "~ 4) (b_je:b=1/¢c)
(c_je : c=a-Db) (d_je : d=4 % a)
(a+b) "2-c”~2=Db*d := by

IN{;Z?"I\:Si uvédomime, ze pouziti predpokladii a_je a b_je by pouze komplikovalo
feseni. Poté pouzijeme predpoklady c_je a d_je takto:
rw [c_je, d_jel
Zbyva dokézat cil:
(a+Db) " 2-(a-Db) " 2=>bx* (4 % a)

To je jen nékolik algebraickych manipulaci. Dikaz toho nemusime psat rucné,
protoze na to mame taktiku:

ring
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Zadani:

example (x : R) :
50%x72 - 126*%x + 96 > 0 := by

Reseni:
Identifikujeme Ctverec, po jehoz odecteni zbydou jen trividlné nezdporné cleny.
Zbytek dikazu je mechanicky.

have : 49%x72 - 126%x + 81 > 0
e convert_to (7*x - 9) - 2 >0
e ring
exact pow_two_nonneg (7xx - 9)
nlinarith
Zadani:

example (x y : R)
2 % x"3 %y 3 < x74x*xy2+x"2x%y4:=by

Reseni:
Hodime vSechno na stejnou stranu. Pak uz je to ¢tverec.
have : 0 < x74 * y™2 + x™2 * y°4 - 2 % x"3 * y~3
e convert_to 0 < (x72*%y - x*y~2) ~ 2
e ring
exact pow_two_nonneg (x"2*y - x*y~2)
linarith

Zadani:

example (x y z : R)
4%x72 + 12%x*y - 4¥x*z + 9ky"2 - Gxy*z + z72 > 0 := by

Reseni:

Tady je to celé jeden Ctverec.
convert_to (2*xx + 3%y - z) = 2 > 0
e ring
exact pow_two_nonneg (2*x + 3xy - z)

Zadani:

example (a b : R) (ha : 0 < a) (hb : 0 < b)
1/a+1/b<a/b2+b/a2:=
sorry
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Reseni:

Mali jsme pfipraveno jiné vzorové feseni, pak ale Mgr.M Barbora Vosahlova, pfi-
sla s elegantngjsim napadem. Uvedeme tu proto jeji feseni (pouze nepatrné upra-
Veno):

Reseni od Mgr.™M Barbory Vosahlové:

example (a b : R) (ha : 0 <a) (Wb : 0 < b)
1/a+1/b<a/b2+b/a"2:=hby
have : (a-b) ~ 2% (a+b) >0
e nlinarith
have : a”3 + b™3 - a*xb™2 - a™2*%b > 0
e convert this
ring
have : a3 + b™3 > a*b™2 + a~2*b
e linarith
have : (3”3 + b73) / (2”2 * b™2) > (a*xb™2 + a™2xb) / (a”2 * b~2)
e have levy_citatel_nezap : 0 < a”3 + b~3
e nlinarith
have jmenovatel_klad : 0 < a”2 * b~2
e exact mul_pos (sq_pos_of_pos ha) (sq_pos_of_pos hb)
have samozr : a”2 * b™2 < a2 *x b™2
o rfl
exact div_le_div levy_citatel_nezap this jmenovatel_klad samozr
have : a”3 / (a2 * b72) + b™3 / (a2 * b™2) >
(a *b™2) / (2”2 * b72) + (2”2 * b) / (2”2 * b~2)
e convert this
e exact div_add_div_same (a"3) (b”"3) (a2 * b"2)
ring
convert this using 2 <;>
field_simp [ne_of_gt ha, ne_of_gt hb] <;> ring

Syntax <;> znamena ,aplikuj nasledujici taktiku na vSechny vzniklé cile®.

Martin Dvordk; martin.dvorak@matfyz.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka v souboru s priponou .lean nebo .txt

(prosty text)
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30 XXX/4 R

Téma 3 — Hex

Vzhledem k tomu, ze ke 3. dilu neprislo prili§ mnoho feseni, rozhodli jsme se
prozatim nepridavat k tématku Hex novy obsah. Pokud byste radi dale fesili néco
matematického, doporucujeme pustit se do dokazovani v Leanu. Pokud si chcete
déle hrat s jinymi nepraktickymi vécmi (nez matematikou), muzete zkusit nés
novy programovaci jazyk v tématku FlatFox#.

Problém 4.1: V pripade, Ze byste velmi touzili po Teseni tohoto témdtka, Hezu,
mauZete © naddle odevzddvat Teseni/cldnky. Kromé jiz omselého hleddni vgherni
strategie na ruzngch plochdch uz miuzete zkusit najit néco zajimavého o Hexu na
internetu (nezapomenite uwvést zdroje) a hezky to shrnout.
Pripadné se mizete zacist do (anglického) cldnku
https: //arziv. org/pdf/2201. 06475. pdf,

jimz se toto témdtko inspirovalo, a shrnout ndm néco o nekonecném Hexu. Pozor,
je to opravdu vedecky clanek, takze je to opravdu ndrocné cteni a od kapitoly 5
je bez hlubsich znalosti necitelny. V pripadé, Ze vds ani anglictina ani ndrocnost
neodradily, nebojte se ozvat, pokud nécemu z toho nerozumite (po jazykové nebo
odborné strdnce), muzeme to probrat a mize z toho byt hezky clanek.

Bétka; betka.n@centrum.cz
Jidds; |jonas .havelka@volny.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka

Obrazek 1: Ultimétni otdzka: Méjme lichobéznik vznikly z pravouhlého trojihelniku
ufiznutim vrcholu s pravym thlem. Necht jsou ramena lichobézniku Cervend a zdkladny
modré. Existuje pro kazdou délku mensi zdkladny dostatecnd vyska lichobézniku, pti
které uz vyhraje Cerveny?)


https://arxiv.org/pdf/2201.06475.pdf
mailto:betka.n@centrum.cz
mailto:jonas.havelka@volny.cz

Téma 4 — Genetika 31

Téma 4 — Genetika

V minulém dile jsme si predstavili zaklady genetiky. K nim patii i spousta pojmi.
Ty doporucujeme mit po ruce i pfi reseni nasledujicich ¢isel. Dnes si predstavime
genealogii — nauku o rodokmenu. Poznatky z tohoto oboru se hojné vyuzivaji
napriklad v mediciné. Urcité se vas nékdy lékar zeptal na rodinnou anamnézu,
tedy jaké nemoci méli a maji vasi pribuzni. Neni to jen tak, spousta problému je
vrozenych a pravé studium rodiny a rodokmenu dokéze odhalit mnoho informaci,
které muzou byt uzitetné napr. pri volbé 1écby.

7 pojmu, které byly vysvétleny v minulém dile, budeme potfebovat predevsim
terminy recesivni a dominantni. Dale si musime urcit pravidla, podle kterych
budeme tvorit grafické schéma rodokmenu. V genealogii jsou zavedené jednotné
znacky, podle kterych se rodokmen zakresluje:

Q zena

snatek

postizena zena Q @

rozvod
postizeny muz B o
piibuzensky snatek

muz

nespecifikované pohlavi

amrti

l potrat

. jednovajecnd dvojcata

proband rodova cara

(&[]

zdravy prenasec

dvojvajecna dvojcata

sourozenecka Cara
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Symbol pro nespecifikované pohlavi pouzivime nejcastéji u plodu, jehoz po-
hlavi zatim nezname. Muze se ale pouzit pro jakéhokoli jedince s nezndmym po-
hlavim. Proband je jedinec, jehoz rodokmen zkouméme. Vétsinou chceme védét,
jakym zptisobem se dédi ur¢ity znak (napf. onemocnéni), ktery se u probanda pro-
jevil, nebo nas zajima, s jakou pravdépodobnosti se u néj dany znak v budoucnu
objevi, pripadné zda ho muze prenést na své potomky. Symbol pro zdravého pre-
nasece do rodokmenu vétsinou dopliujeme az zpétné, kdyz je jisté, ze dany jedinec
znak prenesl do dalsi generace. Pfenasecstvi se u jedinct nijak neprojevuje, proto
ho nejsme schopni vzdy zaznamenat. Pokud ¢len rodokmenu nese symbol pro
zdravého jedince, neznamend to, Ze neni prenasec. Je to spiSe doplikovy sym-
bol, ktery slouzi k zaznamenédni cesty nemoci napri¢ jiz dobre prozkoumanym
rodokmenem.

Geneticka informace kazdého zivocicha je v podobé DNA rozdélena na seg-
menty — chromozomy. Clovék mé 23 parti chromozomii — jednu sadu s po¢tem 23
od matky, druhou od otce. Z toho je jeden par chromozomu pohlavni — nese in-
formaci mimo jiné o pohlavi jedince. Geneticky prenosné nemoci jsou zptsobeny
mutaci (zménou v DNA) a v naprosté vétsiné je lze pritadit k uréitému chro-
mozomu. (Par nemocim, které se dédi jinak, se budeme vénovat pozdéji.) Pokud
se zména v DNA zpusobujici onemocnéni nachdzi na pohlavnich chromozomech
(gonozomech), oznac¢ujeme toto onemocnéni jako gonozomdlni. Alely na pohlav-
nich chromozomem zna¢ime X /z nebo Y. Pokud se nachézi na jednom ze zbylych
chromozomu (autozomu), fkdme onemocnéni autozomdlni. Alely na autozomech
znacime A/a. Velké pismeno zna¢i dominanci, malé recesivitu. Alely zpisobu-
jici nemoc budeme znaéit indexem n (napt. A,, — dominantni alela na autozomu
zpusobujici nemoc).

Autozomalni nemoci
Autozomalné dominantni

Autozomalné dominantni onemocnéni je vdzané na autozomalni chromozom, jeho
vyskyt tedy neni ovlivnén pohlavim jedince a dédi se stejné u muzu i zen. Zaroven
je prenos znaku podminén dominantni alelou, fenotyp se tak projevi u kazdého
jedince, ktery tuto alelu nese — u heterozygoti (A, a) i dominantnich homozygot
(A, A,). Fenotypové zdravi jedinci tedy mutantni alelu urcité nenesou, a nemu-
zou ji tedy prenést do dalSich generaci. Zajimavosti u tohoto typu prenosu nemoci
je, ze dominantni homozygotni forma byva casto letalni — neslucitelnd s Zivotem.
Mizeme si to oduvodnit tim, ze jeden chromozom z paru je porouchany, tedy
nese navod pro vyrobu defektniho produktu - nefunkéniho proteinu, ktery vede
k projeviim nemoci. U heterozygotii se zaroven podle navodu na druhém zdravém
chromozomu vyrabi i mensi mnozstvi funkéniho proteinu, ktery je potfebny k zi-
votu. Césteéné se tak vyrovnava deficit zptisobeny porouchanym chromozomenn,
i kdyz projevu nemoci to nezabrani. Ale u dominantnich homozygott se zadny
funkéni protein netvori, a tak casto nemoc vede ke smrti jesté pred narozenim.
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Kdyz se pak divime na rodokmen, mluvime o vertikdlnim typu dédicnosti. Ten
spliuje tyto podminky:

1. Pokud je postizeno dité, alespon jeden rodic je postizen.
2. Nemoc se vyskytuje prakticky v kazdé generaci.

3. U postizenych neni statistickd prevaha jednoho pohlavi.

@

‘55— ]
®

@%Q

Obrazek 2: Priklad rodokmenu autozomélné dominantniho onemocnéni

Nyni si pro zajimavost ukdzeme par prikladi tohoto typu prenosu nemoci.
Jednou z nejznaméjsich nemoci je achondropldzie, coz se da prelozit jako ,bez
tvorby chrupavky“. Pfi tomto onemocnéni je postizen rist kosti do délky, jedinci
tedy maji zkracené kosti, predevsim kosti koncetin. Z toho divodu se této nemoci
rika také dwarfismus, coz ovSem muze byt urdzlivé oznacCeni. Pacienti také mivaji
problémy s klouby a ¢asto je postihuji zanéty stifedniho ucha. Intelekt vsak maji
zcela normalni. Tato nemoc je zptisobena mutaci genu FGFR3 na 4. chromozomu
a vyskytuje se u zhruba 1 z 15000 narozenych déti, tedy ma incidenci 1:15000.
Dalsi nemoci je napriklad Huntingtonova choroba, ta se dostala do povédomi spo-
le¢nosti hlavné diky seridlu Dr. House. O téchto nemocech si muzete zjistit vice
uz na vlastni pést.

Autozomalné recesivni

Jak plyne z nazvu, u autozomalné recesivnich onemocnéni je znak vazany na
néktery z autozomil a je zastoupen recesivni alelou. Znak se tedy projevuje jen
u homozygota a,a.,, tedy jedinct, ktefi mutovanou alelu daného genu zdédili od
obou rodi¢t. Heterozygot (Aay) je v tomto piipadé jen bezpiiznakovy pienasec
mutované alely.

Na rodokmenu pak vidime horizontdlni typ dédicnosti, u toho nejcastéji plati:

1. Rodice postizeného jsou obvykle heterozygoti.
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2. Nemoc se projevuje v jedné generaci u sourozencu.

3. Neni prevaha jednoho pohlavi.
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Obrazek 3: Priklad rodokmenu autozoméalné recesivniho onemocnéni

Jednou z nejzndméjsich takto prendsenou nemoci je srpkovitd anémie, o které
jsme psali jiz v minulém dile. Déle se timto zpusobem dédi naptiklad fenylketo-
nurie Ci cystickd fibroza.

Gonozomalni nemoci

Jak uz bylo feceno, jde o nemoci, které jsou vazany na pohlavni chromozom X
nebo Y. Zeny nesou chromozomy X a X, muzi X a Y — jsou tedy hemizygoti,
nesou od kazdého genu na téchto chromozomech jen jednu kopii. V dédi¢nosti se
to projevi tak, ze znaky vazané na gonozom se prendseji ruzné casto v zavislosti
na pohlavi jedince.

Gonozomalné dominantni — X vazané

Alela zpusobujici onemocnéni je v tomto piipadé dominantni a nachizi se na
chromozomu X. Pri tomto zptsobu dédicnosti byvaji Zeny postizeny castéji nez
muzi. Jde o jednoduchou pravdépodobnost — Zena muze zdédit mutantni formu
genu od otce nebo od matky (pfipadné od obou), zatimco muz ji muze ziskat
jediné od matky (od otce zdédil chromozom Y'). Pokud je nemocny jen otec,
budou nemocné i vSechny jeho dcery, zatimco vsichni synové budou zdravi. Pokud
je nemocnd jen matka, tak maji syn i dcera stejné Sance nemoc zdédit, protoze
kazdy od matky zdédi jeden X chromozom.

Tento typ dédi¢nosti najdeme napiiklad u nemoci s nazvem vitamin D — resis-
tentni rachitis. Vitamin D pomdaha vstrebavani vapniku ze stfeva a jeho ukladani
do kosti — umoznuje zdravy rust a vyvoj kosti. Pfi nepritomnosti vitaminu D
nejsou kosti dostatecné zasobené vapnikem, jsou slabé a neunesou velké zatizeni,
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Obrazek 4: Priklad rodokmenu gonozomélné dominantniho onemocnéni

a proto se deformuji. Vitamin D — rezistentni rachitis neni zptisobena primo nedo-
statkem vitaminu D, ale tim, ze télo na vitamin nereaguje, coz ma stejné priznaky,
jako kdyz tam vitamin neni. Vapnik se do kosti nedostdva v dostatecné formé ani
kdyz je vitaminu D v téle dostatek.

Gonozomalné recesivni — X vazané

Poslednim béznym typem geneticky podminénych chorob jsou gonozomaélné re-
cesivni X vazané nemoci. Ty postihuji vétsinou jen muze. Jelikoz jde o recesivni
dédi¢nost, nemoc se projevi jen tehdy, kdyz alela nesouci onemocnéni prevladéa
nad zdravou. Muz mé jen jeden chromozom X, takze pokud je na ném mutovana
alela, projevi se u néj nemoc v kazdém ptipadé (z, V). Zena méa chromozomy X
dva, nemoc se tedy projevi jen v pripadé, ze mutovany gen je na obou chromozo-
mech X (z,z,), podobné jako u autozomdlné recesivni dédi¢nosti. Coz neni moc
casté, protoze mutovanych recesivnich alel je v populaci méalo. Pokud mé zena mu-
tovany pouze jeden chromozom X, je jen prenaSeckou bez priznaki onemocnéni
(znX).

Z nemoci prendsenych timto zplisobem urcité stoji za zminku ,krdlovskd ne-
moc “, oficidlné znadmd jako hemofilie B. Incidence je asi 1:10000 muz. Nemoc
narusuje tvorbu srazlivych faktoru, jejichz nedostatek vede k rozvoji poruchy sraz-
livosti krve. Krev se srdzi jen pomalu nebo vibec, a proto dochazi k ¢astym kr-
vacenim do kuze, kloubt, krviceni z nosu apod. Krviaceni muze vyvolat jakékoli
nepatrné zranéni ¢i bouchnuti, ¢asto ani pri¢inu nenajdeme. Privlastek ,kralovska
nemoc“ dostala hemofilie A proto, Ze byla pozorovana v krélovské rodiné kralovny
Viktorie, kterd sama byla prenaseckou tohoto onemocnéni. Méla hodné déti, ale
nas zajimaji pouze dvé dcery prenasecky, nemocny syn a zdravy syn. Zdravy syn
Edward VII. ztstal v Britanii a stal se kralem, jeho rodova vétev nemoc jiz nikdy
neméla. Ovsem zbylé dcery a nemocny syn prenesli nemoc do dalSich generaci.
Jedna z dcer se stala predkem ruské a némecké kralovské rodiny, a tak obé tyto
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Obréazek 5: Priklad rodokmenu gonozomaélné recesivniho onemocnéni

rodiny na nemoc déle trpély. Druhd z dcer nemoc prepravila na spanélsky kra-
lovsky dvir. Nemocny syn pak nemoc rozsifil do Albanie. O dalsich zajimavych
nemocech si muzete precist sami.

Y vazané

Y vazané znaky jsou zpusobené mutaci na chromozomu Y, dédi se tedy jen po
muzské linii. Y vazand dédicnost je vzacnd, protoze chromozom Y nese jen maly
pocet gend. Dosud neni zndmé zadné onemocnéni s timto typem dédi¢nosti. Dédi
se tak ale naptiklad predcasna plesatost.

Mimojaderny typ dédi¢nosti

Existuje jesté uplné jiny typ dédicnosti, kterému fikdme mimojaderny, protoze
dédi¢na informace neni vadzana na genetickou informaci obsazenou v jadre bunék
— tedy jadernou DNA. Malé mnozstvi DNA maji zivoc¢ichové taky v mitochondri-
ich. Mitochondrie jsou semiautonomni organely, coz znamenad, ze ve vétsiné déju
jsou zavislé na burice, ve které se vyskytuji, ale par funkci dokézou provadét samy,
nezavisle na bunce. To jim umoziiuje pravé vlastni DNA. Samy si vyrabi nékteré
proteiny a déli se zvlast. U lidi plati, Ze zatimco vajicko je velkd bunka, ktera
mitochondrie a dalsi organely obsahuje ve velkém mnozstvi, u spermii dochazi
k redukeci velikosti bunky na nutné minimum, které zahrnuje jen maly pocet mi-
tochondrii. Navic je i tento nizky pocet znic¢en po splynuti s vajickem. Geneticka
informace obsazené v mitochondriich se tedy dédi pouze maternalné. Tento typ
dédic¢nosti nazyvame mitochondridlni. Jako priklady slouzi jeden typ slepoty s né-
zvem Leberova hereditdrni neuropatie optiku nebo maternalné dédicny diabetes
mellitus.
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Uloha 4.1 [2b]: Poznej, jakému typu dédicnosti patri rodokmen na obrdzku @ ‘
Oduvodni svoje Tesent a wved genotypy jedincu 1, 6 a 12.

e O

10 11 12

Obrazek 6: Rodokmen k tloze 4.1

Uloha 4.2 [2b]: S jakou pravdépodobnosti se dvéma jedincim s achondroplazii ‘
narodi dité se stejnym postizenim?

Uloha 4.3 [2b]: S jakou pravdépodobnosti budou trpét hemofilii A déti zdravého M
muzZe a Zeny prenasecky? Jak se procenta zméni u déti muze hemofilika a zdravé
zeny?

Uloha 4.4 [3b]: S jakou pravdépodobnosti budou postizeny déti gonozomdiné re- M
cesivnim X vdzanym onemocnénim, jestlize:

1. matka je heterozygot Xz, a otec hemizygot x, Y;
matka je zdravda XX a otec hemizygot xz, Y;
matka je heterozygot Xz, , otec zdrdv XY;

matka je dominanini homozygot XX, otec zdravy XY;

matka je dominantni homozygot XX, otec hemizygot z, Y.

Problém 4.5: Jakd dalsi gonozomdiné recesivni X vdzand nemoc ewistuje, éim ti R
prijde zajimavd, jak by vypadal jeji rodokmen?

Problém 4.6: Zkus se zamérit na jeden vijrazny dédicny znak a sledovat, jak se M
dedi ve vasti rodiné nebo v rodine tvych znamiych. Zakresli vas rodokmen a viskyt
znaku napric pribuznymi. Zkus popsat mozné genotypy jednotlivijch clent a za-
mysli se, jaky zpiusob dédicnosti by dany znak mohl mit. Jako znak si vyber néco
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jednoduchého a zjevného (nemusi to byt néjaké onemocnéni), napr. barvu oc7,
vlast, kudrnatost vlasu, hudebni sluch, vyraznou vysku postavy. Néco, o cem se dd
jasné rict, zda se to u jednotlivych clent rodiny vyskytuje nebo ne. Pro posouzeni
typu dedicnosti by bylo vhodné mit aspon 3 generace, kdyz je neseZenes, snaZ se
hledat v rodiné aspon do sirky.

Vzorova reseni 2. dilu
Uloha 2.1

Zadani:

Mdme rostlinu, jeji barva se preddvd uplnou dominanci mendelovsky, kdy fialovd
barva je dominanitni a cervend recesivni. Oba potomci rostliny maji fialovou barvu,
jaky je mozny genotyp a fenotyp jejich rodicu?

Reseni od Doc.™M Jany Uglickich:

Pokud se fialova barva prendsi dominantné, potom bude jedinec fialovy, po-
kud bude mit genotyp AA nebo Aa. Zaroven staci, aby se v Punnettové ¢tverci
vyskytly alespon dva potomci s timto genotypem.

V zésadé existuje (3) +3 = 6 dvojic, které miizu kifzit (tfikrdt jedinci
s navzajem ruznymi genotypy a tfikrat jedinci se stejnymi). Ze zdkona o unifor-
mité hybridu plyne, Ze kiiZenim rozdilnych homozygott dostanu heterozygoty,
a protoze se gen prenasi dominantné, budou vsichni potomci fialovi. Zaroven jde
odvodit, ze krizenim dvou stejnych homozygoti dostanu opét jen ty samé ho-
mozygoty (ukazovat Punnettiv ¢tverec v tomto piipadé povazuji za zbyteéné).
Tim povazuji za vyTizené kombinace:

o AA (fialovy), aa (Cerveny) — dostanu jen Aa, tedy fialové jedince;
o AA (fialovy), AA (fialovy) — dostanu jen AA, tedy fialové jedince;
e aa (Cerveny), aa (¢erveny) — dostanu jen aa, tedy cervené jedince.

Zbyvaji tii kombinace, a to AA a Aa, aa a Aa, Aa a Aa:

‘ A A ‘ a a ‘ A a
A| AA AA A | Aa Aa A | AA Aa
a | Aa Aa a | aa aa a | Aa aa

Ve vsech tiech pripadech je mozné ziskat alespon dva fialové potomky s geno-
typem AA nebo Aa. Tim padem, dva fialové potomky je mozné ziskat kiizenim
nésledujicich dvojic:

o AA (fialovy), aa (Cerveny);

o AA (fialovy), AA (fialovy);
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o AA (fialovy), Aa (fialovy);
o aa (Cerveny), Aa (fialovy);

o Aa (fialovy), Aa (fialovy).

Uloha 2.2
Zadani:
S jakou pravdepodobnosti budou mit potomci urcity genotyp a fenotyp pri krizend
kazdijch rodici z predchoziho prikladu? Reseni ocekdvdme podloZené Punnettovim
ctvercem nebo stépnym pomérem.

Reseni od Doc.™ Jany Uglickich:

1. AA + aa:
A A
a | Aa Aa
a | Aa Aa

Tabulka 1: Genotypovy stépny pomeér 4:0, fenotypovy stépny pomeér 4:0.

Pfi kiizen{ jedinct s geny AA a aa vznikne urcité (tj. s pravdépodobnosti 1)
heterozygot, ktery bude mit fialové listy.

2. AA + AA:
A A
A | AA AA
A| AA AA

Tabulka 2: Genotypovy stépny pomér 4:0, fenotypovy stépny pomeér 4:0.

Pii ki'iZen{ dominantnich homozygott vznikne uré¢ité (tj. s pravdépodobnosti
1) opét dominantn{ homozygot, ktery bude mit také fialové listy.

3. AA + Aa:
4 4
A AA AA
a | Aa Aa

Tabulka 3: Genotypovy stépny pomér 1:1, fenotypovy stépny pomeér 4:0.

Pri kiiZzeni dominantniho homozygota s heterozygotem vznikne s pravdépo-
dobnosti 0.5 opét dominantni homozygot, s pravdépodobnosti 0.5 opét hete-
rozygot. Jakykoli vysledek takového krizeni ale bude mit fialové listy.
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4. aa + Aa:

a a
A | Aa Aa
a | aa aa

Tabulka 4: Genotypovy s$tépny pomér 1:1, fenotypovy Stépny pomér 1:1.

Pri kiiZeni jedincu s geny aa a Aa vznikne s pravdépodobnosti 0.5 heterozy-
got s flalovymi listy, se stejnou pravdépodobnosti vznikne recesivni homozygot
s Cervenymi listy.

5. Aa + Aa:

A a
A | AA Aa
a | Aa aa

Tabulka 5: Genotypovy $tépny pomér 1:2:1 (AA:Aa:aa), fenotypovy $tépny pomér
3:1.

Pri kiiZzeni dvou heterozygotu vznikne s pravdépodobnosti 0.25 dominantni
homozygot (fialové listy), se stejnou pravdépodobnosti vznikne recesivni ho-
mozygot (Cervené listy) a s pravdépodobnosti 0.5 heterozygot s fialovymi listy.
Tim padem je zde pravdépodobnost 0.75, ze potomek bude mit stejny fenotyp
jako jeho rodice.

Uloha 2.3

Zadani:
Potomek rodice s modrymi a rodice se Zlutymi kvety md kvéty zelené, jak je to
mozné?

ReSeni od Doc.™M Jany Uglickich:

Podle mé je to zptsobené tim, ze gen zodpovédny za barvu kvéta je v tomto
pripadé netplné dominantni. Kdyby byl tplné dominantni, bude mit dcefinna
rostlina bud modré, nebo zluté kvéty, coz nemd, a kdyby byl kodominantni,
potom by se na kvétu vyskytovaly obé barvy. Zelend sice pfi michani barev
vznikne smichanim zluté a modré, ale oznaceni ,zeleny kvét* urcité neznamena,
ze se na kvétu vyskytuji jen zluté a modré fleky namisto ,jednolité“ zelené.

Uloha 2.4

Zadani:
Prisedlé usni lalucky jsou na recesivni alele — a. Dolicky ve tvdrich jsou také na
recesivni alele — b. Kolik procent potomki bude mit volné usni lalicky (opak pri-
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lehlgeh) a zdroven dolicky ve tvdrich, jestlize jeden z rodici je recesivoni homozygot
pro oba tyto znaky a druhy je pro oba znaky heterozygot?

Reseni od Doc.™ Jany Uglickich:

Jeden rodi¢ méa tedy genotyp aabb a ten druhy AaBb. Punnettiv ctverec
pro né vypada takto:

ab ab ab ab
AB | AaBb AaBb AaBb AaBb
Ab | Aabb Aabb Aabb Aabb
aB | aaBb aaBb aaBb aaBb
ab aabbd aabb aabb aabb

Tabulka 6: Tu¢né pismo znac¢i potomky s pozadovanymi vlastnostmi.

Na jeho zdkladé lze ¥ict, ze 25 % potomku bude mit jak volné usni lalticky
(Aa nebo AA, pokud se tedy gen prendsi iplné dominantné), tak dolicky ve
tvarich (bb).

Problém 2.5
Zadani:
Tento dil alespon strucné shrnoval historii genetiky. Jaké dalsi chvile byly vy-
znamné a jaky md tento obor vibec vjznam pro spolecnost?

ReSeni od Mgr.™M Barbory Vosahlové:

Vyznamnym objevem byla naptiklad genova terapie, pii niz je do genomu
pacienta vlozena sekvence DNA. Tato sekvence kéduje néjaky chybéjici nebo
nefungujici protein. Sice se tento proces stale jesté nevyuziva v bézné medicing,
jelikoz se stale potyké s nedokonalostmi, ale oéekava se, ze jednou by se timto
zpusobem daly 1é¢it geneticky vrozené choroby. Jiz se ovsem tento proces vyuzil
pri léceni urcitych typt rakoviny.

Vyznam genetiky pro spole¢nost je obrovsky. A to nejen v odvétvi mediciny,
ale i napriklad v zemédélstvi, kde jsme schopni pomoci kiizeni a znalosti pra-
videl genetiky vypéstovat idedlni potraviny. Napiiklad jsme schopni vypéstovat
melouny mnohem vétsi a s vétsim obsahem duziny nez diive. A jesté k tomu
bez pecek!

V mediciné jsme zase diky genetice schopni objevit nékteré geneticky vrozené
nemoci jesté u plodu, protoze vime, na ktery gen se tato informace vaze. Proto
se obcas u déti, které maji riziko vrozenych nemoci (napriklad Huntingtonova
choroba), d4vd prednost umélému oplodnéni, kdy jsou doktofi schopni zajistit,
aby se postizeny gen dale nepredaval.

Problém 4.7: Doplriujici otdazky k problému 2.5: Jakd jsou tskali genové terapie?
Co brdni jejich zavedeni do bézné praxe?
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Problém 2.6

Zadani:

Predstavte si, Ze jste v kizi Mendela a chcete znovuobjevit tri pravidla. Jak byste
postupovali? S jakym Zivocichem, rostlinou nebo na jakém nezZivém predmétu byste
to ukdzali? (Predstavivosti se meze nekladou, tak se vyhnéte hrachu.)

Reseni od Mgr.M™M Barbory Vosihlové:

Pokud bych méla znovuobjevit Mendelova pravidla, zvolila bych si za timto
ucelem néjaky organismus s kratkym zivotnim cyklem, ktery se dokéze rychle
rozmnozovat, abychom mohli rychle sledovat zdédéné vlastnosti. Samozirejmeé by
také vse zjednodusilo, kdyby tento organismus byl jednoduchy na chov. A mys-
lim, ze by mohlo byt mnohem zajimavéjsi sledovat néjaké zivocichy nez rost-
liny.

Proto bych nejspise zvolila néjaky hmyz, ktery by zil kratkou dobu. Nevyho-
dou by ovSem bylo, Ze by se dost mozna na hmyzu sledovaly zdédéné vlastnosti
Spatné, jelikoz by se s nim hiife manipulovalo. Dalsi moznosti by byly napriklad
mys$i, jelikoz se rychle rozmnozuji, nic moc nepotirebuji a myslim, ze by se u nich
jednotlivé znaky sledovaly mnohem jednoduseji.

Nyni bych zvolila konkrétni znak, napriklad barvu srsti. Pokud bych na-
sledné zkiizila mys s bilou srsti (aa) a mys s hnédou srsti (AA), vsichni potomeci
by méli hnédou srst, coz by potvrzovalo prvni zakon.

Déle bych pokracovala s kifizenim a pozorovala pomér barvy srsti potomki.
Takze bych napiiklad zki{zila dvé hnédosrsté mySi z nové generace (Aa).
U téchto novych potomkt by pomér hnédosrstych k bélosrstym mysim mél byt
priblizné 3:1, prestoze fenotyp obou rodici je hnéd4 srst. To by ukazalo druhy
Mendeluv zakon o nezavislém rozdéleni alel pti tvorbé pohlavnich bunék.

Pro zkoumani tretiho zakonu bych musela zvolit dalsi znak, ktery bych po-
zorovala, napriklad barvu oc¢i. Takze bychom mohli sledovat, jak se kombinace
alel pro jeden znak projevuje bez ovlivnéni kombinace alel pro druhy znak.

Problém 4.8: Doplnujici otdazky k problému 2.6: Pokud zkrizime mys s genotypem
aa a mys s genotypem AA, skutecné dostaneme heterozygotni potomstvo, které
nese genotyp Aa a fenotyp A.

Predstavme si ale, Ze parentdlni genotyp nezndme. Pokud tedy zkrizZime napri-
klad hnedou mys s bilou mysi a veskeré potomstvo bude hnédosrsté, co o takové
situact umime rict za predpokladu, Ze se barva srsti opravdu dédi mendelovsky?
Jakym postupem bychom mohli zjistit néco vic o genotypu téchto mysi? Jakym zpu-
sobem bychom mohli ziskat homozygotni jedince z populace jedinci s nezndmgym
genotypem?

Juli;|[julie.krimska@mensa.cz
Fofik; martin.fof1@seznam.cz
Ludmila; bujnlu@gmail . com
Jirka; polachj5@gmail . com
odevzddvejte do odevzddvdtka
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Téma 5 — FlatFox#

Vitejte u predstaveni nového programovaciho jazyka. 10 let po vydani svétozné-
mého FlatFox++ (Viztelﬂ ¢islo 20.3) zalozeného na programovacim jazyku Flat-
Fox (viztﬂ ¢islo 20.1) pfichdzime se zcela revoluénim jazykem FlatFox# (Gteme
[flzet foks Sa:rpl, zkracens FMM4L) | ktery jisté do par let dnes jiz zastaraly Flat-
Fox++ nahradi! (A znalci programovaciho jazyka C# nebojte, nebude to revo-
luéni tim, ze pred kazdy program musite napsat hromadﬂ using ...)

Dil prvni: Specifikace

O co jde? Méjme (jako na obrazku [7]) les ve tvaru ¢tvercové mrizky, po kterém
chodi (na Cty¥i svétové strany, tj. nahoru/dolu/doleva/doprava) liske zacinajici
smérem doprava ve své nore oznacené Q.

> @ Vv
+
G
> # +
R G
A - <
R

Obrazek 7: Program pro zdvojndsobeni ¢isla (R, respektive G, v dolnim indexu znadci
Cervenou, respektive zelenou, pro ¢ernobily tisk)

Takové chytra liska si pro kazdou barvu pamatuje néjaké celé ¢islo (na zacatku
nulu, pokud nenf feceno jinak), témto ¢islim budeme také ¥ikat registry. Pokud
ale potkd + (nebo -) dané barvy, toto ¢islo zvysi (nebo snizi) o jedna.

Protoze je to ale liska lina, tak se pohybuje stile stejnym smérem, dokud
neni nucena smér zménit. K tomu slouzi sipky (7, >, v, <), které mohou byt bud

14Pro zajemce: https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/20/20-3.pdf, ale neni potieba
k Feseni tohoto tématka (naopak pro FeSeni tlozek je zcela nezddouci precist si jejich FeSeni
tam).

5https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/20/20-1.pdf

16https ://learn.microsoft.com/en-us/dotnet/csharp/language-reference/keywords/using-directive
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bezbarvé (tj. Cerné) — pak se liska vyda danym smérem vzdy — nebo barevné —
pak se tim smérem vydd pravé tehdy, kdyz si k dané barvé pamatuje nulu (dany
registr md hodnotu 0). Takto chodi, dokud nenarazi na zajimavou dloZku, kterou
zna¢ime #. V takovém piipadé se zacte do tlozky a sviij prichod lesem skondi.
V pripadé dosazeni kraje lesa liska prepadava pres Okraj, ¢imz svuj pruchod
pochopitelné také konci.

Tak napiiklad pokud si liska v lese na obrazku [7] na za¢dtku pamatovala pro
¢ervenou (registr R jako red) néjaké kladn@ ¢islo, po nalezeni tlozky si bude
pamatovat pro zelenou (registr G jako green) jeho dvojndsobek (bude obihat porad
dokola, dokud R nebude nula, pti kazdém obéhu snizi R o jedna a G zvysi o dva).

A protoze dnes jiz nenf programovan{ na papir (ani dérné Stitky) v médé, pri-
pravili jsme si pro vas na adrese https://flatfox.moznabude.cz programovaci
prostiedi. Pozor, program se neuklada, prosime, ukladejte si ho k sobé pribézné
sami (tlac¢itkem ,,Ulozit*).

Pii FeSen{ tiloh se snaZte o co nejmensi ¢asovou (kolik liska udéld krokt) a pro-
storovou (kolik si liska mus{ zapamatovat ¢isel, tj. kolik pouZijete registrii) slozitost
a co nejkratsi kod (pocet prvki lesaIEI).

Uloha 4.1 [14b]: Za pomoci @+-">u<# naprogramujte (tj. navrhnéte les tak,
aby liska skoncila na zajimavé uloZce a splnila ndsledujici; je-li napsdno ,néjaké
cislo“, ,R =r1“mnebo ,r > 0% je cilem napsat jeden program, ktery danou pod-
dlohu déld pro vsechna takovd cisla):

0.5b Vynulovant kladného registru: liska si po opusténi nory (@) pamatuje pro cer-
venou néjaké kladné cislo (R =r > 0); zaridte, aby si po dosaZeni zajimavé
dlozky (#) pamatovala pro cervenou nulu (R =0).

1b Presun registru: liska si po opusténi nory pamatuje pro cervenou nejaké kladné
cdislo (R =r > 0); po zastaveni si md pamatovat toto ¢islo v zeleném registru

(G=r).

1b Kopirovini registrd™): liska si na zacitku pamatuje R =r >0 a na konci si
chee pamatovat toto cislo v zeleném a modrém registru (G =B =r).

1.5b Soucet dvou kladnych c¢isel: R=1r >0, G = g > 0, zaridte, aby B =71+ g.
(Rozmyslete si i rozdil.)

1.5b Porovnani dvou kladngjch cisel: R = r > 0, G = g > 0, nastavte modry
registr na 1 (B = 1), pokud je r < g, jinak nastavte modry na 0 (B =0).

17Pokud by bylo toto &islo zdporné, tak se liska nikdy nezastavi, takzvané se zacykli.

18Muzete se i zamyslet nad tim, jaky je rozdil v tom, jestli budeme poéitat i prazdné policka,
nebo jen ta neprazdna.

19V ukézkové tloze je docela hloupé, ze liska béhem nasobeni dvéma zapomene puvodni &islo.
To muzeme vyftesit tim, ze si ho nejdiive zkopirujeme.
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1b Vydeélte se zbytkem cislo tremi (a popiste, jak by se délilo vétsi konstantou):
mdme R =r > 0, chceme G nastavit na celociselny podil a B na zbytek po
déleni r tremi.

2b Vyndsobte dvé kladnd cisla.
2.5b Vydelte dvé kladnd cisla se zbytkem.

3b Zda je cislo zdporné: mdme R = r, nastavte G = 1, pokud r < 0, jinak
G = 0. (Nezapomerite na to, Ze se liska musi zastavit.) (V této édsti dlohy
je nejlepsi casovd slozitost docela slozZitd véc, tedy zde mepozZadujeme se ji
snaZit optimalizovat.)

Problém 4.2: Die svého uvdzeni (budeme bodovat kreativitu) naprogramujte dalsi ‘
zajimavé operace.

Aby program nemusel byt obsahly, zavedeme zakladni aritmetiku: pokud liska
naraz{ na barevné ¢islo, zapamatuje si pro tuto barvu toto ¢islo (zapomene pied-
choz{). Narazi-li na barevny O, zapamatuje si ¢islo pro danou barvu navic i pro
¢ernou (tj. nakopiruje dany registr do ¢erného) (Cerny registr nelze upravovat
jinym zptsobem). P¥i potkani barevného &, (S, ®, @ nebo %), sedte (odecte,
vynasobi, celoéiselné vydéli, najde zbytek po déleni) obsah ¢erného registru (R)
a obsah registru dané barvy a vysledek ulozi do dané barvy (¢erny registr se ne-
zmén{). Napiiklad: @ Or@®p # ulozi soucet R a B do B, @ OrOg # ulozi druhou
mocninu R do R.

Problém 4.3: Vyberte si néjakou podilohu z tilohy 4.1 (pripadné vasi operaci M
z problému 4.2), kterd primo nedéld nékterou z téchto operaci (napr. presun regis-

tru, jeho kopirovdni, nebo zjistovdni, zda je ¢islo zdporné) a vyreste ji snadnéji za
pomoci novijch operact.

Liska miuze v lese také narazit na bludny koren, znaceny , ¢islo:¢islo“, tj. napr.
6:42. V takovém pripadé se presune na pole v konkrétnim radku a sloupci, tj.
napt. do fadku 6 na pole ve sloupci 42.

Problém 4.4: K éemu je dobry bludny koren? Aneb co je (v programovdni) funkce, M
a jak souvisi s bludngm korenem? A proc¢ bychom méli funkce pouZivat?

Dale si do programu pridame interakci z vnéjsim svétem: Pokud liska narazi na
pohozené barevné o, zakti¢i na vas ¢islo, co si pamatuje k dané barvé. Ale protoze
jak vime, liska nemluvi, tak dostaneme (je-li to moiné@b toto ¢islo jako jeden
ASCI]E znak. Obdobné pii prichodu barevného i bude liska naopak poslouchat
nas a nésledujici znak vstupu si zapamatuje pod danou barvou. (Po precteni
posledniho znaku vstupu bude ¢ist vzdy hodnotu 0.)

20Neni-li &fslo v rozsahu ASCII, je chovani nedefinované.
21Vigte https://cs.wikipedia.org/wiki/ASCII, namatkou 4857 jsou éislice 0-9, 97-122 jsou
mald pismenka a—z.
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Uloha 4.5 [1b]: Vypiste ,,Hello world!*.

Uloha 4.6 [3b]: Nactéte cislo v desitkové soustavé. Tj. na vstup napiseme ¢islo
v desitkové soustave, ukolem je mit v R toto cislo jako hodnotu.

Problém 4.7: Naprogramujte dalsi zajimavé programy. Nabizi se napriklad na-
leznéte n-té (nebo ovérte, zda cislo je): prvocislo, Fibonacciho ¢islo, dokonalé ¢islo,
stastné cislo.

Problém 4.8: Co vsechno nds programovact jazyk dokdze? Je opravdu treba vsech
instrukci (nestacilo by @+- ">u<#)?

Jidds; |jonas.havelka@volny.cz

odevzddvejte do odevzdavdtka

resent ulozek nejlépe ve formdtu .ffs,

tak, jak ho generuje web https:// flatfox. moznabude. cz
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Témata
Por. | Jméno R. 271 1 2 3 4 Zo 21
1.| Doc.™ J. Uglickich 2 1261,0(16,0 26,1 42,198,2
2. | Mgr.™ B. Vosdhlova | 4 | 77,2[17,0 6,5 23,5 (77,2
3.|Dr.MM 1. Znova 31126,8] 1,0 8,5 9,5/64,5
4. | Mgr.™ M. Drexlerové | 4 | 60,4|17,5 3,0 4,5 12,5 |37,5[60,4
5.| Dr.™M M. Tésitel 3 1144,3] 2,0 8,0 10,0 (58,8
6. | Mgr.™ M. Ambros 1] 50,860 88 00 10,3 |25,1|50,8
7.1 Dr.™ O, Nevéril 2 1172,1]18,5 3,1 2,2 23,8 50,2
8. | Mgr.™ L. Votrubovd | 3 | 74,3[11,0 2,0 11,1 |24,1|49,6
9. | Mgr.™ M. Kadlec 2| 55,8[15,0 8,8 23,8148,3
10. | Dr.™ J. Klementova | 2 |187,5]/19,3 3,0 11,6 |33,948,1
11. | Doc.™ O. Sedlicek 3 |213,7 8,5 8,5 (47,2
12. | Doc.™ A. 74k 4 1200,3| 8,5 8,9 7,0 |24,4]45,9
13. | Dr.™ R. Novék 4 1141,0|16,5 0,2 2,0 18,7]36,8
14. | Be."™ K. Kuéerové 78| 443|355 2,0 1,0 10,3 |16,8]35,8
15. | Mgr.™ M. Pull 4| 85,1 31,5
16. | Be.™M A. Bako¢ 3| 304 9,0 7,0 116,0|30,4
17. | De.MM M. Jarvis 2 |179,7 29,9
18. | Mgr.™ M. Urbanovda | 1 | 93,7| 2,0 1,0 0,7 2,0 | 5,7(29,4
19. | Be.MM A. Bihun 41 29,2 29,2
20. | Be.™M E. Sabol 4 | 28,7 28,7
21.-22.| Be.™ M. Styskala 3| 34,0] 35 5,0 8,5/28,0
BeMM K. Maxera 3| 31,0 1,0 7,0 | 8,0/28,0
23.| Be.™ T. Pazourek 2| 275 8,8 40 |12,8(27,5
24. | Be.™ J. Kogka 4| 273 27,3
25. | Mgr.™ M. Ulumbekov | 2 | 88,1 4,0 8,0 5,7 |17,726,4
26. | Be."™™ K. Vomelova 4 | 31,7 24,5
27. | Mgr.™ K. Plchové 4| 85,6/ 1,5 50 | 6,5]24,2
28. | Mgr."™™ A. Stars 31 70,71 0,5 11,0 | 11,5 (23,3
29. | Be.™ J. Kadlec 3] 21,0] 85 8,5(21,0
30. | Mgr.™ J. Lowenhoffer | 3 | 89,9 20,4
31. | Mgr.™ V. Bartdkovd | 4 | 80,4 7,0 | 7,0/20,1
32.| Doc.™ V. Tichy 4 1329,8 19,5
33.| V. Sklen4r 4| 185|055 55 | 6,0/18,5
34.-35.| O. Hrabé 4| 175 17,5
M. Skypala 3| 175 17,5
36. | Mgr.™ V. Kucera 2 | 50,6| 4,0 1,0 42 | 9,2(17,0
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Témata
Por. | Jméno R. 271 1 2 3 4 Zo 21
37.| Dr.™ O. Popovsky 4 1104,2 50 | 5,0/16,5
38.| Bc.™ L. Poljakova 4 | 41,6 14,7
39.| Dr.M™ D. Kaiika 2 (131,61 9,0 9,0/14,5
40. | K. Cesk4 3| 14,2 14,2
41.-42. | A. Weberova 4| 11,6 11,6
Be.M M. Jursové 4 | 4331 5,5 6,1 [11,6|11,6
43.| Dr.M™ V. Mensikova 2 1140,1 11,3
44. | P. Barték Z9| 9,9 9,9
45.-46. | Dr.™ J. Tregler 4 1116,3 9,4
Mgr."™™ M. Rybecky 2 | 50,6 2,1 56 | 7,7| 94
47.] A. Styskala 41 13,9 8,4
48.| M. Ambrosové 78| 7.8 20 58 | 78| 7,8
49. | A. Migel 1 7,3 7,3
50. | Be.MM V. Vybiral 2 | 492105 0,5| 6,8
51.| Bc.™ V. Verner 3| 48,9 4,0
52.| R. Zeleny 3| 38 3,8
53.-54. | L. Trochové 1 3,0 3,0
Bce.MM R. Petit 3| 37,0 3,0
55. | Be.™™ K. Mensikova 1] 24,9 1,9
56. | S. Teodorovicova 3 8,1 1,0

Sloupecek 271 je soucet vSech bodu ziskanych v nasem seminfi, Zo je soucet bodu
v téchto deadlinech a 21 soucet vSech bodl v tomto ro¢niku. Tituly uvedené v pred-
chozim textu slouzi pouze pro ticely M&M.

Casopis M&M je zastfeSen Matematicko-fyzikalni fakultou Univerzity Karlovy. S ob-
sahem casopisu je mozné naklddat dle licence CC BY 4.0. Autory textu jsou, neni-li
uvedeno jinak, organizatori M&M. Realizace projektu byla podporena Ministerstvem
skolstvi, mlddeze a télovychovy. Pokud si casopis neprejete ddle dostavat v tisténé po-
dobé, zruste si prosim jeho odbér v nastaveni svého uc¢tu na webu.

Kontakty: }{
M&M, OPMK, MFF UK E-mail: mam@matfyz.cz
Ke Karlovu 3 Web: mam.matfyz.cz l

121 16 Praha 2 FB: casopis.MaM
matfyz
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