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Mili fesitelé,
timto ¢islem se oficidlné dostavame do poloviny 30. ro¢niku!

V tématku Termodynamika se tentokrat zaméfime na entalpii. Ze nevite, co to
je? Nasmérujte svoji energii spravnym smérem, tedy k Termodynamice, a preCtéte
si to!

Druhé tématko, Lean, se konecné dostava k hlavni prednosti tohoto jazyka,
kterou je interaktivni dokazovani matematickych tvrzeni. Ceka vas hromada rov-
nosti a nerovnosti, a také se dozvite, ze kdyz jste néjaké tvrzeni zatim nedokazali,
tak pokud se Leanu hezky omluvite, tak kod stejné zkompiluje — sorry.

Hex v tomto dilu pripomene problémy, které jsou stile oteviené, abyste se
nad nimi mohli znovu zamyslet s novymi znalostmi, které ziskate pfi ¢teni reseni.
Otiskujeme vybér hned nékolika z téch, ktera jste nam zaslali, spolu s dukazem, ze
v zakladni hfe ma vyhravajici strategii cerveny hrac; a konkrétni vitéznou strategif
pro 7 x 7 od Dr.MM Martina Tésitele.

Posledni tématko, Genetika, tentokrat nic nového neprinasi, muzete ale stéle
fesit problémy zadané v minulém c¢isle. Nebo samoziejmé miuzete, tak jako ke
vsem tématkum, napsat ¢lanek.

To ale neni vSechno! Kromé tématek tentokrat otiskujeme hned tfi ¢lanky
od fesiteld. Prvnf z nich zaslal Dr.MM Martin Tésitel k tématku Termodynamika
a vénuje se v ném tvorbé baterie z bublinkové limonady. Zvladnete primét lahev
s Kofolou svitit? Prectéte si Martinav ¢lanek a muzete to zkusit! Druhy c¢lanek
jménem Aziomatizace prirozenych c¢isel od Doc.MM Jany Uglickich je o poznani

vvvvv

a nasobit prirozena c¢isla, tak se mizete hned pustit do ¢teni. Treti ¢lanek s ndzvem
Problém klikujiciho hrdce vyjzvy nam zaslal Mgr.™M Jichym Lowenhoffer a téz
jej doporucujeme vasi pozornosti. Ziskané poznatky se vdm budou jisté hodit
v praktickém zivoté, a to predevsim v pripadé, Ze hrajete ,vyzvu* a ,Dej si
deset!
Mnoho vanoé¢ni nélady preji
Vasi organizatori
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Téma 1 — Termodynamika

Vitejte u dalsiho dilu téméatka. V tomto dile najdete nova zadani, feseni predcho-
ziho dilu véetné feseni Problému 2.3 od Dr.MM Lucie Ztinové. Také zde naleznete
¢lanek od Dr.MM Martina Té&Sitele, ktery byl inspirovan prvnim dilem a popsal
hypotetickou limonadovou-bublinkovou baterii.

Problémy 2.1, 2.4 a 2.5 o veli¢inich zavislych na teploté a kalorimetrech ne-
chavame stéle oteviené. Jejich znéni pripominame zde:

Problém 2.1: Najdéte néjakou velicinu zdavislou na teploté a jeji hodnoty pro vami
vybrané materidly. Vysvéetlete, s jakymi vlastnostmi si tuto velicinu asociujeme.
Kdy je smyslupiné jeji zdvislost zanedbat? A kdy to naopak provést nemizZeme?
Ndpovéda: muzete také popsat mechanismus fungovdani pristroju, které maji za
tkol regulovat a/nebo zaznamendvat teplotu. Vynechejte ze svjch tesend veliciny
zvané mernd tepelnd kapacita a tepelnd kapacita, tu znd kaZdy ze Skoly a navic je
o ni dalst priklad :).

Problém 2.4: Popiste detailnéji, jok funguji moderni kalorimetry a jejich vijhody
a limity. Jak vypadd vzorek, ktery je idedini adept na mérent kalorimetrem? Jaké
vlastnosti by vzorek mit nemél?

Problém 2.5: Zkuste experimentdlné zmérit hodnotu meérné tepelné kapacity.
Miize vam na to poslouzit jednoduchy model kalorimetru zvany Blackiv kalori-
metr. V principu jde o to, Ze z méreni urcite, kolik tepla se vymeni mezi ledovou
nddobou (to odpovidd mnozstvi roztdté vody) a télesem. Budou se vdm lépe mérit
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latky s vysokou nebo nizkou mérnou tepelnou kapacitou? Zkuste zdivodnit. Pokud
najdete jinyg zpisob mérent cy, popiste jej a vyzkousejte jej.

Vzorova feseni 2. dilu
Uloha 2.2

Zadani:
Pro vijpocet mérné tepelné kapacity nezndmé ldtky v zdvislosti na teploté lze vyuzit
vzorec ¢y = aT? + bT + ¢, kde

e c=2887J kg ! - K!
e b=1459-10"3J- kg™ ! K72,
e a=—-17-10"6J - kg™' - K73,

Predpokldadejme, Ze v rozsahu zadangch teplot méreni nedochdzi ke zmeéneé skupen-
stui.

1. Jak velké mnozZstvi tepla odevzdd teleso, pokud se bude ochlazovat z teploty
90° C na teplotu 10°C?

2. Jak velké mnozstvi tepla odevzdd téleso, pokud se bude ochlazovat z teploty
50°C na teplotu 10°C?

3. Uvazujte bod 1 s tim, Ze ve vipoctech pouzijete stredni hodnotu mérné tepelné
kapacity. Tu vypoctete jako prumér z hodnot cy pro okrajové teploty. Uvedte
jeji hodnotu.

4. Porounejte jednotlivé viysledky. Proc¢ vysledek bodu 2 neni polovina hodnoty
vysledku bodu 17 Lisi se hodnoty v odpovédich bodi 1 a 32 Proc se lisi/nelisi?
Pokud se list, napiste, kterd z nich je vetsi a proc.

Reseni:

Nejprve vyfesme bod 1. Kdyz zname mérnou tepelnou kapacitu cy, pocatecni
teplotu T a koncovou teplotu T, muzeme odevzdané teplo QQ vypocitat ze vztahu
Q= fTTf cy (T)mdT, kde m je hmotnost télesa.

Jak na tento vztah pfijdeme? Funkce pro mérnou tepelnou kapacitu cy (7T')
popisuje, kolik tepla je potfeba na ohrati télesa o hmotnosti 1kg o 1 K. Protoze
jeji velikost vsak zavisi na teploté, nejde jen dosadit hodnoty teplot dvou stav, ale
musime integrovat. Integrace v tomto pripadé znamend, ze pro kazdou hodnotu
T ohfev o maly rozdil teplot d7" vyzaduje dodéni tepla d@Q = cy (T")m dT. Ohfev
z Ty na Ty ziskdme sectenim vSech velmi malych (pfesnéji infinitezimalné malych)
dilkt d@, ¢emuz odpovida teplo Q = ijlz dQ = f;;" (aT? + bT + ¢)dT.
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Hmotnost télesa zde nezndme, nicméné muzeme spocitat odevzdané teplo vzta-
zené na jednotkovou hmotnost télesa, tedy % I tento tudaj je odpovédi na po-
loZenou otdzku (arbitrarné si muzeme velikost hmotnosti zvolit jako napt. 1kg).
V zadani jsou teploty uvedeny ve °C, ale uvedeny vztah pracuje s termodynamic-
kou teplotou, takze musime tyto hodnoty prevést na kelviny, tj. 71 = 363,15 K
a Ty =283,15K.

Po dosazeni vztahu pro mérnou tepelnou kapacitu ze zadani do integralu do-
staneme:

Q e

m )

T
1 1
(aT? +bT +¢)dT = gaT?’ + 5bT2 +cT| = —2672,506T - kg™ !
Ty

Téleso tedy odevzdé teplo 2672,506J - kg™!. Ze se jedna o teplo vztaZené na
jednotkovou hmotnost, je vidét i z jednotek. To, Ze teplo je odevzdané, vidime
z jeho zaporné hodnoty pri vypoctu integralu.

V bodé 2 bude cely vypocet probihat stejné, zméni se jen meze integralu.
Tentokrat tedy budeme mit 77 = 323,15K a Tb = 283,15 K. Po dosazeni téchto
hodnot zjistime, Ze téleso odevzd4d mérné teplo 1325,460J - kg~ '. Z jednotek vi-
dime, Ze se opét jednd o teplo vztazené na jednotkovou hmotnost.

Nyni vyfesme bod 3. Nejprve vypocitame stiedni hodnotu mérné tepelné ka-
pacity ¢y jako primér z hodnot ey (Ty) = 33,9447 - kg™! - K™! a ¢y (Ty) =
32,865 J - kgfl - K™, Tyto dvé hodnoty byly dosazeny do vztahu pro ¢y v zadani.
Prumérné hodnota je tedy

1
W= (ey(Th) + ey (Ty)) = 33,4057 - kg™ ! - K*
Integral se nam pouzitim ¢y zjednodusi, protoze jiz nebudeme integrovat
funkci zavislou na teploté, ale pouze konstantu:

Q = T,
= = avdT = [ev T2 = —2672,3617 - kg™!
m o) L

Nakonec porovnejme jednotlivé vysledky. Vysledek bodu 2 neni polovinou vy-
sledku bodu 1, protoze se nejednd o linearni zavislost. Pokud by vztah pro % byl
linedrné zavisly na teploté (coz by platilo pro konstantni hodnoty cy nezévislé
na teploté), potom by pfi poloviénim rozdilu teplot skuteéné bylo odevzdano po-
lovi¢éni teplo. Protoze vsak cy neni konstantni, ale zavisi na teploté kvadraticky,
nemuzeme ocekavat, ze se odevzdané teplo pii poloviénim rozdilu teplot zmensi
pravé dvakrat. Jelikoz koeficienty a a b jsou vzhledem k velikosti koeficientu c
velmi malé, nebude se vsak vysledek bodu 2 od poloviny vysledku bodu 1 lisit
moc.

Dr.MM Lucie Zinova zmifuje, ze s rostouci teplotou bude hodnota ¢y stoupat
a na ochlazeni nebo ohréti o jeden stupen Celsia bude potteba odebrat nebo dodat
veétsi a vétsi mnozstvi energie.
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Podobné se vysledky boda 1 a 3 musi lisit opét kvili nelinearité zavislosti
mérného tepla % na teploté. Lisi se o velmi malé jednotky promile, coz odavod-
nuje to, ze ve spousté stredoskolskych ucebnicich je mérna tepelnéd kapacita nebo
molarni tepelna kapacita uvadéna jako konstanta nezavisejici na teploté. Obcas se
vyplati ve fyzice zanedbavat véci a zjednodusit si tim své fyzikalni problémy :)

Problém 2.3

Zadani:

Porovnejte mérné tepelné kapacity vodici/nevodici, pevngch/kapalngeh/plynnijch
latek. Co wdm hodnoty tikaji o jejich vlastnostech? Jsou dobré tepelné vodice
i dobré vodice elektrického proudu? Proc¢ tomu tak asi je?

Tento problém hezky a srozumitelné zpracovala Dr.MM Lucie Ztinova. Prikla-
dame jeji feseni. Text je srozumitelny, obsahuje pékna vysvétleni toho, co pozo-
rovala v datech, ktera si nasla.

Reseni:
je dobry je dobry
(normé&ln{ vodi¢ el.  tepelny
podminky) J-kg=!- K=! skupenstvi proudu? vodi¢?  poznidmky
zlato 129 S ano ano kov
st¥ibro 235 S ano ano kov
meéd 383 S ano ano kov
diamant 509 S ne ano krystalicka
sklo 840 S ne ne amorfni
beton 880 S ne ne amorfni
kyslik 918 g ne ne
vzduch 1012 g ne ne
dievo ~ 1700 S ne ne amorfni
benzin 2220 1 ne ne
polyethylen 2302 S ne ne amorfni
ethanol 2440 1 ne ne
voda 4180 1 ne ne
helium 5193 g ne ne
Meérna tepelna kapacita u latek urcuje, kolik energie je potfeba na jejich
ohrati o jeden teplotni stupen na jednu jednotku hmotnosti — tedy jak snadno
je lze ohrat a jak rychle toto ziskané teplo budou drzet. Z tabulky vidime, Ze ani
kapaliny, ani plyny nejsou dobrymi vodic¢i jak tepla, tak elektrického proudu.
To je zpusobeno molekularni strukturou — v kapalindch a plynech nedochézi
k ¢astym interakcim molekul, tudiz nemohou vést tak dobte jako pevné latky.
Je tedy logické, ze jejich mérna tepelna kapacita bude vysoka. U plynu je nizsi,
protoze rychle se pohybujici vysokoenergetické ¢astice maji tendenci si predavat
teplo lépe nez pomalejsi molekuly v kapalindch.
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Naopak nejlepsimi vodici jsou kovy — jejich kovova struktura s volnymi elek-
trony umoziiuje prenos proudu i tepla velmi efektivné. Tyto vlastnosti spolu
lzce souvisi, protoze obé zavisi na podobnych podminkach — vhodném mole-
kularnim uspotradani. Proto podobné vlastnosti nevidime u amorfnich latek.
Jejich mérnd tepelna kapacita neni tak vysokd jako u plynt, to je dano jejich
vzajemnou vzdalenosti — jsou tak blizko sebe, ze jim nezbyde nic, nez si teplo
predat.

Diamant — jeho perfektni krystalickd miizka neumozinuje zadny volny pohyb
Castic, tedy je izolantem. Ale pravé diky dokonalosti jeho formy vede teplo
— vibrace atomi se pres pravidelnou strukturu, kde ji nic neprekazi, prenasi
efektivneé.

Zdroje
Tabulkové udaje mam z nasledujicich tii zdroju:
o Table of specific heat capacities. Online. Wikipedia. 2019. Do-

stupné z: https://en.wikipedia.org/wiki/Table_of_specific_heat_
capacities#cite_note-hypph-3| [cit. 2023-11-25].

o Solids, Liquids and Gasses — Thermal Conductivities. Online. Enginee-
ringtoolbox.com. 2003. Dostupné z: https://www.engineeringtoolbox.
com/thermal-conductivity-d_429.html [cit. 2023-11-25].

o Table of conductivity and resistivity at 20 °C of some materials. On-
line. Faculty.ksu.edu.sa. 2022. Dostupné z: https://faculty.ksu.edu.
sa/sites/default/files/table.pdf [cit. 2023-11-25].

Jako dalsi jsem si dohledavala par informaci zde:

o Krystalické a amorfni ldtky. Online. Realisticky.cz. 2018. Dostupné z:
https://tinyurl.com/4aa79bd6 [cit. 2023-11-25].

Posledni odstavec feseni od Lucie vyzaduje dovysvétleni. To, co drzi elek-
trony diamantu na misté, neni krystalickd mtizka, ale kovalentni vazby. Valen¢ni
elektrony v diamantu se ticastni kovalentni vazby mezi konkrétnimi dvéma atomy;,
takze nepreskakuji mezi atomy tak snadno jako v kovové mrizce mezi jadry atomil
kovu. Kovova vazba je jiny typ vazby, ve které elektrony volné preskakuji mezi
jadry atomu kovu v miizce. Toto preskakovani je duvod, pro¢ jsou kovy dobrymi
tepelnymi vodiéi, a nizsi pohyblivost elektrontt v prostoru ve vazebné strukture
diamantu je davod, pro¢ je hodnota mérné tepelné kapacity diamantu nizsi nez
pro kovy.


https://en.wikipedia.org/wiki/Table_of_specific_heat_capacities#cite_note-hypph-3
https://en.wikipedia.org/wiki/Table_of_specific_heat_capacities#cite_note-hypph-3
https://www.engineeringtoolbox.com/thermal-conductivity-d_429.html
https://www.engineeringtoolbox.com/thermal-conductivity-d_429.html
https://faculty.ksu.edu.sa/sites/default/files/table.pdf
https://faculty.ksu.edu.sa/sites/default/files/table.pdf
https://tinyurl.com/4aa79bd6
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Smérovost chemickych reakci, ¢ast 1: entalpie (neplést s entropii)

Prvni termodynamicky zdkon nam rikal, ze vSechny formy energie jsou rovno-
cenné, tedy ze se mezi sebou mohou preménovat. Nyni se podivame na to, kdy
se mezi sebou mohou formy energie (teplo, prace, jiné typy energie) pfemériovat.
Déje mohou probihat samovolné a nesamovolné.

U spousty déjit uhodnete, kterym smérem se stanou, ¢ili ktery ze dvou stavii
je pocatecni a ktery je konecny. U hrnku s horkym céajem pozndm, ze teplo ze
systému obsahujiciho hrnek a ¢aj odchéazi, pozndm, Ze stlacena pruzinka se po
uvolnéni sama roztahne, a takovych prikladt najdeme spoustu. Ale co tfeba ta-
kova chemicka reakce? V hodindch chemie jste mohli slyset, ze chemicka reakce je
posunuta ve sméru vychozich latek nebo produktﬁﬂ Existuje kritérium, které nam
umozni poznat, zda budou néjaké chemikélie mezi sebou reagovat (jsou v poéatec-
nim stavu pred déjem a zreaguji) nebo nebudou (existence dvou latek je koneény
stav s nizs{ hodnotou celkové energie systému). Toto kritérium je Gibbsova volnd
energie. Znaci se G a jeji jednotka je joule jako pro kazdou jinou formu ener-
gie. Defini¢n{ vzorec je AG = AH — T'AS. Pokud chcete védét, jak se dobereme
k definiénimu vzorci Gibbsovy volné energie, podivejte se na toto videﬂ My se
k tomuto vzorci dostaneme v pristim dile. Dnes si predstavime veli¢iny, ze kterych
se skldda a co tyto veli¢iny znamenaji.

Nyni si mtuzeme predstavit definice samovolného a nesamovolného déje z hle-
diska termodynamiky, kdyz uz jsme si predstavili aktéry, ktefi vystupuji v jejich
definicich. Postupné si je predstavime blize.

Samowvolny termodynamicky déj je ten, kde ve sméru déje hodnota entropie
narustd a rozdil hodnot Gibbsovy volné energie mezi pocatecnim a koneénym
stavem ma zdpornou hodnotu.

Nesamovolny termodynamicky déj je ten, kde ve sméru déje hodnota entropie
klesa a rozdil hodnot Gibbsovy volné energie mezi poc¢atecnim a konecnym stavem
ma kladnou hodnotu.

Ve vzorci pro Gibbsovu energii jsou dveé nové fyzikalni veli¢iny, tak si je pojdme
predstavit v tomto dile. Je toho k predstavovani spousta, takze se Gibbsové energii
budeme vénovat i dalsi dil.

Entalpie H nenfi entropie S

Rozdil hodnoty entalpie (ne entropie) mezi pocatecnim a kone¢nym stavem zna-
¢ime AH. Entalpie svou velikost{ predstavuje energii ulozenou v daném systému,
tudiz jeji jednotkou jsou jouly. Pokud chcete védét vic, toto Videdﬂ entalpii vy-
svétluje velmi pekné a tento text jim je inspirovan.

Posunuti chemické reakce ve sméru produktii je termin, ktery fika, ze reaktanty (tedy vy-
chozi latky) chtéji reagovat, posun ve sméru reaktantt ikd, ze vychozi latky reagovat nebudou,
protoze systém mé mensi Gibbsovu energii (jeji definice viz déle v textu) v ptipadé, Ze se v ném
nachézi prevazné vychozi latky.

thtps ://www .youtube. com/watch?v=WTtxlaeCIPY

3https://www.youtube.com/watch?v=SV7U4yAXL5I


https://www.youtube.com/watch?v=WTtxlaeC9PY
https://www.youtube.com/watch?v=SV7U4yAXL5I
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Defini¢ni vzorecek velikosti entalpie v jednom stavu je H = U + pV. S vnitini
energil U jsme se jiz potkali, jde o hodnotu energie, kterou mé systém na svém
energetickém uétu. Clen pV odpovidd soucinu tlaku a objemu v daném stavu
a reprezentuje energii, kterou systém stoji zabirat néjaky objem a vnitini tlak. Nas
¢asto zajima rozdil hodnot entalpie mezi pocatecnim a koneénym stavem, protoze
tato energie je pravé ta, ktera se preménuje na jiné formy a déla se systémem
zajimavé véci. Rozdil hodnot entalpie mezi dvéma stavy je tedy AH = AU +pAV.
V diferencialni formé lze tento vzorecek napsat takto: dH = dU + pdV. Na zemi
je mozné povazovat tlak za konstantni (atmosféricky tlak se méni velmi mélo
v porovnani s ostatnimi ¢leny rovnice).

To je sice hezky vztah, ale k ¢emu nam jako chemikum bude? Na zodpovézeni
této otazky provedeme tpravu definicniho vztahu entalpie. Pouzijeme vztahy pro
nam jiz znamou termodynamickou veli¢inu z predchozich dilid tématka, vnitini
energii: AU = Q + W = —pAV + Q. Tento vztah predpoklddd, ze pri prechodu
mezi dvéma stavy je tlak p konstantni. Tento predpoklad si muZzeme u procesi
(chemickych reakei) vystavenych atmosférickému tlaku dovolit. Dosazeni vyrazu
pro vnitini energii do vzorce pro entalpii nam dé tento vztah: AH = AU+pAV =
—pAV +Q+pAV = Q. Takze hodnota rozdilu entalpie mezi dvéma stavy se rovné
systémem prijatému nebo odevzdanému teplu béhem tohoto prechodu mezi dvéma
stavy. Nezapominejme, ze tu pocitame s konstantnim tlakem v systému, jinak by
se nam dva cleny tlaku a objemu neodecetly. Také si vzpomente na jeden priklad
minulého dilu, kde se teplo pocitalo jako mérna tepelné kapacita za standardniho
tlaku.

Uloha 3.1 [2b]: Jak by vztah pro entalpii vypadal v diferencidlni formé pro pro-
menny tlak systému béhem prechodu z pocdtecniho stavu do konecného? Odvodte
jej a popiste, co znamenaji jednotlivé veliciny v odvozeném vztahu.

Vypocty hodnot entalpie

Dobra, takze kdyz spocteme rozdil entalpie mezi dvéma stavy, tak jsme o krok
bliZe k urceni sméru (nejen) chemického déje. Pro chemiky konkrétné to znamena,
ze pocitame rozdil hodnot entalpie vychozich latek a produkti, tak to poté mu-
Zeme spolu s vypoctenym rozdilem entropie (ten si ukdzeme v piistim dile) pouzit,
abychom zjistili, zda ndm chemikélie za néjakych podminek zreaguji nebo ne.

Na to, abychom uréili tuto ¢iselnou hodnotu, potfebujeme zavést néco, cemu
se ik ve fyzice i chemii standardni stav. Pro¢ chceme standardni stav? Neumime
najit, kolik je absolutni hodnota entalpie pro néjakou latku za teploty 0 K. Nelze
ji prakticky dosdhnout a tudiz se za 0 K neda mérit, takze hodnotu entalpie 1at-
ky/molekuly na 0 K nemizeme vzit jako néjaky referenc¢ni bod. Chemici si tedy
nadefinovali takovy stav, za kterého se dé provést vétsina experimentu, a to tep-
lotu 298,15 kelvinu a tlak 101 235 Pa. Hodnoty entalpie pro molekuly jsou tedy
vztazeny ke standardnimu stavu, kde je hodnota entalpie dle dohody brana jako
nulova.
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Standardni stav je stav (stejné jako pocatecni nebo konecny stav), ktery ma
presné specifikované hodnoty termodynamickych velic¢in: teplotu 298,15 kelvini
a tlak 101 235 Pa.

Vzhledem k tomu, Ze néds dost Casto zajimaji rozdily hodnot entalpie mezi
dvéma stavy, vlivy posunuti nulové hodnoty entalpie pro libovolnou chemickou
slouceninu do standardniho stavu se ¢asto odecétou.

Nyni k praktické ¢asti vypocta entalpie: Konkrétni priklad toho, jak muze
vypadat zadand hodnota:

C(s, grafit) + Oz (g) — CO4 (g),

AH® = ApH® = —393,5k] - mol ™!, T = 298,15 K

Indexy i znacky rozdilu molarni entalpie AH reflektuji rizné piidavna jména,
ktera k entalpii miizeme pridat. Kolecko nahore odpovida pridavnému jménu stan-
dardni. Dalsi moznosti mohou vypadat naptiklad takto:

o reakéni (ta se vztahuje k rozdilu hodnot entalpii pro stav pied a po reakci)

o slufovaci entalpie (¢asto znaceno pomoci spodniho indexu sl): entalpie po-
tfebnd na vznik molekuly z prvki

e Casto najdete i entalpii pottebnou pro prechod mezi dvéma formami jednoho
prvku (grafit-diamant pro uhlik, konformace ledu apod.)

o skupenskd (kondenza¢ni, vyparné, entalpie tuhnuti): teplo musite dodat
nebo odebrat i pfi skupenské pfeméné (hlidejte si, zde se vdm tabelovana
entalpie, kterou najdete, vaze i ke spravnému skupenstvi, které mate v che-
mické reakci).

Hodnoty reakénich entalpii jsou dost casto tabelované pravé proto, ze fyzici a che-
mici nechali danou reakci probéhnout v kalorimetru a zmérili velikost uvolnéného
tepla.

Nékoho z vas mozna napadlo, zda nepotfebujeme védét, kudy chemicka re-
akce bézi cestou z vychoziho stavu do stavu koneéného. Neni to potfeba, protoze
entalpie je definovand jako stavova funkce. Véaze se tedy ke stavu, nikoliv k pro-
cesu. Proto si mizeme vybrat libovolny pocet mezikroku, pres ktery nasi reakci
provedeme z reaktantt na produkty. Casto se ubirdme cestou, kdy vychozi latky
rozlozime na produkty a z produktt udéldme reaktanty (viz obr. . Jde to vsak
i pres jiné chemické reakce. Podivejte se na to, ze zde vystupuji i stechiometrické
koeficienty reakce v; a vSimnéte si i znamének pred sumami. Tabelované hod-
noty entalpie jako reakéni entalpie pro spéleni grafitu kyslikem jsou pro déj ve
sméru reakce, hodnota molarni reakéni entalpie reakce opa¢ného sméru by méla
opacné znaménko.

Kdyz hledate hodnoty standardni entalpie, podivejte se, jakymi hodnotami
tlaku a teploty je definovan standardni stav.
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REAKTANTY PRODUKTY
—Z|VK|AJA /|VJ|AfHJ
PRVKY

Obrazek 1: Princip vypocétu entalpie chemické reakce (od stavu REAKTANTY do
stavu PRODUKTY) pres jiny stav (stav PRVKY). Spodni index f znaéf slu¢ovaci teplo
néjaké molekuly z prvki, veli¢iny znacené K odpovidaji reaktanttim, J produktim.

Co kdyz ale proces probihd za jiné teploty, nez za které je nase hodnota rozdila
molarni entalpie uvedend? Vzpomente si, ze pro konstantni tlak je rozdil entalpie
roven vyménénému teplu (vysvétleni je ve vzorovém Feseni piikladu tlohy 2.2
publikovaném v tomto ¢isle M&M). Muzeme tu tedy uplatnit néco, cemu se {kd
Kirchhoffav zédkon:

T>

ATHm(TQ) = Aer(Tl) + ArOp7de
T

Vychézi z definice molarni tepelné kapacity ¢, = Cp/n za konstantniho tlaku. Pro
jednodussi vypocty predpoklddame, Ze C, je nezavislé na teploté. Tento predpo-
klad je dostatecné podobny realité u vétsiny latek na rozumném rozsahu teplot,
to nam ostatné ukazala tloha z minulého ¢isla.

Veli¢iny A, H,,(T1) a A.Hp,(T2) jsou molarni entalpie procesu mezi dvéma
stavy 1 a 2 o teplotach T a T5, tabelovanou nebo spoc¢tenou méte jen jednu z en-
talpii. Veli¢ina A, Cp », je rozdil moldrnich tepelnych kapacit koncovych produktii
a vychozich latek dle vzorce

AC’p,m = Z(Cp,m)kon - Z(Cp,m)vych

kon vych
Nyni mate spoustu informaci na to, abyste si vypocty entalpie vyzkouseli.

Uloha 3.2 [5,5b a vice]: Reakce CoH,O (g) + H20 (1) — C32HsOs (1) probihd
pri 25°C a tlaku 101,325 kPa. Vypocet provedte pro pripad, Ze vsechny ldtky jsou
v plynné (plati stavovd rovnice idedlniho plynu) a nebo v kapalné fazi tak, jak je
uvedeno v reakci. Data pri podminkdch reakce:

C2H4O HQO CQH602
AH®(298,15K,(g))/(kJ/mol) | —52,60 —241,827 —389,32
AH,,(298,15K)/(kJ /mol) 26,20 44,0 71,20
p/(g/cm?) 0,8610  0,9971  1,1094

1. Na zdklade nasledujicich dat vypoctéte standardni zmenu entalpie pri hydra-
taci ethylenoxidu na glykol.

|
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2. Vypoctéte zmenu moldrniho objemu béhem reakce.

3. Vypoctéte zmeénu vnitrni energie reakce.

Pro zisk extra bodu popiste, jaké predpoklady plati pro vzorce, co jste pouzili
(zda plyn must bt idedlni, zda néco zanedbdvdte apod.). Zamyslete se nad tim,
kdy vdmi vymysleny vzorec pouZit nelze.

Uloha 3.3 [6b]: Pri experimentu, jehoZ cilem bylo uréeni slucovaci entalpie celu-
lozy, bylo zjisteno, Ze behem dokonalého spdleni m = 0,6 g polysacharidu celulozy
(chemicky vzorec [CeH19O5]12) v kalorimetrické bombé preslo pri 25°C do okoli
teplo @ = 2000 J. Pomoci slucovacich tepel COgz (g) a HpO (1) urcete slucovaci
teplo tohoto polysacharidu. Potrebujete moldrni hmotnost celulozy M a slucovaci
tepla pri 25° C, kterd naleznete v tabulkdch nebo na internetu. Reakce probihd za
stalého objemu. Je reakce endotermickd nebo exotermickd? Proc¢?

Ndpovéda: napiste si rovnici, objemy ldtek v kapalném a tuhém stavu zane-
dbdvdme vici velikosti objemu plynnijch ldtek. Clen pV se vyskytuje i v rovnici
pro idedlni plyn. Pri konstantnim objemu systému je uvolnené teplo Q@ behem déje
rovno zmeéné moldrni vnitini energie AUg, podle rovnice:

M
av;, =4

Pdja, Helca a Pavel; termodynamika@ledoian.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka
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Li-bub (Limonadovo-bublinkova baterie) 7b

Dr.MM Martin Tésitel

Poznamka redakce: Spousta organizatori Martina chvali za to, jak hezkou a pre-
hlednou strukturu ¢lanek ma. Hezky je vidét, o cem v danou chvili uvazuje, vyja-
diuje se jasné a k véci. Clanek mé uvedené zdroje, ze kterych Martin ¢erpal, tam
se také muzete podivat, az budete na jeho clanek reagovat. Proto je mimo jiné
dobré ke svym textiim uvadét pouzité zdroje, pokud néjaké jsou.

Tento ¢lanek ma vsak jisté mouchy, zejména pri tivaze, Ze je zanedbéano, ze
CO4 se rozpousti ve vodé a je ho tam tudiz vice, nez je obsazeno ve vzduchu.

Sekce, kde se Martin zamysli nad praktickou realizaci, obsahuje myslenky, na
které miizete navazat. Tady je misto pro vas, ostatni fesitele. Zareagujte jinym
¢lankem na tento Martinuv. Jak byste Li-bub baterii v realité postavili? Myslite
si, Ze by byla tak Gé¢innd, jak Martin spoéital? Pro¢ ano/ne?

Uvod

Otevteli jste uz nékdy perlivou limonadu a tikali si, jestli by nemohla udélat néco
vic, nez jen cvaknout a zasycet? Ze by mohla t¥eba piskat, hrat vasi oblibenou
pisnic¢ku, nebo blikat?

V tomto krétkém (a doufidm, Ze zajimavém, nebo alesponn vtipném) clanku
se budu zabyvat vyuzitim energie natlakovaného COy ke sviceni LED diodou
ptripevnénou na vicku.

Kolik energie limonada skryva?

Jako modelovou limonédu berme 1,51 ldhev Coca-Coly o obsahu CO4 8 g/1 a poko-
jové teplotéﬂ 7Z grafu uvedeného v dokumentu o kvasném prﬁmysluﬂ jsem vycetl,
ze v takové lahvi bude mit CO5 tlak cca 5atm.
Méfeninﬂjsem zjistil, ze v ldhvi je nad hladinou napoje cca 130 ml COs, coz
mi spolu s poznatkem o hodnoté tlaku umoznuje vypoéitatﬂ Ze se pri otevieni
lahve uvolni cca 100 J.
p1 = bHatm = 5-10° Pa

p2 = latm = 10° Pa

V=132-10"*m?

4https://cs.wikipedia.org/wiki/Sodovka

Shttps://kvasnyprumysl.cz/pdfs/kpr/1962/04/05.pdf| (obr. 1 str. 2)

68U piivodni nenacaté 1dhve Coca-Coly jsem si vyznagil vysku hladiny. Po vypiti obsahu jsem
do ldhve nalil vodu do vysky ptuvodni hladiny a lahev zvazil. Poté jsem ji dolil vodou az po okraj
a znovu ji zvazil. Poéitdme-li s tim, Ze voda m4 hustotu presné 1000 kg/m3, je rozdil hmotnosti
v gramech roven objemu vzduchu nad hladinou limonddy v mililitrech.

"Vzoredek pro vypodet prace jsem nasel v této bakalaiské praci na strance 16 https://wuw.
vut.cz/www_base/zav_prace_soubor_verejne.php?file_id=27235


https://cs.wikipedia.org/wiki/Sodovka
https://kvasnyprumysl.cz/pdfs/kpr/1962/04/05.pdf
https://www.vut.cz/www_base/zav_prace_soubor_verejne.php?file_id=27235
https://www.vut.cz/www_base/zav_prace_soubor_verejne.php?file_id=27235
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5-10°

—_ b1 _ 5 _4
W—pl-V-ln<>—5-10 -1,3-10 -ln(lo5

D2

>J=105J

Predpokladejme, Ze i¢innost naseho generétorlﬁ bude 15 %, a vysledné mnoz-
stvi ziskané energie tedy bude 16 J. Pro srovnani, maximalni kapacita knoflikové
baterie SR65 jd| 86 J.

Dejme tomu, ze budu chtit svitit pouze jednou standardni LED diodou s vy-
konem 0,015W o svitivostil—_U] 1,3 cd.

Takova dioda by byla s touto energii schopna svitit 1060 sekund, coz je zhruba
¢tvrt hodiny.

Jak preménit energii limonady na elektrickou energii?

Kdyz jsem uvazoval nad timto problémem, napadlo mé nékolik zptisobt premény
rozdilu tlaku na elektrickou energii. Ty pouzitelné nebo zajimavé, o kterych zde
budu psat, pracuji vzdy na principu dynama, nebo kmitajiciho plisku.

Mym prvnim napadem byla mald turbina spojend s dynamem, coz je vlastné
princip, na kterém funguje vétsina soucasnych elektraren.

Druhy zptsob spociva v rozkmitani plisku s magnetem v blizkosti civky, nebo
v rozkmitani plisku s piezoelektrickym krystalem. Oba tyto zplisoby by mély mit
priblizné stejnou tcinnost, ktera bude pravdépodobné radové podobna ic¢innosti
turbiny s dynamem.

Lavér
Jak se zda, je sviceni LED diodou na vicku proveditelné, ale pravdépodobné by
bylo levnéjsi pouzit misto generatoru obyc¢ejnou malou baterii.

8 Jedn4 se pouze o odhad
9nttps://cs.wikipedia.org/wiki/Knof1%C3%ADkov%C3%A1_baterie
Ohttps://www.tme.eu/Document/d32745b75c434cebe6f86eebOcb5ee80/0SXX060341F . pdf
(pro zelenou barvu)


https://cs.wikipedia.org/wiki/Knofl%C3%ADkov%C3%A1_baterie
https://www.tme.eu/Document/d32745b75c434cebe6f86eeb0cb5ee80/OSXX060341F.pdf
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Téma 2 — Programovani a dokazovani v Leanu

Dil 3: Elementarni algebraické manipulace

Lean je nejen programovaci jazyk, ale také dokazovaci jazyk. Pisi se v ném ma-
tematické dukazy, jejichz spravnost je okamzité zkontrolovana pocitacem. To je
v soucCasné dobé hlavni vyuziti Leanu. Zatimco dobrych programovacich jazyki
existuje spousta, v oblasti ,interactive theorem proving“ Lean hraje prim.

Rovnosti

Reknéme, ze chceme ovérit, ze dvojnasobek kazdého prirozeného c¢isla je roven
souctu tohoto ¢isla se sebou:

theorem dva_krat (n : N) : 2 * n =n + n := sorry

Kli¢ové slovo theorem uvozuje zacatek tvrzeni. Jméno tvrzeni dva_krat slouzi
k tomu, abychom se na néj mohli pozdéji odkazovat. Argument (n : N) 7k, ze
tvrzeni mé platit pro jakékoliv prirozené ¢islo; napsdnim n se na néj budeme poz-
déji odkazovat. Znéni tvrzeni zacind hned za dvojteckou mimo zévorku. Symbol
:= oddéluje tvrzeni a jeho dikaz. Klicové slovo sorry Tiké, ze tvrzeni zatim neni
dokézano.

Diky sorry mtzeme zkompilovat rozpracovany koéd bez syntaktické chyby. Po
vétsinu vasi prace v Leanu bude sorry ve vasem kédu na minimélné jednom
misté. Po zmizeni posledniho sorry je vase prace hotova. Klicové slovo sorry
byva ve vyvojovych prostfedich zvyraznéno jasné cervenou barvou, aby clovék
neprehlédnul, Ze dikaz jesté neni hotovy.

Nyni, kdyz pouzivime knihovnu Mathlib, budeme psit symbol N (vlozeno
pomoci \N ve VS Code) jako alias pro typ Nat (tj. pfirozend ¢isla) a symbol Z
(vlozeno pomoci \Z ve VS Code) jako alias pro typ Int (tj. celd Cisla).

Jako prvni ddva smysl podivat se, jestli toto tvrzeni (nebo né&jakou jeho obec-
néjsi verzi) uz nékdo nedokézal. K tomuto ucelu slouzi taktika library_search
voland takto (na moment ted ignorujme, co znamend slovo ,taktika*):

theorem dva_krat (n : N) : 2 * n =n + n := by library_search

Lean oznami exact two_mul n na pravé strané okna. Z toho plyne, Ze muzeme
existujici tvrzeni two_mul pouzit jako diikaz naseho tvrzeni. NapiSeme to takto:

theorem dva_krat (n : N) : 2 *n=n +n := two_mul n

Protoze mame naimportovanou spravnou knihovnu, kompildtor si na nic nesté-
zuje. Dojde-li ke stiznostem na vasem pocitaci, podivejte se na plné verze na-
Sich zdrojovych kédfﬂ a zkopirujte patriéné importy navrch vaseho zdrojového
kodu.

Uloha 3.1 [0,5b]: Pomoci library_search najdéte dikaz tohoto turzeni:

theorem na_druhou (a : Q) : a =~ 2 = a * a := sorry

Mhttps://github.com/madvorak/lean-mam/blob/main/mam/Cislo3.lean


https://github.com/madvorak/lean-mam/blob/main/mam/Cislo3.lean
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Jak by to bylo s trojnasobkem c¢isla?

theorem tri_krat (n : N) : 3 *n=mn+n + n := sorry

Kdyz zkusime library_search jako minule, nic uzitecného nadm to nenajde.
Vsechny tfadky na pravé strané obrazovky zacinaji slovem refine namisto exact
oznacujiciho pfesny ndlez. Nic z toho se nam hodit nebude.

Moznym resenim je, jak uz to v matice byva, rozbit problém na kousky. Nabizi
se vyraz 2 * n + n jako mezistupen mezi levou a pravou stranou. Pozorné si
prectéte nasledujici syntaxi:

theorem tri_krat (n : N) : 3 *n=n+n +n := by
convert_to 3 * n =2 *xn +n
sorry
sorry

Jako prvni vas asi zarazilo, pro¢ je tam sorry dvakrat. To je proto, ze taktika
convert_to vygenerovala dva cile. Prvni ciln + n = 2 * n vyjadruje, co je po-
tfeba dokdzat, aby doslo k prevodu pavodniho tvrzen{ (3 * n = n + n + n) na
zvolené tvrzeni (3 * n = 2 * n + n). Druhy cil 3 * n = 2 * n + n k4, Ze to
je potfeba dokazat. Prvni sorry 1ikd, Ze prvni cil dokdZzeme pozdéji. Druhé sorry
tika, ze druhy cil taktéz dokdzeme pozdéji. Nyni si muzeme vybrat, na kterém
podproblému chceme zacit pracovat.

Kdyz se podivame na prvni cil (n + n = 2 * n), zaradujeme se, protoZe to
uz preci mame dokézané! Pouze si musime dat pozor, Ze leva a prava strana jsou
obricené. Proto zavolame dva_krat takto:

theorem tri_krat (n : N) : 3 *n=n+n+n :=by
convert_to 3 *x n =2 *xn +n
exact symm (dva_krat n)
sorry

Funkce symm prohazuje levou a pravou stranu rovnosti. Slovo exact si vysvétlime
za okamzik.

O vyfeSeni druhého cile (3 * n = 2 * n + n) pozdddme library_search
takto:

theorem tri_krat (n : N) : 3 *n=n+mn +n := by
convert_to 3 *n =2 *xn +n
exact symm (dva_krat n)
library_search

Objevi se exact Nat.succ_mul 2 n na pravé strané okna. Zkopirujeme to na
misto library_search a mame hotovy dikaz:

theorem tri_krat (n : N) : 3 *n=n+mn +n := by
convert_to 3 * n =2 *xn +n
exact symm (dva_krat n)
exact Nat.succ_mul 2 n
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vvvvv

klikneme my$i{ na konec prvniho fadku (na klicové slovo by nebo za néj), uvidime
na pravé strané okna toto:

n: N

F3*n=n+n+n

Symbol  oznacuje cil (co jesté chybi). VSechny pfedchozi fadky (zde to je jen
jeden fadek) Fikaji, co mame k dispozici. Kdyz klikneme o faddek nize (tj. na konec
druhého Fadku), uvidime toto:

Z
[
N
*

n +
: N
F 3 %

n n

B TB

n=2s%*xn+n

Zde vidime oba cile, které byly oteviené po zavolani convert_to v nasem dikazu.
Zkuste si, co se na pravé strané okna objevi, kdyz kliknete jesté nize. Vidime, ze
v tzv. lokalnim kontextu je ted pouze prirozené ¢islo n a nic dalsiho, ale kromé
¢isel (obecné kromé hodnot) bychom tam mohli vidét i predpoklady nebo pomocné
tvrzeni, kterd jsme jiz dokazali uvnitt rozpracovaného dikazu. Lokalni kontext
zobrazuje vSechno, co mame ,,po ruce®.

Technicky vzato, Lean nerozliSuje mezi daty a tvrzenimi, mezi hodnotami
a dikazy. VSechno to jsou tzv. termy. Moznd se ted ptate, co nejsou termy?
Klicova slova a s nimi spjaté symboly nejsou termy. Déle existuji tzv. taktiky,
coz neni to samé jako termy. Taktiky jsou ndpodobou tzv. piikazl, coz je po-
jem, ktery mozna znate ze svéta imperativniho programovani. Potkana slova
library_search a convert_to jsou priklady taktik. Kdyz chceme zavolat tak-
tiku v misté, kde se ocekava term, klicovym slovem by se prepneme do tzv. tactic
moédu. Naopak slovﬂ exact nam umoznuje v tactic médu napsat term. Proto
také library_search oznamoval exact nasledovany tzv. proof termem v piipadé
Uspéchu. V misté, kde by library_search nabidl exact two_mul n jsme mohli
pfimocafe nahradit library_search za exact two_mul n a tim by vznikl tento

dtkaz:

theorem dva_krat (n : N) : 2 *x n =n + n := by exact two_mul n
Protoze vsak vime, Ze by a exact délaji presné opac¢nou véc, navzijem se jejich
Ucinky vyrusi, a proto uvedend dvojice by exact déla to samé, jako kdyby tam
nebylo ani jedno. Lepsi je ten dikaz, ktery jsme pouzili my:

theorem dva_krat (n : N) : 2 * n =n +n := two_mul n

Zde slouzi two_mul n jako doty¢ny proof term. Neni potieba otevirat tactic mod.
Dtkaz tvrzeni dva_krat je tak kratky. V kontrastu s tim je mozné poukézat,

12Technicky vzato exact je taktika. A aby to bylo jesté vic matouci, sorry je taktika i term
(zkuste si exact sorry v néjakém nedokoncéeném dukaze). VéFili jste ndm, kdyz jsme vam tvrdili,
ze sorry je klicové slovo? Sorry!
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ze nasledujici dikaz taktéz projde kompilatorem bez chyby, ale je osklivy a ma-
touct:

theorem dva krat (n : N) : 2 *n=n +n :=
by exact by exact by exact by exact two_mul n

Prosim, nepiste dukazy takhle.

Mozn4 jste si fikali, pro¢ jsme museli tak dlouho busit do klavesnice, abychom
dokazali tak jednoduché tvrzeni, jako bylo tri_krat dokazované pred chvili. Tato
namitka by byla na misté. Opravdu neni potieba psat tiirddkovy diukaz. Pro tyto
ucely je v knihovné Mathlib predpfipravend taktika ring s tplné jednoduchym
volanim:

theorem tri_krat (n : N) : 3 n=n+mn + n := by ring

To je cely diukaz! Taktika ring umi automaticky provést rozmanité posloup-
nosti algebraickych manipulaci, které vyuzivaji vlastnosti soucta, rozdilu, souéini
a mocnin (ale ne podila).

Pokud se aktivné zajiméte o algebru, nejspis jste nékdy slyseli slovo ,,okruh*
(anglicky ,ring*); podle toho se ta taktika jmenuje. Ukazme si nékolik dalsich
tvrzeni, kterd zvladne taktika ring dokazat uplné sama:

theorem soucet_na_druhou (x y : Z)
(x +y) = 2=x"2+ 2%xxy + y~2 := by
ring

theorem rozdil_na_treti (x y : Q)
(x - y) 7 3 =x"3 - 3*%x72xy + 3*x*y"2 - y~3 := by
ring

theorem rozdil_patych_mocnin (x y : R)
X5 - 375 =(x-y)*x (x74 + x73*%y + x72%xy"2 + x*y"3 + y~4) := by
ring

Psani mezer kolem nékterych vyskytu binarnich operatora a nepsani kolem jinych
je Cisté esteticka zalezitost. Vétsinou se snazim formatovanim kédu naznagcit, jaké
jsou priority operatorti, aby se kéd snaze cetl. Nema to vliv na jeho funkeci.

Kdyz si chceme néco jen vyzkouset a neddvat tomu nédzev, misto klicového
slova theorem to uvodime klicovym slovem example jako zde:

example (n : N) : 2 © (n+3) = 8 * 2°n := by ring

Spravnost dikazu je v pripadé example kontrolovana stejné, jako kdyby to byl
theorem. Zkuste si néjak poskodit tohle tvrzeni (aby uz neplatilo) a spatfite, ze
to kompildtor oznaci za chybu.

Nésledujici priklad ukazuje, jak se pracuje s predpoklady (jméno taktiky rw
pochézi z anglického ,rewrite*):
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example (n : N) (n_je_pet : n=5) : n-1=14 :=by
rw [n_je_pet]

Taktika rw nahradi vSechny vyskyty levého vyrazu v nasem cili za pravy vyraz.
Kdyby byl predpoklad zapsany zrcadlové, mohli bychom pouzit funkci symm po-
dobné, jako jsme to uz jednou udélali:

example (n : N) (n_je_pet : 5=mn) : n-1=4 := by
rw [symm n_je_pet]

Tohle vSak neni idiomatické. V pripadé taktiky rw je zvykem obracené prepsani
(tj. namisto substituce levé strany za pravou déldme substituci pravé strany za
levou) znagcit symbolem Sipka doleva:

example (n : N) (n_je_pet : 5=mn) : n-1=4 := by
rw [+ n_je_pet]

V ramci jedné hranaté zavorky je mozné provést i vice substituci:

example (a b ¢ : R)
(a_je_dva : a = 2) (b_je_tri : b = 3) (c_je_pet : ¢ = b)
a+b=c:=by
rw [a_je_dva, b_je_tri, c_je_pet]
ring

Skvélé je, ze muzeme uvnitt vyvojového prostredi klikat i na jednotlivd mista
uvniti hranaté zavorky a vidét tam, jak se cil postupné méni. Po provedeni treti
substituce je cil 2 + 3 = 5 a Lean ho neuzavrel automaticky. Proto pouzijeme
taktiku ring k dokonceni dukazu.

Pomoci at mizeme zménit chovani, Ze se prepis provede v jiném predpokladu
(namisto v cili). Tomuto piikladu asi nebudete rozumét zcela, ale pouziti taktiky
rw by mélo byt jasné (ziskdme 2 = 3 z predpokladi):

example (a : R) (a_je_dva : a = 2) (a_je_tri : a = 3) : False := by
rw [a_je_dval] at a_je_tri
norm_num at a_je_tri

Ted se podivejme na priklad zahrnujici déleni:

example (x : R) (xnn : x # 0) : x°2 / x = x := by
field_simp
ring

Taktika field_simp zjednodusicilnax ~ 2 = x * x (coZ poté ring umi uzaviit).
Stejnym zptisobem mizeme dokéazat nasledujici tvrzeni:

theorem plus_prevracena (x : R) (xnn : x # 0)
x+1/x=(x"2+ 1) / x := by
field_simp
ring
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Tento priklad asi ted nikoho neprekvapi:

example (x y z : R) (xnn : x # 0)

XKy*kZ + 3kykzkx — 2%kzkX*ky = yHAx*z + X" 2%2*y/x = by
field_simp
ring
Nerovnosti

example (x yz : R) (xy : x <y) (yz : y < 2) : x< z:=
sorry

Pozadanim library_search dostaneme néjakou variantu tohoto:

example (x yz : R) (xy : x <y) (yz : y<2z2):x<2z:
Xy.trans yz
zacCinajici slovem refine ignorujeme):

example (a b cd : R)
(abcd : a+b+c <2x%xd) (ab: a<b) (ac : 2 *xa < c)
2 *xa<d:=
sorry
Inu, nemuzeme c¢ekat, Zze by v knihovné znamych matematickych vysledku bylo
napsano zrovna takovéhle tvrzeni. Nastésti vSak existuje taktika linarith pro
feseni soustav linedrnich nerovnic. Tento kdd uspésné projde kompilatorem:

example (a b cd : R)
(abcd : a+b+c < 2x%xd) (ab:a<b) (ac : 2 *xa<c)
2 *xa<d:=by

linarith

Tohle vsak uz neprojde:
example (x vy : R) (xy : x < y) : x <y + y*y := by linarith

Z principu, ze linarith Tesi jen linedrni nerovnice, mu uniké, ze y*y je nezdporné
¢islo. Taktika nlinarith vSak o téchto zdkladnich nelinearnich vztazich vi. Proto
tenhle kod uz projde:

example (xy : R) (xy : x <y) : x <y + y*y := by nlinarith
Také nésledujici priklad nlinarith vyfesi (kde by linarith selhala):

example (x y : R) (x_zaporne : x < 0) (y_zaporne : y < 0)
x*x 7 *xy>0 :=by
nlinarith

Poradi si nlinarith i tady?

example (x y : R) : x*x - 2%x*y + y*y > 0 := by nlinarith
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Tenhle dikaz uz neprojde. Jak bychom to tedy dokézali? Matematiky-znaly ¢tenar
nahlédne, Ze vyraz x*x - 2*x*y + y*yjeroven (x - y) ~ 2aten jesamoziejmé
nezdporny. Napovézme tedy pocitaci, ze takhle ten dukaz sestavi!

example (x y : R) : x*x - 2*%x*y + y*y > 0 := by
convert_to (x - y) =2 >0
ring
nlinarith

Ted uz nlinarith uspél. Opét ¢tenari doporucujeme proklikat se dikazem. N&-

vvvvv

example (x : R) : 16%x74 - 96%x73 + 216%x"2 - 216*xx + 81 > 0 :=
sorry

Opét vyuzijeme tzv. pfevod na Ctverec a dikaz je hotovy:

example (x : R) : 16%x74 - 96%x”3 + 216%x"2 - 216*x + 81 > 0 := by
convert_to ((2*x - 3) ~2) 2 >0
ring
nlinarith
S nalezenim spravného rozkladu ndm Lean nepomize; to je prace pro Clovéka
(nemusime se ale bat, ze bychom v rozkladu udélali chybu a dikaz by byl ne-

platny; Lean nds nenechd dokdzat nic nepravdivého). Naopak ndm Lean mize
praci zkomplikovat. Uvazme skoro stejny priklad:

example (x : R) : 16%xx74 - 96%x73 + 216%x"2 - 216%x + 100 > O :
sorry

Po vzoru minulého dukazu bychom mohli chtit zacit tento dikaz takhle:

example (x : R) : 16%xx74 - 96%x~3 + 216%x~2 - 216%x + 100 > 0 :
convert_to ((2*x - 3) 7 2) -2+ 19 >0
sorry
sorry
sorry
sorry

by

N4&s zameér je prevést zadany vyraz na soucet dvou vyrazu, které jsou oba na prvni
pohled nezdporné. Lean bohuzel provede néco velmi osklivého! Podivejte se, jaké
cile se oteviely (kvili nim jsme taky museli napsat sorry ¢tytikrét):

F 16 * x™4 - 96 * x™3 + 216 * x™2 - 216 * x = ((2 * x - 3) =~ 2) = 2
F 100 = 19

F 100 = 19

F@2x*xx-3) 72 ~2+19 >0

Takze tudy cesta nevede... Mohli bychom si pomoct tim, Ze bychom upravili
,hloubku konverze* takto:
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example (x : R) : 16%x74 - 96%x”~3 + 216%x"2 - 216*x + 100 > 0 := by
convert_to ((2%x - 3) = 2) ~ 2 + 19 > 0 using 1
ring
nlinarith

Zde to zabralo, ale ponévadz taktika convert_to neni samospasnd, ukazeme si
jiny, spolehlivéjsi pristup — taktikou have si vytvorime lokdlni pomocné tvrzeni:

example (x : R) : 16%x74 - 96%x73 + 216%x”2 - 216%x + 100 > 0 := by
have pomocne : 16*x74 - 96%x~3 + 216*%x"2 - 216*x + 81 > 0
e sorry
sorry

Nyni jsou oteviené dva cile. Prvni z nich je dokézat to pomocné tvrzeni. Druhy
cil je dokazat puvodni tvrzeni. K ¢emu jsme si pomohli? V lokdlnim kontextu
pro druhy cil se nachazi nase pomocné tvrzeni. Mizeme ho tedy pouzit k dikazu
puvodniho tvrzeni. Tohle je hotovy dikaz:

example (x : R) : 16%xx74 - 96%x73 + 216*x"2 - 216*x + 100 > 0 := by
have pomocne : 16*x74 - 96%x~3 + 216*x"2 - 216%x + 81 > 0
e convert_to ((2*x - 3) - 2) ~ 2 >0
e ring
nlinarith
linarith

Vsimnéte si puntiku na zac¢atcich nékterych radku. Tyto puntiky napiSeme po-
moci zpétného lomitka a tecky. Ty jsou nepovinné, ale pomahaji ndm v orientaci.
Spolec¢né s nimi také pouzivime dvé mezery. O tyhle znaky se vSak zajima i kom-
pilator. Zkuste si smazat ty ,nadbytecné* mezery i puntiky a podivejte se, jak se
zméni informace zobrazované na pravé strané okna.

Na zavér si ukdzeme jeden narocnéjsi ditkkaz nerovnosti. Chceme dokazat, ze
pro kazdé kladné x plati = + % > 2. To je dostatecné narocné tvrzeni na to,
abychom neméli nadéji, ze ho Lean zvladne dokdzat automaticky. Zamysleme
se nad néjakou sérii nerovnosti, poc¢inaje néé¢im trivialnim, kterd by ke kyzené
nerovnosti vedla. Ja jsem prisel s nasledujicim planem dukazu:

(z—1)2>0

224+1-22>0
22 4+1> 2

2

T 1 22
+ S 2

x x
2x
x

Y

>2
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7 konceptualniho hlediska se jednd o tzv. dopredny dukaz. V Leanu to bude
série taktik have s kratkymi dikazy pro kazdé tvrzeni. Vzhledem k tomu, ze kazdé
tvrzeni piimo vyplyva z predchoziho, nemusime ta tvrzeni pojmenovavat. Misto
toho nechame Lean, aby vygeneroval automaticky identifikdtor this pro kazdé
dil¢i tvrzeni, pricemz bude vzdy mozné odkazovat se pomoci this na nejnovejsi
dokdzané tvrzeni (obecné by se jednalo o posledni nepojmenované tvrzeni). Toto
je hotovy dtkaz:

example (x : R) (hx : x> 0) : x + 1/x > 2 := by
have : (x-1) ~2 >0
e exact pow_two_nonneg (x - 1)
have : x*x + 1 - 2xx > 0
e convert this
ring
have : x*x + 1 > 2%x
e cxact le_of_sub_nonneg this
have : (x*x + 1) / x > 2*x / x
e have levy_citatel_nezap : x*x + 1 > 0
e nlinarith
have samozrejmost : x < x
e exact refl x
exact div_le_div levy_citatel_nezap this hx samozrejmost
have : x*x/x + 1/x > 2*x/x
e convert this
exact div_add_div_same (x*x) 1 x
convert this
e simp
e convert_to 2 = 2 *x (x / x)
e exact mul_assoc 2 x x~ !
convert_to (2 : R) = 2 x 1
e have : x # 0
e exact ne_of_gt hx
exact div_self this
ring

Zatimco convert_to nastavuje novy cil, na ktery nejprve prevedeme soucasny
cil a poté ho dokdzeme, taktika convert prevadi aktudlni cil na jiz dokazané
tvrzeni (toto je zjednoduSeny pohled). Pochopitelné by ndm stacilo mit jen jednu
z nich; mezi convert a convert_to lze prechdzet pomoci exact respektive have
(se zménou poradi véci v dukaze).

Vsimnéte si, ze na fadku convert_to (2 : R) = 2 * 1 jsme museli expli-
citné uvést, ze dvojka je redlné cislo, protoze 2 = 2 * 1 by Lean povazoval za
tvrzeni o prirozenych ¢islech.
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Ve vsech néasledujicich tlohach je tkolem dokazat zadané tvrzeni. Plnym poctem
boda bude odménéno feseni, které

1. se zkompiluje bez chyby;
2. zachovavéa zadané znéni tvrzeni (zkopirujte si zadénfrj z repozitare);
3. neobsahuje sorry ani jeho ekvivalent.

Pokud vam nepujde dokazat ,celé“ tvrzeni, muzete porusit treti instrukeci (tj.
nechat néjaké neuzaviené cile jako sorry ve vasem feSeni). Pokud bude v4s dikaz
,na spravné cesté“, odménime vas ¢asteénym pocétem bodi. Refeni porusujici
prvni instrukci nebo druhou instrukci dostane nula bodii.

Pokud odevzdéavate netplné feseni (dikaz obsahujici sorry), zdokumentujte
svoje FeSeni (co zbyvd dokdzat a pro¢ si myslite, ze to plat{). Pokud odevzdavate
uplné Feseni, nedokumentujte ho (odevzdejte zdrojovy kéd bez komentéit).

Uloha 3.2 [1b]:
example (a b cd : N)

(a_je : a=b+d) (b_je : b=ax*a)
(c_je : c=b+d) (d_je : d=c *c)
b~d=d~ b :=
sorry

Uloha 3.3 [1b]:

example (a b cd : Z)
(a_je :a=d "~ 4) (b_je:b=1/c)
(c_je : c=a-Db) (d_je :d=4 % a)

(a+b) " 2-¢c~2=Db=xd :=
sorry

Uloha 3.4 [2b]:

example (x : R)
50*x"2 - 126*x + 96 > 0 :=
sorry

Uloha 3.5 [2b]:
example (x y : R)
2 % x"3%x y3< x4 *xy"2+x72 %y 4=
sorry

Bhttps://github.com/madvorak/lean-mam/blob/main/mam/Zadani3.lean
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Uloha 3.6 [2b]:

example (x y z : R) :
4xx72 + 12%x*xy - 4*x*z + 9xy~2 - 6*xyxz + z72 > 0 :=
sorry

Uloha 3.7 [9b]:

example (a b : R) (ha : 0 <a) (hb : 0 < b) :
1/a+1/b<a/b2+b/ a2 :=
sorry
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Reseni uloh z 2. dilu

Zadani:
Napiste funkci generujici seznam (zadané délky) cisel, které jsou celociselnymi
ndsobky sedms.

Reseni:

def nasobky_sedmi : Nat — List Nat

o =11
| n+1 => (7 * n) :: (nasobky_sedmi n)
Zadani:

Objasnéte, proc¢ je nasledujici implementace urcent, zda je seznam konstantni,
chybnd:

def je_konst {T : Type} [DecidableEq T] : List T — Bool
| [] => true
[ _1 => true

| prvni :: druhy :: zbytek => (prvni = druhy) && je_konst zbytek
Reseni:
Zkuste si #eval je_konst [1, 1, 2, 2] a hned uvidite, co je Spatné.

Zadani:
Naprogramugjte soucin seznamu celych cisel.

Reseni:

def soucin : List Int — Int

[ [] => 1
| hlava :: telo => hlava * soucin telo
Zadani:

Naprogramujte mazani opakovanich prvki.

’

Reseni:

def vynech_opakovani {T : Type} [DecidableEq T] : List T — List T
[ [] =[]

| [a] => [a]
[ a::b::z=>if a=>b
then vynech_opakovani (a :: z)
else a :: vynech_opakovani (b :: z)
Zadani:

Naprogramujte funkci generujici tzv. prefizové soucty. Na pozici kazdého prvku
bude soucet cisel od zacatku seznamu aZ po néj.
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Reseni:

def prefixove_soucty_pom (pricist : Int) : List Int — List Int
| 1] => []

| x :: xs => (pricist + x) :: prefixove_soucty_pom (pricist + x) xs

def prefixove_soucty : List Int — List Int :=
prefixove_soucty_pom O

ZadAani:

Naprogramugjte funkci generujici tzv. postfizové soucty. Na pozici kaZdého proku
bude soucet cisel od néj az po konec seznamu.

Reseni:

Tuto 1lohu Ize snadno prevést na predchozi:

def postfixove_soucty : List Int — List Int :=
obrat_rychle o prefixove_soucty o obrat_rychle

Jednd se o to samé jako napsat:

def postfixove_soucty (seznam : List Int) : List Int :=
obrat_rychle (prefixove_soucty (obrat_rychle seznam))

Pokud vés takové Teseni neuspokojilo, miuZeme také naprogramovat (ponékud
komplikovanéjs{) pfimé FeSeni:

def postfixove_soucty’ : List Int — List Int

[ [1] =[]

| x :: xs => match postfixove_soucty’ xs with
[ [1] => [x]
| z :: z8 => (x+z) :: z :: zs

Martin Dvordk; martin.dvorak@matfyz.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka v souboru s priponou .lean nebo .txt
(prosty text)
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Axiomatizace prirozenych Cisel 10b
Doc.MM Jana Uglickich

V tomto c¢lanku jsem se rozhodla zjistit, jak lze definovat mnozinu pfirozenych
Cisel a jak lze vyvodit nékteré jeji vlastnosti, hlavné tedy komutativitu a asocia-
tivitu séitani i nasobeni v N. Mym cilem bylo ukazat, ze ,nespadly z nebe* a ze,
navzdory tomu, jak jsou intuitivni a casto pouzivané, nejsou zadefinované jako
axiomy a naopak je mozné je, pravé pomoci axiomi, dokazat.

Peanovy axiomy

Peanovy axiomy definuji mnozinu prirozenych cisel a zavadi princip indukce.
V soucasnosti se nejcastéji uvadi téchto sest:

1 e N[ (1)

(a=bAbeN) = a€N, (2)
aeN = (a+1€eN), (3)

abeN = ((a=b) < (a+1=0b+1)), (4)
JaoeN:a+1=1, (5)

(1€EMA(@EM = a+1€M)) = M =N (indukce). (6)

Dalsi tii axiomy, které se v dnesnich materidlech uz obvykle neobjevuji, definuji
“

relaci ,=“ na N jako ekvivalenci.

Vztah a 4+ 1 nazyval i Peano ,naslednikem a“, dnes se casto zapisuje jako
S(a) =a+ 1.

Pozndmka redakce: Pro pochopeni celého clanku je potreba, abyste dobre rozu-
meli matematické indukci, kterd je zavedena axiomem (@ Jana indukci opako-
vané vyuziva v dukazech, v samostatné sekci na konci clanku bychom vam tedy
radi priblizili obecny princip, podle kterého dukazy indukci funguji, abychom vdam
ctent clanku usnadnili.

Jana ve cldnku casto vyuzivd indukcni predpoklad, aniz by to explicitné zminila,
vetsinou ve formulacich ,vime, Ze“. To mize byt matouci pro ctendre, kteri se
s indukci jesté nesetkali, rozhodli jsme se tedy dand mista opatrit znackou #.

MTento axiom miize mluvit bud o 1, nebo o 0. Je mozné setkat se s obéma variantami, ja
jsem se rozhodla zistat u ,,Skolni“ definice prirozenych ¢isel coby ¢isel vyjadiujicich pocet prvka
neprazdné mnoziny.
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Sé&itani

Protoze k prirozenému a muzeme z prirozenych ¢isel pri¢ist bud 1, nebo ¢islo
zapsatelné jako S(b), definoval Peano s¢itani prirozenych ¢isel jako:

a+1=S(a), (7)

a+S(b) = S(a+0). 8)

Pomoci axiomu a této definice lze odvodit vSechny vlastnosti uvedené dale:
uzavienost N viiéi séitani, asociativitu a komutativitu séitdni.

Uzavrenost N vici séitani

Chceme dokéazat, ze
Vab e N:a+beN. 9)

Prob=1
a+1=5(a) (10)

az vime, ze S(a) € N. Jestlize @ plati pro b, pak pro S(b)
a+ S(b) = S(a+0b).

Z platnosti (9) pro b plyne a + b € N &, zatimco z S(a +b) € N. Tim je

uzavienost N vici s¢itani dokazana.
Asociativita scitan{
Chceme dokéazat, ze pro vsechna a.,b,c € N plati

(a+b)+c=a+ (b+c). (11)

Budeme dokazovat indukci podle ¢, tj. nejdriv je nutné dokazat, ze tvrzeni
plati pro ¢ = 1:

(a+b)+1=S(a+b)=a+S(b)=a+ (b+1). (12)

Jednotlivé upravy ptuvodniho vyrazu vyplynuly z , a .
Tvrzeni plati pro ¢ = 1. Pokud plati pro ¢, potom pro S(c):

(a+b)+S5(c) = S((a+b)+c) = S(a+(b+c)) = a+S(b+c) = a+(b+S(c)). (13)
Upravy vyplynuly z @D asociativity pri¢itani ¢ #, a .

Tedy pro kazdé c, pro které plati, plati i pro S(c), takze plati pro
vsechna ¢ € N. S¢itani pfirozenych ¢isel je skuteéné asociativni.
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Komutativita sc¢itani

Chceme dokéazat, ze pro vsechna a,b € N:
a+b=>b+a. (14)
Nejprve dokazeme pro b = 1. Jak vime z , pro a = 1:
a+b=a+1=5(a),
b+a=b+1=25()
a protoze a = b, z méme S(a) = S(b). Plati tedy
a=b=1= a+b=b+a. (15)

Pozndmka redakce: Jana md dukaz sprdvné, ale predchozi kroky by bylo mozné
zjednodusit. Pokud bychom za a a b rovnou dosadili, ziskime 1 +1 =141, coZ
zjevne plati, protoZe vyraz na pravé strane je stejny jako na levé.

Kdyz plati pro b =1 a a, pro S(a):
S(a)+1=5(5(a)=8a+1)=5(1+a)=1+ S5(a). (16)

Upravy vyplynuly z , , l) ’ ¥ .
Uz jsme dokdzali platnost ((14) pro b = 1 pro vSechna a. Kdyz plati pro
b, pro S(b):
a+S0b)=S(a+b)=Sb+a). (17)

Upravy vyplynuly z a platnosti ' Y
S(b+ a) dale upravime:

Sb+a)=b+S(a)=b+(a+1)=(b+a)+ 1. (18)

Upravy vyplynuly z , a , kterd byla dokazana v predchozi ¢ésti.
V nésledujicim kroku si predstavime, Ze ,,¢c = (b+a)“, a pouzijeme c+1 = 1+,
coz jsme jiz dokédzali vyse v (15) a (16):

(b+a)+1=1+(b+a) (19)
Potom z (11]), prozatim zndmych vlastnosti komutativity a :
1+(b+a)=(1+b)+a=(b+1)+a=5(0)+a, (20)
¢imz bylo konecné dokazano, ze
a+ S(b)=5()+a. (21)

Tim je komutativita s¢itani dvou pfirozenych c¢isel dokazana.
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Nasobeni

Peano definoval nasobeni, z podobnych duvodi jako sc¢itani, jako
lxa=a, (22)
S(b) * a = ba+ a, (23)
kde ab je jen jiny zpusob zapisu a * b.
Uzavrenost N viici nasobenf

Chceme dokéazat:
Va,b € N:ab € N. (24)

7 plati pro a = 1:
axb=1xb=0, (25)

a my vime, ze b € N, takze i toto ab € N. Pokud plat{ pro a, pro S(a)

z (23):
S(a)b = ab+b. (26)

Vime, 7e ab € N @, z @ iab+ b € N. Tim je uzavienost N viuci nasobeni
dokazana.

Distributivita ndsobeni vici s¢itani
Chceme dokézat
a(b+ c¢) = ab+ ac. (27)

Pro a =1 plati z (22)

lx(b+c)=b+c=1xb+1xc. (28)
Kdyz plati pro a, pak pro S(a):

S(a)x(b+c)=ax*x(b+c)+ (b+c)=(ab+ac)+ (b+c),
coz plati z a distributivity pro a #,
(ab+ac)+ (b+c¢) = ((ab+ac) +b)+c = (b+ (ab+ac)) + ¢ = ((b+ adb) + ac) + ¢,
coz plati z , a ,
((b+ ab) + ac) + ¢ = (b+ ab) + (¢ + ac) = (ab+ b) + (ac + ¢),
coz plati z , 7
(ab+b)+ (ac+c) = S(a) *b+ S(a) *c,

2 @) a (@3).

Distributivita nasobeni vii¢i s¢itani je timto dokazana.
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Komutativita nasobeni

Chceme dokazat, ze
ab = ba. (29)

Nejprve dokazeme pro a = 1, tedy ze 1 xb =bx 1. Z vime, ze vzdy plati
1% b= b, nyni tedy musime dokézat b*1 = b.
Pro b = 1 plati z definice (22). Pro S(b):

Sb)x1=bxl+1=1xb+1=b+1=5(b). (30)

Zmény vyplynuly z , platnosti tvrzeni pro b #, a .
Ted tedy vime, ze pro vsechna prirozena b plati , ale zatim jen pro a = 1.
Pro S(a):
S(a)*b=ab+b="ba+0b. (31)

ijravy vyplynuly z 1' a komutativity ndsobeni a #.
7 druhé strany:

bxS(a)=bla+1)=ba+bx1=ba+1%xb=0ba+b. (32)

Upravy vyplynuly z , , z rovnosti bx 1 = 1 x b dokdzané vyse a . Ted
vidime, ze

S(a)*b=0bxS(a) =ba+b, (33)
¢imz je komutativita nasobeni dokézana.

Asociativita nasobeni

Chceme dokéazat, ze

a(be) = (ab)c. (34)
Proa=1:
1% (bc) = be, (35)
coz vyplyva z , a
(1%b)c = be, (36)

coz také vyplyva z (22)).
Pro S(a):

S(a)(be) = (a(be)) + be = ((ab)c) + be = (c(ab)) + be = (c(ab)) + cb =
= c(ab+b) = ¢(S(a)b) = (S(a)b)c. (37)

Jednotlivé tpravy vyplynuly z , platnosti tvrzeni pro a ®, , 7 ,
" @),
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Poznamka redakce: Matematicka indukce

V prvni ¢asti ¢lanku je zavedena matematickd indukce axiomem
leMA(@eM = a+1eM)) = M=N.

Pojdme se na ni nyni podivat blize. Pro intuitivni predstavu si ji ilustrujeme
prikladem padajictho domina.

Predstavme si, ze mame kostky domina postavené v radé za sebou a oc¢islované
prirozenymi ¢isly. Vime, Ze pokud spadne kostka domina a, urcité spadne i kostka
a + 1. Nyni necht prvni kostka domina spadne. Vime, ze urcité spadla i druhd,
protoze stala hned za ni. Kdyz spadla druhd, tak urcité spadla i treti. Podobny
argument muzeme pouzivat stdle dokola, az projdeme vsechny kostky a o vSech
vime, ze spadly. To je hlavni princip matematické indukce. Pokud vime, ze pro
néjaké prirozené ¢islo tvrzeni plati, a ze pokud plati pro jedno, pak urcité musi
platit i pro to nasledujici, vyplyva z toho, Ze musi platit pro vsechna. Jak si to
ale predstavit v kontextu axiomu vyse?

Reknéme, ze M je mnozina spadlych kostek.

e vime, ze prvni kostka spadla, mame tedy zdklad indukce:

1eM

o pokud spadla kostka a (tedy plati indukcéni predpoklad a € M), vime, Ze
spadla i kostka a + 1, coz nam dava indukcni krok:

aEM — a+1eM

e 7z toho podle axiomu vyplyva, ze spadnou vsechny kostky, tedy

M=N

Neni slozité ukazat, ze pokud spadne prvni kostka domina v fadé, spadnou
i vSechny ostatni. Pojdme si nyni ukazat obecny princip dikazu indukeci na jednom
z tvrzeni, které uvadi Jana ve svém clanku, konkrétné na uzavienosti N vuci
sCitani.
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Chceme dokdzat, Ze VYa,b € N:a+b € N, tedy pro libovolnd a, b prirozend je
1 jejich soucet prirozené cislo.

Budeme dokazovat indukci podle b. To znamend, ze nejprve ukazeme, ze pro
b = 1 tvrzeni plati (zdklad indukce), a potom, ze pokud plati pro b (indukcni
predpoklad), tak z toho plyne, Zze plati i pro b + 1 (indukéni krok). V naSem
pripadé dikaz provedeme nezavisle na tom, jaké mame a, tvrzeni tedy pak plati
pro libovolné a, jinak feceno pro vSechna a.

Nejprve vzdy potfebujeme zdklad indukce. V tomto pripadé musime tedy uké-
zat, ze prob=1platia+b &€ N. Prob=1médme a+b=a+ 1, a+ b je tedy
vlastné néslednik a, kterého muzeme jinak oznaéit jako S(a). Z axiomu vime,
Ze ndslednik prirozeného ¢isla je prirozené Cislo, tedy S(a) € N. Zdklad indukce
tedy mame, ukazali jsme, ze pro b = 1 tvrzeni plati.

Nyni prejdeme k indukénimu kroku. Ten obvykle provadime tak, ze predpokla-
déme, ze tvrzeni plati pro b, v tomto piipadé tedy a + b € N. To je nas indukcni
predpoklad. Nasledné chceme dokazat, ze v takovém piipadé platii pro b+ 1, tedy
naslednika b oznaceného S(b). Forméalné a + S(b) € N.

Z definice s¢itani vime, Zze a + S(b) = S(a + b). Z indukéniho predpokladu
plyne a + b € N — predpokladdme prosté, ze pro b tvrzeni plati. Kdyz si a + b
oznacime jako ¢, tak z hned vidime, ze S(c) € N, tedy S(a + b) € N. Tim je
uzavienost N vudi s¢itani dokazana, soucet libovolnych dvou prirozenych Cisel je
prirozené ¢islo. (]

Pro pripomenuti to jesté jednou zopakujeme: kazdy diukaz indukci musi ob-
sahovat dvé c¢asti, zdklad indukce a indukéni krok. I kdyz jsou tfeba jednoduché,
musi tam byt oba, jinak diikaz nefunguje! Castou chybou je zapomenout na zi-
klad indukce, ale to je jako byste chtéli ukazat, ze vSechny kostky domina spadly,
ale nestréili jste do té prvni.

Kita C.; katerrina98@gmail.com

IS
S8, <O
B9
174
.
95
a‘


mailto:katerrina98@gmail.com

Téma 3 — Hex 35

Téma 3 — Hex

K prvnimu deadlinu druhého ¢isla nAm mnoho feSeni nepftislo, a proto nase hlavni
problémy ztstavaji stejné jako v predchozim dile. Uzavieme vak Ulohu 2.1 a Pro-
blém 2.5 jejich Fesenimi a ukdzeme si (iplné na zdveér témdatka) vitéznou strategii
Dr.MM Martina TéSitele pro plochu 7 x 7, kterd je moc hezky popsans (kdybyste
v nf v8ak nasli néjakou diru/chybu, nevéhejte o ni napsat nejlépe rovnou i s opra-
vou této chyby).

Regeni druhého (a trochu i prvniho) dilu
Uloha 2.1

Zadani:

Ukazte, Ze v zdkladni he (11 x 11) md vyhrdvajici strategii cerveny hrdé (zacina-
jict), neboli Ze kdyz budou hrdt hrdci perfekiné, vyhraje cerveny. Bonusové body
dostanete, pokud o svém spravném dukazu Teknete co nejobecnéji, pro jaké hract
plochy plati.

Pripomindme, Ze vyhravajici strategie pro 11 x 11 neni zndma a hra byla ob-
libend mezi mnoha matematiky, takZe reseni popisujici konkrétni strategii bude
témer jisté spatné.

ReSeni:

Dtikaz provedeme sporem: predstavme si, Ze vyhravajici strategii ma nezacinajici
(modry) hra¢ (remizou zékladni hra skonéit nemuze, jak uz jsme ukézali v minu-
1ém dile). Cerveny pak ale miize v prvnim tahu zahrat cokoliv, tento prvni sviij
kédmen ignorovat, a prevzit tak roli nezacinajicitho hrace. Takze Cerveny vyhraje,
at hraje modry cokoliv véetné své vyhravajici strategie, coz je spor (oba nemtzou
mit vyhravajici strategii).

Pro¢ to ale sta¢i? (Pro¢ tfeba nemuize nastat nevyhoda tahu, jako v Sachéch
nebo damé, tedy situace, kdy se nezacinajici hra¢ muze prizptsobit prvnimu tahu
za¢inajictho hrace a vyhrat?) Cerveny tedy v prvnim tahu nékam polozi kdmen
(dejme si na néj znacku X) a dale hraje presné strategii nezacinajictho hréce jako
by tam kdmen s X nebyl. Vzdy, kdyz mu strategie nezacinajicitho hrace prikazuje
hrat na policko s X, zahraje na libovolné volné policko, a pfesune znacku X tam.
Navic vzhledem k pravidlim kdmen s X nedavd zadnou novou moznost vyhry
modrému a naopak ¢ervenému zadnou neubira. Tedy Cerveny opravdu muze ,hrat
strategii nezacinajiciho hrace“ a vyhraje nejpozdéji tehdy, kdy by mél vyhrat
podle této strategie, tedy ,,dfiv nez modry*.

Nezapominejte, ze i druhd ¢ast je soucast dikazu a bez ni je prvni ¢ast v pod-
staté k nicemu.

Reseni bonusové &asti:

Tento dikaz plati pro vSechny symetrické plochy. Symetrické ve smyslu toho, ze
kdyz na hraci plose prohodime ¢ervenou a modrou, dostaneme tu samou plochu,
jen pooto¢enou / osové zrcadlenou.
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Problém 2.5

ZadAani:

3 z modifikaci (pocitino jedna hranatd zdvorka = jedna modifikace) samy o sobé
nedeélaji Hex o moc zajimavéjsi, s nékterymi dokonce hra pozbude smyslu. Vite,
které mdme na mysli? A proc?

e Misto tahu by hra¢ mohl odebrat souperiv kamen.
Varianta: jen odebere a hraje souper.

o Pokud hric¢ obkrouzi kameny soupere, stavaji se tyto kameny jeho.
e Hraci mohou obarvovat pouze pole, se kterymi sousedi jejich barva.
ReSeni od Dr.MM Martina Té&Sitele

Obkrouzeni kamenii: Jestlize jsem plné obkrouzil soupefovy kameny, nejsou
mu uz k ni¢emu, protoze nespojuji zadné z jeho dalSich kamenu a jejich prebar-
veni mu tak nijak neskodi.

Mné ovsem také nepomuze, protoze tyto nové kameny nespojuji zadné
z mych jiz nespojenych kament (viz Obrézek [2)).

Pokladani kament jen na pole sousedici s jinymi hracovymi kameny:
Jestli jsem tuto modifikaci pochopil spravné, tak podle ni hra¢ musi pokladat
své kameny jen na policka, kterd sousedi s jinymi jeho kameny.
Predpokladam, ze prvni tah muze udélat kazdy z hracu na libovolné pole.
Dejme tomu, ze Cerveny chce propojit horni a dolni a modry levou a pravou
stranu. V tom piipadé zahraje ¢erveny na libovolné pole (napf. do stfedu hraci
plochy) a modry pijde pod/nad néj do vzdalenosti min. 2 pole. Dochazi zde
k opozici a modry podobné jako v Sachach nepusti ¢erveného ve svislém sméru,
prifemz se bude sdm rozrustat do vodorovného sméru a vyhraje (viz Obra-

zek

Obrazek 2: Obkrouzeni poli
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Obrazek 3: Pokladani kamenti jen na pole sousedici s jingmi hracovymi kameny

Reseni:
Je jedno, jak jste tipravu se sousedicimi kameny pochopili, vzdy tprava moc ome-
zuje moznosti hracu a tak m4 jeden z nich primocarou vyhravajici strategii.

Pii SWAPu sice také vime, kdo ma vyhravajici strategii, ale porad je dosta-
tecné komplexni (asi i vice nez u puvodni hry), tj. zajimavd na hru. Ten jsme
nemysleli jako modifikaci neptfidavajici nic navic.

Mysleli jsme modifikaci, Ze hra¢ muze odebrat souperuv kdmen. V takovém
pripadé se totiz hra zacykli, nebot protihra¢ ho tam muze hned vratit. A jestlize
zadny z hract nechce prohrat, tak vzdy odebere kamen tak, aby ten druhy nevy-
hréal. Takze takova hra neni moc hratelna.
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Mohlo by se zdat, ze podobné modifikace (napf. misto odebrdn{ zménime
soupefuv kdmen na nas) také neddvaji smyle ale mtzeme si vS§imnout, ze timto
zpusobem muze hrac¢ vyhrét (zménou se vytvori vitézné spojeni stran), takze to
druhy hrac¢ uz nemuze vratit zpét.

Dalsi reseni

Obrazek 4: Obriazek od Dr.™ Veroniky Mensikové s feSenim k &sti problému 2.2:
Jednoduchy 1 bod ziskdte, kdyz naleznete (a dokézete) vétsi pattern, kterym pak
jednodusSe popisete vitéznou strategii na 5 X 5 a spolu s dvojhopem i 4 x 4.

Na levém obrazku je dikaz, ze je pattern vyhrany za ¢erveného (mé-li jiz obsazené
levé horni policko a dolni okraj), jelikoz modry mize zabranit vyhfe pouze v jedné
Casti (postavenim na policko 1 vytvoii ¢erveny dvojhop v levé &asti, postavenim na
policko 2 vytvori dva v pravé).

Pravy obrazek pak ukazuje, jak pattern vyuzit k dikazu vyhry na 4 x4 a 5 x 5.

Z druhého dilu ndm Dr.MV Martin Tésitel vyiesil, za koho je SWAP vyhrany.
Samoziejmé je to za vybirajictho hréce (a tedy SWAP 2 se v idedlnim ptipadé ne-
bude hrat), protoze kazdé rozestavéni SWAPu mus{ byt za jednoho hrace vyhrané
a toho si vybirajici hrac¢ vybere.

Jesté ndm k prvnimu dilu pfislo par zajimavych modifikaci hry (modifikace
z minulého dilu tu znovu neuviadime):

o Hréci hraji soucasné. Oba naraz zvoli policko, kam chtéji polozit sviij hraci
kéamen. Pokud zvoli stejné policko, zahraji si o néj kdmen ntuzky papir, nebo
si hod{ minci, ... [Mgr.MM Barbora Vosahlovd]

e Hraci plocha ma tvar rovnostranného trojihelniku, kdy cilem obou hraca je
propojit vSechny tii strany. [Mgr.MM Barbora Vosahlova] (Tato modifikace
je hra se jménem Y a muzZete ji zndt z AZ-kvizu.)

e Dalsi moznou tpravou pravidel je, kdy hraci navzajem nevi, co zahral pro-
tihrac. Zjisti to jen v momenté, kdy se pokusi zahrat pole, které uz ma
zabrané protihra¢. [Mgr.MM Barbora Voséhlové] (Pottebuje PC, ¢ jiny zpi-
sob externi kontroly.)

15 A nekoneéné prohazovani vlastné také muZe nastat, ale to se d4 odstranit napf. omezenim
poctu vymeén nebo tim, ze kazdé pole jde zménit jen dvakrat.
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o Neékterd policka oznadit. Pro ziskdni téchto bude muset hrac zabojovat (ho-
dem kostkou, v Piskvorkdch s protihrdc¢em, atd.) jinak ho ziskd soupef.
[Be.MM Matous Rybecky]

e Zména hry na zavody: na predem oznacend policka mohou vstoupit vSichni
a vyhrava ten, kdo prvni vytvoii ,cestu“ pres véechna tato pole. [Bc.MM Ma-
tous Rybecky]

o Kombinace s Piskvorkami: Jakmile nékdo zahraje 3 (nebo 4 nebo 5) v fadé,
hraje jesté jednou (fady mezi sebou sdili nejvyse jedno pole). [Dr.MM Vero-
nika Mensikovd]

s

Dil 3: Pokracovani zkoumani
V tomto dile tedy nebude nic nového, jen zopakovana zadani:

Problém 2.2: Naleznéte herni plochy, na kterjych umite ukdzat konkrétni vitéznou
strategii za jednoho z hrdacid. (Samozrejmé mimo téch, které byly jiz ukdzdny.)
Inspirovat se muzete jiz ukdzanymi patterny.

Problém 2.3: Naleznéte herni plochy, kde mda modry hric tak velkou vyhodu,
Ze vyhraje, al bude cerveny hrdt jakkoliv, prestoze nezacind. (Takové, které jesté
nebyly ukdzdny. Tj. u kosodélniki hleddme néco mezi ,dvojndsobkem“ a ,jedno-
ndsobkem “.)

Mizete napriklad zkusit zjistovat, pro které rozmeéry kosodélniki vyhrdvd cer-
veny a pro které vyhrdvd modry. (Nend nutné toto rozhodnout hned pro viechny,
ale napr. ,,Kdyz to bude mit modry 42krdt blize, tak uZ vyhraje, a kdyz to bude mit
o jedna bliZe, tak vyhraje éerveny’E Nic mezi nevim. “ Ale samozrejmé se boduje,
které vsechny kosodélniky umite rozhodnout.)

Problém 2.4: Samozrejmeé stdle muzete posilat zajimavé ndpady na modifikace
(které zde jesté nebyly wvedeny). Ale budeme radsi, kdyZ si néjakou modifikaci
vezmete a zanalyzujete (napriklad jestli stdle vyhraje cerveny hrdc, pokud budou
oba hrat perfektne, k cemuz vam mize dopomoci bonus v proni iuloze, nebo jestli
pordd musi néktery z hrdcéi vyhrdt, af hraji hrddi jakkoliv).

Tésime se na vase feseni. Doporucujeme se zamérit hlavné na patterny.

Bétka; betka.n@centrum.cz
Jidds; |jonas.havelka@volny.cz
odevzdavejte do odevzddvditka

6Toto tvrzeni nemusi byt pravda, nevim, kdo vyhraje, kdyZ to bude o jedna.
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Vyhravajici strategie pro hex 7x7 4b
Dr.MM Martin Tésitel

Cerveny za¢ne piesné uprostfed hractho pole (D4). Modry méa nyni nékolik moz-
nosti:

A) Jit pfimo do opozice. Pokud pijde modry pfimo do opozice, (tj. na pole
E6) muZeme si vSimnout, Ze ponechdvd Cervenému vice prostoru na levé Casti
hractho pole. Cerveny proto zahraje na B5 a vytvoii hrozbu D7. Po tomto tahu by
Cerveny zarucené spojil stfed s horni stranou a stejny postup by mohl opakovat
i pro spodni polovinu hraciho pole, takze modrému nezbyva nic jiného, nez aby
na D7 zahral sdm. Poté vSak ¢erveny muze zahrat na B6 a spojeni stredu s horni
stranou bude nevyhnutelné. To samé nastane i ve spodni piilce pole.

A B c D E F G

Obrazek 5: MoZnost A

B) Vybudovat obranu na 7. fadé. Modry nemusi ¢ervenému branit ihned. Je
mozné vybudovat pevnou obranu na posledni radé, kterou nebude moci ¢erveny
obejit tak lehce jako v pripadé A.

Na obrazku 2.2 zahral modry na pole E7, ve snaze byt co nejvic ve stredu rady.
Nyni hraje ¢erveny, a to na pole C5, aby na modrém vynutil C6 a mohl pokracovat
na D6 opét s vynucenym tahem, tentokrat na D7. Témito zdanlivé nesmyslnymi
tahy vytvoril ¢erveny silny stied, ktery nebude problém spojit s horni stranou po
tahu F6, kdy modry nemuze tomuto spojeni zabranit ani tahem E5 pro nasledné
E6. Stejny scénai se bude opakovat i ve spodni poloviné hraciho pole.
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Obrazek 6: Moznost B

C) Nalepeni se na éerveného, aneb od¥iznuti od poli D5 — A7. Tato obrana
mi pfisla jako nejucinnéjsi a mél jsem pomérné problém ji prorazit. Po modrého
tahu D5 se totiz Cerveny nedostane na pole D5 — A7, pricemz jediné tahy, které
ho priblizuji k posledni fadé jsou E5, nebo F5. Po F5 ale prichdzi F6 a cesta
k posledni radé je navzdy uzaviena. Zbyva tedy pouze E5, po kterém prijde F7
a po ¢erveného F6 se modry hrozi dostat na G7 a opét ¢erveného od posledni rady
odriznout. E6 nepomahd pro E7, a tak je poslednim moznym tahem pravée G7,
které jako jediné drzi kontakt s posledni radou, ale dostdva Cerveného do rohu.
Modry pochopitelné cerveného odrizne tahem F6 a jedind moznost cerveného,
po které nebude od posledni fady odriznut tahem G6, je sdm G6 zahrat, nacez
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ho modry nebude chtit pustit dal a bude pokracovat tahem F5. Cely cyklus se
opakuje do okamziku, kdy se ¢erveny dostane na pole G3 (pokud modry ¢erveného
pusti drive, nez se dostane ke G3, Cerveny vyuzije svého stfedu k predbéhnuti
modrého blokddy. Viz Obréazek E[) To uz musi modry zahrat na F1, protoze po

A B C D E F G

Obrazek 7: Uvolnéni cesty ¢ervenému pred bodem G3 (moznost C)

F2, G2 (pfipadné G2, F2) musi éerveny spojit své strany. Cerveny’ musi zahrat F2,
protoze jinak by byl opét odfiznut od zbytku hraci plochy, nacez musi modry jit
na E1 a zabranit tak ¢ervenému ve vyhte. Po dalsim v podstaté vynuceném E2, D1
musi Cerveny zahrat C2, protoze jinak nema Sanci dostat se pres bariéru modrého.
Modry musi kryt hrozbu D2, tim, ze D2 zahraje sam, tim je vynuceno ¢erveného E3
(bran{ odt{znuti od posledni fady) a modrého D3 (opét brani spojeni stran). Nyn{
musi Cerveny zahrat na E4 a dovolit modrému ho kompletné odiiznout tahem
C3.

Tato pozice je prohrand, ale nebyla by, kdyby mél ¢erveny obsazené body C4
a B4, na coz uz nezbyva cas. Nebo snad ano?

Cerveny totiz jako svij tfeti tah viibec nemusi hrat G7, ale miize obsadit C4
s hrozbou C5, kterou musi modry branit! Nejlepsi mozné obrana je, kdyz C5 obsadi
sam, nacez Cerveny obsadi pole B4 a cely proces se zopakuje.

Nyni mé cCerveny sva pole C4 a B4, a tak uskutecni Uplné stejné tahy jako
minule. Poté uz stac¢i po modrého C3 zahrat na A2 a vyhra je na prvni pohled
patrnid. Modrému uz nepomuze ani Al, pro B2, které zarucuje kontakt s prvni
fadou. Nejlepsi strategie je tedy: D4-D5, E5—F7, C4—C5, B4-B5, G7-F6, G6-F5, G5—
F4, G4-F3, G3-F1, F2-E1, E2-D1, C2-D2, E3-D3, E4-C3, A2-A1, B2-B1, C1-B3, A3
1-0

Pozn. Jsou zde i kratké, nebo velmi jednoduché odbocky, které jsem nerozepi-
soval a je samoziejmé mozné, ze jsem néjakou obranu modrého prehlédl, ale toto
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A B c D E F G

Obrazek 8: Nejlepsi strategie ¢erveného po dokonalé obrané modrého (moznost C s ob-
sazenim pol{ B4 a C4)

je pravdépodobné nejlepsi mozné strategie pro oba hrace. Pokud nékomu tento
text prijde prilis zdlouhavy, nebo umélecky tak se omlouvam, ale vychazim ze
sachové literatury, kde jsou takové texty naprosto bézné.

1
)
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Téma 4 — Genetika

Vitame véas u dalsiho ¢isla tématka genetiky. Tentokrat se nepustime do zaddného
nového tématu, naopak bychom vam radi pripomnéli oteviené problémy, které
jsme zadali v druhém ¢isle. Budeme moc radi, pokud se nad danou problematikou
zamyslite a napisete ndm o ni ¢lanek. O tom, jak napsat ¢lanek, se muzete docist
na nasich strankach.

Problém 2.5: Tento dil alespon strucné shrnoval historii genetiky. Jaké dalsi
chvile byly vijznamné a jaky md tento obor vibec vijznam pro spolecnost?

Problém 2.6: Predstavte si, Ze jste v kuzi Mendela a chcete znovuobjevit tri
pravidla. Jak byste postupovali? S jakym Zivocichem, rostlinou nebo na jakém ne-
Zivém predmétu byste to ukdzali? (Predstavivosti se meze nekladou, tak se vyhnéte
hrachu.)

Juli;|[julie.krimska@mensa.cz
Fofik; martin.fof1@seznam.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka
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Problém klikujiciho hrace vyzvy 7b
Mgr.MV Jichym Léwenhdffer

Predstavme si nasledujici problém. Uzivate si sous, kdyz v tom prijde vas kamarad,
kterého jste alespon hodinu nevidéli, a prohlasi ,,Dej si deset“m Tedy pokleknete
k zemi a zacnete klikovat. Abyste ndhodou neudélali vice nez deset klik1, tak si
je nahlas pocitate.

1...2...3...vyzva! Vas kamarad stoji nad vami a je pripraven pri kazdé pii-
lezitosti rict vyzvaE Prijmete svij osud a kdyz uz jste v tom klikovani, tak si za
kazdou vyzvu date prosté jeden navic.

Kolik klikii budete délat?

Pro pripad dej si deset je to viceméné trividlni. Vysledné udélate 14 kliktu. Protoze
za prvnich deset dostanete tfi vyzvy a poté az za dvanacty klik. Jednoduché
intuitivni feSeni je prosté pocet klika vydeélit tfemi a vysledek pricist. Tim ovsem
zapominame na vyzvy, které dostaneme pti délani klik z prvni viny vyzvy.

Kdyz ng je pocet kliki, které jste dostali, tak predchozi feSeni bude fungovat
jen pro [no/3]| + (np mod 3) < 3. My ovSsem chceme obecné feSeni. Muzeme si
fict, ze v kazdém kroku pridame rozdil predchozich dvou vrstev déleno tremi.
Jako vrstvu vnimame kazdou chvili, kdy bychom bez dalsich vyzev skon¢ili. Tedy
kdyz ng = 10, tak prvnf vrstva koné¢i v kliku 10, druhd v kliku 13 (ddle psdno
jako n; = 13) a posledni vrstva konéi v kliku 14, tedy Ang = 1. Pfedchozi vyraz
muzeme ¢ist také jako: mezi prvni a druhou vrstvou musime udélat jen jeden klik
navic.

I kdyz vyznam An; je rozdil mezi dvéma vrstvami klikt, zapisujeme ji mozna

trosku nelogicky, a to:
e 152 - |57
v 3 3

To ndm otevird dalsi moznost jak nad An; premyslet a to jako o rozdilu klikda,
které bych mél ptidat za celou dobu, a klikd, které jsem jiz ptidal a udélal. Od
zaCatku bych mél piidat [n;—1/3], ale z nich jsem jiz udélal |n;_o/3].

V i-té vrstvé tedy budeme mit za sebou n; kliki.

ng = An; +n;_1

Kdyz si n_; definujeme jako 0, tak ve vysledku musime udélat K(ng) kliki:

K(no) ==ng + Z An;

i=1

Sumu séitdme az do An; < 1.

7Tato hldska je sou¢dsti hry, kde kazdy zapojeny muze dét komukoliv jinému zapojenému
hraci deset klikt. Jednotlivé hlasky ,dej si deset® ale musi byt alespon hodinu od sebe.

18Dalsi podobné hra, kde jde ovéem o to, ze pokazdé, kdy Feknete &islo délitelné tiemi a nékdo
dalsi vam fekne vyzva, musite se dotknout nosem zemé.
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Zajimavé pozorovani muzeme udélat, kdyz se podivame, jakych hodnot mize
K nabyt. Jsou to vSechna ¢isla, kterd nejsou délitelnd tfemi. Protoze kdybychom
méli skoncit na kliku délitelném tremi tak si udélame jesté jeden navic. Dobré je
si taky rozmyslet, ze KC je funkce prosta. Tedy pro kazdé ng udélame ve vysledku
jiny pocet klika. Toto pozorovani muzeme zapsat n:isledovn@

K:N< {z|zmod3#0,z €N}

Stihnete to do hodiny?

Dalsim dobrym dotazem je, jestli stihnete doklikovat do jedné hodiny. Jestli ne,
kamarad by vam mohl dat dalsich deset a uz byste v klikovani pokracovali na vzdy.
Jako v predchozi ¢asti, varianta pro deset kliku je trividlni. Kazdy asi zvlddne
udélat deset klikt do jedné hodiny. Co kdybyste ale dostali tfeba 100 kliku?

Dilezitym predpokladem v této tvaze je, ze kazdy dalsi klik je exponencidlné
tézsi nez ten predchozi. Tento predpoklad dava smysl, protoze s kazdym klikem
jsme vice a vice unaveni

Protoze kazdy cClovék maé jinou fyzicku a jinou vydrz ptfi délani klikt, nedd
se obecné urcit vztah poctu uz udélanych klika k ¢asu dalsiho kliku. Konstanta
¢ vyjadfuje pfesné toto. Celd funkce T () vraci pocet sekund, kolik ndm zabere
2-ty klik (znamenaje, Ze jsme jich uz udélali x — 1).

T(z) =™

Abychom zjistili, kolik ¢asu ndm tedy dohromady zabere K(ng) klikd, musime
spo¢itat sumu funkce 7 od nuly az do K(no).

Kdyz je tato suma vétsi nez 3 600 (pocet sekund v hoding), tak vime, Ze tolik
klikdi rozhodné do hodiny nestihnete. Jestli vas zajima pro jaké ng uz vysledny
pocet klikti nestihnete pod hodinu, pokuste se experimentilné zmérit konstantu
¢ a poté dopoditat maximélni hodnotu ng. Na spoéitani K(ng) doporucuji pouzit
program.

19Mnozina napravo jsou viechna pFirozend ¢isla nedélitelns tfemi. Sipka mezi mnozinami se
pouziva na znazornéni prostého zobrazeni.

20Zajimavé je, ze Cast pochodl v lidském téle se chova podle néjaké exponencialy. Napiiklad
vnimani intenzity svétla, hladiny zvuku atd.
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Vysledkova listina 2. deadlinu 1. Cisla a 1. deadlinu 2. &isla

Témata
Por. | Jméno R. 271 1 2 3 4 | Ostatni Zo 21
1. | Doc.™ J. Uglickich 2 |218,9| 3,0 8,0 10,0 |21,0|56,1
2. |Dr.M L. Ztnovd 3 117,3(13,0 9,0 9,0 31,0 (55,0
3. |Mgr.M B. Vosghlova | 4 | 53,7 8,8 11,6 12,3 32,7(53,7
4. | Dr.™M M. Té&sitel 3 |134,3]16,5 11,8 8,0 36,3 | 48,8
5. | Doc.™ 0. Sedlacek 3 1205,2| 7,5 9,0 16,5 | 38,7
6. | Mgr.™ M. Pull 4| 85,1 31,5
7. Dr.MM M. Jarvis 2 |179,7 9,0 9,0129,9
8.|Bc.™ A. Bihun 41 29,2 4,2 4,229,2
9. | Be.™ E. Sabol 4| 28,7 28,7
10. | Be.™M J. Koska 4| 273 27,3
11. | Dr.™ O. Nevéfil 2 1148,3 1,0 7,5 8,5 (26,4
12. | Be.™ M. Ambros 1| 25,7 25,7
13. | Mgr.™ L. Votrubovd | 3 | 50,2| 0,0 0,0/25,5
14.-15. | Be.™ K. Vomelovd 4 | 31,7 24,5
Be.M M. Kadlec 21 320[40 75 20 11,0 24.5|24,5
16. | Mgr.™ M. Urbanovd | 1 | 88,0 23,7
17. | Be.™ M. Drexlerova | 4 | 22,9 22,9
18. | Dr.MM A Zak 4 11759 3,5 14,5 3,5 21,5|21,5
19. | Mgr.™ J. Léwenhoffer | 3 | 89,9 7,0 7,0(20,4
20. | Be.™ K. Maxera 3| 230 20,0
21.-22. | Be.™ M. Styskala 3| 25,5| 4,0 4,0/19,5
Doc.™ V. Tichy 4 1329,8 19,5
23. | Be.M™ K. Kuderova 78| 27.5| 2,0 1,5 3,5/19,0
24. | Dr.M R. Novak 4 1122,3 18,1
25. | Mgr.™ K. Plchovi, 4| 79,1 9,0 9,0 17,7
26.-27.| O. Hrabé 4| 175 17,5
M. Skypala 3| 17,5 17,5
28.-29. | T. Pazourek 2 | 14,7 14,7
Be.MM L. Poljakovd 4| 41,6 14,7
30. | A. Bako¢ 3| 144 14,4
31.-32. | K. Ceské 3| 14,2 2,5 2,5 5,0|14,2
Dr.M™ J. Klementovs | 2 |153,6 52 1,0 6,214,2
33.| Mgr.™ V. Bartdkova | 4 | 73,4 13,1
34.-35. | J. Kadlec 3] 12,5/12,5 12,5 (12,5
V. Sklenér 41 12,5 12,5
36. | Mgr.™ A. Stari 3| 59,2 11,8
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Témata
Por. | Jméno R. 271 1 2 3 4 | Ostatni Zo 21
37.| A. Weberové 4| 11,6| 1,0 6,6 4,0 11,6 [11,6
38. | Mgr.™ O. Popovsky | 4 | 99,2 0,3 0,3|11,5
39. | Dr.M V. Mensikovd 2 140,1 11,3 11,3(11,3
40. | P. Bartdk Z9| 99 9,9
41. | Dr.M J. Tregler 4 |116,3 9,4 9,4 94
42. | Mgr.™ M. Ulumbekov | 2 | 70,4 8,7
43. | A. Styskala 4 | 13,9 8,4
44. | Be."™ V. Kudera 2| 414 2,3 1,6 39| 7,8
45. | A. Migel 1 7.3 73 73] 7.3
46. | Be.™ V. Vybiral 2 | 48,7] 2,0 4,3 6,3| 6,3
47. | Dr.™ D. Karika 2 1122,6| 4,0 05 1,0 55| 5,5
48. | Be.™ V. Verner 3| 48,9 4,0 40| 4,0
49. | R. Zeleny 3 3,8 3,8
50.-51. | L. Trochova 1 3,0 0,5 2,5 3,01 3,0
Be.™M R. Petit 3| 37,0 3,0
52. | Be.M K. Mensikova 1] 24,9(0,5 1,4 1,9 1,9
53.| Bc.M™ M. Rybecky 2| 42,9 1,7 1,7 1,7
54. | S. Teodorovicova 3 8,1 1,0

Sloupecek ), je soucet vSech bodu ziskanych v nasem semindfi, ), je soucet
bodu v téchto deadlinech a ) soucet vSech bodu v tomto roéniku. Tituly uvedené
v predchozim textu slouzi pouze pro ucely M&M.
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