STUDENTSKY CASOPIS A KORESPONDENCNI SEMINAR

Rocnik XXX
Cislo 1

MATEMATIKA FYZIKA INFORMATIKA

Uvnitf najdete nékolik témat a s nimi souvisejicich Gloh. Zamyslete se nad nimi a poslete
nam sva feSeni. My vam je opravime a ta nejzajimavéjsi z nich otiskneme. Nejlepsi feSitele
zveme na podzim a na jafe na soustfedéni.



2 XXX/1 BB

Mily ctenari,

pravé ¢tes prvni éislo 30. roéniku ¢asopisu M&M. Moznd jsi Casopis dostal/a
na néjaké z akci Matfyzu, mozna ti ¢asopis dal néjaky kamarad ¢i kamaradka
a moznd jsi ho nasel/a na stolku s letdky. Na tom, jak se k tobé casopis dostal,
vsak vibec nezalezi. Dulezité je, Ze uz oteviit tento sesit vyzadovalo jistou davku
odvahy a zvidavosti. Mas-li jesté néjakou stéle v zadsobé, muzes nyni s jeji pomoci
Casopis prolistovat a ponorit se do feseni. Pokud nevis, jak na to, prohlédni si
letacek ,Jak feéit“ﬂ nebo navstiv nas web mam.matfyz.czl

Co na tebe tento rok ¢eka? V prvnim ¢isle jsme si pripravili t¥i tématka. Prvni
z tématek je fyzikalni a zabyva se chovanim tepla a vnitini energie. Postupné si
projdeme vsechny ¢tyii termodynamické zakony a pochopime jejich dusledky v re-
alném svété. V tématku o Leanu se sezndmime s funkcionalnim programovanim,
coz je programovani bez prikazl, a taky se dozvime, co je to formalni verifikace.
A konecné v tématku o hie Hex se podivame na hru podobnou té z AZ kvizu.
Zkusime zjistit, jak zavisi vyherni strategie na tvaru herniho planu, a taky si ji
samoziejmé zahrajeme.

Pokud by ses o M&Mku rdd/a dozvédél/a néco dalsiho, pfipadné co je u nds
nového, mtzes kromé webu mam.matfyz.cz navstivit i nase socidlni sité. S ja-
kymkoliv dotazem se na nas nevahej obratit bud na mailu mam@matfyz.cz, nebo
na nasem Discordovém servenﬂ Pripominame, Ze tesit tlohy a témétka lze i ve
skupinéch, a pravé Discord muze byt to misto, kde se s nékym na spolupraci
domluvit.

Budes-li v feSen{ ispésny /4, budes se moci ziGcastnit spolu s dalsimi nejlep$imi
fesiteli podzimniho nebo jarniho soustfedéni. Pokud by té tato predstava nelakala,
nemusis se bat, potésime té i tak, napriklad odpusténim prijimacek na Matfyz Ci
néjakou odmeénou. Pokud by té vSak tato predstava ldkala, véz, ze Cast Tesiteli
podzimniho soustiedéni vybirdme dle vysledkt prvniho deadlinu prvniho ¢isla,
pokud tedy posles reseni do 12. zafi a budes mezi nejlepsimi, tak té na soustredéni
pozveme!

Tésime se na tva feseni.

Tvoji organizdtori

Téma 1 — Termodynamika ......... ...,
Téma 2 — Programovani a dokazovani v Leanu........................
TEmMa 3 — HeX . ..ot 25

IElektronickou verzi letdcku také najde$ na webu: https://mam.mff.cuni.cz/jak-resit/
2 Adresa Discordového serveru: https://discord.gg/MxPjKsDFWG
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Zadani témat

1. deadline: 12. zaFi 2023 | 2. deadline: 10. f¥ijna 2023
Reseni odevzdana do 12. zari se zapocditaji pro ucast na soustredéni.

Téma 1 — Termodynamika

Vitej u prvniho dilu témétka, ve kterém se budeme zabyvat energii a termody-
namikou. Termodynamika je obor fyziky, ve kterém pomoci fyzikalnich zakont
popisujeme chovani jednotlivych molekul latek. Termodynamika bere jako alfu
a omegu Ctyfi termodynamické zakony, které slouzi jako navod popisu svéta. Po-
kud jejich znéni neznate, podivejte se na internetﬂ Hlavnimi veli¢inami objevuji-
cimi se v termodynamice jsou ruzné formy energie (prace, teplo, termodynamické
potenciély).

Pokud mas spoustu otazek ohledné téchto témat, tak zde je spravné misto na
to pokladat otazky a ¢ist odpovédi. Vitdme dotazy, které ve tvé mysli vyvstanou
af uz pri ¢teni textu témaéatka, feseni problémii a tloh, méfeni experimenti nebo
i kdykoliv jindy. Dotazy pis na nas Discordovy Servelﬂ nebo na e-mail na konci
tohoto textu. Pi§ ndm také o tom, co bys rdd/a v tomto témdtku Cetl/a v p¥istich
dilech a my se ti pokusime vyhovét a zakomponovat to do textu. V tématku
postupné projdeme vSechny ¢tyri termodynamické zdkony a néjaka pozorovani ve
svété kolem néas, kterd z nich vyplyvaji. Text bude obsahovat i néjaké pocetni
tlohy pro ty, kdo radi pocitaji a premysli nad vysledky tloh.

/,

Cilem autoru je vdm predat co nejvic pro véas zajimavych informaci. Tim, ze se
budes ptat, muzes ovlivnit, jakym smérem se toto téméatko bude ubirat. Budeme
se snazit zakomponovat rizné obtizné ulohy, aby si kazdy néco nasel. Pro kazdé
tématko plati, Ze nemusis Fesit vSechny tlohy (nebo vSechny ¢asti jedné tlohy),
abys mohl své Teseni odevzdat.

3T¥eba na Wikiskripta: https://tinyurl.com/4drbsj77
4Pro pripomenuti odkaz: https://discord.gg/MxPjKsDFWG
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K ¢emu je takova termodynamika dobra?

Abychom si mohli Fict, k ¢emu je termodynamika dobrd, zavedeme na zacCatek
nékolik pojmi: stav, systém s jeho hranicemi a okoli.

Systém je néjaky ohraniceny prostor, ktery je predmétem naseho zdjmu. Vétsi-
nou jde o objekt, jenz je stredobodem slovnich tloh: termoska s ¢ajem, rampouch,
plyn v balénku apod. Kazdy systém ma4 hranici a za tou se nachazi okoli a dalsi
systémy, se kterymi mize interagovat. V jednom systému si mizeme vymezit dalsi,
mensi (pod)systém: termoska s ¢ajem bude mit podsystém c¢aj, dalsi podsystém
muze byt para nad hladinou ¢aje v termosce; dalsi priklad muze byt kovova ku-
licka vhozena do vody v hrnci na sporaku: jeden systém je voda s kulickou, druhy
podsystém je samotnd kulicka. Hranice systém—okoli nebo systém-systém muze
byt pohyblivé (staci si vzpomenout na to, Ze systém muzeme stlacit a zménit jeho
tvar a/nebo objem nebo z néj ,,odkrojit“ hmotu).

Okoli je tedy zbytek svéta, ktery je mimo nas vybrany systém. Systém si vét-
Sinou vybirame tak, aby bylo jednoduché v ném pozorovat nebo mérit fyzikalni
veli¢iny, které potrebujeme k vypoctim nebo k ivahdm o procesech, jez se v sys-
tému déji. Kdybychom na chvili zastavili ¢as a zapsali si hodnoty vsech velic¢in, tak
bychom ziskali hodnoty specifické pro dany stav: tlak, teplotu, hustotu, latkové
mnozstvi a jiné. Proto se takovym veli¢indm fika stavové. Vsimnéte si, ze nékteré
veli¢iny v takovou chvili nezmérime: jde dost ¢asto o formy energie jako préce
a teplo. Hodnoty energie se Casto nedaji zmérit primo, ale musime je dopocitavat
z rozdilt hodnot namérenych stavovych veli¢in pro dva rtzné stavy. V tomto dile
se podivame na to, jak se prepocitavani déla pro préaci, vnitini energii a trochu
i pro teplo, o kterém bude prevazné dalsi dil.

Jeden priklad systému typicky pro termodynamiku je plyn v nddobé. Systém
obsahuje nas plyn a nadobu; okoli je vSechno mimo néddobu: stil, na kterém stoji
nadoba, vzduch okolo nadoby, védec, ktery nddobu zkoumad. .. Pokud védec ve
stejny moment zméri teplotu a tlak v nddobé, ziskd hodnoty téchto veli¢in pro
jeden stav. Teplota a tlak jsou tedy stavové veli¢iny, protoze je védec umi priradit
jim vybranému stavu. Nés ale vétsinou zajima energie, ne hodnota teploty a tlaku.
Energie mé totiz tu vyhodu, Ze se preléva z jedné své formy do druhé a jakmile
ji vypocteme z jednéch veli¢in, muzeme z jeji hodnoty odvodit veli¢iny druhé. To
ohfdt (zvedne se teplota), a pokud je nddoba uzaviend, vzroste v ni tlak. Vidite,
ze tepelna energie se ,prelila“ do jiné formy — tlakové.
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Teplo a prace jako nestavové veli¢iny

Prace, jak ji chape obecnd fyzika, je mnozstvi energie, kterd se béhem fyzikdl-
niho déje preméni z jedné formy na druhou. Spousta definic ¥ika, Ze pokud ma
téleso energii, tak je schopné konat praci. Takze jinymi slovy, kdyz néco nebo
nékdo vykonava praci, tak preménuje formy energie. To se projevi jako zména
hodnoty néjaké stavové velic¢iny. Stlacite nafoukly balének a zméni se v ném hod-
nota objemu a tlaku. Doktor natdhne do injek¢ni stiikacky vakcinu — zméni se
hodnota latkového mnoZstvi a velikost objemu systému (coz je injekéni stifkacka).
Probéhne chemické reakce — zméni se slozeni smési v systému. Muzete si to pred-
stavit tak, ze kazdy systém ma svij energeticky ucet, ze kterého mize prevadét
cast energie z jedné formy na druhou. Pfeména forem energie se mimo jiné pro-
jevuje jako zména hodnot méritelnych velicin — poklesne tlak systému, zvétsi se
latkové mnozstvi, vzroste objem systému atp. Pritom vsak neporusuje znéni ter-
modynamickych zakontu. Muze se tak dit samovolné nebo i pod tlakem podminek
a faktort vné systému. Stejné funguje i piijem/odevzdani energie systémem od/do
jiného systému.

Nabizi se tim padem otazka: Jak vypada a jak se chova systém, co nemé ener-
gii? Mlzeme néjaké takové systémy v realité najit? Uz umime pomoci definice fict,
ze takovy systém nekond préaci. Kde se ta energie v systému vlastné schovava?

Problém 1 [max 6b]: V jakgch formdch jde uloZit energii do systému? Poslete
ndm vase napady. Nebojte se vzit v potaz ruzné velké i malé objekty, systémem se
muze rozumeét i néco zivého. Zkuste ve svém reseni popsat, kde je energie uloZena
a také jak vypadd proces, pri kterém se dand forma energie uvolriuje/premériuje
na jinou. Za kazdy sprdvny origindlni princip a popis premény, ktery nikdo jiny
neuvedl, dostanete dohromady jeden bod. (Tato uloha se vztahuje k 1. © 2. deadlinu.
Pokud néco poslete k 1. deadlinu a bude to origindlni, dostanete pilbod, pokud
budete origindlni ¢ mezi tesiteli 2. deadlinu, dostanete druhého pil bodu.)

Neni nutné hned zabihat do ¢asticové fyziky (ale samoziejmé to neni zakdzané,
i tam je energie tfeba), nejste omezeni ani na planetu Zemi, ale myslime si, ze
podivat se po vasem domé nebo okoli vam bude stacit. Zkuste si vSimat vseho, kde
se déje néjaka cinnost, kterou vnimate vasimi smysly. Pamatujte také na to, ze
v systému se miiZze ménit i pocet ¢astic (tedy hmotnost). V dalsim ¢isle zverejnime
nejzajimavéjsi a nejpodnétnéjsi priklady, které poslete.

P¥eménime energii na energii

Maéame kontrolu nad tim, jaké formy energie budeme v systému pretvaret na jaké?
Ano i ne. Regulovat jak velka Cast energie se preméni konkrétnim déjem je uz slo-
nad preménou energie mit nikdy nebudeme. Kdyz nabijime telefon, ne vsechna
elektricka energie z elektrické sité se ulozi do baterky telefonu, uz jen proto, zZe se
ohreje nabijecka.
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Ve zbytku tématka se ndm bude hodit rozlisovat teplo a préaci v termodyna-
mickém smyslu. Tyto dva koncepty se svou podstatou lisi. Teplo popisuje energii
vymeénénou tepelnou vymeénou (tj. ohf{vanim systémt od sebe navzdjem); price
pak ostatni vyménénou energii — nezmeéni se hodnota teploty, ale jinych veli¢in. Ve
vysledku je prace ta vSechna energie, kterd se pii interakci s jinym systémem ne-
preméni na teplo. Pod pojmem ,konani prace“ se schovava samotny akt premény
energie.

Otéazka k zamysleni pro véas, na které mizete zalozit néjaky zajimavy clanek
a poslat ndm ho: jak tedy od sebe pozname, co je teplo a co prace? Kde presné
roziizneme balicek energie, ktery tece od jednoho objektu ke druhému, na tyto
dvé formy? A ma smysl praci a teplo vubec rozliSovat? Pro nas ano, dost casto
potiebujeme znat velikost jen urcitého typu energie (tfeba pii nabijeni telefonu
nebo u tadborového ohné).

Nékdy potiebujeme védét, jakou hodnotu energie ma nas objekt k dispozici
na svém energetickém konté celkem — to spocteme tak, ze secteme hodnoty vSech
typu energie, které téleso mé k dispozici. Na to, abychom mohli tento vypocet
provést, musime znat piislusné vzorecky a veli¢iny v nich, které jsou pro rizny
zdroj energie rtizné. Tento soucet nam da hodnotu veli¢iny, které se iika vnitrni
energie. Zna¢ime ji U a je to soufet dodaného/odevzdaného tepla a vykonané
préace. Jde si ji také predstavit jako celkovou hodnotu energie, kterou ma systém
na svém energetickém konté, podobné jako vy méte penize ulozené v bance a poté
je distribuujete na rizné vydaje.

Ukazme si to na piikladu: fotbalista (prvn{ systém) nakopne mi¢ (druhy sys-
tém). Pred kopnutim ma mi¢ nulovou kinetickou energii, ale po srazce s fotbalisto-
vou nohou od ni pfijme energii — mi¢ se nepatrné ohtreje v misté kontaktu a dé se do
pohybu. Hodnota, o kterou naroste vnitin{ energie mice (naseho systému), je tedy
predané teplo a nartust energie mezi stavy mic lezi na zemi pred nakopnutim — mic
leti vzduchem po nakopnuti. Matematicky mtizeme nartst vnitini energie napsat
jako

AU = U2 - Ul = Upo nakopnuti — Upfed nakopnutim
Us a Uj jsou hodnoty vnitini energie pro stav na konci a na zacatku a AU tika,
o kolik se tyto dvé hodnoty lisi. Zduraznujeme, ze vnitini energie je veli¢ina sta-
vova, ve které jsou schovany teplo a vykonana prace.
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Odbocka pro zvidavé matematiko-fyziky

Vsimnéte si, ze prace je skalarni veli¢ina. To znamend, Ze nema smeér pusobeni
nebo orientaci v prostoru tak jako treba magnetickd indukce nebo sila, které
jsou obé velic¢iny vektorové. Energie a teplo také nejsou vektorové, ale skalérniﬂ
Mizete si vzpomenout, ze jste nékdy slyseli, Ze teplo se predava z jednoho objektu
na druhy, tak jak to, Ze teplo nemé smér? Tuto otdzku si schovime do druhého
dilu, aby tento dil nebyl moc dlouhy :).

Uloha 2 [2b]: Zamyslete se nad tim, jak je mozné, Ze mechanickd price je skaldrni ‘
velicina, kdyZ se pocitd jako soucin wvelicin sila o drdha, kde sila i draha jsou
veliciny vektorové. Své zduvodneéni sepiste.

Prvni termodynamicky zakon (kone¢né)!

Nyni uz mame trochu predstavu o tom, jak se chova energie, takze si muzeme
predstavit prvni termodynamicky zdkon (1. TDZ). Matematicky jde zapsat takto:
AU = W + @ a pro milovniky diferenciali, derivaci a integralu takto: dU =
0Q + 6W.

1. TDZ je axiom, tedy nedokazatelné tvrzeni, které se bere jako faktﬂ Veliciny
v tomto vzorci se nazyvaji vnitini energie systému U, resp. rozdil energii pred a po
néjakém déji AU = Uy — U;. Priace W a teplo @ jsou pro vas uz znamé veli¢iny.
Zda hodnoty @ a W budou kladné nebo zdporné zavisi na tom, zda jsou do
systému doddny (kladné teplo) nebo z néj odchézi (zaporné teplo). V tomto dile
tématka se podivame na praci, o teple si povime néco v pristim dile spolu s nultym
termodynamickym zakonem.

Problém 3: MiiZe existovat price zapornd? Zduvodnéte své vysvétlend. A

Rtzné znacené diferencialy veli¢in znaci rozdil mezi vnitini energii a tep-
lem/praci: rozdil hodnoty vnitini energie jakozto stavové veli¢iny mezi dvéma
stavy nezavisi na tom, jakym zptisobem pfejdeme ze stavu pocatecniho do stavu
kone¢ného. Q a W ve vzorci nepopisuji hodnotu danou pro stav, ale hodnotu
energie ziskanou/ztracenou béhem néjakého déje — doddni nebo odebrani tepla ¢i
prijem nebo konani prace. Proto se prace a teplo oznacuji za nestavové veli¢iny.
Je celkem zajimavé, ze ze dvou nestavovych veli¢in umime jejich souctem udélat
jednu veli¢inu stavovou, pomoci které uz umime popsat, jak systém vypadd v nami
vybranych momentech za néjakych podminek: treba kostka ledu pred tanim a po
ném, plyn pfed stlacenim a po ném a jiné dalsi stavy a systémy. VSimnéte si, ze
jsme nepopsali, jakym zpusobem kostku ohfejeme nebo v jakém zafizeni budeme
plyn stlacovat. To je pravé to kouzlo vnittni energie — nezdvisi na tom, jak vy-
pada vnéjsi prostredi pro nas studovany systém, pouze na tom, co okoli systému

SExistuji jesté veli¢iny tenzorové, coz je obecny piipad jak vektorové, tak skaldrni veliGiny,
které pro nase povidani o termodynamice nebudeme potiebovat.
6Tedy alespoti dokud ho nékdo prokazatelné nevyvrati :).
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zpusobuje za zmény v nasem systému. Toto samé jste mohli slySet jako poucku,
ze rozdil dvou hodnot stavové veli¢iny ,nezavisi na cesté®.

Vratme se na chvili k analogii energetického konta: vnitini energie je mnozstvi
energie, které mé objekt (nebo také jinak fefeno systém) na svém energetickém
konté. Z tohoto mnozstvi muze systém vytvaret ony balicky, se kterymi se pak
néco déje (balicky jsou AU). U je tedy hodnota na icté a zavisi jen na slozeni
a podminkéch, které jsou uvnitt systému v dany moment (stav). Slovy jednoho
mého ucitele, padajici rampouch mél stejnou vnitini energii i v moment, kdy jesté
visel na okapu, akorat tehdy mél navic potencialni energii na to nékoho pii padu
zranit.

Popis systému vnitini energii je trumf v rukavu, ktery muze fyzikim dovolit
zahodit néjaké informace o okoli a nebrat je v tvahu béhem vypoctu, coz jim zjed-
nodusuje praci. Zkoumani procest jako chovani plynt, skupenské premény latek,
smésovani substanci, taveni slitin a chemické reakce se stava mnohem jednodus-
$im. Na nékteré z téchto odvétvi fyzikalni chemie se podivame v dalSich dilech
tohoto tématka.

Vlastnosti systému: stereotyp (ne)ideélniho plynu

Pokud pracujeme nebo pocitame s plyny, tak se jako nejcastéjsi prace jevi prace
objemova W = —pAV/, pro milovniky diferencidla W = — [ "2 pdV. Mame i jiné
druhy prace, urcité na né narazite pti feseni problému 1. Velicina p je tlak plisobici
z vnéjsku béhem déje od pocateéniho do konecného stavu, V' je objem systému,
AV = V5 -V je rozdil objemu ve stavech pred a po déji, ktery pozorujeme. Pozor,
tlak béhem déje nemusi byt konstantni. Zménu hodnoty tlaku béhem prechodu
mezi dvéma stavy muzeme popsat néjakou matematickou funkci. Dost Casto se
na to pouzivaji stavové rovnice pro chovani plyntﬂ ve tvaru p = ... Toto obecné
tvrzeni ukdzeme na stavové rovnici idedlniho plynu pV = nRT, ze které vyjadiime
tlak jako p = nRT/V . Tlak je tedy pro pfipad idedlniho plynu funkei poétu ¢éstic
(resp. latkového mnozstvi n), teploty T a objemu systému V. R = 8,314 J/K/mol
je univerzalni plynova konstanta.

"Proto se témto rovnicim k4 stavové — popisuji stavy systémi.
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Na zavér tohoto dilu uvedeme jeden piiklad, na kterém si mizete oveérit zna-
losti, o kterych jsme psali v tomto dile, a také prozkoumat kesonovou nemoc.

Uloha 4 [2,5b + 1,5b + 4b): Potdpéci trpi tz. kesonovou nemoci. Tkiné a télni M

s vv

tekutiny potdpéce (zejména tuk a krev) maji schopnost rozpustit v sobé plyny. Po-
kud dojde k poklesu tlaku kolem téla potapece, plyn md tendenci z tkdni unikat
do kapildar a vytvdret tam bublinky, ¢imz muze dochdzet i k embolii. Embolie je
efektivné ucpdni cévy, coZ zamezi prokrveni néjaké cdsti téla. Pro nds je zajimavé,
ze 1 vzduchovd bublina umi cévu ucpat. Vice se muzete dozvédét treba na Wikis-
kripteclﬂ.

1. Jedno z potencidlnich nebezpeci vzniku embolie muzZe byt zvétsovani techto
bublin. Kolikrdt se zvétsi polomér bubliny dusiku v krvi potdpece, kdyz potdpéc
rychle vystoupd z hloubky 22 m na hladinu vody? Tlak w hladiny povazujte
za atmosféricky a teplota vody je vSude v nasem potrebném rozmezi stejnd,
odpovidad telu potapéce — 36 stupni Celsia. Zamyslete se, zda v této modelové

situaci prispivd komprese/expanze plynu néjak vgrazné k embolii.

2. Uvazujte stejnou situaci jako v pripadé 1 s jedingm rozdilem: periferie téla
potdpéce v hloubce 22 m maji teplotu 35 stupni a na hladine se jiz ohreji na
87 stuprii. Porovnejte visledky bodu 1 a 2.

3. Jak velkou prdci musi vyse zminénd bublina vykonat, pokud je jeji priumér
u hladiny vody roven prisvitu (vnitrnimu priméru) kapildrni cévy — 7 pum?
Vzduch v krvi lze povazovat za idedlni plyn (V,, = 22,4 l/mol) a teplotu
vody povazujte za konstanini jako v pripadé 1. Zamyslete se nad tim, zda by
mohl byt tento déj v realité izotermni a pro¢ ano/ne. Okomentujte také, co
znamend, Ze vam prdce vysla kladnd/zdpornd.

Zavérem

Podivali jsme se na to, pro¢ je dobré rozumét konceptu energie a zkusili jsme hlou-
béji proniknout do prvniho termodynamického zékona. V poslednim prikladu jsme
se zkusili podivat na priklad expanze plynu. Co nés ¢ekd v dalsim dile? Podivame
se na teplo a nulty termodynamicky zdkon a ¢ekd néds experiment s tepelnou vodi-
vosti. Zjistime, ze zachytit teplo tak, aby neunikalo ze systému, je docela naro¢ny
ukol, ktery tesi jen perpetuum mobile.

Pdja a Pavel; termodynamika@ledoian.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka

8https://tinyurl.com/embolie
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Téma 2 — Programovani a dokazovani v Leanu

Dil 1: Vypotty

Nejdiiv vam feknu, pro¢ je LIVN (déle psdno jako ,Lean*) senzacni jazyk, ktery
stoji za to se naucit! Uvedu to na prikladu prvocisel.

1. V Leanu muzeme napsat program, ktery vygeneruje vsechna prvocisla od
jedné do tisice. To asi jako v kazdém programovacim jazyce.

2. V Leanu muzeme napsat dikaz, zZe nas program vygeneruje vsechna prvo-
¢isla od jedné do tisice a nic jiného. Pocitac¢ zkontroluje, Ze je ten dikaz
spravné. Poté muzeme Tici, ze je nas program tzv. formdlné zverifikovany.

3. V Leanu také muzeme napsat dikaz, ze existuje nekone¢né mnoho prvocisel.
To je abstraktni (matematické) tvrzeni, které neni mozné dokazat tim, Ze
prvocisla generujeme. Lean vSak nabizi néstroje, pomoci kterych lze tako-
vato tvrzeni zformulovat, a poté je matematicky dokazat. Pocitac¢ nasledné
zkontroluje, ze je ten dikaz spravné.

Je uziteCné, ze ve stejném jazyce muzeme délat vypocty i dikazy. V tomto
témétku se budeme soustfedit na tkoly typu [I] a 3]

Nebudete pottebovat zadné predchozi znalosti programovani. Budete akorat
potfebovat zdkladn{ znalosti matematiky a schopnost psat na kldvesnici (se zpro-
voznénim Leanu na vasem pocitac¢i muzete nékoho pozidat o pomoc — neni tikolem
porozumét tomu, jak se Lean instaluje).

Pocatecni dily témétka budou kurzem do zédkladt funkciondlniho programo-
V:inﬂ To by mélo byt zajimavé zejména pro ctenare, ktefi doposud znali jen
imperativni programovénﬂ a radi by ochutnali néco z aplné jiného svéta. Také je
vsak mozné pouzit toto tématko jako ivod do programovani pro uplné zacatecniky
(v takovém priipadé bude Lean vasim prvnim programovacim jazykem; to, Ze se
s funkcionalnim programovanim setkate dfive nez s imperativnim programovanim,
ni¢emu nevadi).

To, ze tématko nevyzaduje pfedchozi znalosti, vSak neznamend, ze témétko
bude snadné. Uvidite, Ze obtiznost tloh bude podstatné nartustat. Drazné do-
porucujeme, abyste si prubézné zkouseli resit priklady na pocitaci a necetli tento
text ,na jedno posezeni®.

9programovani pomoci funkci v matematickém slova smyslu — funkce (neboli zobrazeni) je
predpis, ktery prifazuje vstuptim vystupy; nic jiného nemiize délat
programovani pomoci piikazt (tj. kroki, které se postupné vykonédvaji a mohou ménit stav
programu)
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Instalace

Existuje fada moznosti, jak pouzivat Lean 4. Nejrychlejsi (ale nejméné dokonalou
moznosti z téch, co tu doporucujeme) je editor ve webovém prohlizeci, o ktery
se stard Alexander Bentkamp z Universitiat Diisseldorf. Editor najdete na adrese:
https://lean.math.hhu.de

Vyhodou je, Ze si nemusite nic instalovat na vlastni pocita¢ a neni potieba se
ani registrovat; jen kliknete na odkaz a pisete. Nevyhodou je, ze editor neukldda
vasi praci (takze pred zavienim prohlizede nebo zdlozky musite zkopirovat zdro-
jovy kéd a ulozit ho do textového souboru). Tento editor taktéZ neumoziuje mit
vice soubori se zavislostmi mezi nimi, takze pokud budete vyuzivat néco z toho,
co se objevilo v ¢asopise, misto fadku import mam.Cislol budete muset zkopiro-
vat piislusné ¢dsti naseho kédu na zac¢dtek vaseho kédu v prohlizeéi (véetné funkei
a importi, na kterych ptislusny kéd zavisf), coz je znaéné nepohodlné. Posledn{
potencialni nevyhoda je, ze se stranka automaticky aktualizuje, takze se muze
stat, ze nas nebo vas kdd zacne znicehonic délat jiné véci, pokud se zméni diile-
zitd ¢ast externi knihovny. Navzdory témto nevyhodédm, pokud si chcete Lean 4
jen rychle zkusit, tohle je nejsnazsi moznost.

Druhou moznosti je pouzit GitHub Codespaces. To je taktéz editor v prohli-
zeci, ale jednd se o plnohodnotné vyvojové prostredi se v§im vsudy. K jeho pouziti
je vSak potieba zalozit si GitHub tcet. Automaticky dostanete 60 hodin mésién@
pro praci v GitHub Codespaces. Po prihlaseni do vaseho GitHub uc¢tu jdéte na:
https://github.com/madvorak/lean-mam

Kliknéte na zelené tlacitko ,<> Code*, poté na pravou zalozku ,,Codespaces*
a nakonec na zelené tlacitko ,,Create codespace on main“. Nyni budete muset né-
kolik minut pockat. Kdyz se nacte vyvojové prostiedi a vy oteviete libovolny
soubor s Lean kédem (naptiklad soubor Cislol.lean ve slozce mam), mél by se
v pravé poloviné obrazovky objevit panel ,Lean Infoview*. Nyni kliknéte napfti-
klad na rddek #eval obvod_obdelnika 3 2 a v tom ,Lean Infoview“ by se mél
objevi@ vysledek 10. Od ted mizete editovat svoji vlastni kopii kédu; ostatni
uzivatelé (ani ji) ji neuvidi.

HULimit byste si mohli navysit na 90 hodin tim, kdybyste si nechali ovéfit, ze jste studenti:
https://education.github.com/discount_requests/application

12Pokud ani po nacteni vsech véci nebude vidét v ,,Lean Infoview* vysledek, je néco Spatné;
zkuste jiny webovy prohlizec.
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Treti moznosti je nainstalovat si Lean 4 na vlastni pocita¢. Existuji rtzné
zpusoby, jak Lean 4 a s nim spojené programy ziskat; my doporucujeme néasledujici
postup. ..

Abyste mohli pouzivat Lean 4 standardnim zpusobem, je potfeba mit na svém
poditaci nainstalovan Git. Pokud méte Windows, stahnétd™| si Git na adrese:
https://gitforwindows.org/

Proklikejte se instaldtorem; kdykoliv se na néco zeptd, nechejte zvolenou vy-
chozi moznost. Pak si nainstalujte prostfedi Visual Studio Code od Microsoftu:
https://code.visualstudio.com/download

Restartujte pocitac¢. Otevrete Visual Studio Code a v levém panelu kliknéte na
yExtensions“ (m4 to ikonku ¢ty¥ malych ¢tvereckir). Napiste ,leand“ a najde vdm
to plugin ,lean4“ s popisem ,Lean 4 language support for VS Code“. Kliknéte na
néj a zvolte ,Install“. Poté se prepnéte do okna internetového prohlizece a jdéte
na nas repozitai: https://github.com/madvorak/lean-mam

Po otevieni odkazu muzete kliknout na zelené tlac¢itko ,,<> Code* a poté
na ,Download ZIP “E Rozbalte stazeny soubor lean-mam-main.zip do néjaké
slozky na vasem pocitaci. Ted ve Visual Studio Code kliknéte vpravo nahote na
,File“ a poté na ,Open Folder...“. Najdéte (rozbaleny) projekt ve vasem poéitaci
a oteviete ho. V levém panelu najdéte soubor s Lean kddem a oteviete ho (napii-
klad soubor Cislol.lean ve slozce mam). Visual Studio Code by se vés ted mélo
zeptat, zda chcete nainstalovat ,Elan“ (vyskoéi zprava v pravém dolnim rohu,
kde se nejspis bude na prvnim radku psat ,Failed to start 'lean’ language ser-
ver“ a pod ni budou dvé tla¢itka). Kliknéte na modré tla¢itko ,Install Lean using
Elan“. Tim nainstalujete Lean 4 spolu s balickovacim systémem Lake a dalsimi
programy. Nyni budete muset pockat nékolik minut, nez instalace dobéhne. Kdyz
poté kliknete dovnitt okna s kédem, mélo by se napravo objevit ,Lean Infoview .
Nyni kliknéte napriklad na rddek #eval obvod_obdelnika 3 2 a v tom ,Lean
Infoview* by se mél objevit vysledek 10.

13MA4te-li jiny operaéni systém, najdéte si instaldtor Gitu pro va$ operaéni systém.

Pokud znite Git, mizete pouzit git clone https://github.com/madvorak/lean-mam.git
namisto stahovani ZIP. V kazdém pripadé je vSak pro kompilaci kédu v Leanu potieba mit Git
nainstalovany, i kdyz ho nebudete aktivné pouzivat.
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https://github.com/madvorak/lean-mam
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Pokud vam cokoliv z toho nefunguje, ozvéte se nam prosim pres e-mail nebo
Discord. Pokusime se vam udélat technickou podporu pres online hovor se sdile-
nim obrazovky. Budu-li mit pfi hovoru zapnutou webkameru, moznéa vbéhnou do
zabéru morcata.

Syntax

Zakladem programovani v Leanu jsou funkce. Nékoho moznd prekvapi, Ze se pri
volani funkce neddvaji argumenty do zavorky a neoddéluji se ¢arkou. V mate-
matice na papife piSeme f(x,y). V Leanu piSeme f x y bez zdvorky. Je potfeba
nezapominat na mezery, nebot identiﬁkétoryﬁ mohou byt viceznakové (jak je
zvykem v programovacich jazycich), takZze £xy by bylo jedno jméno.

Mozna se ptate, kdyz nepiSeme argumenty do zédvorky a neoddélujeme je ¢ar-
kou, jak se v Leanu napiSe tfeba f(1,g(2,3),h(4,5),6). Zde jsou uz zdvorky po-
tfeba, ale pisi se okolo celého volani. NapiSeme £ 1 (g 2 3) (h 4 5) 6 a tim
to je jednoznac¢né. Vsimnéte si, ze pri zanorovani funkci do sebe mame v Le-
anu o zavorku méné (v tom zdkladnim pfipadé). V matematice na papife piSeme
f(f(f(x))). V Leanu piSeme £ (£ (£ x)).

Podobné jako v matematice na papife maji i v Leanu nékteré standardni funkce
infixovou notacﬂ V matematice na papife pisSeme 2f(x + 1,y). V Leanu piSeme
2 * £ (x + 1) y. Symbol pro ndsoben{ (hvézdicku) nenf mozné vynechédvat, ne-
bot dva termyﬂ oddélené mezerou by byly dva argumenty (vstupujici do néjaké
funkce napsané nalevo od nich) nebo funkce a jeji argument (byt zde je jasné, ze
2 neni jméno funkce), a jak uz vite, bez mezery bychom méli jeden identifikdtor
¢i syntaktickou chybu (neexistujici identifikator).

15]dentifikitory jsou nézvy funkci, argumenti, typd, ... Rikdme jim tak, protoze identifikuji
(jednoznac¢né), na co se odkazujeme.

16Napiiklad pro oznaceni sé¢itdni piSeme 1 4+ 2 = 3 namisto +(1,2) = 3, coz by sice podle
nékterych lidi bylo také spravné, ale hiure by se to Cetlo i psalo. Slovo ,infix“ oznacuje, zZe
se operator (zde ,+“) piSe doprostfed mezi argumenty (zde ,1“ a ,2“). Psani ndzvu funkce
pred jeji argumenty, jako se v Leanu piSou vSechny funkce ,pojmenované pismenky“, se nazyva
prefixova notace. Pro zajimavost — staré kalkulacky pouzivaly tzv. postfixovou notaci, kde by se
zadalo 1 2 + a objevil by se vysledek 3.

17Slovo ,term® muze byt matouci. Uplné cokoliv je totiz term. Cislo je term. Souéin dvou é&isel
je term. Mnohoclen je term. Lomeny vyraz je term. Textovy fetézec je term. Funkce je term.
Mnozina je term. Typ je term. Typ typu je term. Nerovnice je term. Soustava rovnic je term.
Matematickd véta je term. A jeji dikaz je také term. Nejpodobnéjsi slovo, ktery by vystihovalo,
co znamend ,term*, je asi ,objekt“, ale tento pojem mé v programovani uz jiny ustaleny vyraz,
takze slovo ,objekt“ nebudeme v tomto tématku pouzivat.
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Deklarace funkce

Ted si ukdzeme, jak se definuji nové funkce. Prvni ukizkou programovani v Leanu
bude vypocet obvodu obdélnika:

def obvod_obdelnika (a b : Nat) : Nat := 2 * (a + b)

Zacneme vzdy kliCovym slovem def ndsledovanym jménem funkce, kterou prave
definujeme.

Poté uvedeme argumenty této funkce a jejich typ. Kazdy argument se pise do
zavorky jako (jmeno : Typ). Pokud mame vice argumentidl stejného typu, tak
je muzeme oddélit mezerou a jejich typ napsat jen jednou. Uvedena deklarace
(a b : Nat) je tedy zkratka za (a : Nat) (b : Nat) akorat. Po uvedeni vsech
argumentu napiseme dvojtecku a typ vystupu. Zde je prehled zakladnich datovych

typu:

typ popis priklady hodnot
Nat prirozend ¢isla (N) 0, 1, 42
Int celd ¢isla (Z) -9, 0, 5
Float desetinna cisla -0.5, 0.0, 8.63
Bool logickd hodnota false, true
String textovy Tetézec """, "dvé slova"
Doted jsme mluvili o typu. Po napsani ,,:=“ pfichazi na fadu hodnota. Zde

napiseme vyraz (dle syntaktickych pravidel, které jsme si uz vysvétlili) spravného
typu. Lze se odkazovat na argumenty a na diive definované funkce.

Pokud si chceme zkusit, co nase nova funkce déld, napiSeme (kamkoliv pod
misto deklarace) #eval obvod_obdelnika 3 2. Zobrazi se odpovéd 10.

Uloha 1 [0,5b]: Naprogramugte vijpocet povrchu kvddru:
S =2-(ab+bc+ ca)

Hlavicka vasi funkce zni:
def povrch_kvadru (a b ¢ : Nat) : Nat :=

Uloha 2 [1b]: Naprogramugjte vgpocet obsahu trojihelniku podle Heronova vzorce:

a+b+ec

S=s-(s—a)-(s—b) (s—c) kde s = 5

Pro vijpocet odmocniny pouzivejte funkci Float.sqrt pracujici s desetinngmi cisly.
Hlavicka vasi funkce zni:
def obsah_trojuhelniku (a b ¢ : Float) : Float :=
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Jak Fesit dlohy

Vétsinou je u ulohy uvedena hlavicka funkce, kterou mate implementovat. Nemu-
site ji ru¢né opisovat; podivejte se do souboru Zadanil.lean a uvidite tam funkce
(bez jejich implementace) a ukazky jejich volani. Obcas je v komentafi (hned za
#eval voldni funkce) napsdno, jaky je vzorovy vystup. Pro spravné vyfeseni tlohy
je potfeba, aby vase funkce davaly spravny vysledek na vSech moznych vstupech,
nejen na téch ukazkovych.

Vase teseni{ doporuCujeme psat primo do souboru Zadanil.lean na mista
oznacend komentafem -- TODO. Pfi FeSeni muzZete pouzivat (tj. odkazovat se na)
cokoliv, co bylo v ¢asopise. Kédy z Casopisu (obcas i s nééim navic) najdete v sou-
boru Cislol.lean, ktery je souborem Zadanil.lean jiz naimportovan. Muzete
vyuzivat i ,standardni knihovny“ (core, std4, mathlib4), ale vézte, Ze vse, co
je k Teseni uloh potfeba, je jiz naimportovano. Napriklad soubor Cislol.lean
zaCind fadkem import Std.Data.Nat.Basic, diky ¢emuz muzeme pozdéji vyu-
Zivat funkci Nat.sqrt pro vypocet odmocniny (z prirozeného ¢isla, zaokrouhlené
dolti; viz nésledujici podkapitola). ProtoZe soubor Zadanil.lean importuje sou-
bor Cislol.lean na svém prvni fadku, funkce v souboru Zadanii.lean mohou
pouzivat Nat.sqrt taktéz.

Podminka

Pro pripady, kdy chceme délat rtzné véci v riaznych situacich, mame v Leanu
konstrukci if-then-else. Neni to vsak stejny if-then-else, jako nékteri znite z impe-
rativnich programovacich jazykia. V Leanu neexistuje zadna posloupnost piikazi,
kterd by se mohla podminéné (ne)vykondvat; v téle funkece pouze deklarujeme,
jakd je vystupn{ hodnota (a ta musi byt definovdna pro vSechny vstupy, takze
nelze vynechat ,else ¢dst“). Proto je zdejsi if-then-else ve skutecnosti tzv. pod-
minény vyraz (funguje stejné jako terndrni operdtor ,?:“ v jazyce C).
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Podminény vyraz si uvedeme na (zcela nepraktickém) piikladu urceni parity
prirozeného ¢isla, kde vystup bude v podobé textového retézce; bud napiseme
sude, nebo napiseme liche.

def parita (n : Nat) : String :=
ifn’%2=0

then "sude"

else "liche"

Cést za then i ¢dst za else musi byt vyraz stejného (spravného) typu. Tu Cést
za if budeme nyni chapat spiSe intuitivné. Muzeme zde pouzivat relacni ope-
ratory =, #, <, >, <, > a dalsi (€, ¢, C, D, ... zilezi na typu vyrazu, které
sporovnivame*), nebo tady mizeme zavolat existujici funkei vracejici logickou
hodnotu. Ve vyse uvedeném piikladu porovnavame vyraz n % 2, tj. zbytek z ¢isla
n po déleni dvéma, s prirozenym ¢islem nula.

Uloha 3 [1b]: Objasnéte, proc #eval parita (2 - 3) oznamuje sude.

Jako piiklad funkce vracejici (tj. oznamujici na vystupu) logickou hodnotu
bude uréeni, zda je zadané pfirozené ¢islo ,Ctverec* (druhd mocnina néjakého
prirozeného ¢isla).

def je_ctverec (a : Nat) : Bool := (Nat.sqrt a) =~ 2 = a

Hlavicku funkce snad neni tfeba komentovat. Pojdme si vysvétlit, jak funguje
jejl télo (Nat.sqrt a) ~ 2 = a. Druhd odmocnina se anglicky fekne ,square
root“, proto zkratka sqrt jako nazev funkce. Prefix Nat. oznacuje, Ze se uvazuje
odmocnina nad prirozenymi ¢isly; konkrétné je to dolni celd ¢ast druhé odmocniny
z argumentu. Vyraz (Nat.sqrt a) bychom v matematice na papitre zapsali jako
|v/a]. Nésleduje symbol ,,~¢ (stfiska), coz je infixovy operdtor umocnéni.

Napriklad zaddanim a = 8 se vypocita (Nat.sqrt 8) = 2 = 4 a v porovnani
se zadanou hodnotou 8 to dé vystup false (tj. logickd hodnota nepravda).

Uloha 4 [1b]: Naprogramugte funkci, kterd wrci, zda je zadané ¢islo cturtou moc-
ninou nejakého prirozeného cisla. Hlavicka vasi funkce zni:
def je_ctvrta_mocnina (a : Nat) : Bool :=
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Seznam malé velikosti

Reknéme, 7e na vstupu mame dvé celd &sla, kterd chceme vratit jako rostouct
posloupnost. Tento priklad demonstruje, jak se zapisuji v Leanu seznamy malé
velikosti (zde konkrétné seznamy velikosti jedna nebo dva); pisi se do hranatych
zavorek; je-li vice nez jeden prvek seznamu, oddélujeme je ¢arkou, kterd se vsak
nepise za posledni prvek seznamu. VSimnéte si také pouziti ,,zanoreného* prikazu
if bez nutnosti zavorek navic:

def dvojice_rostouci (x y : Int) : List Int :=
ifx=y
then [x]
else if x <y
then [x, y]
else [y, x]

Typ vystupu List Int znadi seznam celych ¢isel. Seznamum v obecnosti budeme
vénovat cely pristi dil.
Uloha 5 [2b]: Naprogramugjte veseni kvadratické rovnice ax®+bx+c = 0. Hlavicka

vasi funkce zni:
def reseni_kvadraticke rovnice (a b ¢ : Float) : List Float :=

7 technickych divodi, které tu nechceme rozebirat, nelze desetinna ¢isla po-
rovnavat operatorem ,,=“. Pro vyhodnoceni, zda se dvé desetinna ¢isla rovnaji, je
potfeba pouzit operator ,,==“. Tato operace je nebezpecnda a obecné se nedoporu-
Cuje délat, nebot pocita¢ ma pii praci s desetinnymi ¢isly zaokrouhlovaci chyby,
které neni snadné predvidat. My vsak pro tentokrat slibujeme, ze pri pouzivani
relacnich operdtoru (==, <, >) nad typem Float v této dloze nenastanou zaddné
podivnosti (neni to chytdk).

Rekurze

Rekurze, tj. schopnost funkce odkazovat se sama na sebe, je srdcem funkciondlniho
programovani. Vyjadiuji se pomoci ni cykly a dalsi véci. Pojdme si rekurzi ukazat
na oblibeném prikladu, kterym je faktorial.

Funkce faktorial, znacend pomoci vykri¢niku za prirozenym ¢islem, je soucin
prirozenych ¢isel od 1 po zadané ¢islo. Naptiklad faktorial péti je:

hl=1-2-3-4-5=120
Obecné to muzeme zapsat takto:
n=1-2-...-n
Vsimnéme, co se stane, kdyz se ¢islo, ze kterého pocitame faktorial, zvysi o jed-

nicku:

41=1.2.3.-4=4-(1-2-3)=4-3
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Pro obecné n pak plati

m+D)!'=Mnm+1) n!

jak dokazeme nahlédnout jednoduchym preusporadanim soucinu.

Udélejme ted myslenkovy obrat! Slo by vyse uvedeny vztah pouzit, misto po-
zorovani o vlastnosti faktoridlu, jako definici faktorialu? Vskutku, pokud bychom
jiz védéli, ¢emu se n! rovnd, mohli bychom zadefinovat hodnotu (n + 1)! pomoci
vyse uvedeného vztahu.

Dodefinujme si ted hodnotu 0! = 1 (to se muZe zdat na prvni pohled divné,
ale kdybychom tak neuéinili, rozbila by se tim spousta matematiky). Ted budeme
pocitat:

H=0+1)'=0+1)-00=1-1=1
A=(1+D=01+1)-11=2-1=2
A=(2+1)=(2+1)-21=3-2=6
A=B+1)=(B+1)-31=4-6=24
Bl=(4+1)=(A+1)-4=5-24=120
6l=(B+1)=(5+1)-5=6-120 = 720

Vidime, Ze funkce faktorial roste rychle. A taky vidime, Ze lze vSechny hodnoty
faktoridlu urcit pomoci téchto dvou vztahu:

0=1
m+1)=Mm+1) -n!

Neni tu zddnéd nejednoznacnost v tom, ktery vztah mame pouzit; horni vzorec
urcuje hodnotu pro nulu, zatimco dolni vzorec urcuje hodnotu pravé pro vsechna
nenulova cisla.

Takze to je plnohodnotné definice faktoridlu. Naprogramujme ji ted v Leanu:

def faktorial : Nat — Nat
| 0 =>1
| n+1 => (n+1) * (faktorial n)

Mozna jste si v ukdzce vyse vsimli symbolu ,,—“ v deklaraci typu funkce. To neni
tiskova chyba. V kédu se nachdzi Unicodovy symbol Sipky. Az ho nékdy budete
potiebovat napsat sami, mohli byste samoziejmé jit do nasi ukazky a zkopirovat
ho, ale lepsi bude, kdyz se naucite ,—“ psat na klavesnici. Ve vyvojovém pro-
stredi ho vytvorite tak, ze napiSete \r a stisknete tabulator. Pokud chcete napsat
symbol ,—“ nédsledovany mezerou (coz vétsinou budete chtit), mizete tuto dvo-
jici symbola snéze vytvorit tak, Ze napiSete \r a stisknete mezernik (tedy nedojde
ke stisknuti tabuldtoru).

Pokud narazite na jiny specidlni symbol (na ten vyzadujici Unicode, jako
tieba ta Sipka doprava), ktery byste chtéli umét sami napsat, muZzete nad nim
(ve kterémkoliv z doporu¢enych vyvojovych prostiedi) podrzet my$ a zobrazi se,
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co musite napsat na kldvesnici (uvadi se to tam véetné toho pocdteéniho zpétného
lomitka, ale bez uveden{ nésledného tabuldtoru/mezery). Obcas tam uvidite vice
moznosti (tfeba ta Sipka ,—“ jich tam m4 hned Sest), ale je lepsi se divat jen na
tu prvni uvedenou moznost a tu si zapamatovat.

Po hlaviéce nésleduje tzv. pattern matching. Pred kazdy pattern se pise ,,| ¢
(svislitko). Mezi patternem a pfifazenym vystupem se piSe dvojice symbolt ,,=>
(rovnitko a vétsitko). To jsou standardn{ ASCII znaky.

Podobnym zptsobem, jako jsme rekurzivné naprogramovali faktorial, zade-
finujeme Fibonacciho ¢éfsla (0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, ...). To je
posloupnost prirozenych ¢isel zac¢inajici nulou a jednickou, ve které je kazdé dalsi
¢islo rovno souctu predchozich dvou cisel:

def fibonacci : Nat — Nat

| 0 =>0

1 =1

| n+2 => fibonacci n + fibonacci (n+1)

Vsimnéte si, Ze je opét jednoznacéné, ktery pattern se pouzije.

Doted pro nas byly termy typu Nat, tj. pfirozena ¢isla, atomicka; nedivali jsme
se na né jako na sekvenci ¢islic. Lze v takovém ramci definovat ciferny soucet?

Ano, lze. Vsimnéme si tfeba, Ze posledni cifru prirozeného ¢isla ziskdme jako
zbytek po déleni deseti. Predchozi cifry poscitame tak, ze predhodime celocisel-
nou desetinu ze zadaného ¢isla rekurzivnimu zavolani. Ta rekurzivni voldni musi
vsak nékde skoncit, jinak bychom se vysledek nikdy nedozvédéli. Stane se tak,
kdyz dojdeme k jednocifernému ¢islu. Pro ted ignorujte klicové slovo partial na
zacatku hlavicky funkce:

partial def ciferny_soucet (a : Nat) : Nat :=
if a < 10

then a

else (a % 10) + ciferny_soucet (a / 10)

Uloha 6 [2b]: Ciferace je ciferny soucet opakovany tak dlouho, aZ vznikne jedno-
ciferné cislo. Napriklad ciferace cisla 919 je 1, protoZe ciferny soucet 919 je 19,
ciferny soucet 19 je 10, ciferny soucet 10 je 1. Naprogramujte funkci pro vypocet
ciferace. Hlavicka vast funkce zni:

partial def ciferace (a : Nat) : Nat :=
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vV

Ted se zamérime na technickou tlohu, v niz dostaneme funkci f: N x N — Q
a mame za Ukol spocitat soucet jejich vystupnich hodnot pro vsSechny vstupy
(i,7), kde i a j jsou pfirozend ¢isla mensi nez zadané n. Jinymi slovy, na vstupu
je funkce f a ¢islo n a my mame za kol vypocitat hodnotu:

n—1 n—1

>N f6 )

i=0 ;=0

Nasi funkci pojmenujeme suma_pres_ctverec (to neni ndzev vstupni funkce — ta
se jmenuje f) a naprogramujeme ji nésledovné:

private def suma_pres_radek (f : Nat — Nat — Float) (m : Nat)
Nat — Float

| 0 =>0.0

| n+1 => (f m n) + (suma_pres_radek f m n)

private def suma_pres_obdelnik (f : Nat — Nat — Float) (n : Nat)
Nat — Float

| 0 =>0.0

| m+*1 => (suma_pres_radek f m n) + (suma_pres_obdelnik f n m)

def suma_pres_ctverec (f : Nat — Nat — Float) (n: Nat) : Float :=
suma_pres_obdelnik f n n

Vsimneme si nékolika véci:

e Funkce mohou byt argumenty funkci. To by nemélo byt velkym prekvape-
nim; funkce je term a kazd4d funkce si muze libovolné specifikovat, jaké typy
termit bere jako svoje argumenty. Rikd se tomu, %e suma_pres_ctverec je
tzv. funkce vyssiho radu.

e Je tu pouzit tzv. currying. Funkce typu A x B — C vyjadifujeme jako
funkce A — (B — C) a diky implicitni asociativité ,—“ to zapisujeme
jako A — B — C ve stejném vyznamu. Ve funkciondlnim programovani je
zvykem pouzivat currying pii deklaraci vSech funkci, které by konceptualné
braly vic nez jeden argument.

Vyhodou je, ze takto definované funkce mizeme tzv. ¢astecné aplikovat.
Kdyz £ je funkce typu Nat — Nat — Float, tak po dosazeni hodnoty
(naptiklad ¢isla 42) za prvni argument (formélné za jeji jediny argument)
vznikne funkce f 42 : Nat — Float a po dosazeni dalsiho pfirozeného
¢isla dostaneme desetinné ¢islo na vystupu.

o Kyzend funkce suma_pres_ctverec ma pouze dva argumenty, ale k jejimu
vypoctu jsme zadefinovali pomocnou funkci, ktera bere tii argumenty. Ta-
kové véci se ¢asto hodi udélat!
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e Pomocné funkce kombinuji pojmenované argumenty s pattern matchingem
na poslednim argumentu (ten neni pojmenovany v hlavi¢ce funkce, nybrz
jeho jméno plyne z vyrazu napsaného mezi , | “ a ,=>%).

e Pomocné funkce maji klicové slovo private pied svou deklaraci. To urcuje,
ze kdyz soubor Cislol.lean naimportujeme v jiném souboru, pomocné
funkce suma_pres_radek a suma_pres_obdelnik tam nebudou viditelné
(nepujdou z ostatnich souboru zavolat).

7\ R Y T Y24

Uloha 7 [3b]: Necht je ddna funkce g, kterd trojici prirozenych cisel pritazuje
prirozené c¢islo. Naprogramugjte hleddni maximdlni hodnoty funkce g na mnoZiné
{0,...,n—1}3 neboli:

max max max ¢(4, j, k)

i<n j<n k<n
Celkem tedy musite projit n> hodnot. Hlavicka vasi funkce zni:

def maximum_z_krychle (g : Nat — Nat — Nat — Nat) (n : Nat)
Nat :=

Uloha 8 [2b]: Naprogramugjte funkci, kterd urcéi, zda zadané prirozené cislo je
prvocislo. Hlavicka vasi funkce zni:
def je_prvocislo (a : Nat) : Bool :=
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Uloha 9 [2b]: Naprogramugjte funkci, kterd urcéi, zda zadané prirozené cislo je
dokonalé ¢islo. Cislo je dokonalé, pokud je rovno souctu vsech vlastnich déliteli.
Napriklad 6 =1+ 2+ 3 je dokonalé cislo. Oproti tomu 8 nend dokonalé ¢islo (md
moc nizky soucet vlastnich délitelid). Stejné tak 12 neni dokonalé &islo (md moc
vysoky soucet vlastnich déliteli). Hlavicka vasi funkce zni:

def je_dokonale_cislo (a : Nat) : Bool :=

Technické detaily

Tuto sekci muzete klidné preskocit. Budeme se tu bavit o tom, co je povoleno
délat pri pattern matchingu a co se zhruba tak nachazi za kédem, ktery piseme.
Pokud se vam pfi definovani rekurzivnich funkci bude odmitat zkompilovat kéd,
ktery jste napsali, muzete se pokouset hledat odpovéd na vas problém v této sekci.
Jednodussi ale asi bude, pokud mi napiSete e-mail s dotazem a prilozite kéd, ktery
vam nefunguje.

Typ Nat ma dva konstruktory (ty spoleéné tvori konstruktivni definici pfiro-
zenych ¢isel):

e Nat.zero : Nat ,nula“

e Nat.succ : Nat — Nat ynaslednik “
Pojdme se podivat, co se délo, kdyz jsme definovali rekurzivni funkci na priroze-
nych c¢islech. Kdyz jsme naprogramovali faktorial

def faktorial : Nat — Nat
| o =>1
| n+t1 => (n+1) * (faktorial n)

Lean prelozil nds$ pattern matching na néco jako nésledujici definici (toto neni
platnd deklarace v Leanu; nésledujici dva fadky chapejte jen jako pfirovnéni):

faktorial (Nat.zero) := (Nat.succ Nat.zero)
faktorial (Nat.succ n) := (Nat.succ n) * (faktorial n)

Napsanim pattern matchingu

| 0 =>konstanta obraz Nat.zero
| n+1 => vyraz zavisejici na n obraz (Nat.succ n)

davame kompildtoru navod na to, jak mé ,obslouzit*“ oba konstruktory. Podobné
pattern matching se tfemi vétvemi

| 0 =>konstanta obraz Nat.zero
| 1 => konstanta obraz (Nat.succ Nat.zero)
| n+2 => vyraz zavisejici na n obraz (Nat.succ (Nat.succ n))

opét urcuje, jak se zobrazi vSechna cisla.
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Kompilator zkontroloval, ze je vycCet vycerpavajici. Muzete si zkusit, ze pokud
bychom to zménili na

| o = ...
| 1 => ..
| n+3 => ...

kompilator by si postézoval

missing cases:
(Nat.succ (Nat.succ Nat.zero))

aby dal najevo, ze funkce neni definovand na vsech prirozenych ¢islech (chybi zde
obraz dvojky). Vyrazy jako n+1 maji v pattern matchingu specidlni roli, protoze
jsou syntaktickou zkratkou za konkrétni konstruktor prirozenych ¢isel. Nemuzeme
napsat n*2 na levou stranu od ,,=>“ v nadéji, Ze tenhle pattern matchne vsechna
sudé ¢isla — na to bychom museli pouzit podminku (na pravé strané od ,=>“ nebo
uplné bez pattern matchingu).

Kdyz definujeme rekurzivni funkei, kompilator se automaticky snazi dokazat,
Ze rekurze nékdy dobéhne pro kazdy vstup (je to tzv. well-founded recursion).
Pokud se mu to nepodari, odmitne funkci zkompilovat a fekne nam, ze od nas po-
zaduje dikaz terminace, coz zatim nevime, jak by se délalo. Kli¢ové slovo partial
vypind toto chovani. Automatické odvozeni terminace uspéje v zédkladnich pripa-
dech, naptiklad kdyz £ (n+1) vold £ n jako jediné rekurzivnim volinim v de-
klaraci funkce f. V dilech o programovani se tim nebudeme trapit — kdykoliv
kompilator nebude umét odvodit, ze funkce dobéhne, priddme partial pred jeji
definici.

Pattern matching lze taky délat na vice argumentech. V takovém pripadé
se oddeéluji carkou. Opét je potfeba pokryt vsSechny kombinace konstruktori.
Piikladem vyuziti pattern matchingu na dvou argumentech je Ackermannova

funkedSt

partial def ackermann : Nat — Nat — Nat

| 0O , n =>n+l

| m+1, O => ackermann m 1

| m+1, n+l1 => ackermann m (ackermann (m+1) n)

8https://cs.wikipedia.org/wiki/Ackermannova_funkce
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Vyzva

Tohle zatim bylo programovani. Pokud se nemutzete dockat, az zacneme s doka-
zovanim matematickych tvrzeni, mizete si zatim zahrdat Natural Number Game:
https://adam.math.hhu.de/#/game/nng

Za hrani Natural Number Game vis nemuzeme odménit body do M&M, ale
muzete o tom napsat ¢lanecek, ktery otiskneme v nasem casopise, a za to uz body
dostanete! NiZe jsou uvedené ndméty na clanecek, ktery mizete napsat. Natural
Number Game je relevantni pro prvni dva nadméty:

e Dojmy z hrani Natural Number Game

o Axiomatizace prirozenych cisel

o Jak zadefinovat vlastni infixovy operétor

e Rozdily mezi imperativnim a funkcionalnim programovanim
e Co je to lambda kalkulus

e Co je to teorie typi

» Co je to intuicionisticka logika

Martin Dvordk; martin.dvorak@matfyz.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka
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Téma 3 — Hex

Pigkvorky vés (uz) nebavi? Na Sachy / ddmu / ,,Clovéce, nezlob se!“ se vAm nechce
tahat figurky a herni plochu? Je ¢as na novou a lepsi hru!

Hex je kompetitivni deskova hra pro dva hréace s jednoduchymi pravidly, kterou
lze hrat pouze s papirem a tuzkou. Spoéivd v poklddani kamenu (vybarvovani
policek) s cilem spojit své strany / zabrdnit protihraci ve spojeni jeho stran.

My se v tomto tématku podivame na to, kdy vyhrava ktery hrac, a celkové na
to, jak Hex hrat co nejlépe. Tématko bude hravé, ale stejné jako v matematice
kazdy vysledek musime Fadné odivodnit.

Dil 1: Pojdme (si) hrat
Pravidla

Hex se hraje na Sestitthelnikové siti, kde je vyznacéeno, které ¢asti mé ktery hrac
spojit. V zakladn{ hte je tvar plochy kosoétvercovy (viz obrézek, vétsinou 11x11
policek, a hrac¢i maji spojit protéjsi strany tohoto kosoctverce. Jiné hraci plochy
vSak budou hlavnim predmétem naseho zkoumani.

Poéinaje prvnim hra¢em, BUNO éerveny se hraci stiidaji ve vybarvovani
poli¢ek svymi barvami (ptipadné pokldddn{ kament své barvy), s tim, Ze jakmile
je policko jednou vybarveno (hraci kdmen polozen), jiz jej nelze znovu obarvit.

Jakmile néktery z hraca spoj@ své dvé vyznacené Casti herni plochy (v za-
kladni hie dvé protéjsi strany kosoétverce), hra konéi a tento hraé¢ vyhrava. Jednu
takovou hru si muzete prohlédnout na obrazku

Obrazek 1: Odehrana hra na zakladni herni plose, jak hra probihala je naznaceno ¢isly,
vyhral modry hrac

19V gernobilé verzi svétlejsi.
208poji = vytvoii posloupnost policek, kde vzdy dvé ndsledujici policka spolu sousedi (policka
spolu sousedi, sdileji-li stranu) a prvni a posledni poli¢ko lezi u danych éasti.
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Sestitihelnikovou sit si miizete stahnout na https://mam.matfyz.cz/media/
prilohy/30-1-a4.pdf|a vytisknout. V piipadé, Ze byste si chtéli hru zahrat a ne-
mate u sebe zrovna Sestitthelnikovany papir, mizete si vSimnout, ze obarvovat Ses-
tithelniky v Sestitithelnikové siti je to samé jako obarvovat vrcholy v trojithelnikové
siti, kterd se rysuje rozhodné snadnéji. Viz obrazek

Obrazek 2: Stejné odehrana hra, tentokrate na trojihelnikové herni plose

Zadani

Pri resend tohoto dilu si nic nedohleddvejte na internetu, na to prijde cas pozdéji!
U problému se boduje jak mnozZstvi, tak ,kvalita“ (zajimavost, pouZitelnost, kre-
ativita, ...).

Za vitéznou strategii povazujeme postup pro konkrétniho hréace, ktery vede
k vitézstvi, at bude hrat protihrac¢ jakkoliv. Je celkem jedno, zda takovy postup
popiSete formélné (napf. zobrazeni z pozic do konkrétnich taht) nebo slovné (napf.
budeme hrét symetricky jako protihréc), vzdy by ale mélo byt jasné, co ma hraé
drzici se této strategie hrat. Kromé toho vzdy peclivé zdiavodnéte, pro¢ timto
postupem dosdhneme vyhry, at bude protihrac¢ délat cokoliv.

Uloha 1 [4b]: Dokaste, ze v zikladni hie (na kosoctvercové 11 x 11 herni plode),
at budou hrdt hraci jakkoliv, musi jeden z hrdci vyhrdt.

Ukazte navic, Ze vitéznou strategii md cerveny (zacdinajici) hrac. (Neni treba
najit konkrétni vitéznou strategii, jen dokdzat, Ze ji cerveny md. Ndpoveda: Mize
se hodit pruni &dst dlohy.)

Ping pocet bodu dostanete pouze za dikaz, ktery opravdu mic neopomiji. Za
zobecnéni na dalsi herni plochy muzete ziskat bonusové body navic.

Pro zdkladni hru (11 x 11) neni vitézna strategie zndma, ale pro herni plochu
o jednom policku mame jasnou vitéznou strategii: prosté zahrajeme svoji jedinou
moznost. Jak moc mizeme hru zvétsit, abychom jesté uméli vyhrat za zacinaji-
ctho hrace? A jsou néjaké jiné tvary hernich ploch, kde méme néjakou zajimavou
vitéznou strategii?
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Problém 2: Naleznéte herni plochy, na kterjch umite ukdzat konkrétni vitéznou
strategii za jednoho z hrdci.

Pro zdkladni hru plati, ze vyhraje zacinajici hra¢. Co kdyz ale zménime herni
plochu na néjakou jinou? Napiiklad:

Problém 3: Naleznéte herni plochy, kde md modry hrdic tak velkou vihodu, Ze
vyhraje, at bude cerveny hrdt jakkoliv, prestoze nezacind.

Miizete napriklad zkusit zjistovat, pro které rozméry kosodélniki (obrdzek @
vyhrdvd cerveny a pro které vyhrdvd modry. (Neni nutné toto rozhodnout hned pro
vsechny, ale napr. ,,Kdyz to bude mit modry 42krdt bliZe, tak uz vyhraje, a kdyz to
bude mit o jedna bliZe, tak vyhraje 5erveng,E|. Nic mezi nevim. “ Ale samozrejmé
se boduje, které vsechny kosodélniky umite rozhodnout.)

Obrazek 3: Ruzné tvary kosodélnikové hraci plochy

Problém 4: Vymyslete zajimavé herni plochy nebo upravy pravidel, které bychom
mohli zkoumat. NeZ teseni tohoto problému odevzddte, zamyslete se, zda byste
vibec takto upravenou hru chtéli hrdt za libovolného hrdce (napr. ,vidy hraje
cerveny a modry se jen koukd“ neni moc zajimavd dprava).

U hernich ploch neni nutné, aby mély dvé a dvé vyznacené oblasti, které maji
hréci spojit. Mlzete si s tim vyhrdt (mtZou spojovat stejné Casti, kus okraje
plochy lze nechat jako neutrdlni tizemi, atd.). V takovém piipadé ale uvedte, co
tedy musi hra¢ spojit pro vyhru (napf. pokud bude vyznacenych ¢asti vice, tak
jestli stac¢i spojit libovolné dvé, nebo chcete spojit vsechny naraz, nebo néjaké
konkrétni dvojice).

21Toto tvrzeni nemusi byt pravda, nevim, kdo vyhraje, kdy# to bude o jedna.
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Pro odvézlivce nabizime na obrdzku [4] i pravdépodobné velmi obtiZzny pro-
blém.

Obrazek 4: Ultiméatni otdzka: Méjme lichobéznik vznikly z pravouhlého trojihelniku
ufiznutim vrcholu s pravym thlem. Necht jsou ramena lichobézniku Cervend a zdkladny
modré. Existuje pro kazdou délku mensi zdkladny dostatecnd vyska lichobézniku, pti
které uz vyhraje Cerveny?)

A nyni uz s chuti do toho!
Bétka; betka.n@centrum.cz
Jidds; |jonas.havelka@volny.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka
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