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Uvnitf najdete nékolik témat a s nimi souvisejicich Gloh. Zamyslete se nad nimi a poslete
nadm sva feSeni. My vdm je opravime a ta nejzajimavéjsi z nich otiskneme. Nejlepsi feSitele
zveme na podzim a na jare na soustfedéni.
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Mily Feiteli,

predposledni ¢islo 29. roéniku M&M je pravé pred tebou a s nim i posledni Sance
k nabyti novych znalosti nebo ziskdni bodu do tohoto roéniku. A co tedy muzes
resit?

Rizen{ jednoho vytahu uz mame dokonale zmaknuté, ale co kdybychom méli
vytaht vice? S timto prichdzi tématko vytaht.

V analyze se ponoiime vice do hloubky a podivame se na rtzné typy integrald.
Kromé nich na tebe cekaji hned t¥i ¢lanky o vyuziti integralii, tak se je neboj
procist.

V tématku o outdoorovych varicich se budeme zabyvat interpretaci namére-
nych dat a riznymi problémy, které pri méreni vyvstaly. Dale jeden z problémi
diky fesenf Dr.MM Vojtécha Stépana definitivné uzavieme a zavérem si zrekapitu-
lujeme metodiku, abychom mohli v méfeni pokracovat.

Tématko akustiky pro tento roc¢nik jiz skoncilo a dékuje vSsem feSitelim za
prizen. Stale vSak mas moznost odevzddvat problémy z poslednich dvou ¢isel
a psat clanky! Na vzorova feSeni zbyvajicich tloh se pak muzes tésit v Sestém
Cisle.

Prestoze nam na dvere klepe jarni soustfedéni, tak tu stile mame dozvuky
soustfedéni podzimniho v podobé ¢lanki z konfer. Na konci ¢isla si tak mutzete
piecist o dlazdéni roviny od Mgr.MV Jichyma Loéwenhoffera a Dr.MM Lidy Ri-
7icky a jak psat pohadky podle zadanych podminek od Be.MM Martina Haikla,
Dr.MM Jana Skopka a Dr.MM Jolany Straitové.

Tvi organizdtori

Téma 3 — Vytahy ... ..o
Téma 4 — Derivace a integraly............... ... it
Téma 5 — OQutdoorové vafide. ..., 321
Resitelsky ¢lanek — Pohadkové podminovani...........................

Resitelsky ¢lanek — DIAZASNT .. ...
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Téma 3 — Vytahy 3

/4 rd \'4 \v4 rd 7
Zadani a reSeni témat
1. deadline: 18. dubna 2023 | 2. deadline: 16. kvétna 2023
Nepropasnéte posledni moznost odevzdat sva Teseni a ¢lanky v tomto ro¢niku!

Téma 3 — Vytahy
Reseni 3. dilu
Uloha 1

Zadani:
Ukdzka kédu[d] pouZivd konstantu ODCHYLKA_SENZORU. Vysvétlete, proc se tato kon-
stanta v kodu nachdzi a co by se mohlo stat, kdybychom ji nepouZzili.

ODCHYLKA_SENZORU = 0.05

def nastavRychlost(e, idVytahu, rychlost):

if e.getSpeed(idVytahu) > rychlost + ODCHYLKA_SENZORU:
e.speedDown (idVytahu)
return False

elif e.getSpeed(idVytahu) < rychlost - ODCHYLKA_SENZORU:
e.speedUp (idVytahu)
return False

else:
return True

Kéd 1: Definice funkce nastavRychlost ().

Reseni:

Kazdy senzor spojité veli¢iny méri jen s omezenou presnosti. Tedy i senzor rych-
losti vytahu méif s nenulovou odchylkou. Navic v redlném svété i na simuldtoru
vzdy ubéhne néjaky cas mezi dvéma mérenimi. Presnou rychlost tak témér vzdy
mineme nékde mezi dvéma po sobé jdoucimi méfenimi.

Pokud bychom chtéli dosahnout pfresné stanovené rychlosti, pravdépodobné
bychom se nikdy nedockali. Misto toho by rychlost vytahu donekonecna oscilovala
v okoli o¢ekavané rychlosti. Proto zavadime konstantu ODCHYLKA_SENZORU, ktera
ik, jak blizko se umime piiblizit k ocekavané rychlosti.

Uloha 2

Zadani:

Napiste funkci closeAllDoors (e, idVytahu), kterd zajisti zavreni vsech dveri
a pripravi tak vitah k jizdé. Podobné jako v ukdzce vise bude tato funkce vracet
True pouze tehdy, kdyZ jsou vsechny dvere dovrené.

ReSeni:

Pojdme si nejprve slovy napsat, co presné bude funkce closeAllDoors() délat.
Na kazdém patte se podivame, jestli v tomto patie existuji dvefe. Pokud ano, tak
se podivame, jestli jsou tyto dvere plné zavrené. Pokud nejsou, tak pokracujeme
v jejich zavirani a zapamatujeme si, ze jesté nejsou vsechny dvere zaviené. Na
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konci vratime True, pokud jsou uz vSechny dvere zaviené, jinak False. Prepis do
zdrojového kédu ukazuje kod [2}

ODCHYLKA_SENZORU = 0.05
def closeAllDoors(e, idVytahu):
dvereZavrene = True
poziceDveri = e.getDoors(idVytahu)
for patro in range(len(poziceDveri)): # pro kazde dvere
# simulator vraci -1 pro dvere, ktere neexistuji
if poziceDveri[patro] != -1 and poziceDveri[patro] > ODCHYLKA_SENZORU:
e.closeDoors(idVytahu, patro)
dvereZavrene = False
return dvereZavrene
Ko6d 2: Definice funkce closeAllDoors().
Uloha 3
Zadani:
Napiste funkci goToFloor(e, tdVytahu, floorNumber), kterd presune kabinu

vgtahu do zadaného patra a zajisti uplné zastaveni kabiny. Opét funkce vraci True
pouze tehdy, kdyZ vitah stoji v zadaném patre, jinak vraci False.

Reseni:
Pojdme si tuto tlohu nejprve rozebrat na jednodussi podilohy, které potom spo-
jime do jednoho celku. Budu zde fesit pouze presun kabiny vytahu bez zavirani

a ot

evirani dveri. Manipulaci s dvefmi jsme jiz vyfesili v tloze 2.

V ramci presunu budeme potiebovat minimalné tyto stavy:

1.

L

Rozjezd kabiny a jizda maximélni rychlosti smérem k cilovému patru. (Diky
funkci setSpeed(...), kterou si ukazeme za chvili, nemusime rozlisovat
mezi rozjezdem a jizdou maximélni rychlosti.)

Brzdéni a jizda minimalni rychlosti tésné pred dosazenim cilového patra.
Zastaveni v cilovém patre.
Stani v cilovém patre.

(Pokud bychom fesili i zavirdan{ a otevirdn{ dver{, museli bychom je zde
zminit jako samostatné stavy.)

V kazdém stavu potfebujeme jet néjakou rychlosti (véetné nulové), proto si
zadefinujeme pomocnou funkci setSpeed(e, id, speed), kterd v kazdém kroku
zajisti zménu rychlosti kabiny smérem k speed. Pokud se rychlost kabiny rovna
speed, funkce vrati True, jinak False. Prepis do zdrojového kédu ukazuje kéd

1| def setSpeed(e, id, speed):

ok W

elevatorSpeed = e.getSpeed(id)

if elevatorSpeed > speed + ODCHYLKA_SENZORU:
e.speedDown (id)
return False
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elif elevatorSpeed < speed - ODCHYLKA_SENZORU:
e.speedUp (id)
return False

return True

© 0w N o

Kéd 3: Definice funkce setSpeed ().

Nyni uz zbyva osetfit jednotlivé stavy a vhodné nastavit konstanty. Vsimnéte
si, ze nasledujici ukdzka v kédu [d] obsahuje stejny podet vétvi, jako je uvedeno
v seznamu stavu vyse.

ODCHYLKA_SENZORU = 0.05

# rychlost kabiny mezi patry
TARGET_SPEED = 0.5

# rychlost priblizovani do patra
SLOW_SPEED = 0.1

# jak daleko od cile zacit brzdit
SLOW_SPEED_DISTANCE = 0.5

# nefunguje pro num = 0, ale tato situace zde nenastane
def signum(num):
return num / abs(num)

e
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13| def goToFloor(e, idVytahu, floorNumber):

14 i# ziskame informace o kabine

15 elevatorPosition = e.getPosition(idVytahu)

16 elevatorSpeed = e.getSpeed(idVytahu)

17 # vytah je ve spravnem patre a zastavil

18 if abs(elevatorPosition - floorNumber) < ODCHYLKA_SENZORU \

19 and abs(elevatorSpeed) < ODCHYLKA_SENZORU:

20 return True

21 # vytah dorazil do cile, ale nestoji, takze zastavime kabinu

22 elif abs(elevatorPosition - floorNumber) < ODCHYLKA_SENZORU:

23 setSpeed(e, idVytahu, 0)

24 # vytah se blizi do ciloveho patra a zpomaluje

25 elif abs(elevatorPosition - floorNumber) < SLOW_SPEED_DISTANCE:
26 direction = signum(floorNumber - elevatorPosition)

27 setSpeed(e, idVytahu, SLOW_SPEED % direction)

28 # vytah je daleko od ciloveho patra a muze jet maximalni rychlosti
29 else:

30 direction = signum(floorNumber - elevatorPosition)

31 setSpeed (e, idVytahu, TARGET_SPEED * direction)

32 return False

Kéd 4: Definice funkce goToFloor ().

Problém 4

Zadani:
Co se stane, kdyz pouziju ndsledujici prechodovou funkci?

def prechodovaFunkce(e):
idVytahu = "Vytahl’
goToFloor(e, idVytahu, 2)
goToFloor(e, idVytahu, 0)

B W o

UvazZujte rizné implementace funkce goToFloor(...), nikoliv jen tu vasi z ilohy 3.
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Reseni:

V programatorské praxi fikdme, ze toto chovani neni definované. Pokud nezname
implementaci funkce goToFloor(...), tak obecné nemiizeme predpokladat zadné
konkrétni chovani. Pokud se dostaneme do nedefinovaného stavu, tak musime
pocitat i s moznym padem celého programu. Béznym prikladem nedefinovaného
chovani je neoSetfené déleni nulou, kdy program na vét$iné procesoru zastavi
s chybovym hlasenim.

V tomto pripadé se snazime uvnitf jedné prechodové funkce dostat do dvou
riznych stavi zaroven. Vami dodana funkéni feseni by v tomto pripadé vétsinou
presunula vytah do pfizemi, nebot druhé volani funkce goToFloor(...) by plné
prepsalo to prvni. Obecné se ale nemtizeme spoléhat na to, ze se vSechny mozné
implementace zachovaji stejné.

Uloha 5

Zadani:

Upravte tuto ukdzku (kod @) tak, aby vytah oteviral a zaviral dvere. Kdyz vijtah
stoji v patre, tak md otevrené dvere, dokud neni stisknuté tlacitko pro presun do
jiného patra.

Reseni:

Nejprve si nadefinujeme funkce closeDoor(...) a openDoor(...), které ziskdme
drobnou modifikaci kédu z tlohy 2. Ukazku téchto funkci najdete v kodu

def closeDoor(e, id, patro):
poziceDveri = e.getDoorsPosition(id, patro)
if poziceDveri < O + ODCHYLKA_SENZORU:
return True
else:
e.closeDoors(id, patro)
return False

def openDoor(e, id, patro):
poziceDveri = e.getDoorsPosition(id, patro)
if poziceDveri > 1 - ODCHYLKA_SENZORU:
return True
else:
e.openDoors(id, patro)
return False

Kéd 5: Ukédzka implementace funkce pro otevieni a zavieni dveri.

Nyni stac¢i do kédu vlozit zminéné otevirani a zavirani dveii oSetfené pomoci
funkef closeDoor(...) a openDoor(...) z tlohy 2. Ukdzka kédu [G] zobrazuje
symbol (—) na fadcich, které byly v rdmci implementace FeSeni odstranény, a sym-
bol (4) na Fadcich, které byly naopak vloZeny.

class GD: # zkracene GlobalData
id = 'Vytahl’
stav = ‘ceka’
cilovePatro = 0

+ startovniPatro = 0
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def prechodovaFunkce(e):
if GD.stav == 'jede’:
+ if closeDoor(e, GD.ID, GD.startovniPatro):
if goToFloor(e, GD.id, GD.cilovePatro):
GD.stav = 'ceka’
GD.startovniPatro = GD.cilovePatro
print(’'Vytah dorazil do ' + stxr(GD.cilovePatro) +
elif GD.stav == 'ceka’ and e.numEvents() > O:
elif GD.stav == "ceka" :
openDoor(e, GD.ID, GD.startovniPatro)
if e.numEvents() > 0O:
event = e.getNextEvent()
if event == ‘prizemi’:
GD.cilovePatro = 0
GD.stav = 'jede’
elif event == "1.patro’:
GD.cilovePatro = 1
GD.stav = 'jede’
elif event == '2.patro’:
GD.cilovePatro = 2
GD.stav = 'jede’
else:
print(’'Stisknuto nezname tlacitko.’)

+

r

. patra.’)

+ 4+

Kéd 6: Upraveny kod z tlohy 5.

Problém 6

Zadani:

Jak byste tesili optimalizaci poradi stisknutych tlacitek? Kdyz vijtah stoji v prizemi
a napriklad stiskneme v poradi patra 3, 1 a 2, tak chceme, aby viyjtah zastavil
postupné v patrech 1, 2 a 3, nikoliv v pivodnim poradi 3, 1 a 2. Toto zaddni
nevyzZaduje programovdnt, ale jen teoretické zamysleni a slovni popis vaseho reseni.
Reseni:

Tento problém jste vétsinou Tesili zavedenim prioritni fronty. Kazdy pokyn k pre-
sunu jste ulozili do fronty, ve které se jednotliva patra serazovala podle raznych
kritérif. Castym chybnym kritériem bylo ¢islo patra. Potom se napiiklad stalo,
ze vytah stal ve 4. patfe a byl pfivoldn do 5. a 1. patra. V takovém piipadé se
nejprve vydal Spatné do 1. patra, protoze 1 < 5. Jinym kritériem byla vzdalenost
patra od kabiny vytahu. Tato varianta také nebyla vzdy funkéni. Napiiklad vytah
stojici ve 4. patre by se vydal nejprve do 3. patra, potom do 5. patra, a nakonec
do prizemi, coz také neni idealni.

Moznych postupt, jak tento problém Tesit, je samoziejmé nékolik. Zde uvedu
jeden z nich. Misto jedné prioritni fronty si zavedeme hned dvé, jednu pro stou-
pajici a druhou pro klesajici vytah. Ridici elektronika si pamatuje, jestli vytah
je pravé ted na cesté nahoru nebo doli. Podle toho vybird patra ze stoupajici,
respektive z klesajici fronty. Pokud uzivatel privola vytah do patra N, tak se podi-
vame, kde se kabina praveé ted nachazi. Pokud se nachézi nad patrem N, ulozime
si patro do klesajici fronty a opac¢né. Jakmile vyprazdnime stoupajici frontu, pre-
pneme smér jizdy vytahu a pokracujeme v procesu, dokud nevyprazdnime klesajici
frontu. Vzdy mame jistotu, ze stoupajici respektive klesajici frontu vyprazdnime
nejpozdéji v nejvyssim respektive v nejnizsim patre.
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Simulator elektrickych hradel Logisim
Dr.MM Michael Jarvis

Poznamka redakce: Tento ¢lanek se zabyva tématem, které jiz bylo hojné disku-
tovano ve 27. ro¢niku M&M pod ndzvem ,, Téma 4 - Pocita¢ z nul a jednicek*.
Z tohoto duvodu jsme si dovolili tento ¢lanek zkratit a vypustit z ného nékteré
Casti.

Mij oblibeny simulator je simuldtor logiky. Konkrétné pouzivim Logisim.
Tento simulator vam umoznuje rizné mezi sebou propojit logicka hradla, aby na-
priklad sé¢itala, od¢itala nebo si néco pamatovala. Pokud cheete, muizete si v tomto
simuldtoru vytvorit jednoduché hry nebo dokonce celé procesory!

Hradla

Podivejme se tedy na hradla, o kterych to celé je. V logisim mame k dispozici
7 zékladnich hradel. Kazdé hradlo ma néjaké vstupy a jeden vystup. Kazdy vstup
a vystup je reprezentovan kabelem, ktery je bud zapnuty, nebo vypnuty (1 nebo
0). Hradla podle jednoduchého pravidla vypoéitaji ze vstupti vystup.

Viz 1. ¢islo 27. roéniku M&M:
https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/27/27-1.pdf

Vsimnéte si, ze nékterd hradla se jmenuji velmi podobné (AND, NAND; OR,
NOR) a také vypadaji velmi podobné (jedno hradlo mé u vystupu kolecko). To
znamend, ze vystupni hodnoty jsou prevracené. Pokud vystup hradla AND je 1,
tak vystup hradla NAND (se stejnymi vstupy) bude vzdy 0 a naopak. Stejné tak
s ostatnimi.

Casto se nam hodi, aby hradla méla vice vstupt nez jenom dva. Logisim toto
umi udélat pro nés, ale kdybychom si chtéli takové hradlo vyrobit sami, staci,
abychom dali nékolik stejnych hradel za sebou.

Scitani

Zacnéme konecné uz néco pocitat. V bindrce muzeme scitat skoro stejné, jako
bychom scéitali v desitkové soustavé. Dame si obé ¢isla pod sebe a za¢neme ¢islici
nejvice vpravo, seCteme je, vysledek zapiseme, poté pokracujeme dal doleva, dalsi
dvé cislice znovu secteme, a pokud byl minuly vysledek vétsi nez 10, pricteme
jesté 1. Pokracujeme po cislicich dal doleva, dokud neprojdeme celé ¢islo.

Zacnéme jednoduse a pokusme se vytvorit si obvod, ktery secte dvé binarni
cislice. Bude tedy mit dva vstupy, A a B, a dva vystupy, C a S. Vystup si muzeme
predstavit jako dvoubitové ¢islo ve tvaru C'S. VSimnéte si, ze vystup S je ten, ktery
si zapiseme do vysledného ¢isla, a vystup C' nam rika, jestli mame pric¢ist 1 k dalsi
dvojici cifer.


https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/27/27-1.pdf
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Vytvorme si tabulku, kterd nam fekne, kdy ma byt jaky vystup zapnuty:

AlB]C]5]
001 0}]O0
011011
110101
171 110

Z tabulky uz je 1épe vidét, ze vystup C se zapne pouze, pokud jsou oba vstupy
zapnuté, muzeme zde tedy pouzit hradlo AND. Pro vystup S miZeme pouzit
hradlo XOR, protoze by se vystup mél zapnout jen tehdy, kdyz je pouze jeden
(lichy pocet) vstup zapnut.

Viz 1. ¢islo 27. roéniku M&M:
https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/27/27-1.pdf

Zkusme nyni vytvorit obvod, ktery dokaze secist dvé 4bitova cisla. Prvné si
pojmenujme vstupy: A, As, A3, A4 bude prvni 4bitové ¢islo a By, By, B3, By
bude druhé 4bitové ¢islo. Stejné jako u s¢itani v desitkové soustaveé zacneme u Cislic
nejvice vpravo, tedy A4 a By:

Viz 2. ¢islo 27. roéniku M&M:
https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/27/27-2.pdf

Zavér
Pokud véas tento kratky tvod do simuldtoru logiky zaujal, muzete si stdhnout
Logisim nebo si najit néjaky jiny simulator logiky, a pokusit se v ném vytvorit
tfeba odecitani, pamét nebo cokoliv vas napadne.



https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/27/27-1.pdf
https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/27/27-2.pdf
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Dil 4: Rizeni nékolika vytahii

V minulych dilech jsme se zamérovali pouze na tizeni jednoho vytahu, ale i to ndm
dalo celkem zabrat. V poslednim ¢isle tohoto ro¢niku je na Case vyrazit do findle
a zamyslet se nad tim, jak bychom mohli #idit strukturu vétsitho poc¢tu vytaht.

Existuje mnoho zpusobi, jak se vyporadat s Fizenim vice vytahi najednou.
Zde predstavim jeden z nich, ale ve vasich TeSenich budu akceptovat libovolny
funkéni pristup.

Piedstavme si, Ze mezi ndmi (uZivatelem) a strukturou vytahi existuje jesté
jakési rozhodovaci jednotka. Tato jednotka prijima na vstupu vsechna tlacitka,
ktera muzeme my jako uzivatelé stisknout. Naopak na vystupu ovlada jednotlivé
vytahy pomoci virtudlnich tlacéitek, ke kterym uzivatelé nemaji pristup. Znazor-
néni tohoto pristupu najdete na obrazku

‘ Ovladaci tlacitka ’

Udalosti z redlnych tlacitek

‘ Rozhodovaci jednotka ’

Udalosti virtudlnich tlacitek generované rozhodovaci jednotkou

Vytah N - fidici jednotka

Vytah 1 - fidici jednotka Vytah 2 - Fidici jednotka

Obrazek 1: Znézornéni rozhodovaci jednotky pro obsluhu nékolika vytaht najednou.

Zkuste se zamyslet nad tim, jak bude takova rozhodovaci jednotka fungovat
a jak bude vypadat jeji implementace v podobé Mealyho stroje. Své ndpady mu-
Zete uplatnit pfi feseni nasledujici dlohy.

Uloha 1 [12b): Naprogramujte strukturu vijtahi, pro kterou plati:
o Struktura obsahuje alespori 3 vijtahy.
o FExistuji alespon tri patra, ve kterych mohou zastavit vSechny vitahy.

o Existuji alespornt dvé patra, ve kterych miZe zastavit pouze jeden vitah.
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Uzivatel si nemize zvolit, ktery vijtah prijede. V jednom patre ale mizZe byt
vice tlacitek s ruznym vyznamem. Vice tlacitek mizZe mit stejné id.

Ke kazdému id tlacitka specifikujte, kde se toto tlacitko nachdzi. Napriklad:
»Nachdzi se v kazdém patre a v kabiné vijtahu. “

Pokud simulace nepijde spustit, dostanete nejvyse 1 bod. Body za tuto ulohu
budu udélovat ndsledovne:

2b

2b

2b
2b

2b

2b

Provoz vgtahu je bezpecny. (Simuldtor neumd pracovat s prekdazkou ve dve-
Tich, prekdazky tedy nemusite resit.)

Vijtah se k uzivateli chovd prdtelsky. Napriklad vytah zbytecné nebrzdi a ne-
zrychluje tam, kde to neni treba.

Vijtah reaguje na vsechna tlacitka podle ocekdvani.

Viami odevzdany kéd je prehledny. Rdadky kédu, u kteryjch nend jejich funkce
zrejmd, jsou okomentované.

Ridici jednotka se snazi néjakym netrividlnim zpusobem provoz vijtahi op-
timalizovat.

Ke kodu je prilozena dokumentace s nakreslenym grafem prechodové funkce.

Problém 2: Najdeéte v simuldtoru vgtahi néjakou chybu nebo navrhnéte néjaké
vylepseni. Vas ndvrh pridejte jako issue na GitHub. Za kazdou nalezenou chybu
dostanete minimdlné 1b. Navrhnéte opravu néjaké chyby nebo implementaci néja-
kého vylepSeni a nahrajte jej jako pull request na GitHub. Za kaZdy schvdleny

pull

request dostanete minimdlné 2b. Jako reseni tohoto problému odevzdejte

textovy soubor se seznamem odkazu na GitHub na vase issues a pull requesty.
Podle tohoto seznamu budu udeélovat body. Repozitdr simuldtoru naleznete na
https: //github. com/bsatd/ElevatorSimulator.

Timto jste docetli posledni zadani tématka Vytahy v tomto ro¢niku, v pristim
dile najdete vzorova feseni zbyvajicich tloh.

Béda; bedrich.said@gmail.com
Odevzddvejte do odevzddvdtka


https://github.com/bsaid/ElevatorSimulator
mailto:bedrich.said@gmail.com
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Téma 4 — Derivace a integraly

Regeni 4. dilu
Uloha 1

Zadani:
Vypocitejte neurcité integraly: [ 42dx, f S5sinz + dx, [ [ 6z dxda.

Vypocitejte urcité integrdly: fol xdz, fo sin x dz, fo \/_7 dz.

0052

Reseni:
Tento priklad byl povétsinou vyfesen spravné, tedy prikladam pouze feseni (bylo
by nefér otisknout Feseni pouze jednoho z vis):

/42dmg429:, /5sin:z:+ 62 dng5cosx+6tanx,
cos? x

//6xdxdmz/3m2+cldx:x3+01~x—|—C2.

1 12 02 1 27
/mdx:———zf, / sinzdr = —cos2m — (—cos0) =—-14+1=0,
o 2 27 2 o
| s do = aresin(1) ~ aresin(0) =
——— dx = arcsin(1) — arcsin(0) = —.
0 1—22 2

Nejcastéji byl problém se tfetim integralem, kde se ¢asto zapomind na prvni
konstantu. Tu, jelikoz vyjde uvnitf integralu, nemuzeme napsat nad rovnitko
a musime s nf pocitat i ddl. Vzhledem ke stupiiim volnosti (viz déle) neni piekva-
pivé, Ze ndm vysly dvé rtizné konstanty, které nemizeme nahradit jednou (pokud
by vyslo C; + Cs, tak to muzeme nahradit jednou konstantou).

Drobny zadrhel byl také v tom, ze tématko opomnélo Fict, ze vzorce pro de-
rivace/integraly goniometrickych funkei funguji, pouze pokud poéitdme s dhly
v radidnech (a ne ve stupnich). Dals{ divod, pro¢ je 7 tolik, kolik je, a pro¢ po¢i-
tat v radidnech. . . (Pocitan{ ve stupnich se ale nepromitlo do bodového hodnocent,
nebojte.)

Uloha 2

Zadani:
Spocitejte, jakou vzddlenost urazi téleso pri volném pddu za t sekund, pokud je
zrychlend (druhd derivace visky) g. (Zanedbejte odpor vzduchu.)
Za jak dlouho spadne a s jakou rychlosti dopadne predmét spadly ze Spicky Pet-
Tinské rozhledmﬂ (58,7 m)? (Vsimnéte si, Ze bez odporu nezdlezi na hmotnosti. )
Pripomindm, Ze zrychleni je druhd derivace vysky a tihové zrychleni v CR je
priblizné g = 9.81 ms™2.

Uhttps://cs.wikipedia.org/wiki/Petiinské_ rozhledna, navitiveno 28. prosince 2022.


https://cs.wikipedia.org/wiki/Pet%C5%99%C3%ADnsk%C3%A1_rozhledna
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ReSeni od Dr.MV MatyaSe Pokorného

Vztah pro urazenou vzdélenost za ¢as Ay(t) mizeme zjistit dvéma zpisoby
— s integralem, ¢i bez néjE| Bez integralu si staci uvédomit, Ze pro prumeérnou
rychlost v plati:

Ay vty
VD= — = 1
U=~ 5 (1)
a pro vyslednou rychlost v¢ plati:
vy =v; + gt. (2)

Pokud do rovnice [I| dosadime za vy a vyjadiime Ay, ziskdme:

%_vi—i—vi—i-gt
t 2

L oo
Ay:vit—i—ﬁgt.

Pomoci integralu vyjdeme ze vztahu pro vy. Findlni rychlost, resp. rychlost
v Case t, je derivaci urazené vzdalenosti Ay v Case ¢. Staci tedy integrovat vy
podle t; v; a g jsou konstantni, proto:

t
1
Ay(t) = / vp(t)dt = v; -t + 5g752.
0

Pro dopocitani druhé ¢asti tlohy si nejprve potfebujeme ze vztahu vyjadrit cas
t. Ve vztahu figuruje 2, proto resime kvadratickou rovnici:

1
§gt2 +uit — Ay =0.

Fyzikalni vyznam mé kladny vysledek ¢ = 3,46s. Pro dopocitani vy dosadime
do vztahu [2 a ziskdme vy = 33,9m/s, coz je prekvapivé rychlé.

Pozn. redakce: Vzoreéek odvodime také integralem (v; je po¢atecni rychlost,
o které muzeme predpokladat, ze je nulova, vy rychlost v Case t):

t
vf:/ gds+uv;, =g-t+ v,
0

2Nebo si jednoduse mizeme vyhledat kinematické rovnice a zvolit tu spravnou.
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tedy dohromady

t s t
1
Ay(t)z//gdu—i—vids:/g-s+vids:§gt2+vi-t.
o Jo 0

A ano, vyjde ptiblizné 33.9m/s, tedy priblizné 122 km/h, coZ je myslim zptso-
beno hlavné zanedbanim treni, ale i s tfenim to bude dosti vysoka rychlost, tedy
z vétsi vysky nikdy nic nehézejte.

Uloha 3
Zadani:
2
Spocitejte integrdly: [ & da, f02 xe * dx.
Reseni:
Stejné jako v prvni tloze s timto prikladem nebyl zadny velky problém. V prvnim
integrdlu se pouzije substituce y = —z, tedy ,dy = %dm = —dz“, neboli

Ldr = —dy“. V druhém piikladu pouZijeme y = —22, tedy ,dy = —2zxdz“, tj.
ST dr = —% dy“

1 o C _w 1 2 2
—dr= [ e Tdr=—[eVdy=—-eV=—""=——, e cxdr =
er er 0

=2
- 1 272 1 2 1 2 1 1
_ _ = Yy = —= y1r=2 _ |:—z:| — _ .2 - —0° _
2/97:06 y=—3h0="31"" ] ¢ 2¢ 2 24
Uloha 4
Zadani:
Spocitejte

/x e’ dx, /lna:dx, /0052 x dx.

Pripadné v opravé byl [(sinz)(cosz) da.

ReSeni od Dr.™M Vojtécha Stépana

= x-el—/ 1-e*dx = z-e*—e"+C = e*-(x—1)+C.

::z:~1n(:1:)7/1~:z:d:1::x~ln(x)f/1dx:

=z-In(z)—z+C=2z-(In(zx) - 1)+ C.

Tento piiklad a ndpovéda k nému mé trochu zmatly. Nakonec jsem ho vyresil
riznymi zpusoby. V prvnich dvou pripadech vyuziji substituci, ve tfetim nejprve
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pouziji goniometricky vzorec sin(2z) = 2-sin(z)-cos(x) a pak teprve substituuji
2z = e, posledné vyuziji metodu Per partes.

2 2
:/ada: %+C1: 51112(:5) + C4

a = sin(z)
da = cos(x) dx

/sin(m) -cos(x) dx =

/sin(m) -cos(z) dx = ))
/sin(:r)cos(m) dx = / Sin(;w) do = %

/sin(az) - cos(z) dx

— / sin(z) - cos(x) dz =

[sinCeycosta o = |1, 020 = =S — — cosa)— [ singe))-(— cos(a)) dr =
= —cos®(x) — /sin(m) -cos(z) de = /sin(a:) -cos(z) dx = —&Q(I) +Co

Cim7 jsem zdanlivé dosel ke tfem rozdilnym vysledktim. Avsak po tpravé
zjistim, Ze se 1isi pouze o konstantu.
1 — sin’(z) sin®(z) 1

2
cos®(z) _ _ 1
T +Cs = s +Cs = 5 2—|—C2

200N _ qin2 Cwn2() _ ain2 2
_cos(2z) Oy = (z) — sin®(x) Oy = _ 1 —sin"(z) —sin”(z) Lo, - on (x)_1+03

4 4 4 2 4
Pivodné otigtény pitklad:

/cos%;) do = /1 _ sin(z) dz = /ldx —/sin2(a:) . —/sinz(x) do =
u=sin(@) u'=cos(z) | _ x— <— sin(z) - cos(x) — / — cos*(x) dx> =

v =sin(z) v = —cos(x)
x + sin(x) - cos(x) + C
5 .

Uloha 6

Zadani:

Majitel restaurace chce oplotit svij obdélnikovy pozemek primykajici se jednou
stranou k budové restaurace. Plocha pozemku je 800 m?. Jaky by mél pozemek
mit rozmery, aby magitele oploceni vyslo co nejlevnéji, tj. aby délka plotu byla co
nejmensi?
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Reseni:

Jako v tloze 1 nebylo feseni nijak obtizné, nejvétsi problém délalo primykani
k budové restaurace. Oznac¢me si délku jedné strany obdélniku jako a druhou jako
b. Potom obsah je S = a-b = 800 m?, obvod (BUNO) O = 2a+b=2-80 1,

b
Pokud vezmeme obvod jako funkci b, pak mé extrém tam, kde je derivace
nulova, tedy 0 = % =— 1290 +1, tedy b = 1600, tj. pouze (pracujeme v kladnych

¢islech) b = 40m (druhy rozmér je pak 20m). Nyni jiz stadi ovéfit, Ze je to
maximum (a ne minimum, nebo tzv. inflexni bod), napriklad tak, Ze si rozmyslime,
ze do b = 40 obsah roste a od b = 40 klesa.

Dil 5: Integraly++

V minulém dilu jsme se podivali na zdklady pocitani integralt. Tento dil bude
trochu jiny, a to nejenom tim, ze bude teoretictéjsy’] ale také tim, ze bude mit
trochu jiny format:

K feSeni tlozek a problémi z tohoto dilu nebude v podstaté potieba studijni
text. Takze zadédni budou na zacatku. Nésledovat pak bude vyklad o tom, co
jsou to integraly, a to ne do Sitky (kde vSude se vyuzivaji, co se s nimi vSe da
délat) jako doposud, ale do hloubky (co opravdu jsou zac), takZe az vdm to pri-
jde pfﬂiéﬂ7 prosté prestante Cist a otocte na stranu kde muzete pokracovat
¢lankem Dr.MM Veroniky Mensikové, ¢lankem Dr.MM Radima Novika a ¢lankem

Dr.MM Lenky Simové a Dr.MM Pavly Simové.

Uloha 1 [2b]: Konecéné sprdvny z'ntegm’l Spocitejte nasledujici neurcity integrdl:
[sin(x) - e*dz.

Uloha 2 [1b]: Spocitejte (pres integrdly, nedopliiujte na rovnobéinik) obsah troj-
thelniku s vrcholy v bodech [0,0], [3,0], [2,1].

Uloha 3 [2b]: Spocitejte (pres integrdly, jiné resend dostane automaticky 0 bodi)
obsah obrazce na obrdzku 2.

Problém 4: Stdile muZete hledat vyuZiti derivact, integrdli nebo diferencidlnich
rovnic.

Bud hledejte nové vyuZiti, nebo vice rozvedte, co uz zde zaznélo.

MiiZete i zkusit spocitat néjaky zajimavy obsah nebo objem (spoctete obsah
rovnobéznijch Tezi a to pak ,zintegrujete®). Ale to mize byt dosti obtizné.

3Spise nez poéitat budeme budovat teorii, se kterou se mizeme lépe divat na to, co presné
znamend pocitat integrél, a se kterou mizeme popsat hezky dalsi oblasti matematiky.

4T¢7ké, abstraktni, nudné, nepouzitelné, otravné, . ..

5T¥et{ integral ze étvrté tilohy z minulého &isla byl fiasko, ani pii opravé v novince na webu
/ na M&Mim discordu se mi nepodafilo trefit spravnou funkci. Tak tady je. Dvakrat per partes
a upravit rovnost.
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2,5] y=5 [4, 5]

4.5

3.5

y=(11-3x)/2

2.5
y=(-7+3x)/2

1.5

[3, 1]

0.5

Obrazek 2: Obrazec k tloze 3.

Triky pro kontrolu vysledku

Nez se vrhneme do zkoumani integralu, tak jesté dva jednoduché postupy, jak si
kontrolovat postup a vysledky derivaci, integralti a diferencidlnich rovnic, speci-
alné ve fyzice, ale nékdy se vysledky objevuji i v matematice.

Prvni postup se nazyva rozmérova analyza a funguje zjednodusené tak, ze do
vypoctu misto ¢isel dosadime fyzikalni jednotky (,,= rozmér*). Naptiklad pokud
poéitdme s rychlosti, tak dosadime m -s~1, pokud s energii, tak (J =) kg-m?- s,
pokud s oby¢ejnym poc¢tem néceho, tak prosté 1.

A nyni s nimi provadime prislusné operace, s tim, Ze nasobime a délime tak,
jak jsme zvykl{ (véetné kraceni s/s = 1), stejné tak odmoctiujeme, umociiujeme.
Ale kdyz dojde na s¢itani a od¢itani, tak tam nam musi zfejmeé vyjit dvé stejné
jednotky (jinak mame pravdépodobné nékde chybu) a v takovém piipadé soucet
nahradime touto jednotkou, tedy ,m+m = m*, nebo ,.J +kg-m?-s2 = J“, ale
nikdy ne m + s nebo kg + 1.

Obdobny postup se da pouzit v matematice, kdyz poc¢itame délku, obsah nebo
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objem, napifklad objem koule musi byt kubicky v poloméru (tedy V = r3....).
Vsimnéte si, Zze ndm to iikd, Ze kdyz dvakrét zvétsime délku (polomér), tak se
¢tytikrat (= 22) zméni obsah a osmkrat (= 2%) zméni objem.

Proc¢ o tom mluvim? Integral v tomto totiz hraje roli ndsobeni tim, podle ¢eho
integrujeme, tedy pokud je ¢ ¢as (jednotky s) a v rychlost (jednotky m/s), pak
z = [wvdt je délka z (mé jednotku m). Obdobné derivace maji roli déleni, tedy
4% — vy m4 rozmér m/s

Druhy postup se tyka diferencidlnich rovnic (obecné se ale tento postup po-
uziva i jinde) a jsou to stupné volnosti. Napiiklad si mizeme rozmyslet, ze kdyz
zndme zrychlen{ néjakého predmétu (po néjakou dobu), tak potfebujeme urcit
jesté jeho pocatecni polohu, ale dokonce i pocatecni rychlost, abychom veédeéli,
kam se pfedmét dostane (za danou dobu). Zatimco pokud zndme rychlost (po né-
jakou dobu), pak uz ndm staéi jen poc¢étecéni poloha. Kdybychom pocateéni polohu
(rychlost) nezadali, tak ndm vyjde spousta (jeden za kazdou moznou pocateéni
polohu / rychlost) kandidat, kudy se mohl predmét pohybovat.

Stejné tak je to v diferencidlnich rovnicich. K tém musime vzdy dodat tolik
¢isel (pocétecnich podminek), kolikrat je zderivovand ,nejzderivovangjsi funkce
v dané rovnici. (Respektive tolik n-tic ¢isel, pokud mdme vice rovnic o vice ne-
znadmych funkcich.)

Specidlné pokud si vSimneme, Ze (neurcity) integrdl g(z) < [ f(z)dx je to
samé jako FeSeni ¢'(z) = f(z) (f zndm4d, g nezndmd), a n-ndsobny integral je tak
reseni diferencidlni rovnice s n-tou derivaci:

//f(x)dx = g(x) & g(”)(x) =g (z) = f(z).
-~

Tak vime, Ze pokud méme n-ndsobny integrdl, tak musi zadat n ¢&isel (n kon-
stant).
Tak a ted uz k integralum:

Riemanniv integral (aneb obsahy)

Doted jsme se divali na integral jako na opak derivace, hlavné jsme tedy resili
neurcity integral a primitivni funkci. To ted opustime a v dalsim textu uz bude
integral znamenat vzdy urcity integral. Prvn{ ,metodu/,vyznam*, Newtontuv
integral, jsme jiz vidéli:

b
/ f(z)dz = F(b) - F(a),

kde F(z) je primitivn{ funkce k f(z), tedy F'(x) = f(z).

6Je jesté jeden zpuisob, jak se na integraly a derivace v tomto ohledu divat, a to, ze dX m4
stejny rozmeér jako X, tedy pokud integrujeme, tedy ,nasobime“ dX, tak ndsobime rozmérem
X, pokud derivujeme, tak ,délime dX“, tedy délime rozmérem X. Mimochodem, proto toto

(gX a [...dX) znalen{ (d znamend ,nekone¢né mald zména“).
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Nyni se podivame na jiny ,vyznam® integralu, tzv. Riemanntv integral. Ve
zkratce je to obsah pod kfivkou, tedy obsah oblasti ohrani¢ené ,osou x*, primkou
y = a, piimkou y = b a grafem funkce (s tim, Ze obsah nad osou pfi¢itdme
a obsah pod osou od¢itdme) obrazky [3al a Navic se dd ukézat, Zze (pokud oba
existuji) je Newtontv integral roven Riemannovu. Tedy obsah néjakého rovinného
Utvaru muzeme pocitat tak, ze ho vyjadrime jako oblast pod grafem néjaké funkce
a spocitdme Newtonuv integral. (Pi{padné jako oblast uzavienou mezi dvéma
grafy a horni pricteme, dolni odecteme jako na obrazku )

#)x

3 25
2 f(x) = x 25
2
15 15

, sin(x)

b=2 05 * "

95 1 15 2 25 3% 4 45 5 55 5768
205 05
a=1 .

15 / 05 1 15 2 25 35
(a) Obsah pod kiivkou (b) Obsah pod kfiv- (¢) Obsah mezi kfivkami
flx) = =z, tedy f12 rdr = k(;u f(z) = sin(z), tedy flz) = z a g(x) = %,
2 2 T —
Z-L =3 Jo" sin(z)dz = 0. tedy foaa:— §d$ = f03 xdr —

3 22 _ 3
Jo Fdz =5,

Obrazek 3: Riemannuv integral

Od ted obtiznost velmi rychle poroste. (To nefikd, Ze to do ted bylo jednodu-
ché.)

Jak je definovany Riemanniv integral fab f(z)dz? Jingmi slovy se ptdme, jak
spocitdme obsah pod kfivkou. To udélame tak, ze budeme rozdélovat interval
[a,b] na ¢im dal tim mensi ¢asti [a, z1], [z1, 22], ..., [Zn,b] & v kaZdé téhle ¢asti
se budeme tvérit, Ze je f konstantni (vezmeme bud maximum nebo minimum na
této Casti), tedy budeme pocitat obsah obdélniku: (741 — ;) - max(y, ., ,] f resp.
(Tiy1 — @) - ming, ., f, ty pak secteme. Jak se velikosti casti zmensuji, tak se
tento soucet obdélniku blizi néjakému ¢islu (formalné néjakd limita). A pokud
se definice s maximy blizi ke stejnému jako definice s minimym pak toto ¢islo
nazveme Riemanniv integrél a oznacime prévé ff f(x)dx.

Kam dal?

UZ mame dva integraly, pro¢ bychom vibec méli chtit dalsi? No, podivejme se
na funkci, ktera je vSude nula, jen v 0 je jedna. Obsah pod touto funkci je jisté O
(a Riemanniv integral ndm to potvrdi), ale Newtoniv integral zfejmé neexistuje
(neur¢ity integral by musela byt konstanta, ale ta ma v 0 derivaci 0 a ne 1).

"Neblizi se ke stejnému napiiklad u funkce, kterd nekontrolovatelné skace mezi 0 a 1
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A=2.3067244

\ ]

Obrazek 4: Riemanniv integral. Snimek z hezké animace na Wikipediiﬂ

Co hiur, tohle mizeme udélat s kazdou funkci, takze nadm na tohle Riemanntv
integral stacit nebude a Newtontv tam nefunguje. Potfebovali bychom néjaky
lepsi koncept integralu, ktery ndm fekne, Ze to je totéZz (a pak muZeme pouzit
Newtonuv integral).

Kromé toho existuji i tzv. krivkovy integral a plosny integral: Doted jsme
pocitali integral na tsecce nebo ¢asti roviny. My bychom ale chtéli poc¢itat inte-
gral i tfeba na pulkruznici (kterou popiSeme jako graf y = +v1 — 22, |z| < 1)
nebo sfére. To ale nemtzeme jen tak, vsimnéte si, ze kdyz integrujeme funkci
1, tak chceme dostat délku pulkruznice, ale f_ll ldzr = 2 # . Co s tim? Jako

v ¢lanku Dr.MM Radima Novaka, ktery naleznete na konci tématka, pridame
_délku® kiivky:

[ [ () ==

Tento integral neni jednoduché spocitat, ale vyjde to. Obdobné pokud budeme
pocitat (dvojity) integral pfes néjakou zvlnénou plochu, tak musime zapoditat to,
jak zvlnéni deformuje obsah.

Chece to tedy néjaky lepsi pohled na integrél, aby zahrnoval i to, ze mizeme
zanedbat ,zanedbatelné chyby“, a to, Ze oblast, na které integral poc¢itame, bude
vlnita. K tomu vsak potrebujeme dalsi pojem — miru:

Mira (a integraly)

Co znamend mira (mimo matematiku) uz moznd vite. Uz jste jisté slySeli slovn{
spojeni ,,Pij s mirou“ﬂ Také se muzete setkat tfeba s mirami obleceni.

V kazdém pripadé ale mira znamena néjaky rozmér, obsah, objem, atd. Tak
je tomu i v matematice. Tam ddvd mira zpusob, jak mérit néjakou velikost/roz-
mér/obsah/objem mnoziny (matematika skoro vSechno zaklddd na mnozinéch).

8https ://commons .wikimedia.org/wiki/File:Riemann_integral_irregular.gif
9Neplést s ,Pij s Mirou“, to ma ponékud jiny vyznam.
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Nemuzeme rovnou fikat, jak budeme mérit vsechny mnoziny, tedy méjme né-
jakou mnozinu A (napiiklad mnozinu vSech bodt v roviné nebo mnoZinu pfiro-
zenych Cisel) a budeme fikat jak méfit néjaké (nemusime rovnou méfit vSechny)
jeji podmnoziny. Mira pak tedy bude funkce, kterd kazdé této podmnoziné priradi
nezaporné realné cislo (pripadné nekonecno).

Nemuze to byt ale libovolna takova funkce. Urcité chceme, aby ten rozmér
(obsah, objem, atd.) prdzdné mnoZiny byl nulovy. Také urcité chceme, aby roz-
mér sjednoceni dvou disjunktnich (Zaddny prvek neni v obou mnozindch) mnoZin,
které umime mérit, byl souctem jejich rozmérﬁEE Navic jesté chceme, aby
mira néjaké mnoziny byla nejvyse tolik, co mira néjaké nadmnoziny (aby ,zFejmé
véts{“ mnoZina neméla mensi miru). Toto zaf{dime tim, Ze budeme chtit, aby bylo
splnéno, ze kdyZ umime mérit B C C, tak umime méfit i C'\ B.

Tedy funkei z nékterych (za podminky vyse) podmnozin A do [0, co] budeme
fikat mira na mnoziné A a vétsinou ji budeme znacit u, kdyz spliuje tyto dveé
podminky (u(@) = 0, u(BUC) = u(B) + u(C), kdykoliv B a C jsou disjunktni
a umime je zméfit). Tomu, Ze podmnozinu B C A umime zméfit, budeme fikat, ze
je métitelnd (resp. p-méfitelnd, pro zdiraznéni, Ze ji umime zmétit mirou p).

Piiklady mér jsou Lebesgueovy [lebegovy| miry znacené A (piipadné A, Ag,
...), které jsou to, co zndme pod pojmem délka (A1) na p¥imce (pfimka = redlna
¢isla), obsah Ag na roviné (rovina = dvojice redlnych ¢isel), objem (A3) v prostoru
(prostor = trojice redlnych ¢isel), atd. Dalsim pifkladem miry je tzv. ¢itaci mira
(od slova poditat), kterou lze definovat na libovolné mnoziné a kterd prosté vract
pocet prvkiu dané podmnoziny. (Vsimnéte si, Ze obé spliuji nase dvé podminky.)

Vsimnéme si, Ze ¢itaci mira vlastné pritazuje jednoprvkovym mnozindm jed-
nicku. To muzeme délat obecnéji, a to tak, ze kazdé jednoprvkové mnoziné (tedy
kazdému prvku A) pritadime (kladné redlné) ¢islo a mira pak vzdy sete tato
¢isla. Napriklad muzeme prifadit kazdé strané kostky ¢islo % a pak nam takova
mira (na 6 sténich kostky) déva pravdépodobnost, ze padlo néjaké ¢islo z dané
mnoziny stén kostek. Témto miram se fika diskrétni miry.

To si muzeme také predstavit tak, ze ¢itaci miru prenasobime v kazdém bodé
néjakou funkei, dejme tomu, h. Totéz muzeme prekvapivé udélat i s Lebesgueovou
mirou, napiiklad (feknéme, Ze zemé je rovina) mtzeme A\? piendsobit hustotou
obyvatelstva a tak mérit zalidnéni. A pak nazveme hustotou dané miry vuci té
puvodni. A miry vzniklé pfendsobenim Lebesgueovych mér néjakou hustotou na-
zveme spojité. Lepsi vyznam hustoty ziskdme za chvili. . .

Miry p na A, pro které pu(A) = 1, nazveme pravdépodobnostni. Neni to ndho-
dou, ony opravdu vyjadiuji pravdépodobnost. To zde vSak nebudeme vice rozvijet,
ale muzete to brat jako namét na ¢lanek do posledniho dﬂuE

10Vsimnéte si, ze pokud by byla mira prazdné mnoziny nenulovi, pak z druhé podminky je
mira ¢ehokoliv nekonecna.

Ve skute¢nosti pfi forméalni definici chceme, aby tohle platilo, i kdyZ vezmeme disjunktni
mnoziny Bi, Ba, ..., pak mira jejich sjednoceni je soucet mér. Jenze to vyzaduje definici neko-
nec¢ného souctu a tu zde nebudeme probirat.

12Napiiklad si miizete rozmyslet, co znamend u(B) = 0 nebo p(B) = 1, a predvést nékteré
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Lebesgueliv integral

Inspirujeme se u Riemannova integralu. Tentokrat mame néjakou obecnou mno-
Zinu A opatfenou mirou g (uz to neni interval jako v pfipadé R. integrélu, i kdyz
mize byt).

Jednoduchd funkce (ano, to je pojem) s je funkce, kterd nabyva pouze kone¢né
mnoha funkénich hodnot sy, ..., s,. My tu navic budeme chtit, aby mnoziny, kde
je tato funkce konstantni (znacme je {s = s1}, ...{s = s,}), byly p-métitelné.

Integral (tzv. Lebesguetv) jednoduché funkce spocitdme jednoduse, mira ndm
dava ,,délku*, jednoduchost nam zajistuje, ze nemusime brat maximum ani mini-
mum. D4l je to tedy soucet kone¢né mnoha ,obdélnika“. Tedy (dz jsme nahradili
du(z), abychom zdiraznili miru)

n

/ s@)du(x) = S fi- u({f = ).

=0

V Riemannové integralu jsme zmensovali ¢asti ne proto, aby byly mensi, ale
proto, aby ndm max/min dévalo lepsi odhad funkce. Takze ted nebudeme zmen-
Sovat mnoziny, ale prosté rekneme, ze vezmeme jednoduché funkce, které se blizi
puvodni funkei (formélné limita s, (x) — f(x)). Tedy Lebesgueiv integral obecné
funkce f definujeme jako to ¢islo, kam se ,blizi“ (Lebesgueovy) integrdly jedno-
duchych funkei blizicich se v kazdém bodé k funkci f.

Jesté mame jeden nepatrny problém, a to ten, ze nevime, zda kazdé priblizo-
vani se jednoduchymi funkcemi k funkci f vede ke stejnému vysledktum. D4 se vSak
ukdzat, ze pokud je L. integral kladné ¢asti f (vSechny zdporné funkéni hodnoty
nahradime 0) nebo zdporné ¢asti konecny, pak uz ano. A jiné funkce integrovat
prosté nebudeme (stejné jako funkce, ke kterym se neumime bliZit jednoduchymi
funkcemi).

Samoziejmé se di ukazat, ze tam, kde existuje Newtonuv nebo Riemanniv
integral, existuje i Lebesguetv a rovnaji se, tedy Lebesguetv integral zase muzeme
pocitat pfes Newtontiv, jen si ho muZeme na mnoziné miry 0 (vSimnéte si, Ze
funkéni hodnoty na této mnoziné samy o sobé nemaji vliv na cely Lebesguetuv
integral) opravit, coz je presné to, co jsme chtéli. Navic pokud je A  kfivé“, tak
tuto ,kfivost“ muzeme zahrnout do vypoctu tim, ze kiivosti prendsobime puvodni
(vétsinou Lebesgueovu) miru.

Také si vSimnéte, ze takhle jsme dali vyznam nekoneénym souétum (napf.
soucet posloupnosti, tedy soucet pres prirozend Cisla)

Pokud jste docetli az sem, tak nas ceka jedna z kras matematiky. My totiz
zobecnime Lebesguetiv integral jen tim, ze se podivame, co jsme v definici potre-
bovali:

rovnosti z pravdépodobnosti za této definice pravdépodobnosti.
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Bochneriv integral

V definici Lebesgueova integralu jsme funkéni hodnoty (f(x)) nédsobili redlnym
¢islem, séitali a ,,blizili je nékam*“. Na to ale viibec nepotiebujeme, aby f(z) byla
¢isla. Bochneriuv integral je to samé jako Lebesgueiiv, jen f(x) jsou vektoryE

No a pokud jste docetli az iplné sem, tak se vratte o odstavec vys, protoze pod
vektory jste si urcité predstavili n-tici ¢isel nebo sipku. Ne, v pravé matematice je
vektor cokoliv, co 1ze mezi sebou sé¢itat a nasobit ¢islem, tedy ¢isla, stredoskolské
vektory, funkce, posloupnosti, ...

(Aneb zkoumdme, jak se to chovd, a ne, co to doopravdy je. Dejte shohem
poctim, vitejte ve svété matematiky.)

Jidds; |jonas.havelka@volny.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka

(Vybér z) Vyuziti derivaci a diferencidlnich rovnic  8b

Dr.MM Veronika Mensikovd

Poznamka redakce: Vzhledem k mnozstvi témat v ptivodnim ¢lanku jsme z ného
vybrali nejzajimavejsi ¢asti, které navic nejsou obsazeny v jinych otisténych ¢lan-
cich.

Biologie
Populaéni dynamika

Populaéni dynamika se snazi popsat rychlost rastu populace zivocichti a rostlin.
Modely ristu populace slouzi pro popis a predpovéd riznych jevii. Kromé cho-
vani zivoc¢ichu ¢i rostlin v zévislosti na okolnich podminkéch se pomoci nich daji
modelovat i populace skudcu, bakterii a nadorovych bunék, coz ma uplatnéni
v mediciné.

Malthusovsky model ristu populace: Malthusovsky model lze vyjadrit jako
' = rx, kde r je mira rustu. Pro kladné r tedy tento model modeluje exponen-
cidlni rast populace. Malthus sdm upozornoval na hranici exponencialné rostouci
populace, kterd je ddna kapacitou prostiedi (zacne dochézet potrava a prostor).
Malthustv model je tedy mozné pouzit jen, pokud nebude kapacita prostredi
omezovat rust populace.

13Stejné jako v piipadé Lebesgueova integralu je t¥eba vyfesit, abychom se riiznou volbou
jednoduchych funkci nedostali k jinym soucttim, ale na to staci rict, ze budeme integrovat jen
ty funkce, kde kdyz vezmeme normﬂ funk¢nich hodnot, tak ta ma Lebesguetv integral.

MNorma = velikost vektoru (bere vektor, vraci ¢islo), setkate se napifklad s Eukleidovskou,
kterd je odmocnina z druhych mocnin, nebo supremovou, kterd dava ,maximum?®.
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Verhulsttiv model riastu populace: Verhulstav nebo téz logisticky model je
o' =rz (1 — %), kde r je mira ristu a K je kapacita prostfedi. Verhulstiiv model
tedy na rozdil od Malthusovského uvazuje i kapacitu prostfedi. (Vsimnéme si, ze
pokud populace dosdhne kapacity prostiedi (z = K), bude prirustek populace
nulovy.) Tento model je Sirokou vefejnosti pfijiman. Nejvétsi vyhodou tohoto mo-
delu je, ze na to, jak je zapis jednoduchy, model dobte simuluje pomérné velké
mnozstvi jevil.

Epidemiologie

Dulezité vyuziti diferencidlni rovnic se také objevuje v epidemiologickych mode-
lech. Epidemiologie je odvétvi 1ékarstvi, které zkoumé faktory ovliviujici nemoc-
dely zminéné vyse. V epidemiologickych modelech potiebujeme jednotlivé jedince
rozliSovat zejména podle vztahu k danému onemocnéni. Nejznaméjsimi modely
jsou modely SI, SIR a SIRS. Nicméné existuji i dalsi modely, které na rozdil od
téchto modeld uvazuji naptiklad i inkubac¢ni dobu.

Model SI: Nejjednodussim modelem pro sifeni onemocnéni je model SI. Oznac-
me si jako S pocet jedinct, ktefi onemocnéni neprodélali, I pocet nakazenych a NV
velikost populace, o které predpokladame, ze je konstantni. Dale predpokladdame,
ze onemocnéni neni 1é¢itelné, proto N = S+1. Tento model 1ze pak popsat diferen-
cidln{ rovnici I’ = B(N — I), kde 8 je kladné konstanta uréena pravdépodobnosti
nakazeni a po¢tem kontaktt

Timto modelem lze modelovat napriklad infekci oparu.

Model SIR: Model SIR navic oproti modelu SI zavadi R, které znac¢i pocet
jedinct, ktefi jiz onemocnéni prodélali, a v, coz je konstanta znacici pravdépo-
dobnost uzdraveni. Pfedpokladame, Ze tito jedinci jiz onemocnéni nesiti a také se
jim (alespoti po n&jako dobu) nemohou nakazit. V tomto modelu musi tedy platit
N =S+ 1+ R. Tento model 1ze popsat pomoci nasledujicich rovnicm

S'=—-BS1T
I'=8ST —vI
R =vIl

Model SIR je casto pouzivany model, ktery je vyuzivan k modelaci epidemii.
Pouziva se pro mnoho onemocnéni od chripky, pres spalnicky, plané nestovice
a détskou obrnu az po malarii.

5Pozn. redakce: Z toho vyplyva S’ = (N — I) = —B(N —I).

16Pozn. redakce: Povsimnéte si, 7e N’ = S’ 4+ I’ + R’ = 0, tedy opravdu plati, Ze velikost
populace je konstantni (riist populace je oproti rychlosti sifeni zanedbatelny), jak je zminéno
vyse.
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Model SIRS: Model SIRS je velmi podobny modelu SIR. Oproti modelu SIR
jen navic uvazuje moznost, ze jedinci, co onemocnéni prodélali mohou znovu one-
mocnét. Tento model 1ze popsat pomoci néasledujicich rovnic:

S’ = —BST +~R
I'=BST —ul
R =vI — 4R,

kde ~ je konstanta danéd pravdépodobnosti, ze jedinec, ktery jiz nemoc prodélal,
znovu onemocni.

i

Model ST: —|7]
8
Model SIS: —|7]
t |

8
Model SIR: -
8
Model SIRS: i
1 |
p

Obrazek 5: Dostupné z: https://portal.matematickabiologie.cz/res/image/
Spojite_deterministicke_modely_I/tabulkalO_1.png

Vyuziti integrald 9b
Dr.MM Radim Novdk
Poznamka redakce: Posledni ¢dst ¢lanku (o Lagrangidnu) je uz dosti obtiZzna,

takze byla z ¢isla vynechana. Cely ¢lanek naleznete na https://mam.mff.cuni.
cz/media/prilohy/29-5-t4-radim.pdf.

Hledani objemu

Vsichni uz nejspis vime, ze urcitym integralem lze spocist obsah plochy pod né-
jakou ktivkou. Vzhledem k tomu, ze v dalsich ¢islech se budeme zabyvat Rein-
mannovym a Lebesgueovym integralem, tak tady nebudu zase vykradat tématko
a jen zde uvedu priklad, ktery mné osobné prijde zajimavy.


https://portal.matematickabiologie.cz/res/image/Spojite_deterministicke_modely_I/tabulka10_1.png
https://portal.matematickabiologie.cz/res/image/Spojite_deterministicke_modely_I/tabulka10_1.png
https://mam.mff.cuni.cz/media/prilohy/29-5-t4-radim.pdf
https://mam.mff.cuni.cz/media/prilohy/29-5-t4-radim.pdf
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Gabrieltv roh

Uvazujme funkci f(z) = 1 na intervalu (1; 00). Nyn{ vytvoime rotaén{ plochu tak,
ze orotujeme graf takové funkce kolem osy x o 360°. Vytvorili jsme tim téleso,
kterému se obcas v matematice pfezdiva Gabrieliv roh. Chtéli bychom zjistit
obsah a objem takového télesa. Vime, Ze obsah kruhu se spocte jako 7r? a obvod
2mr, kde r je polomér kruznice. Odvodit pak vzorce pro obsah a objem je trividlni
a je ponechano na étenéﬁﬂ

> dx
S>27r/ —:27rlnx‘ =00
1z 1
Tedy kdybychom nase téleso chtéli naplnit tfeba vodou, stac¢ilo by ndm jen = 53
vody (j znadi jednotku). Kdybychom ho vSak tfeba chtéli nattit barvou, nestacila

by nam ani vSechna barva na svété!

Hledani délek

Predpokladam, ze vsSichni zname Pythagorovu vétu, ale pro jasnost dalstho vy-
kladu ji pfipomenu. Soucet obsahu ¢tvercti nad odvésnami je roven obsahu ¢tverce
nad preponou, v pravouhlém trojihelniku. Pojmenujme odvésny x a y a preponu
navodné S. Evidentné plati:
§2 = 22 442

Predstavme si kiivku S, kterd odpovidé grafu funkce f(z). Dejme tomu, zZe chceme
zjistit délku takové kiivky na intervalu [z1,z2] (pfedpoklddame, Ze funkce je na
tomto intervalu spojitd a mé v kazdém bodé tohoto intervalu derivaci). Rozse-
kejme tuto k¥ivku na velmi malé ¢asti dS, rozsekejme na velmi malé ¢asti i osu x

a y. Evidentné:
dS? = da® + dy?

17Pozn. redakce: Tak trividlni, Ze si autor neuvédomil, Ze jeho vzorec pro obsah je $patné.
Problém je, ze pocita obsah plochy v prostoru tak, ze se diva na jednotlivé ,fezy“. Predstavme
si ale, ze bychom méli dva valce polozené na sobé, jeden velky a jeden maly. Kdyz budeme
pocitat obsah povrchu tak, ze si vilce rozrezeme rovinami kolmymi na osu a ,secteme obvody
fezu“, tak vynechdme tu ¢ast povrchu, kde na sebe valce navazuji. S Gabrielovym rohem je
podobny problém. To, zZe se na néj podivime ve vSech fezech, ndm samo o sobé nedé informaci
o tom, jak je plocha kfiva.

Sprévny vzorec (odvoditelny podobnym postupem jako v nasledujici ¢dsti ¢lanku z Pythago-

rovy véty) je
—27r/f + (f'(z) d:p—27r/ UlJr —-— d:r

Ale protoze % je kladné a odmocnina je zfejmé vétsi nez 1, tak tento obsah muzeme odhadnout
vzoreCkem, ktery napsal autor. Takze obsah povrchu je opravdu nekonecny.

Jednoduchy postup, jak se tomuto problému vyhnout, je pocitat obsah povrchu vzdy po
rozvinuti do roviny, tedy pocitat obsah sité daného télesa. Objem je samoziejmé spravné.
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Chceme zjistit dy:
y=f(z)
dy = f'(z) dz

Dosazenim:

dS? = da® + (f'(x))? dx?

S = 1+ (f'(z))? dx

Integraci pak dospéjeme ke zndmému vzorci:
To
s= [ VTP
1

Lagrangian

Mgjme optimalizacni tlohu. Mame dva body, pro jednoduchost v roviné, A a B.
Chceme najit nejkratsi cestu z bodu A do bodu B. Méjme tedy cestu popsanou
jako f(x), ale pro jednoduchost ji budeme znadit jen f. M&jme funkcioném méricl
délku cesty podél f: N
2
1= [ P
1
Kde F je funkce, které vétsinou v trochu obecnéjsim tvaru, rikdAme Lagrangian.
Chceme najit nejkratsi cestu f. Pfipomenme, jak jsme u klasickych funkci hledali
staciondrni body, funkci jsme zderivovali a derivaci polozili rovnou nule. Néco
velice podobného budeme délat i v nasem pripadeé.
Predstavme si, ze nase cesta f uz je idedlni cestou, tedy je takova, ze nas
funkcional I je stacionarni. Provedme transformaci:

fof4+sof=Ff

Kde § f zpusobuje velmi malé odchylky od f a s je parametr, kterym muzeme tyto
odchylky jaksi kontrolovat. Vsimnéme si, ze aby nase cesta vedla porad z A do B,
tak:

6f(z1) =0f(v2) =0
A evidentné:
s—0

f=f

Dosadime do naseho funkcionalu:

nii= [ ri)a

18Pozn. redakce: Zatimco bézna funkce ,bere &islo a vraci &islo“ funkciondl ,bere funkci
a vraci ¢islo“, napriklad nds$ funkciondl I(f) vezme funkci uréujici kiivku a vrati délku (¢islo)
této krivky.
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Co je to f’ ? Z linearity derivace:

fl:f/+36f,

Jak tedy minimalizujeme 7 Zderivujeme ho! Vzhledem k tomu, Ze vlastné hleddm
situace, kdy s = 0, tak zderivuji I podle s.

! d v £

Vzhledem k tomu, ze horni ani dolni mez integralu nezavisi na s, pouzijeme spe-
cidlniho ptipadu Leibnitzova pravidla.

I%i/m&F@ﬁw
1
Kde 05 znaci parcialni derivaci podle s. Z Tetizkového pravidla pak:
F:/M@Emfm
T
o.f =of
I'= /12 c')f/Féf’dx
T

Integraci pomoci per partes:

T2

I'=0;Fbf

o d
— 9, F
/Cl 0 Fofdu

Z1

Prvni vyraz je roven nule z pocateéni podminky:

6f(x1) =6f(x2) =0
Nyni dosadime s = 0, jako kdybychom hledali stacionarni bod v norméalnim pfti-
padé: .
f=1r
= /wz i@ Féfdx
o dx !

1

1[f]

s=0
A analogicky s normalnim pripadem poloZzime rovno nule:

T2 d
- F =
]C - OpFofde=0

1

Aby se uréity integral rovnal nule, musi se jeho integrand rovnat nule. § f se rovnat
nule nemuze, jinak by vSechna nase prace byla tak trochu zbytecna. Tedy:

d
—_— /F:
dx(‘)f 0
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Vime, ze:
F(f) = vV1+(f)?

Sta¢i nam dosadit do odvozeného vztahuil

L

((f2+1):
f//:O
flzcl

fl@)=cx+c

Tedy nejkratsi cesta mezi body A a B je rovné cestal

Populaéni dynamika vice druhdi 6,5b
Dr-MM Lenka Simovd, Dr.™ Pavia Simovd

V fesitelském ¢lanku od Mgr.MM Terezy Kubinové nés zaujala ¢ast o modelovani
rustu populace v biologii pomoci diferencidlnich rovnic. Proto jsme se rozhodly
na toto téma navazat a uvést dalsi modely demografického rustu.

V c¢lanku byl uveden jednoduchy model exponencidlniho rust, kde je rych-
lost ristu populace primo imeérna velikosti populace, a druhy model, ktery navic
zohledniuje omezené moznosti prostredi, ve kterém populace Zije.

V prirodé vsak zadny druh nezije izolované od ostatnich. Dulezitym faktorem,
ktery ovliviiuje vyvoj velikosti populace jednoho druhu, je velikost populace jinych
druhi, protoze v ekosystému ziji vSechny druhy ve vzajemnych vztazich.

Model predator—kofrist

Nejjednodussim modelem zohlednujicim tyto vztahy je model Predator-Korist
(nazyvany také Lotka-Volterra podle dvou matematikii, kteri objevili tento vztah
nezévisle na sobé v prvn{ poloviné 20. stoleti). Model popisuje populaci predatora
(naptiklad lisky) a jeho kofisti (napfiklad mysi).
' = ax — bxy
y' = cxy—dy
Funkce z, y jsou zde funkce populace koristi a predatora. Koeficient a udéva,
jak rychle se mysi mnozi, koeficient b, jak moc je lisky zerou, koeficient d, jak moc
lisky umiraji, a koeficient ¢, jak moc se lisky mnozi v zavislosti na jednu mys.
Numerické feseni v programu Geogebra najdete zde: https://www.geogebra.
org/m/kpku7sav| (hodnoty gl a £1 udavaji pocatecni velikost populaci, hodnota
k udava, jak daleko se Feseni spoéitd).
9Pozn. redakce: S mezikroky: 0 = %@“F = %Bf/ V14 ()2 =
_d1l 2ff(x) f DRV ARE AR A i O 5 L €10 5 Bk €40 S £

S A2 (PR I 2T (R VI 2 ((M2+1F
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Obé populace opét rostou tim rychleji, ¢im jsou vétsi. Zaroven vsak s naris-
tem populace predatoru ubyva koristi, ale ¢im méné je koristi, tim méné pribyva
predatort az muzou z nedostatku potravy zacit vymirat. Tim opét pribude kotist
a cely cyklus se mtize opakovat.

Tento model samoziejmé opét vyuziva mnoho zjednoduseni. Treba, ze korist
ma vzdy dostatek potravy, ze predator se zivi vyluéné kotfisti a nic jiného ho
neovliviuje, ¢i Ze kofist nema zadné dalsi predatory.

Rozsiteni modelu

Ze zvédavosti jsme proto vyzkousely, zda lze model rozsitit a vytvorily rovnice
pro tfi ovliviiujici se populace rostlin (z), kofisti (y) a predéatoru (z).

' = axr — bxy
Yy = cxy — dyz
=eyz— fz

Numerické feseni v programu Geogebra najdete zde: https://www.geogebra.
org/m/wkfcmfqy (hodnoty x1, y1, z1 udavaji poc¢éateéni velikost populaci, hodnota
i udédvé, jak daleko se FeSen{ spoditd).

Doporucujeme vyzkouset si rizné varianty nastaveni koeficientt a vychozich
velikosti jednotlivych populaci. Oproti predchozimu modelu uz neni zdaleka tak
jednoduché udrzet v ekosystému rovnovahu, aby druhy nezacaly vymirat ¢i se
nekontrolovatelné mnozit.



https://www.geogebra.org/m/wkfcmfqy
https://www.geogebra.org/m/wkfcmfqy
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Téma 5 — OQutdoorové varice

Uvod

Mily c¢tenari, vitdm té u dalsiho dilu tématka. Nize si rozebereme nase hlavni
téma — testovani outdoorovych varica.

Projdeme si tedy zatim namérend data, zamyslime se nad jejich interpretaci,
doresime nejasnosti ohledné metodiky méreni, narazime na potfebu umét pocitat
s odchylkami a vzpomeneme si, ze existuji i jiné varice nez plynové a ze bychom
si mohli zkusit takovy vari¢ sami vyrobit.

Dostaneme se ale i k okrajovéjsim zdalezitostem. Konkrétné si pripomeneme
zadani problému 2, ktery zustava stile otevieny, a poté se podivame na Feseni
problému 3 od Dr.MV Vojtécha Stépana a Mgr.MV Dominika Kaiiky, kters tento
problém hezky uzaviraji.

V zavéru tohoto textu najdes rekapitulaci metodiky méfeni véetné drobnych
uprav a doplnéni. Nez se tedy pustis do méreni, rozhodné se na ni nezapomen
podivat!

v

Problém 1 — testovani varicu
Namérena data

Predné bych chtél moc podékovat vSem, ktefi prilozili ruku k dilu, seslo se nam
celkem ¢trnact méren{ od jedendcti fesitelt! Takové mnozstvi feseni neni z kapa-
citnich dtvodt ani mozno jednotlivé okomentovat, jak ale rika staré matfyzacké
réeni, tabulka vyda za tisic SIOVE. Jedna se o jisté zjednoduseni ve prospéch pre-
hlednosti, proto v tabulce nenajdeme napiiklad méreni pro ruzné vykony vafice.
Pro vyjasnéni podrobnosti jsou k dispozici samotna feseni v neupravené podob@
Naopak data v tabulce jsou do jisté miry upravend, aby byla vzajemné konzis-
tentni, a hodnoty vzniklé chybnymi vypocty byly prepocitany nebo vynechény.

I pfes velkou snahu o jednotnou metodiku se vysledky méreni pro stejné varice
velmi lisi. Nenechme se tim znejistit. Nas problém zavisi na velkém mnozstvi para-
metri a udrzet je vsechny pod kontrolou je naro¢ny tikol. V ramci védecké praxe
se bézné stava, ze pii pokusu o replikaci studie ziskame velmi odlisné vysledky.

Interpretace naméfenych dat

Mnohé odevzdana tfeseni neobsahovala zadny zavér, ve kterém by autori podali
néjakou interpretaci namérenych vysledki. To je skoda, samotna data jsou totiz
vzdy jen polovina pravdy. Pojdme to tedy napravit a zamyslet se nad interpretaci
vsech dat, kterd jsme zatim namérili. Jako podklady miZeme pouzit jak webovou
tabulku, tak i jednotliva feSeni.

20nttps://1url.cz/@varice
2Ihttp://mam.mff.cuni.cz/media/prilohy/29-5-t5-reseni.zip
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Problém 4: Zamyslete se nad nameéerenymi daty. Co uzitecného se z nich muzeme
dozvédét? Formulujte svd turzend jako hypotézy a vymyslete experimenty, které je
mohou vyvrdtit ¢i poturdit. Poté tyto experimenty provedte.

Muzete se napriklad zabjvat vztahy mezi velicinami, vlastnostmi konkrétnich
varicu, vlivem typu a plnosti kartuse na viysledek, duvody pro velké nepresnosti
v mérent, nebo ¢imkoliv dalsim, fantazii se meze nekladou!

Poznamky k metodice méreni

Mnohé feseni nedodrzovala zcela danou metodiku, coz ndm néasledné komplikuje
porovnavani méreni mezi sebou. Kromé toho se v priabéhu ukazuje, ze dava smysl
prisndji oddélovat parametry vafice od parametru kartuse (to je moje chyba, vim,
Ze néktefi z vas na to upozornovali jiz difve). Nékteré ¢asti popisu metodiky
v textu tématka se také ukazaly jako ne zcela srozumitelné.

Specialné bych rad zminil objem spédleného paliva, které je potieba spocitat
pomoci hmotnosti spaleného paliva a hustoty paliva. Tuto hustotu je ale potreba
mérit tak, aby vyslednd hodnota méla odpovidajici vyznam. Specidlné u plyno-
vych vari¢i jsme se tedy dohodli, ze budeme pocitat hustotu paliva v poloprazdné
kartusi. Tedy podil poloviny hmotnosti paliva v kartusi a objemu kartuse. Nemé&
smysl pocitat s tabulkovou hustotou plynu, protoze plyn je v kartusi stla¢eny, mé
tedy hustotu mnohem vyssi.

Mirné aktualizovanou metodiku méreni jednotlivych parametri najdete na
konci tohoto textu. Obecné poznamky k méfeni je mozno najit v predchozim dilu
tématka.

Odchylky méfeni

Zde bych rad velmi ocenil Mgr.M Ondieje Novaka, ktery ma u méfeni rychlosti
vareni a hmotnosti spotfebovaného paliva spocitané odchylky z péti méreni, dale
Dr.MM Julii Klementovou, ktera ma kromé tohoto méfeni spoéitané odchylky i pro
objem vafi¢e a kone¢né autorskou dvojici Dr.MM Jolanu Straitovou a Mgr.M¥ Jana
Treglera, ktefl maji odchylky pro vSe vyse zminéné a kromé toho téz pro objem
kartuse. U takto ziskanych dat se mizeme mnohem vice spolehnout na jejich
spravnost nez v ptripadé, kdy bylo provedeno pouze jediné métend.

Vsichni vyse zminéni TeSitelé pocitali odchylku jako aritmeticky pramér ab-
solutnich hodnot odchylek jednotlivych méfeni. Nékdo by se mohl ptat, jestli to
je ten nejlepsi zpusob. Odchylka se da také pocitat napriklad jako odmocnina
z prumeéru druhych mocnin odchylek jednotlivych méfeni.

V tématku jsme ale narazili na vyrazné podstatnéjsi problém ohledné odchy-
lek. S hodnotou, kterd ma néjakou odchylku, bychom totiz radi déle pocitali.
Napriklad objem spotfebovaného paliva v dusledku pocitdme z hmotnosti paliva
v kartusi, objemu kartuse a hmotnosti spotfebovaného paliva. Posledni dvé jme-
nované hodnoty maji kazda néjakou odchylku. Jakou odchylku potom bude mit
spocteny objem? Tato otézka je pro tématko zasadni a zaslouzi si tedy samostatny
problém.
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Problém 5: Vymyslete nebo zjistéte, jakym zpisobem pocitat odchylku hodnoty,
kterou jsme ziskali pomoci vypoctu s jingch hodnot, které mély své vlastni odchylky.
Postup srozumitelné vysvétlete a zdivodnéte jeho sprdvnost.

Muiizete se vénovat i zpusobu pocitani samotné odchylky dle odstavce vyse. Tedy,
zda je nejvhodnéjsi moznosti pocitat aritmeticky prameér odchylek jednotlivgch me-
rent.

Nezapomernite uvést pripadné zdroje, ze kterych jste cerpali.

Dalsi typy varicl
Naprosta vétsina feseni se zatim vénovala pouze varicim na plyn, jedinou vyjim-
kou je tzv. ,difvkac“, ktery méfila Dr.MM Lida Rizicka. Jisté by ale bylo zajimavé
rozsitit zabér tématka i na dalsi typy vari¢ta, abychom mohli porovnat, jak si oproti
plynovym vari¢tm vedou variCe na benzin, na dfevo, na pevny a tekuty lih, ...
Pojdme se tedy pokusit Fesit znovu problém 1 pro dals{ typy vafiét (méfen{

Vv o

plynovych vafi¢u je ale také stdle mozno odevzdévat):

Problém 1: Sezerite si jeden ¢i vice outdoorovijch varici (véetné paliva) a zmérte
jejich parametry podle metodiky niZe. Vyslednd data vietné spocitanych odchylek
odevzdejte nejlépe jako tabulku (.ods, .alsz, ...) s pripadngm komentdrem vysvét-
lujicim formdt dat (zkrdtka aby bylo zcela jasné, co kterd cisla znamenaji).

Data by meéla byt doplnéna textem ve formdtu PDF, ve kterém strucné a vy-
stizné popisete metodiku méreni (nemusite opakovat informace otisténé v tomto
cisle) a shrnete dosazené vysledky.

Zdroven muze vds text obsahovat krdatky komentdr ohledné dalsich vlastnosti
varice (jak bylo zminéno v sekci o parametrech), rady a tipy pro dalsi resitele,
ndvrhy souvisejicich problémai, které vdas napadly nebo vyvstaly pri meérent, resentd
techto probléma, . ..

Podotknéme jesté, ze vari¢e na pevny ¢i tekuty lih nebo na dfevo lze na rozdil
od plynovych ¢ benzinovych variéa (u téch to rozhodné nedoporucujeme!) vyrobit
v domécich podminkach. Jisté by bylo zajimavé porovnat parametry takového
varice s ostatnimi vari¢i na trhu.

Problém 6: Vyrobte si vlastni outdoorovy varic. Poté ho zmeérte podle zaddni
problému [}

Problém 2 zlistava otevreny

K problému 2 prisla zatim Ctyri feseni, vSechna ale mérila pouze tzky rozsah od
0,25 do jednoho litru vody. Autorské dvojice Doc.M Véclav Tichy s Be.MM Anez-
kou Starou a Mgr.MM Jan Tregler s Dr.MM Jolanou Straitovou mély obé dii-
vodné podezfeni na systematickou chybu méfeni (Vasek s Anezkou z duvodu
klesani vykonu s mnozstvim plynu a Honza s Jol¢ou kvuli regulaci vykonu va-
fice). Mgr.MM Ondfej Neveril a Mgr.MV Tereza Kubinova oba sledovali v méiené
oblasti mirny narist efektivity vareni se zvysujicim se mnozstvim vody.
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Pro vyvozeni dalsich zavéra by bylo potreba provést méreni pro vyrazné vyssi
rozsah hodnot. Podotknéme, ze pri vhodném nastaveni vykonu by mozna slo mé-
feni provést i na plynovém sporaku.

Problém 2: Zkuste zmerit ¢as uvareni vody pro riznd mnoZstvi a vysledky zanést
do grafu, ktery bude mit na x-ové ose mnozstvi vody a na y-ové ose pomeéer mnoz-
stvi vody a casu vareni, pripadné pomeéer mmnoZstvi vody a spotrebovaného paliva
(v idedlnim pripadé zmérte oboji). Zvolte dostatecné velky rozsah méreného mnoz-
stvf vody (napr. od 100ml do 51). Dejte si pozor na metodiku méreni (pocdtecni
teplotu vody i ndadoby, definici varu, ...) a na odchylky.

Reseni problému 3

K problému 3 piislo vyborné feseni Dr.MM Vojtécha Stépana, ktery optimalni po-
fadi vaficu Fes{ pomoci znormovani parametrt na ¢éisla v intervalu (0, 1) a uziva-
telskych koeficientil, kterymi se znormované parametry nasobi. ReSeni ve zkracené
verzi otiskujeme nize.

Mgr.™M Dominik Kaiika navrhuje pro kazdy parametr vytvorit filtr, ve kterém
by si spottebitel urcil povoleny rozsah parametru.

Povsimnéme si, Ze tato feSeni jdou hezky zkombinovat — vafi¢e se nejdiive
profiltruji podle Dominika a poté seradi Vojtovym algoritmem. Vysledné feseni
je relativné jednoduse pouzitelné a zaroven dava spotrebiteli moznost velmi po-
drobné promitnout své preference do findlniho vybéru. Timto tedy problém 3
povazujeme za uzavieny.

Reseni Dr.MM Vojtécha Stépana (redakéné zkraceno):

Protoze kazdy spotiebitel mize mit vlastni individualni pozadavky, je treba
vyuzit systém s moznosti pomérné velké miry individualniho nastaveni. Proto
bych kazdého spotiebitele nechal nastavit vdhu duleZitosti zméreného parame-
tru (napft. na skale 1 do 100). Pro uzivatelskou pohodlnost by mohly byt pred-
pripraveny tyto hodnoty pro ruzné archetypy spotiebiteld — napr. ,Setiilek*
¢i ,pravidelny cestovatel“. AvSak za vyrazné lepsi bych povazoval samostatné
nastaveni vah.

Daéle bych rozdélil mérené parametry do dvou skupin. Prvni skupina para-
metru se vyznacuje ,¢im vyssi naméfend hodnota, tim 1épe® (u kterych budu
uvazovat, ze plati pfimd iméra mezi danym parametrem a vyhodnost{). Nejvyssi
hodnoté a pro dany parametr ze vsech zkoumanych hodnot prifadim vhodnost
1. Pro vSechny ostatni hodnoty varice bude jejich piislusnd vhodnost V,, = %,
kde n je namérend hodnota pro dany varic.

U parametri typu ,,¢im méné, tim lépe“ budu postupovat obdobné, avsak
predpokladam nepfimou iimérnost mezi parametrem a vhodnosti. Nejnizsi hod-
noté ¢ ze vsech porovnavanych namérenych hodnot priradim vhodnost 1. Pro
vsechny ostatni hodnoty vypoctu jejich vhodnost V,,, = =, kde m je namérend
hodnota.

|
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Nyni vynasobim vahu dulezitosti prislusnou vhodnosti daného parametru.
Tyto souciny pro kazdy jednotlivy vari¢ sectu. Nejvyhodnéjsi varic¢ je pak ten,
jehoz takto vznikly soucet je nejvyssi.

Poznamka redakce: Vsimnéme si, ze vhodnost parametrti je zvolena tak, ze
zachovava poméry. Pokud je tedy pro dany vafi¢ hodnota parametru k-krat lepsi
nez pro jiny vari¢, bude jeho vhodnost v tomto parametru k-krat vyssi. Také po-
dotknéme, ze nam tento algoritmus prirozené dava usporadani na vsech varicich.
Skalu dilezitosti by bylo mozna vhodnéjsi za¢inat nikoliv od jednicky, ale od nuly,
aby mél spottebitel moznost vyjadrit, ze ho dany parametr viibec nezajima.

Metodika méFeni (do tretice vSeho dobrého)

Seznam méfenych parametru (véetné pomocnych parametri, které se hodi pro
vypocet) je hezky vidét z tabulky jiz zméfenych vafiéﬁ@ P1i vyuziti pomocnych
hodnot pti vypoctech prilozime k feSeni i tyto pomocné hodnoty a samotné vy-
pocty, aby bylo mozné odhalit a opravit pripadné chyby ve vypoctech.

Informace o vafidi

Kromé nize popsanych parametrii uvedeme téz presny model vafice a specifi-
kujeme palivo (tedy u plynového vafi¢e model kartuse, u vafi¢e na pevny lih
konkrétni typ pevného lihuy, ...).

Cena varice

Chceme zjistit nejnizsi cenu, za kterou lze dany vaii¢ v CR pofidit, nejlépe ke
konkrétnimu datu (necht je to 30. listopadu 2022). K tomu muzeme vyuzit srov-
navac cen Heureka@, na kterém vétsinou lze najit i historicky vyvoj minimalni
ceny vyrobku.

Hmotnost varice

Vézime vari¢ véetné potfebného prislusenstvi (pokud takové existuje), bez nadobi,
paliva ¢i kartuse. PouZijeme vdhu s presnosti na gramy ¢i lepsi (méla by stacit
digitdlni kuchynska vdha). V pripadé plynového vafice uvedeme zvlast hmotnost
prazdné kartuse.
Objem varice

Vari¢ slozime do co nejkompaktnéjsiho stavu, obalime ho potravinarskou félil
a poté ho ponotime do zcela plné nddoby s vodou o zndmém objemu. Vari¢ vytlaci
mnozstvi vody o stejném objemu jako je objem varice, dédle tedy staci zmérit
objem zbylé vody a odecist ho od objemu néddoby. Vari¢ obalime co nejtésnéji
(aby vysledek odpovidal mistu zabranému v batohu) a pro leps{ srovndni muzeme
i prilozit fotku obaleného varic¢e. Méreni opakujeme a spocitame odchylku. Objem
méfime bez paliva (bez kartuse).

22nttps://1url.cz/@varice
23https://www.heureka.cz
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Rychlost vareni

Budeme mérit rychlost uvareni jednoho litru vody o pocatecni teploté 20 °C. Mé-
fime v zavétii a zaznamename si teplotu vzduchu. Pouzijeme typicky esus, tedy
kovovou nadobu tvaru valce o priméru priblizné 15cm s tenkymi sténami bez
poklicky. Méreni ukon¢ime, az teplota vody dosdhne 95 °C. Teplotu mérime upro-
stfed objemu vody (tedy ne u hladiny, u stény ani u dna). Mé&feni opakujeme
a spocitame odchylku.

Hmotnost spotfebovaného paliva

Varic i s palivem zvazime pred a po testu rychlosti vareni — tim ziskdme hmotnost
spotfebovaného paliva. Tato metodika je jisté vhodn&d napf. pro benzin, tekuty
lih ¢ plyn, pro pevna paliva mize byt vhodné pouzit jinou metodiku. Méreni
opakujeme spolu s testem rychlosti vareni a rovnéz spocitame odchylku.

Objem spotfebovaného paliva

Zmérime objem i hmotnost vétsiho mnoZstvi paliva (vetné odchylek). Z téchto
hodnot poté spocitdme hustotu. Z hustoty a hmotnosti spotfebovaného paliva
poté spocitame objem spotfebovaného paliva.

V pripadé plynovych vari¢t poc¢itdme primérnou hustotu, tedy hustotou v pii-
padé poloprazdné kartuse. PTi objemu kartuse V' a hmotnosti paliva v kartusi m
je tedy primérnd hustota rovna 5y-.

Cena spotfebovaného paliva

Pouzijeme stejnou metodiku jako pfi uréovani ceny vafice (zajim4 néds tedy mini-
mélni cena). Cenu uréujeme presné pro palivo, které jsme pouzivali, nikoliv pro
jiné podobné palivo. Cenu poté pres hmotnost ¢i objem prepoc¢teme na cenu za
uvareni litru vody.
Tom; domestomas+varice@gmail.com
odevzddvejte do odevzddvdtka
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Pohadkové podminovani 10b
BeMM Martin Haikl, Dr.MY Jan Skopek, Dr.MM Jolana Straitovd

Pod slovnim spojenim ,Pohadkové podminovani® si kazdy z nés predstavi asi
néco trochu jiného. I nase trojice méla ponékud odlisné predstavy o tom, co bude
naplni konfery, kterou jsme si vybrali na letosSnim podzimnim soustifedéni M&M.
A o co tedy vlastné slo?

Nasim tkolem bylo vytvaret pohddkové knizky s pribéhy, které musely spl-
novat ruzné nami definované podminky. Tyto podminky se tykaly napf. poctu
prectenych stranek ¢i specifickych kombinaci déji, které po sobé v pribézich na-
sledovaly. Pritom se v kazdé knizce musi nachézet vsechny pribéhy, které splnuji
zadané podminky, a knizka musi mit koneény pocet stranek. Ctenaf knizky navic
nemd vlastni pamét, nedovede tedy pocitat, kolik stranek precetl nebo zda jim
precteny pribéh vyhovuje zadanym pozadavkim. Vsechny tyto tlohy musi spl-
nit knizka samotnd napf. tim, Ze na konci stranek bude uvedeno presmérovani
na dalsi stranky. Nyni mozna mohou znit fadky vyse ponékud nesrozumitelné,
nicméné po zadefinovani nasledujicich pojmu bude jiz vSe urcité jasnéjsi:

o Pohddkovd kniZka — soubor vSech stranek, které tvori vsechny pribéhy,

e Pribeh — usporadany soubor vybranych stranek pohadkové knizky takovy,
Ze spliuje definované podminky,

e Stranka — jedna ¢ast pfibéhu ¢i pohadkové knizky, kterd nese urcity déj,
e Dé¢j — konkrétni akce, ktera se stane po precteni stranky.

Nyni se uz muzeme podivat na prvni priklad pohadkové knizky, jeZ jsme tvorili.
Pohédkova knizka se skldda z déju ,Krok vpred® (K) a ,Krok zpét* (Z). Nasim
ukolem je vytvorit knizku tak, aby se vsechny pribéhy skladaly z poctu stranek
délitelného péti a poslednim déjem, ktery nastane, byl ,Krok vpred“. Jak na to?
Musime si uvédomit, ze ¢tenar v podstaté nemd inteligenci a pamét. Pouze Cte
a presouva se v knizce podle pokynt na jednotlivych strankach a tomu musime
nasi knfzku pfizptisobit. Resenim tedy bude knizka o 10 strankéch, kde na prvnich
péti z nich bude déj K a na zbylych péti déj Z. Chceme, aby ¢islo nasledujici
stranky bylo mod 5 o 1 vétsi nez stranka, ze které vychazime. Diky tomu se
mizeme v pribéhu pohybovat a kazdad péatd stranka je néjak odlisnéd (jeji mod 5
bude 0). Vétsina stranek md jako jednu z moznosti oto¢it na stranu ndsledujici
(4+1), vyjimka nastava u stranky 10. Jelikoz stranka 11 neexistuje, tuto moznost
fesime pfechodem na stranu 1 (tedy —9). Stranky 1 az 4 maji jako druhou zménu
46, stranky 5 az 10 maji zménu —4. Pribéhy pak bude mozné ukoncit na paté
strance s déjem K, ¢imz bude splnéna i druhéd zadand podminka. Toto feseni je
ndzorné zobrazeno na obrazku ¢. [l
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1 2 3 4 5
K K K K K
2,7 3,8 4,9 5, 10 1,6m
6 7 8 9 10
Z Z Z Z A
2,7 3,8 4,9 5,10 1,6

Obrazek 6: Knizka, ve které se pribéhy sklddaji z poctu stranek délitelného péti a konci
Krokem vpted. Ctveredek znaéi konec pifbéhu.

57 47 37 27 17 0 1K 2K 3K 4K 5K
— O — 0 —©6 —© —6©— @& 6O —© —©O—© —6O6—

Obrazek 7: Simulace paméti pomoci provazku pripominajictho ¢iselnou osu

Vy$e uvedenym postupem se ndm podarilo vytvaret knizky splnujici podminky
typu délitelnosti poctu stran pribéhu ¢i urc¢eného konce pribéhu. K problému jsme
ovSsem dosli ve chvili, kdy byl ve stanovenych podminkach uréeny vztah poctu
déju K a Z treba takovy, ze méa v pribéhu nastat stejné déju K a Z. Ma-li mit
knizka konecny pocet stran, tak takovy problém nejsme s to vyresit. Pro¢? Jelikoz
Ctenal nema pamét, nedokaze kontrolovat, kolikrat jiz precetl stranku s déjem K,
respektive Z. Toho neni schopna ani knizka, nebot kdyz se ¢tenar zacykli ve ¢teni
stranek s urc¢itym déjem, knizka nedokaze tyto déje nijak pocitat nebo odlisit.
Takovéto knizky tedy bohuzel neni mozné vytvorit. Anebo ano?

Diky chytrému napadu se ndm podafilo vytvorit systém, ktery dokaze pamét
suplovat. Pro jeho fungovani si vysta¢ime s pouhym provazkem. Jak nas systém
funguje? U vyse zminéného pribéhu, ktery se sklada ze stejného poctu déju K
a Z, si ¢tenar uvaze uzlik na provazku vzdy, kdyz precte stranku s déjem K,
a rozvaze jej, kdyz precte stranku s déjem Z. Pribéh pak muze byt ukoncen ve
chvili, kdyz neni uvazan zadny uzlik. V této ,zdkladni“ verzi vSak funguje systém
pouze tehdy, kdyz jsou Cteny déje K, tedy je jich vice nebo stejné jako déju Z.
Neni ovSem problém systém rozsitit i na zbyvajici pripady, kdy je déju Z vice.
V tom pripadé muze ctenar délat uzliky na jiné ¢asti provazku a uzlik uvaze vzdy,
kdyz precte stranku s déjem Z, a rozvaze po precteni déje K. Tento systém je
v podstaté simulaci ¢iselné osy, jak je vidét na obrdzku ¢. [7

N4&s systém provazki a plochy lze aplikovat i na ptibéhy, které maji koncit
po precteni prvociselného poctu stran. Nejdiive si musime vzit dva provazky, dvé
barvy a uréit, Ze 1 neni prvocislo (tuto informaci musi ¢tenaf mit). Po kazdém
precteni jakékoli stranky si uvdzeme uzlik na prvnim z provazkia. Po kazdém uva-
zani nového uzliku zkusi ¢tendr zabarvit uzliky na prvnim provazku pomoci vSech
skupin na provazku druhém. Neni-li moznost, aby ¢tenar obarvil vSechny uzliky na
prvoim provéazku (pomoci kterékoli ze skupin), vytvor{ si na druhém provazku to-
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Obrazek 8: Urcovani prvociselného poc¢tu stranek pomoci dvou provazku

lik uzlik, aby na ném bylo pravé tolik uzlikt, kolik je na prvnim provazku. Tento
pocet je prvocislo, jelikoz neexistuje zadné cislo, které by jej délilo beze zbytku
(na kazdé takovéto strané tedy muzeme piibéh zakoncit). Nacez vSechny nové vy-
tvorené obarvi tou barvou, kterou neni obarveno predchozi prvocislo. Existuje-li
jakékoli ¢islo, diky némuz obarvime vSechny uzliky na prvnim provazku, toto ¢islo
muzeme na prvnim provizku ignorovat a pokrac¢ujeme na dalsi strdnku (pfiddme
uzlik) — viz obrizek ¢.

Asi nejdelsi ¢ast naseho badéani jsme stravili nad problémem, zda lze vytvo-
tit pribéhy s predem zadanym sledem déjii a predem zakazanym sledem déju.
Pri feSeni téchto uloh se jiz ukézalo jako velmi nepraktické pracovat s puvodnim
schématem zobrazujicim jednotlivé stranky knihy a prestoupili jsme ke schématu
ukazujicimu ¢ésti déje jako Sipky vedouci mezi dvéma body (vrcholy) — oriento-
vanému grafu. Na obrdzku ¢.[9] je vidét prepis prvniho ptibéhu z obrézku ¢. [6] do
nového schématu. Vyhodou tohoto zplisobu zapisu je vedle vétsi prehlednosti také
snadnd moznost kontroly, zda je knizka napsand spravné a nenachézi se v ni pti-
béh, ktery by zadané podminky nespliioval. Pokud se ve schématu takovy pribéh
nachdzi, pak je jasné urceno, Ze se jednd o pribéh neodpovidajici zadéni (mizeme
jej znagit napi. ,,Spatny konec“ — SK), stejné jako jsou uréeny i pifbéhy spréavné
(oznadené analogicky ,Dobry konec“ — DK)

S nasim novym schématem jsme tvorili knizku, jejiz stranky maji déje K a Z
a nasimi podminkami bylo, aby kazdy pribéh obsahoval sled kroku K — 7 —Z — K
a nesmél obsahovat sled kroku Z — K — K — Z. Popisovat zde cely nas postup
pri tvoreni této knizky by bylo velmi zdlouhavé, nicméné alespon zde v kratkosti
muzeme popsat, jakym zpltisobem takovy pribéh vytvorit. Jak lze vidét na obrazku
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Obrazek 9: Knizka, ve které se pribéhy sklddaji z poc¢tu stranek délitelného péti a konéi
Krokem vpred, zaznatend novym schématem pomoci orientovaného grafu

¢.[10] schéma Tesen{ mizeme rozdélit do t¥f ¢dsti:
o Cast 1 - povinna ¢ast pribéhu (sled déju K — Z — Z — K),

o (st 2 - mechanismus, ktery zamezuje vzniku zakazaného sledu déju (Z —
K — K — 7) pred povinnou ¢éasti ptibéhu,

o Cast 3 - mechanismus, ktery zamezuje vzniku zakdzané kombinace déju (Z —
K — K — 7) za povinnou ¢&asti ptibéhu.

Tento popis je bohuzel tim jedinym, jak lze obecné popsat tvorbu podobnych
pribéht, nebot vzdy velmi zalezi na konkrétnim zadéni.

V zavéru nasi konfery jsme se jesté zabyvali problémem, zda dokazeme sluco-
vat vice podminek dohromady a vytvaret tak pohadkové knizky s vice zadanymi
podminkami. Bohuzel jsme neméli dostatek casu tuto zalezitost prozkoumat na-
tolik, abychom mohli vyvodit jednoznac¢ny zavér. Nicméné s ohledem na piipady,
které jsme stihli probrat, predpokladdme, Ze to mozné je, vzdy ovSem zdlezi na
tom, zda nejsou v rozporu samotné zadané podminky. Ostatné pribéhy v prvni
a posledni knizce zminéné v tomto ¢lanku jsou takové, kde dochézi ke kombinovani
vice raznych podminek, a vytvorit je se ndm podarilo.

Na co jsme tedy béhem naseho badéani ptisli? Pohadkovych knizek jsme schopni
vytvaret opravdu mnoho riznych typtu. Dokazeme si poradit s podminkami jako
délitelnost poctu stran kazdého pribéhu ¢i predem zadané povinné a zakazané
sledy déji. Problém nastava az ve chvili, kdy je pro spravné precteni pribéhu
potfeba pamét. I s tim jsme si ale dokéazali poradit, kdyz jsme zavedli systém
provazku a uzliku, ktery dokaze pamét ¢astecné nahradit.

Mozna se vam béhem cteni tohoto ¢lanku mohlo zdat, ze jsme v nasi konfefe
postupné opoustéli téma pohadkového podminovani a spise se vénovali kone¢nym



42 XXIX/5 R

SK

Obrazek 10: Grafické zndzornéni knizky, kterd musi obsahovat sled déju K — 272 —Z — K
(vede k dobrému konci — DK) a nesmi obsahovat sled déju Z — K — K — Z (vede ke
Spatnému konci — SK)

automatf’nrﬂ tedy tématu informatickému. Mate-li tento pocit, pak je to urcité
pocit spravny, zejména kdyz se podivame na obrazek ¢. tak néds urcité nena-
padne, Ze je na ném znazornéno néco, co je ve skutecnosti pohadkovou knizkou.
Nicméné tento postupny prechod od knizek k teorii automatti rozhodné nebyl na
skodu, ba naopak, spise ndm pomohl se s informatickym tématem lépe szit. Na
uplny konec bychom proto radi podékovali Vojtéchu Gadurkovi, ktery nasi konferu
vedl a namotivoval néds k sepsini tohoto ¢lanku.

Dlazdéni 11b
Mgr.M Jachym Lowenhéffer, Dr.MY Lida Rizicka

Uvod

Dlazdéni, neboli teselace, je odvétvi matematiky zabyvajici se otdzkou ,Jak lze
vydlazdit n-dimenzionalni prostor?“. Dlazdéni puvodné vzniklo jako soucast béz-
ného zivota, kdyz se stavitelé snazili néjak vyplnit podlahy nebo stény tak, aby
to vypadalo esteticky, a pracovali tedy jen ve dvojdimenzionalnim prostoru — tim
jsme se v nasi konfefe zabyvali i my.

Pokud se chceme ptat, jak ze to mizeme néjakych n dimenzi vyplnit, chceme
si na zacatek stanovit néjaka pravidla, kterd nam vymezi, jak by dlazdéni mélo
fungovat. Zaprvé, mezi dlazdicemi by nemély existovat zadné mezery, a ani by

24https://cs.wikipedia.org/wiki/Kone&nj_automat
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Obrazek 11: Ukéazka dlazdéni v praxilfl

se nemeély prekryvat — hrany dlazdic na sebe musi vzdy tésné navazovat. Dale
bychom chtéli néjak umét dokazat, ze dlazdéni bude nekonecéné — ze se nikdy
,herozbije* — a jednozna¢né — mame vymezena jasna pravidla, jak ho tvorit.

Tak lze ucinit bud néjakym pravidelnym zpusobem za pomoci pravidelnych
mnohouhelniki, které se po néjakych tsecich opakuji, nebo nekoneénym, ale nikdy
se neopakujicim rozvojem. V nasem ¢lanku se budeme bavit prevazné o pravidel-
ném, neboli ,periodickém“, dlazdéni.

Pravidelné mnohothelniky

Asi vas hned napadne, Ze plochu lze vydlazdit ¢tverci nebo trojuhelniky. Tyto
dva tvary jsou spolu se Sestitthelniky jedinymi pravidelnymi n-uhelniky, které umi
samostatné vyplnit plochum

Obrazek 12: Mnohé matematické skutecnosti mizeme potkat i v prirodé, a hexagondlni
uspotradéani véelich dlu je jednou z nichﬂ

Kazdy z téchto tvaru disponuje néjakymi osami symetrii — linii, podél nichz se
tvar zrcadli. Je tedy logické, Ze pokud nas tvar orotujeme mezi jednou a druhou

257droj: https://rosabellazaurie.pages.dev/search/?q=morocco+tile+moorish+tile+
zellige

25Pozn. redakce: Lze to dokdzat napiiklad rozborem twhli (podobné jako déle), nebo tim, Ze
plny thel musi byt celo¢iselnym nasobkem thlu u vrcholu ttvaru, kterym dlazdime.

277droj: https://www.shutterstock.com/image-photo/close-view-working-bees—on-
honey-231796774
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Obrazek 13: Dlazdéni za pomoci Sestithelniku, ¢tverce a trojihelniku

osou symetrie, bude koncovy a poc¢atecni stav stejny. To je vlastnost, kterd se ndm
bude promitat i do rovin jimi vydldzdénymi — pokud orotujeme Sestitthelnikové
dldzdéni o 120° (tzn. pies dvé osy soumérnosti), dostaneme stejny vysledek jako
ten, se kterym jsme zacinali.

Dlazdéni vice tvary
Plochu lze samoziejmé vydlazdit i za pouziti vice nez jednoho pravidelného mno-
hothelniku. Prvnim myslenkovym pochodem bude uvédomit si, ,kolik stupna“
kolem sebe musi mit kazdy bod (budeme se zajimat hlavné o vrcholy nasich
n-tihelnikt). Tato Gvaha se zd4 hrozné jednoduchd, ale zéroven je klicovd k roz-
lousknuti nasi otazky. Tedy vsechny vnitini thly u kazdého bodu se musi secist
do 360°. Jakmile by se to nestalo, budeme mit volné misto a to je ve sporu s tim,
ze dané tvary dlazdi prostor. Pro jednoduchost se navic zamérime na ta dlazdéni,
kterd maji kolem vSech vrchola stejné mnohothelniky (véetné poradi).

Béhem nasi konfery jsme zkoumali, kolik dlazdéni se dvéma nebo vice pravidel-
nymi n-thelniky mizeme vytvorit. Po vymysleni nékolika zakladnich jsme si ale
uvédomili, ze si u nékterych mnohotihelnikti nepamatujeme velikost jejich vniti-
niho thlu. Nastésti se nam tento problém podarilo vyresit odvozenim vzorecku,

ktery nam to prozradi.

180°
a=n-2) —
n

kde « je hledany tihel a n pocet stran mnohothelniku.



n 3 4 ) 6 7 8 9
Vnitini dhel | 60° 90° 108° | 120° | 128,5° | 135° | 140°
n 10 11 12 13 14 15 16
Vnitini dhel | 144° | 147,27° | 150° | 152,3° | 154,2° | 156° | 157,7°

Tabulka 1: Vnitini thly pravidelnych n-tihelnika az po Sestnéctitihelnik

Za pomoci vzorce jsme schopni dosadit nékolik z n-tthelnikd s nejmensim po-
¢tem stran az do éestnéctiﬁhelnikﬂ a z nich potom vybrat ty, které spolecné
splnuji podminku sou¢tu vnitinich hla do 360°.

Obrazek 14: Dalsi dlazdéni za pomoci vicera pravidelnych mnohothelnik.

Generovani novych dlazdic

Uz vime, ze rovinu lze vydlazdit néjakymi pravidelnymi mnohothelniky spliuji-
cimi urcité zédkonitosti. Dokazeme ale vymyslet i jiné tvary, které by jako dlazdéni
fungovaly?

Misto toho, abychom zkouseli jednotlivé tvary, které by mohly nasi myslenku
splnovat, budeme se chtit zabyvat vlastnostmi dfive pouzitych dlazdic a ptat se,
co ze nam to dovolovalo za pomoci nich dlazdit.

28Pozn. redakce: Ze vzorce si mizeme odvodit, Ze vétsi mnohothelniky budou mit vétsi vnitini
thel. Navic potrebujeme vzdy alespon 3 mnohothelniky, protoze vnitfni Ghel je vzdy mensi nez
180°. Zaroven nejvyse jeden z nich muZze mit vnit¥ni Ghel vétsi nez 150°. A ted bychom tireba
(vybér lze omezit dalsimi pozorovdnimi) mohli vyzkousSet vSechny kombinace mnohothelnika
s mensim vnitfnim thlem a doplnit vzdy do 360° a zjistime, Ze vice-mnohotuhelniky uz do
dléazdéni nelze pouzit.
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Obrazek 15: Vizualizace ¢tverce a jeho posuvnych vektori (Cervené)

.

Obréazek 16: Ilustrace naseho zpusobu generovani dlazdic.

Stoji za to si vsimnout, ze jedna z vlastnosti naseho periodického dlazdéni je
jeho ,posuvnost“ — pokud bychom si hlavni dlazdici ¢i dlazdice zakreslili na pri-
svitnou f6lii a posouvali ji (pozor, neotacelil, zatim jenom posouvali) po nédkresu
puvodniho dlazdéni, obrazek na félii by se ndm v urcitou chvili stal shodnym
s tim na podkladu. K tomu, abychom ale dlazdéni jednoznac¢né pomoci vektoru
zadefinovali, ndm sta¢i pravé dva z nich.

Druhd z dulezitych vlastnosti, kterd ndm umoznuje jednoznaény zapis perio-
dického dlazdéni, je otocnost. Napiiklad, pokud bychom rovinu chtéli vydlazdit
nerovnostrannymi trojihelniky, nestacily by ndm pouze posuvné vektory, museli
bychom pouzit otoceni o 180°, aby do sebe jednotlivé dlazdice zapadaly.

Jak si tedy vytvorit nepravidelny, pripadné dokonce nemnohothelnikovy, tvar
kterym budeme umét vydlazdit rovinu? V nasi konfefe jsme dospéli k nasleduji-
cimu postupu. Pokud si umime z dlazdice, o které jiz vime, ze funguje, ,ukrojit*
kousek a presunout ho tak, aby na ni navazoval ,nékde jinde“, mame vyhrano.
Ukrojeny kousek totiz mize mit prakticky libovolny tvar, a pokud ho presuneme
(zakresleno pomoci posuvnych vektortl) prévé o délku néjakého z posunuti, kte-
rym dldzdéni tvorime z jednoho ttvaru, budou do sebe navzdjem s navazujicim
tvarem krasné zapadat (jako na obrazku [16]).
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Obrazek 17: Nasim zpusobem generovani vytvorené dlazdéni

Obrazek 18: Pozn. redakce: Jedna dlazdice vytvorena z obdélniku presouvanim jeho
¢4sti ,nahoru/dola“ a ,vlevo/vpravo“.
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Obrazek 19: Ziklad tvoreni Penrosova dlazdeéni.

Aperiodické dlazdéni

A7 doted jsme probirali periodické dlazdéni, v této ¢asti naseho ¢lanku bychom ale
chtéli zminit i dlazdéni aperiodické; takové, které se muze rozvijet do nekonecna,
a presto se nikdy nebude opakovat. Jak jsme si ukézali, rovinu umime vydlaz-
dit periodickym dlazdénim, a prozradime vam, zZe rovinu jde vydlazdit periodicky
i aperiodicky nékterymi specifickymi dlazdénimi. Ale mnohem zajimavéjsi otdzka
je, existuji dlazdice takové, ze dlazdéni jimi tvorené by mohlo byt pouze aperio-
dické? Strucné si nacrtneme pouze to nejznaméjsi a ziejmeé i nejelegantnéjsi reseni
tohoto problému, kterym je Penrose tiling.

V 70. letech, potom, co se o sestaveni neptilis slozitého, cisté aperiodického
dlazdéni pokouselo i mnoho dalsich matematikii, nalezl matematik Roger Penrose
dlazdéni, které stavélo na zakladni myslence inkluze pétithelnika. Jak je ziejmé,
nelze jimi periodicky vydlazdit rovinu kvili jejich nepfiznivému vnitinimu thlu.
Postup byl asi takovyto: Penrose vzal pétithelnik a ke kazdé z jeho hran ptidal
dalsi pétithelnik. VSimnéte si, ze tento tvar se téz umi vejit do pétithelniku.
Penrose proto podrozdélil jiz polozené pentagony na stejny tvar, jako ve kterém
lezely; to zacalo generovat nékolik novych dlazdic, ale nakonec jich nebylo mnoho,
a Penrose si uvédomil, Ze timto postupem muze pokracovat donekonecna.

Pozdéji byla nalezena jednodussi varianta Penrosova dldzdéni, ktera vyuziva
pouze dvou zékladnich dlazdic. Mizeme v ném téz hledat zajimavou spojitost se
Zlatym rfezem; pomér vyskytu dvou tvara vyuzivanych v nejjednodussi varianté
se k nému jasné blizi, coz ndm znovu potvrzuje jeho aperiodicitu (u periodického
dldzdéni by pomér byl celym d&islem). Zlaty Fez je vepsan i ve vlastni stavbé
dlazdic; za pomoci ¢ (iraciondlniho ¢isla reprezentujici Zlaty fez) muZeme velmi
elegantné namérit jednotlivé tvary, kterymi dlazdime.

Zavér

V tomto ¢lanku jsme vam spolecné piiblizili svét nekonecnych dlazdéni, ktery
jsme objevovali na konfefe pod vedoucim JidaSem. Dostali jsme se k algoritmu
na tvorbu libovolné dlazdice a zaroven si ukazali, jak prijit na vSechny skupiny
pravidelnych n-tthelniki, které dohromady dlazdi rovinu@ K tomu jsme se jen

29Pozn. redakce: Takzvané polopravidelné — mnohothelniky i jejich pofadi jsou shodné u kaz-
dého vrcholu.



Obrazek 20: Penrosovo dlazdéni pomoci dvou dlaidiclﬂ

letmo podivali na aperiodickd dlazdéni, kterd jsou o poznani zajimavéjsi, ale ne-
byla zdmeérem nasi konfery.
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Obrazky:

Pokud nenf uveden jiny zdroj, obrazky jsou dilem Mgr.MM Jichyma Léwenho-
fera.

Obrézek [18 Dr.MM Lida Ruzicka.

Obrazek https://rosabellazaurie.pages.dev/search/?q=morocco+
tile+moorish+tile+zellige

Obrézek[I2} https://www.shutterstock.com/image-photo/close-view-
working-bees-on-honey-231796774

Obrazek https://aatishb.com/patterncollider/

t AN



https://rosabellazaurie.pages.dev/search/?q=morocco+tile+moorish+tile+zellige
https://rosabellazaurie.pages.dev/search/?q=morocco+tile+moorish+tile+zellige
https://www.shutterstock.com/image-photo/close-view-working-bees-on-honey-231796774
https://www.shutterstock.com/image-photo/close-view-working-bees-on-honey-231796774
https://aatishb.com/patterncollider/?pattern=0.56&radius=63&zoom=2.22&rotate=0.5&hue=22&hueRange=39&contrast=44&sat=63&reverseColors=true
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Vysledkova listina 2. deadlinu 3. Cisla a 1. deadlinu 4. Cisla

Témata
Por. | Jméno R. Z,l 2 3 4 5 | O Zo 21
1.|Dr.M Q. Sedldéek 2 1139,0] 7,0 2,5 17,2 26,71 139,0
2.|Dr.M J. Straitovd 4 119,5]15,0 9,9 12,9 6,0 |43,8]119,5
3.|Dr.™M J. Uglickich 1 (118,0] 9,0 6,0 22,9 37,9(118,0
4. | Dr.M™ M. Jarvis 11158 14,1 15,7 29,8(115,8
5.| Dr.™ M. Pokorny 3 1114,6 6,2 28,0 34,2 (114,6
6. Dr.™ J. Klementovd 1 [113,6/19,0 3,4 9,0 9,2 40,6 | 113,6
7.1 Dr.M V. Stépan 4 105,4| 7,0 13,0 20,6 8,0 48,6 | 105,4
8. | Doc.M V. Tichy 3 |296,6 103,2
9. | Dr."™ L. Rizicka 4 1102,9(10,0 2,2 20,2 11,0 |8,2 |51,6(102,9
10.-11. | Dr.™ 1. Simov4 4 1100,4| 9,5 19,5 19,5 48,51100,4
Dr.™ P. Simové 2 118241 9,5 19,5 19,5 48,5 |100,4
12. | Mgr.™ O. Neveiil 1] 99,3 12,5 12,5] 99,3
13. | Dr.™M V. Mensikova 1 [103,6] 3,5 246 2.9 31,0 98,6
14. | Mgr.™ A. Z4k 3| 98,1]65 10,9 14,0 31,4| 98,1
15. | Mgr.™ T. Kubinové 79| 96,4 1,0 7,7 8,7| 96,4
16. | Mgr.™ O. Novak 1] 953|17,0 4,3 6,4 27,7 95,3
17. | Mgr.™ J. Tregler 3] 93465 12,5 26,0 11,9 56,9| 89,5
18. | Mgr.™ D. Kaiika 1] 851/ 6,7 132 9,3 29.2| 85,1
19. | Dr.™ R. Novék 3 1100,7 40,0 40,0| 75,0
20. | Dr.™M J. Skopek 4 1152,1 15,2 6,0 [21,2] 71,0
21. | Mgr."™™ M. Té&sitel 2| 64,7135 2,5 90 15,0 64,7
22. | Mgr.™™ M. Ulumbekov | 1 | 61,7 20,5 20,5| 61,7
23-24. | Mgr.™ O. Popovsky 3| 87,7 21,5 21,5| 61,4
Dr.™ 1. Vévra 4 11481 0,5 45 95 14,5| 61,4
25.-26. | Mgr.™ L. Zinovs 2 | 61,3 17,2 17,2| 61,3
Mgr."™™ M. Urbanova 79| 61,3] 5,5 10,5 16,0| 61,3
27. | Mgr.™ J. Léwenhoffer | 2 | 60,2 2,8 8,0 8,2 [19,0| 60,2
28. | Mgr.M M. Pull 3| 53,6 24,5 24,5| 53,6
29. | Be.™ A. Stard 2 | 47,4110,0 8,6 18,6 | 47,4
30. | Mgr.™ V. Bartdkova 3| 55,3 14,3 14,3| 47,3
31.| Be.™ A. Pojar 3| 46,7] 6,0 6,0| 46,7
32.| Be.™ D. Strnadovd 2 | 45,7 45,7
33.| Be.™ K. Smidova 3| 44,6] 40 3,1 20 9,1| 44,6
34.|Be.M A. Mikuli¢ 1] 43,1120 28 3,6 8,4 43,1
35.| Be."™™ K. Plchova 3| 41,9 11,0 11,0| 41,9
36. | Dr.™™ P. Jendele 4 |107,6 38,5
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Témata

Por. | Jméno R. Z,l 2 3 4 5 | O Zo 21
37.-38. | Be."M M. Joly 4| 383|20 28 36 8,4| 38,3
Be.M J. Kotlas 1] 38320 28 3,6 8,4| 38,3
39.| Dr.™M J. Polach 4 11475 38,1
40. | Be."™ V. Koten 3| 355 35,5
41.|Be.M™ M. Svanda 4| 345 34,5
42. | Be." V. Vybiral 1] 32960 1,7 28 10,5| 32,9
43. | Bc.™ N. Burzov4 1| 32,7 32,7
44.|Be.M F. Janosik 3| 32,0 32,0
45. | Be.M™ M. Jursové 3| 31,7 2,0 2,0 31,7
46. | Be."™ V. Kucera 1| 30,6/10,2 0,2 10,4| 30,6
47. | Be.™ v, Misi¢ko 1] 305 30,5
48.-49. | Be.™ M. Husek 2| 26,8 26,8
BeMM M. Kifzové 78| 26,8] 1,0 1,3 2,3 26,8
50. | Be."M M. Handk 3| 256 25,6
51.| Bc.™ J. Buben 1] 255 25,5
52.| Be.™M D. Nedvéd 1| 24,6 24,6
53.-54. | Be.™ M. Rybecky 1] 23,7 5,0 50| 23,7
Be.MM M. Kadlckova, 2| 23,7 23,7
55.| Be."™M P. Simedek 1] 23,3 12,5 12,5| 23,3
56. | Bc."M M. Biiza 4 | 23,0 23,0
57. | Bc."™ J. Rypl 4| 381 22,5
58.-60. | Dr.™M M. Bocek 4 1102,5 22,0
Be"M F. Zapotocky 4| 22,0/ 5,0 50| 22,0
Dr.™ D, Ctvrtecka 3 |150,1 22,0
61. | Be.™ J. Lukes 2| 21,5 21,5
62. | Be.™M V. Verner 2 | 44,9 21,4
63. | Be.MM M. Steinhauserové | Z9 | 32,0 20,5
64. | Be.™M B. Szotkowskd 2 | 20,1 20,1
65. | Be.M O. Kagpérek 2 | 20,0 20,0
66. | N. Pippal 1| 19,6 19,6
67. | K. Mensikov4 79| 19,5 6,0 2,0 8,0 19,5
68. | J. Savula 3| 19,0 19,0
69. | O. Trinkewitz 4 | 18,8 18,8
70. | J. Svobodnik 3| 185 18,5
71. | P. Slonek 4| 18,2 18,2
72.| F. Amin 4| 17,9 1,0 1,0 17,9
73. | T. Hebauer 1 16,7| 1,5 1,5| 16,7
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Témata

Por. | Jméno R. 271 2 3 4 5 | O Zo 21
74.-75.| R. Materna 3| 16,5 16,5
Be.M 1. Poljakova 3| 26,9 16,5
76. | J. Klicnar 791 16,0 16,0
77.| Be.™ V. Faltus 3| 42,3 15,5
78. | M. Hradil 1] 153 15,3
79.-80. | M. Couza 2 | 15,0 15,0
Be.MM M. Haikl 4 | 42,9 6,0 6,0| 15,0
81. | E. Turbova 1| 14,6 14,6
82.| R. Petit 1] 14,4 14,4
83.| T. Ferbas 1] 135 13,5
84.| V. Cabelka 3| 131 13,1
85.| A. Freyova, 1| 12,6 12,6
86. | Be.MM J. Kiimsk4 4| 48,1 4,0 4,0/ 12,3
87.| A. Cechova 3| 12,2 11,6
88.-90. | J. Hampl 3| 11,0 11,0
S. Mikéska 4| 11,0 11,0
M. Plachy 4| 11,0 11,0
91. | V. Masi¢kova, 1| 10,5 10,5
92.-94. | Be.™M M. Smrcka 3| 336 10,0
V. Jifickova 3| 10,0 10,0
V. Janacek 1| 10,0 10,0
95.-98. | J. Lepi¢ 4| 90 9,0
H. Muchova 1 9,0 9,0
L. Koucky 79| 9,0 9,0
V. Humlova 1 9,0 9,0
99.-100. | K. Tom&s 79| 8,0 8,0
J. Zajic 3|1 8,0 8,0
101. | M. Kadlec 1 7,5 7,5
102. | K. Vomelova 3 7,2 7,2
103. | S. Teodorovicova 2 7,1 7,1
104. | M. Taufer 3 7,0 7,0
105. | J. Kucera 2 6,5 6,5
106.—108. | M. Styskala 2 6,0 6,0
M. Radimsky 2 6,0 6,0
J. Boula 1 6,0 6,0
109. | A. Styskala 31 55 5,5
110. | O. Broz 2| 48 4.8
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Témata
Por. | Jméno R. 271 2 3 4 5 | O Zo 21
111. | L. Votrubova 2 3,9 3,9
112. | L. Chmelikova 2 3,4 3,4
113.-114. | K. Maxera 2 3,0 3,0
M. Glasnédk 79 3,0 3,0
115. | R. Mayerova 1 5,0 2,0

Sloupecek 2_1 je soucet vSech bodu ziskanych v nasem seminéfi, ZO je soucet bodu
v téchto deadlinech a 21 soucet vSech bodu v tomto ro¢niku. Sloupec O symbolizuje
Ostatni, obvykle prispévky za ¢lanky. Tituly uvedené v predchozim textu slouzi pouze
pro ucely M&M.

Casopis M&M je zastfeSen Matematicko-fyzikalni fakultou Univerzity Karlovy. S ob-
sahem casopisu je mozné naklddat dle licence CC BY 4.0. Autory textu jsou, neni-li
uvedeno jinak, organizatori M&M. Realizace projektu byla podporena Ministerstvem
skolstvi, mladeze a télovychovy. Pokud si ¢asopis neprejete dale dostavat v tisténé po-
dobé, zruste si prosim jeho odbér v nastaveni svého uc¢tu na webu.

Kontakty: %{

M&M, OPMK, MFF UK E-mail: mam@matfyz.cz

Ke Karlovu 3 Web: mam.matfyz.cz kl
121 16 Praha 2 .

FB: casopis.MaM


mailto:mam@matfyz.cz
https://mam.mff.cuni.cz
https://www.facebook.com/casopis.MaM

