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Rocnik XXIX

MATEMATIKA FYZIKA INFORMATIKA

Uvnitf najdete nékolik témat a s nimi souvisejicich Gloh. Zamyslete se nad nimi a poslete
nadm sva feSeni. My vdm je opravime a ta nejzajimavéjsi z nich otiskneme. Nejlepsi feSitele
zveme na podzim a na jafe na soustfedéni.
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Mili fesitelé,

vite, k ¢emu jsou dobré derivace? Pokud ne, mizete si to precist v dalsim dilu
Derivaci a integrall! Nejprve se v rdmci témétka dozvite, jak je pouzit pri zkou-
mani funkci, a pak se miZete ponofit do ¢lanku od Mgr.MM Terezy Kubinové
o derivacich kolem nés.

Co dalstho véas v tomto Cisle ¢eka? Vytahy jiz mate od minula dikladné rozmys-
lené, tak se tentokrdt muzete pustit do jejich simulovdani. V Akustice se podivate
na zoubek hluku. Nebo si jej spi$ poslechnete?

Cas délani hluku kolem taboraku, letniho cestovani a stanovani nés sice s pod-
zimnimi rannimi mraziky opousti, ale s novym tématkem se jiz muZeme zacit tésit
na pristi rok ¢i dobrodruzné zimni vypravy. Pustime se do zkouméani outdoorovych
varicu a vybirani toho nejlepsiho.

A kdyz uz jsme u téch dobrodruznych zimnich vyprav, jiz dnes si muzete
zapsat do kalendare termin Vanocni vikendovky M&M. Vikendovka probéhne od
9. do 11. prosince. S dalsimi informacemi se ozveme, az se tento ¢as priblizi.

Na zavér bychom vam chtéli podékovat za ohromnou zaplavu skvélych feseni
a privitat vsechny nové resitele. Jen tak dal! Tésime se na vase dalsi prispévky
a na vidénou s nékterymi z vas na soustiedéni.

Vasi organizdtori

P.S. Obnovujeme ponozkovou soutéz! Ziskate par stejné barevnych ponozek?
Prectéte si nize, jak na to.

Soutéz o ponozky

Za kazdé cislo, ve kterém ziskate alespon m bodt, dostanete ponozku v jedné ze
¢tyt barev. Ano, Ctete spravné, ponozku — jednotné c¢islo. Jak tedy ziskat par
stejnébarevnych ponozek? Na to uz jste mozna prisli z Dirichletova princip
Abyste méli jistotu, Ze budete mit dvé ponozky stejné barvy, musite fesit kazdé
7 péti ¢isel!

1Pokud nevite, o co se jedna, nelekejte se vzneseného nizvu, nejde o nic komplikovaného,
vizte napiiklad https://cs.wikipedia.org/wiki/Dirichlet’,C5%AFv_princip.


https://cs.wikipedia.org/wiki/Dirichlet%C5%AFv_princip
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Zadani a reseni témat

1. deadline: 8. listopadu 2022 | 2. deadline: 6. prosince 2022

Téma 1 — Matematické pohadky

Mame radost z poc¢tu doslych feseni a moc za né dékujeme. Doufame, Ze véas Feseni
tohoto tématka bavi. Nékteré pohadky, které jste ndm poslali, budeme postupné
vydavat na webu a poté i v ¢islech ¢asopisu.

V tomto ¢isle vam toto téméatko sice nenabizi nové tlohy a problémy k feseni,
muzete nam vsak stale posilat vase matematické pohddky k feseni problému 7
z minulého ¢isla.

A Problém 7 (29.1): Zkuste napsat podobnyj pribéh, radi si ho precteme.
Pti{jemné pocteni!

DliZa; pohadky-mam@gadurek.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka



mailto:pohadky-mam@gadurek.cz
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Téma 2 — Akustika
Dil 2: Zvuk nebo hluk

V minulém ¢isle jsme se bavili o ivodu do fyzikalni akustiky a o tom, jak funguje
jednotka decibel. Také jsme se bavili o tom, co zvuk je ¢i jak se lisi od hluku. Na
toto téma nam prislo mnoho feseni, dékujeme za né! Vsichni spravné odpovédéli,
ze definice hluku je subjektivni. Napiiklad Doc.MM Véclav Tichy jako piiklad uvedl
zvonkohru z klastera, ktery slysi z mista, kde bydli: ,Zvonkohra mé prijemnou
melodii, ale kdyz si ¢lovék chce po obédé na chvilku zdfimnout, melodie je najed-
nou otravna a zvony maji neprijemny tén.“ Teorii z minulého c¢isla si rozsifime
dnes jesté o pojem kmitocet a ukazeme si, co je vahova korekce zvukoméru.
Rédi bychom jesté na chvilku navézali na Ulohu 3 z minulého &sla. Jednim ze
zékladnich principu akustiky je energeticky soucet, tedy Ze neplati
1 4+ 1 = 2. Dva vysavace bézici zaroven nemaji hladinu akustického tlaku 140 dB,
nybrz pouze o 3dB vice, nez kdyz by bézel jen jeden. Na to spravné poukézali
témeér vsichni, kdo se pokouseli o feseni tilohy. Nejjednodussi zptisob, jak s¢itat
hladinu akustického tlaku dvou zdroji, je pomoci logaritmického souctu (fikdme
tomu také s¢itdni hladin ¢i energeticky soucet). To funguje nésledovné: mame
zdroje zvuku Lq, Lo, ..., Ly,. Jejich vyslednd hladina akustického tlaku je déna
vztahem:

L=10-log (100’1L1 4100 L2 oL 10071Ln) )

7 toho numericky vyplyva, ze seCteme-li dvé stejné hladiny, dostaneme hladinu
0 3dB vyssi.

Kmitocet

Kmitocet zvuku je pocet periodickych zmén akustického tlaku za sekundu, zna-
¢ime jej f [Hz]. Subjektivné to vanimame jako vysku ténu. Dalsi veli¢ina je vlnova
délka — to je draha, kterou urazi vina béhem jednoho kmitu. VInovou délku zna-
¢ime A [m]. Mezi témito veli¢inami plati vztah:

A=c-T=

= 3
kde ¢ [m - s7!] je rychlost zvuku. Rychlost zvuku ve vzduchu se nepatrné méni
s teplotou; pro technické vipocty se viak pouziva hodnota ¢y = 340ms~ ', kterd
odpovida teploté asi 14°C.

Dilezitou vlastnosti zvuku je jeho kmitoctové slozeni. Skuteéné zvuky v real-
ném svété jsou ténové (neboli harmonické) jen mélokdy, piikladem jsou hudebni
nastroje nebo neprijemné piskani brzdiciho vlaku. Vétsinou maji bézné zvuky
spojité spektrum ruznych kmitocti, ze kterych se skladaji.

Abychom se ale mohli bavit o praktickych aplikacich akustiky, je opét treba
zohlednit ¢lovéka a jeho citlivost. V minulém ¢isle jsme psali, ze citlivost ¢lovéka
na ruznou hlasitost zvuku je rtiznd, a proto pouzivame pro akusticky tlak jednotku
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decibely a pracujeme s jeho intenzitou logaritmicky. Podobné i citlivost na rizné
kmitocty u ¢lovéka neni stejna. Evolucneé je lidské ucho nejvice citlivé na kmitocty
v intervalu od 200 do 5000 Hz. I prah slyseni je jiny pro rtzné kmitocty.
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Obrazek 1: Sluchové pole

Proto kdyz méfime zvuk v néjaké relevanci k samotnému ¢lovéku (napiiklad
resime, jestli 1ze v blizkosti hlu¢né Zeleznice postavit bytovy dum, aby jeho oby-
vatelé nebyli prilis ruseni hlukem provozu), je vzdy potieba se na namérené Cisté
fyzikalni veli¢iny kouknout skrze ,bryle“ lidského vnimani. Hodné ,hlasity“ zvuk
v neslysitelném spektru neni problém, zatimco relativné tiché, avsak vytrvalé pis-
téni néjakého spotiebic¢e v doméacnosti miize byt k zblaznéni. Je-li tento zvuk na
vysokém kmitoCtu (tfeba staré zarivky) ¢i na nizkém kmitoc¢tu (ventilator v kou-
pelné), stéle se to vSak bude ignorovat 1épe, nezli zvuk na kmitoétu podobném
lidskému hlasu — treba détsky pla¢ nebo stékot psa v sousednim byté. Na zba-
veni se tohoto nesouladu mezi méfenim a vnimanim zvuku je pak treba aplikovat
tzv. vahové (korekéni) filtry, které v souladu s citlivosti lidského sluchu upravuji
citlivost zvukomeéru. Pro stanoveni téchto filtri bylo historicky nékolik metod,
z nichz se nejvice ujala metoda ,A*, kterou nasledné prijaly i ¢eské normy jako
standardizovanou. Podle toho jednotlivé korekéni hodnoty pro jednotlivd pasma
kmito¢t oznacujeme K4 (= korekce dle metody A). Ta funguje nésledovné:

1. Zvukomér méri hladinu akustického tlaku L soucasné na jednotlivych kmi-
toCtovych pasmech.
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2. Ke kazdé zméfené hodnoté pri¢teme korekci vdhového filtru K4 [dB].

3. Takto upravené hodnoty teprve poté secteme (energeticky soucet skrze lo-
garitmy, viz Uloha 3 v minulém ¢isle ¢asopisu).

V takovém souctu je vliv nékterych kmito¢ta potlacen, jinych zesilen — kazdé
pasmo m4 tak jinou vahu — podle pridélenych korekei. Korekce dle metody A jsou
nize v tabulce.

F[Hz] || 16 [31,5] 63 | 125 [250]500 [ 10002000 [ 4000 [8000 [ 16000
K4 [dB] ||-56,7|-39,4|-26,2 |-16,1 |-8,6 |-3,2| 0,0 |+1,2|+1,0|-1,1 | -6,6

Tabulka 1: Korekce dle metody ,,A¢

Timto postupem vznikd veli¢ina, je oznac¢ovdna L4 [dB] a nazyva se hladina
akustického tlaku A. Velké pismeno A je soucdsti nazvu i zkratky této veliciny,
podle metody korekce , A“.

Hlasitost

Nakolik slozité cely postup zni, hladina akustického tlaku A je ve skutecnosti prave
ta veli¢ina, podle které jako lidé vnitiné posuzujeme, jestli néco je hlasité nebo
ne, jelikoz samotnd namérena hladina intenzity akustického tlaku nereprezentuje
to, jak citlivé lidé vnimaji rizné zvuky. Jednd se proto o klicovou velicinu, kte-
rou chceme pouzivat v akustickych vypoctech, pokud nas alespon trochu zajima
vysledek v kontextu lidskych usi.

Néznak existence takové veli¢iny jsme predpovidali jiz v minulém disle, kde
jsme upozortiovali, Ze hladina intenzity (uréena energii pfendsenou akustickym vl-
nénim) by neméla byt zaménovana za hlasitost, byt to k tomu svadi. Pfipomenime
si, jak jsme v minulém ¢isle definovali hladinu intenzity zvuku L:

I
L:lO-logI—,
0

kde I je intenzita a Iy odpovidad nejnizsi intenzité, kterou je jesté lidské ucho
schopné rozpoznat pii frekvenci 1 kHz za dokonalych podminek (sluchovy préh).

Kdyz zapiseme vyse popsany postup ziskani intenzity akustického tlaku A do
vzorce, ziskame:

n
La=10-log) 10%1Fitkan,
=1

kde n je pocet zvukii o konkrétni frekvenci. Pi vypoctu L; nezapominejte pouzivat
Tabulku [I
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Energeticky pramér

Nicméné, to jesté neni vse. U redlnych zvukt jejich hladina akustického tlaku A vy-
razné fluktuuje — kdybychom nahrdli nahravku, jak nékdo mluvi, v jistych mo-
mentech naméfime 20 dB, protoze zrovna ukoncil vétu a slySime jen Sum v pozadi,
zato sekundu na to mizeme namérit i tfeba 80 dB, protoze znéle zacne fikat novou
vétu. Abychom mohli sebevédomé Tict, jak hlasitd je tfeba lidské re¢, nebo jak moc
je apartman obtézovan hlukem blizké silnice, potfebujeme zavést néjaky zpusob,
jak hladinu akustického tlaku A chytre zprumeérovat. Pouzijeme k tomu tzv. ener-
geticky pruamér, ktery je reprezentovan velicinou ekvivalentni hladina akustického
tlaku A, kterd se zna¢i L acq 7 & udava se v decibelech. Ta je vzdy vztazena k dobé
trvani ¢, fesime ,jaky byl primérny hluk zdroje za poslednich 60 sekund“, na-
priklad. Vzorec pro vypocet vychézi z klasického primeéru, akorat se pohybujeme
opét v logaritmech:

n

1
Z?:l ti ;

kde n je pocet dil¢ich intervalti. V i-tém intervalu délky ¢, [sekund, minut, hodin]
pusobila hladina L 4; [dB]

Piikladem pouziti ekvivalentni hladiny akustického tlaku A v praxi jsou li-
mity pro hodnoceni hluku v pracovnim prostredi ¢i limity pro hodnoceni neruse-
ného prostredi pro spanek. V praci muze byt zaméstnanec vystaven maximélné
L Acq,smena = 85dB; primér je zde vztazen k trvani smény. Pokud by byla hod-
nota vyssi, musi mu zaméstnavatel zajistit ochranné pomtcky proti hluku a pra-
covisté je hodnoceno jako rizikové. Pracovnici v prostiedi rizikovém z hlediska
hluku musi pravidelné dochazet na lékarské prohlidky, kde by se pripadné vcas
rozeznala nadchézejici ztrata sluchu, kterd v takovém prostiedi hrozi. Navic maji
pracovnici v takovém prostiedi nafizené specidlni tiché prestavky v misté, kde
hluk neptisobi.

Pro ochranu spanku se pak pracuje s hodnotou L g¢qsn = 35dB. Béhem nej-
hluénéjsi hodiny noéniho klidu je limit Laeq,1n zvySen az na 40dB. K tomuto
¢islu se pak mohou pricitat korekce, které délaji limity ptrisnéjsi. Naptiklad pokud
se jednd o nemocniéni lazko (v takovém pripadé energetickym souctem pricteme
hodnotu —15dB z norem). O korekcich jsme psali o kousek vyse, existuji korekce
nejen pro pasma ruznych kmitoctl, ale i pro rizna prostredi ¢i situace, kde je hluk
lidmi subjektivné vnimén jesté hute, naptiklad kdyz lezi v nemocnici. A jesté pro
zajimavost: elektronicky zesilovana hudba na koncertech a diskotékach se ridi li-
mitem L geq,4n = 100dB.

Lacqg =10 -log (i - 1001 Eas)

Uloha 1 [3b]: Jaké rizné korekce jesté existuji? DokdzZes najit néjaké zdakonem
citované okolnosti, kde je limit pro hluk naopak méne prisny, tedy se zde aplikuje
kladnd korekce?

Uloha 2 [1b]: Jsou néjaké jiné situace a prostieds, kde by Tobé ddvalo smysl limity
na hluk udélat méné ¢ vice prisné? Proc bys to v konkrétnim pripadé tesil(a)?



Psychoakustika nebo akupsychologie?

Proc to celé vlastné fesime? Protoze lidé na zvuk néjak reaguji a v pripadé hluku
reaguji zpravidla negativné. Typickou negativni reakei je (hormondlni) stres, o kte-
rém dnes vime, Ze muze zkracovat zivot jedince i o deset let. Dalsi typickou reakci
je rozmrzelost ¢i rezignace, méné casto se setkdvame s psychosomatickymi obti-
zemi. Ze zdravotniho hlediska je nutné lidi chrénit pred hlukem.

Stanoveni vyse popsanych limiti hluku komplikuje fakt, ze kazda osoba je na
hluk rtzné citlivd, dokonce jedna osoba mtze byt mnohem vice citlivd na urcity
typ hluku, ale jiny typ hluku zase v pohodé snaset. Statisticky bylo zjiSténo, ze
citlivost na konkrétni typ hluku neni ve spolecnosti rozdélena rovnomérné, nybrz
se obyvatelé spise fadi do dvou tabort: méné citlivi a vice citlivi na tento konkrétni
typ zvuku. Od bezpecnostnich limit nelze oéekavat dokonalou ochranu celé popu-
lace proti potizim zptisobenym nadmérnym hlukem, jelikoz by pak nastalo mnoho
nepiekonatelnych patovych situaci (napiiklad jesté stdle nejsme v dobé, kdy by
se dala vSechna povolani v nadmérné hluénych podminkach jen tak automatizo-
vat). Cilem je chrénit vétsinu obyvatel, takze limity jsou stanoveny na zdkladé
statistickych tdaji o snasenlivosti hluku. Vyse zminény limit Lacqsn = 35dB
pro ochranu spanku nezarucuje (a ani neni schopen zarucit) perfektni a neruseny
spanek tplné vsech obyvatel.

Problém 3: Napadd té, jak se lze doma v byté brdnit hluku, ktery pochdzi z venku? M
Lze néjakd opatreni udélat primo venku, aby se hluk od zdroje $iril co nejméne?
Jakymi zpusoby muze architekt ¢i projektant budovy snizovat akustickou zdtez oby-
vatel bytového domu? A jak by slo se brdnit hluku vznikajicimu vonitr budovy? Ve
vsech otdzkdch predpokldddme, Ze zdroj hluku nelze odstranit.

Problém 4: Jak by slo vytvorit co nejvétsi ramus? A jaké jsou tam fyzikalni ‘
limity?
Viktor Materna; viktor .mat@seznam.cz

Tereza Agnes Pokornd;|tereza.tter .hladikova@gmail.com
odevzdadvejte do odevzddvditka
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Téma 3 — Vytahy

Vzorové Teseni 1. dilu najdete ve 3. ¢isle.

Dil 2: Simulator vytahi

Na zacatku tohoto tématka jsme se na tizeni vytahti divali pouze teoreticky.
Kratce jsme prolétli kolem teorie automati. Nyni se s vyuzitim simuldtoru podi-
vame na celou véc prakticky.

Névod k instalaci a pouziti naseho simulatoru vytaht najdete na GitHubu:

https://github.com/bsaid/ElevatorSimulator/blob/main/README_CZ.md

Tento simuldtor m4 jednu specidlni vlastnost. U béznych programu jste prav-
dépodobné zvykli na to, ze napisete néjakou funkci, feknéme treba main(). Tato
funkce se po spusténi jednou provede, a néasledné program skonci. Nas§ simulé-
tor ale funguje tak, ze vami vytvorenou funkci vykonava ve smycce stale znovu
v kazdém kroku simulace. Jinymi slovy, vimi naprogramované funkce predstavuje
prechodovou funkci automatu. Na zacatku si musite zjistit, v jakém stavu se vy-
tahy nachézeji, a potom spocitat, jaké proménné chcete zménit, tedy do jakého
stavu se chcete presunout. Detaily véetné prikladu najdete v navodu zminéném
vyse.

Uloha 1 [2b]: Vytvorte konfiguraci dvou vgtahi ve formdtu JSON, kde plati:

o Budova mad 5 nadzemnich pater, prizemi a 2 podzemni patra.

e Pruni vijtah zastavuje pouze v prizemi a v 5. patre.

e Druhy vytah jezdi mezi vsemi patry.

e Pruni vijtah umi jezdit dvakrdt rychleji nez druhj.

e Oba vjtahy maji stejné zrychlend.

o Ostatni parametry si muzete zvolit libovolné.

Uloha 2 [2b]: Viytvorte libovolnou konfiguraci vitahi ve formdtu JSON, kterd se
v simuldtoru zobrazi stejné jako na obrdzku [3

Pro tlohy [I] a 2] odevzdavejte pro kazdou jeden soubor ve formatu JSON.
Pokud chcete pridat néjaky komentar, muzete tak ucinit primo v souboru JSON
napriklad takto:

{

" _comment" = "Vas komentar."


https://github.com/bsaid/ElevatorSimulator/blob/main/README_CZ.md
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Obrazek 2: Zadini dlohy [2]

Pokud potrebujete sepsat delsi text nebo prilozit néjaky obrazek, muzete ode-
vzdat druhy soubor ve formatu PDF.

Uloha 3 [4b]: Vytvorte simulaci vgtahu ve tripatrovém domé, ktery funguje po-
dobné jako pdternoster. Tento vytah nebudeme ovlddat Zadnymi tlacitky. Vitah
bude automaticky pomalu prejizdét z prizemi do tretiho patra. Ve tretim patre se
zastavi a za chvili se opét vydd pomalym tempem do prizemi, kde opét na chvili
zastavi. Tento proces se opakuje donekonecna. Pro pomalou jizdu staci funkci
e.speedUp (), respektive e.speedDown () zavolat jen jednou.

Uloha 4 [4b]: Viytvorte simulaci vjtahu, ktery jezdi z prizemd na rozhlednu a zpdtky.
Vijtah mizeme ovlddat tlacitky nahoru, dolu a stop. Tlacitko stop zastavi vijtah
v aktudlni pozici. Tlacitka nahoru a dolu odvezou cestujici na rozhlednu respektive
do prizems.

Pro tlohy [3] a [] odevzdavejte kromé JSON konfigurace jesté soubor s pii-
ponou .py. Pokud budete mit vice souborti k odevzdani, zabalte je prosim do
jednoho ZIP archivu.

Béda; bedrich.said@gmail.com
Odevzddvejte do odevzddvdtka
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Téma 4 — Derivace a integraly

Regeni 1. dilu
Uloha 1

Zadani:

Ukazte, Ze (a- f) = a- f’ (derivace ndsobku) za pouZiti vztahi (f-g) = f'-g+f-¢'
(derivace soucinu) a ¢’ = 0 (derivace konstanty), kde [ a g jsou funkce a kde a,
¢ jsou konstanty.

Reseni od Bc.MM Martina Biizy:

(a-f)=a -f+a-f'=0-f+a f=a-f

Uloha 2

Zadani:
Ukazte, Ze pro prirozené n je (z") =n -z L.

Tuto dlohu lze fesit dvéma hlavnimi postupy: rozepsanim (viz prvni FeSeni)
nebo matematickou indukef (viz druhé Fegen).

Reseni od Bc.™M Daniely Strnadové:
(") = (zz-...x) =2 za.. fza'z.. +...=1lz" 4l 4 =nan!

Reseni od Bc.™M Vojtécha Stépana:

Vztah dokazi pomoci matematické indukce.
Pron=1

/

Z=1=1-2°

n—1

Indukéni predpoklad je (z") =n -«
Pron+1

(CL‘"'H)/ = (z" - x)' = (x")/.x—i-x”.x/ =na" ot =na 2" = " (n+1)

Q. E. DJ

2Zakonéeni matematického diikazu QED je zkratkou pro latinské quod erat demonstrandum
neboli coz mélo bijti ukdzdno. Casto se znac¢i pouze [J. Neplést s fyzikdlnim vyznamem zkratky
QED — kvantova elektrodynamika.
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Problém 3

Zadani:
Derivaci podilu funkci f a g lze také vyjadrit vzorcem, a to

(f)’f“gf-g/
g g '

Odvodte ho (napriklad pomoci derivace soucinu, derivace sloZené funkce a derivace
x", ale fantazii se meze nekladou,).

Reseni od Dr.™M Jana Skopka:

Chceme-li zderivovat podil (f/g)’, jde o totoznou operaci, jakou je derivace
soucinu ( f- g_l). Tento vyraz tedy muzeme zderivovat podle pravidel pro sou-
¢in, jen si musfme dat pozor na to, ze funkce g=! je funkef sloZzenou. Jeji derivace

tedy je:
1y _
(67') =g (-1-97)
A nyni jiz mizeme provést béznym postupem derivaci soucinu:
"o rg _fe—-1tg

._1/: /._1 a . (= ._2:7
(fo9)=f-g'+fd (-1)-g PR 7

To bylo feseni, které bylo napovidané v zadani. Prisla vSak i dalsi zajimava
feSeni vyuzivajici ipravu rovnic, a dokonce i feSeni vyuzivajici logaritmus:

Reseni od Dr.MM Ji¥iho Policha:
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Reseni od Bc.MM Martina Hanéka:

Nejdrive zavedeme nésledujici vyraz y = g, a dale logaritmujeme a vyuzi-

vame zakladni znalosti o logaritmech.
lny:lni =Inf—Ing
g

Déle derivujeme obé strany dle zédkladnich vzorct:

tedy

a opét muzeme provést substituci za y, které jsme si jiz na zacatku definovali
vyrazem y = % a Cleny roznasobime:

o1 <f’ g’)_f’_f~g’

y = = . P
g \f g 9 g
nasledné prevedeme na stejného jmenovatele, ¢imz dokoncéime nés dukaz:
914

vy = 2

g

Uloha 4

Zadani:

Zderivujte (podle x)
5¢% — 322+, cos? z + sin? z, vz, e 3%,

3a3 + 42z

I (sin(5z))” = ((sin(5x))")’, In(tan ).

Reseni od Petra Slonka:

1. (52% — 322 +7) = (52%)" — (32%) + (7)) = 5- 42 — 3- 22 = 202% — 6z
2. (cos? z + sin? ac)/ = (cos? x)/ + (sin? x)/ = 2cosz - (cosz) + 2sinzx -
(sinz) = —2cosx -sinx + 2sinz - cosx =0

Je také podstatné snazsi cesta jak dosdhnout tohoto vysledku, a to uvée-
domit si, ze cos? z + sin®z = 1.
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4. (6_3I)I =e 3. (=3x) = —3e73
5 (342 ' (32°+422) (72 +22) — (327 +42z)- (722 +22)’ _
. Tx2+42z (7z2+2:c)2
_ (927 442) (72° +20) — (32° +422) (14242) _ 91,4 11943 20422 _ 212211241204
- 4924 +28x3+4z2 T 492442823 +422 T 49x2+428zx1+4
6. ((sinbz)") = (5cosbx) = —25sinba
!
7. (ln(ta‘nx)) = tanz (tan (E)/ = %.105230 = sinx-lcosz

Vysledek sedmého prikladu lze zapsat v raznych tvarech:

1 1 cotan 9
Ol = 5 = cotanx - sec” x = csCx - secx
tanx -cos?x  sinx-cosz cos? x

V druhém, ¢tvrtém, Sestém a sedmém piikladu se pouzije derivace slozené
funkce. V pdtém pak derivace podilu (pozor na to, i zlomek je funkce, nelze ho ig-
norovat a derivovat Citatel a jmenovatel zv1ast), pfipadné muzete zacit zkracenim
x, ¢imz lze usSettit néjaké to x pri pocitani.

Nakonec chvalim ty, kteff zderivovali cos®  + sin? z a navic si v§imli, Ze je to
jednicka, takze mtzeme lehce ovérit vysledek derivace (1’ = 0).

Problémy 5 a 6

Nejvice vzorcii pro derivace (problém 5) dokazala Mgr.MM Tereza Kubinova, ktera
dokézala i vzorec pro derivovani e”. Jelikoz ale limity nejsou tématem tohoto
tématka, prikladame pouze odkaz na hezky sepsané dikazy zdkladnich vzorci od
Bce.MM Ondieje Kagparka:
https://mam.mff.cuni.cz/media/prilohy/29-1-4-kasparek. pde|

Mgr.MM Tereza Kubinova také Tesila problém 6. Jeji ¢lanek si mizete precist
a inspirovat se jim na konci tématka.

Dil 2: Praktické pouziti derivaci

V minulém dile jsme si fekli, ze derivace vyjadiuje, jak se méni dand funkce.
Také jsme si ukazali, jak takovou derivaci pocitat pro vétsinu funkci, se kterymi
se setkame.

Co jsem mozna zapomnél zduraznit, je, ze vypocCtena derivace je opét funkce.
Kdyz do této derivace dosadime, dostaneme, jak se puvodni funkce méni v tomto
bodé.

3Jenom pro tuplnost chci pfipomenout, ze kdybychom chtéli opravdu formélné dokdzat tyto
vzorce, méli bychom ovérit podminky, protoze pfi dokazovani pouzivime aritmetiku limit a spo-
jitost funkci. To se vsak da ukédzat z existence kone¢nych derivaci a pro nasi predstavu o tom,
pro¢ nase vzorce plati, mé ovéfovani téchto podminek pramaly vyznam.

A spravné je limita rodu zenského, tedy napf. bez limity a bez limit, nikoliv bez limitu.



https://mam.mff.cuni.cz/media/prilohy/29-1-4-kasparek.pdf
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Uloha 1 [3b]: Pro trénink zderivujte funkce

22— 4z +4

x> — 622 4+ 122 — 8

2sin(z) cos(x)

K cemu ale takové derivace je kromé primého pouziti jako rychlost ve fyzice?
To, jak se funkce méni, dost vypovid4 o tom, jak funkce ,vypadd“ (tzv. pribéh
funkce), a my tak diky znalosti derivace mtuZeme zjistit, kde funkce roste, kde
klesa, kde méa nejvétsi hodnotu, kde nejmensi, atd. Podle toho, ze ,analyzujeme*
funkce, je vlastné pojmenovana celd ¢ast matematiky, ktera se zabyva derivacemi
(a integrdly) — matematickd analyza.

Monotonie

Jak jsem jiz zminil, z derivace zjistime, zda je v daném boddﬂ funkce rostouci
¢i klesajici. Obecné totiz plati, ze pokud je derivace v daném bodé kladnd, tak
je funkce rostouci, pokud je zdpornd, tak klesajici. Pozor, pokud je nulovd, je

derivaci.

Uloha 2 [3b]: Kde funkce x> — 4x + 4 roste a kde klesd? Body, kde je derivace
nula, zatim nereste. Nacrtnéte také graf.

A co funkce 2® — 62% + 12 — 87 A 2sin(x) cos(z)? (Hint: u posledni funkce
cheete pouzit vzorec pro kosinus dvojndsobného hlu.)

Extrémy

S nejvétsi (maximum) a nejmensi (minimum) hodnotou funkee je to o trochu slozi-
t€jsi. Maximum a minimum totiz muze byt globalni (tj. pokud dosadite do funkce
cokoliv, funkce uz véts$i/mensi nebude) nebo lokdlni, (tj. je to nejvétsi/nejmensi
funkén{ hodnota na né&jakém okolf). MZeme si to predstavit tak, Ze pokud sto-
jime na Snézce, tak Siroko daleko neni vyssi hora, tedy jsme v lokdlnim maximu
vysky nad mofem. Pordd ale existuji vyssi hory, takze nejsme v globalnim ma-
ximu. (Stejné tak mizZeme stat na vrcholku libovolného kopecku a i kdyz po ujiti
kroku smérem dolid uz narazime na upati Mount Everestu, tak dokud jsme na
vrcholku, tak jsme v lokdlnim maximu.)

Déle mtuzou byt extrémy (lokédlni i globdln{) ostré nebo neostré podle toho,
zda pouzivame ostrou ¢i neostrou nerovnost. Tedy vrchol Mount Everestu je ostré
maximum, protoZe stejné vysokou horu uz nemdme. Naopak (geomorfologicky)
hfeben je neostré maximum, protoze po ném muzete jit po rovince, prestoze po

4Formélné na néjakém okoli daného bodu, protoze rostouci/klesajici je vlastnost funkce de-
finovana na intervalu, ne v bodé.

Pro zopakovani: Funkce je rostouci na intervalu I, pokud pro vSechna z,y € I, kde z < y
plati f(z) < f(y). Klesajici, pokud f(z) > f(y).
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strandch uz terén klesd. Muze se dokonce stat, ze dojdete po rovince k dalsimu
stoupani. Navic misto na roviné je neostré maximum i minimum, protoze celé
okoli je nejvyse i nejméné tak vysoko.

Co vsak vSechny tyto extrémy maji spole¢né, je to, ze pokud v nich existuje
derivace, tak je nulova. Tedy vsSechny extrémy najdeme tak, ze zjistime, kde je
derivace nulovd nebo neexistuje. Tim jsme ale nasli i body, které extrémy nejsou,
napiiklad 0 v 23 (viz obrézek. Pokud se podiva od bodu, kde je derivace nulova,
k vyssim hodnotam na ose x a funkéni hodnoty rostou a zaroven pri pohledu
doleva k mensim hodnotdm klesaji, tak zde neni lokélni extrém (nebo naopak —
doprava klesaji a zdroven doleva rostou). Navic nevime, co z toho je maximum,
co minimum, co globalni, lokalni, ostry, neostry extrém.

Obrézek 3: Funkce x3, kterd ma v bodé nula derivaci 3 - 02 = 0, ale nem4 zde extrém
(ani lokalni)

Pro jednoduchost predpokladejme, ze derivace existuje ve vSech nalezenych
bodech, protoze tam, kde neexistuje, se musime na problém divat Gplné jinak,
k tomu nam derivace nepomtize. V takovém pripadé je nejjednodussi rozhodnout,
jestli je extrém neostry nebo ostry. Neostry lokalni extrém totiz bude v misté, kde
je nulova derivace na néjakém intervalu. (Neostry globalni je, kdyz jich je vic.)

Maximum je v bodech, do kterych funkce neklesa a ze kterych neroste. Ob-
dobné minimum. Naopak v bodech, do kterych funkce roste a ze kterych také
roste, nebo do kterych funkce klesa a ze kterych klesa je bod, kde funkce roste,
resp. klesa, tedy to neni extrém.
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Nakonec globdlni maximum je nejvétsi z maxim a analogicky pro minimum,
ale musime si dat pozor, ze funkce mtze byt ,extrémnéjsi“ i v mistech, kde extrém
nema, naptiklad pokud roste do nekonecna, nebo pokud ji fesime jen na néjakém
intervalu, tak musime zahrnout do zkoumani i hodnotu v krajnich bodech.

Pro nalezeni globalnich extrémt tedy najdeme body, kde je lokalni extrém,
a krajni body. Do vSech téchto bodu ,,podezrelych z globdlniho extrému® dosa-
dime a nejvétsi hodnota pak je globalni maximum, nejmensi hodnota je globalni
minimum.

Uloha 3 [3b]: Naleznéte vsechny extrémy funkei 2® — 4z + 4, 2® — 622 + 122 — 8
a 2sin(z) cos(z) a urcete, jaké jsou.

Jesté mald pozndmka k tomu, pro¢ nevykoukévame tyto véci (napf. ostrost
nebo globdlnost) z grafu: Predstavte si, Ze méte néjakou slozitou funkci a chtéli
byste k ni nacrtnout graf. To, co udélate, je, ze o ni zjistite vSechny informace,
o kterych jsme si fikali v dnesnim dile, a nésledné podle nich nacrtnete graf, ne
opacné!

Problém 4: Blizime se ke konci dilu, tak zase muzZeme ,otevrit okna“, podivat se
do ,redlného svéta“ a najit, kde bychom teorii z tohoto dilu mohli pouZit. Najdéte
pouZiti hleddni extrémi nebo monotonii.

Muzete se zameérit treba na hleddni vrcholu paraboly, visek rizngch hodu, nej-
lepsi dhel vystrelu z déla ¢ dokazovdni nerovnosti (dokdZete pro jednu hodnotu
a pak ukdZete, Ze je funkce spravné rostouci/klesajict).

Stéle také muzete hledat vyskyty derivace jako takové (nebo do hloubky ro-
zebrat néjaky vyskyt v élanku Mgr.MM Terezy Kubinové na konci tématka):

Problém 5 (29.1): Derivace je ,,okamZzitd“ zména funkce. S takovgmi zménami
se casto setkdvame ve fyzice. Napriklad rychlost je zména polohy v case. Najdéte
néjaké pouziti derivace (ve fyzice i kdekoliv jinde).

Bonus: Konvexita

Pomoci druhé derivace lze zjistit, jestli je funkce konvexni (vic jako tidoli) nebo
konkévni (vic jako kopec), nebot to je pfesné to, co fikd druhd derivace — kterym
smérem se funkce staci. Pokud je tedy druhd derivace kladné, je funkce konvexni
— vice jako udoli (a pfi nulové prvni derivaci je pak v daném bodé minimum).
Pokud je druhd derivace zdpornd, je funkce konkdvni — vice jako kopec (a pri
nulové prvni derivaci je zde tedy maximum). Kromé nalezeni minima/maxima
se tato informace dd vyuzit i pri kresleni grafu. A plati, Ze spojnice dvou bodi
takovéto funkce bude nad/pod ni — tzv. Jensenova nerovnost.

Uloha 5 [1b]: Nez se lidi dobre sezndmi s pojmi konvexni a konkdvni, casto se
jim plete, ktery pojem je ktery. Zkuste zjistit, proc¢ se jmenuji zrovna takhle, nebo
treba vymyslet néjakou pomicku, na lepsi zapamatovdni.
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Konkavni

Konvexni

Obrazek 4: Konvexni a konkévni ¢ast funkce (2® —0.72), Jensenova nerovnost: spojnice
bodi je pod funkénimi hodnotami (konkévni) nebo nad funkénimi hodnotami (konvexni)

To je z dnesniho dilu vSe. Déle si vsimejte, kde na vas derivace vyskakuje pri
feseni ruznych problémii, a nebojte se ji pouzit!

Jidds; |jonas.havelka@volny.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka
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Derivace kolem nas 13b
Mgr.™ Tereza Kubinovd
Uvod

Jsou derivace uziteéné v redlném zivoté? Dulezité je si uvédomit, ze derivace ndm
poméhd pochopit funkce a jejich budouci vyvoj, je okamzitou zménou funkce
a v praxi ji tedy napiiklad muzeme pouzivat k pldnovani investic v ekonomii,
ale také v riznych fyzikalnich vypoctech nebo dokonce i k predpovidani pocasi.
Mgym cilem bylo najit pouziti derivaci v realném zivoté, kde budou mit praktické
vyuziti v nékterych povolanich nebo diky nim lze popsat skutecné fyzikalni jevy.
V nésledujicim textu uvedu ptiklady, kdy vyuziti derivaci presahuje do jinych
oborl nez pouze matematiky.

Fyzika
Derivace podle ¢asu/polohy — kinematika

Ve fyzice se derivace pouzivaji ¢asto v souvislosti s ¢asovou proménnou. Jednodu-
chym prikladem derivace podle ¢asu je rychlost, coz je derivace polohy podle casu
— ,okamzitd zména polohy“. Timto zpusobem muzeme vlastné Tici, ze zrychleni
je druhou derivaci a ryv treti derivaci polohy podle ¢asu, protoze se vlastné jedna
o ,rychlost zmény rychlosti“ a ,rychlost zmény zrychleni“. Pouziti derivaci podle
casu je velké mnozstvi, naptiklad i v termice, ale vSechny tyto piiklady jsou si
velmi podobné, jsou zalozené na stejném principu.
v// — a/ :j
(v — rychlost, a — zrychleni, j — ryv)

Piiklad (velmi zjednodusSeny) toho, Ze zrychleni je derivace rychlosti podle ¢asu,
predstavuje hledani gravitacniho zrychleni ve volném padu: Vime, ze na predmét
plsobi tihova sila o velikosti Fyrquitace = ™ - g, naopak proti ni ptsobi odpor
prostiedi, ktery vSak pro zjednoduseni naseho vypoctu zapisu jako F,gpor = = - v,
kde v je rychlost a z nam urcuje zbylé vlivy jako velikost a tvar predmétu, které
nam také urcuji odpor prostredi. Celkové podle zdkona sily na predmét ptisobi
sila F' = m - a, kde a je zrychleni, takze mtzeme fici:

m-g—cr-v=m-a
Diky tomu, Ze a je derivace rychlosti podle ¢asu, si to mizeme prepsat jako:
m-g—z-v=m-v
Nyni sta¢i uz jen upravit rovnici:

m-g=m-v +x-v

g=v+z/m-v
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Prikladem pouziti derivace podle ¢asu pii vypoctu je okamzita rychlost, coz je
rychlost predmétu v daném okamziku, ktery je vlastné nekone¢né maly — zde po-
uzivame derivaci zase k vyjadreni nekone¢né malého ¢asového tiseku, protoze jsou
derivace definovany limitami. Obdobné se pocitd okamzité zrychleni a okamzity
ryv.

Okamzitd rychlost se ndm napriklad ukazuje na tachometru auta. Zajima-
vym pouzitim okamzité rychlosti v chemii je pfi reakci, kde se okamzita rychlost
pouziva k odhadu koncentrace reaktanttt a produktid — jak rychle se preménuji
latky.

Schwedlerova véta — statika

Schwedlerova véta ndm popisuje vztahy mezi momentem (M), posouvajici silou
(Q) a zatiZzenim (q) na nosniku. V praxi diky ni{ dokdzeme vypoditat ze zatizent
posouvajici silu a ohybovy moment nebo naopak. Tato véta pracuje s ,,myslenym
rezem“, pro ktery plati podminka rovnovahy a ktery muzeme zapsat jako neko-
nefné uzky pomoci derivaci diky skutecnosti, Ze jsou definovdny limity (podobné
jako u okamzité rychlosti s casem).

Schwedlerova véta se bézné pouziva k projektovani ruznych staveb, kde jsou
pouzivané nosniky k podpirani konstrukce. Jedna se tedy o velmi prakticky priklad
pouziti derivace.

dx?
(M+dM)—M—Qd$+Q7:O

-
Sila (spojitého) zatizeni -
plsobici na nosnik q(x)

AR

Posouvajici sila pdsobici na fez Q(x)

”@§sz§

dx| nekonecné Uzké
Mysleny Fez:
X je umisténi,
d je derivace

Moment sily pdsobici
na fez nosniku M(x)

Obrazek 5: Popis Schwedlerovy véty na nosniku. Pozn.: Zde jsem se pokusila zjedno-
dusené nacrtnout sily, které pusobi kolmo na nosnik — je zde spojité zatizeni.
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Biologie (demografie)

Oproti vétsiné predchozich piikladd v jinych oborech véetné biologie pouzivime
derivace spise k predpovidani a tvoreni modeli budouciho vyvoje. S modely tvo-
fenymi pomoci derivaci jste se uz bohuzel jisté setkali naptiklad béhem pandemie
Covidu-19, kdy byly pouzivany k modelaci oc¢ekdvaného sifeni epidemie. V demo-
grafii jste se zase mohli setkat tfeba s modely pribytku obyvatel nebo migrace.
Tyto modely jsou pro nas dulezité z divodu pochopeni krokt, které musi provadét
vlady, aby nedoslo naptiklad k prelidnéni.

Populaéni dynamika v pfirodé

Popula¢ni dynamika je véda zabyvajici se ménici hustotou populace dané sku-
piny zivocichu ¢i jinych organismi. Uvédomeéni si dulezitosti studia populacni
dynamiky je klicové k pochopeni funkce predatortu a kotisti. Popula¢ni dynamika
za pomoci zjednoduSenych modelu predpovidd budouci rust populace druhu ze
znalosti napriklad kapacity prostredi, konkurence ostatnich druht nebo mnozstvi
predatort.

Urcite jste slyseli o exponencidlnim pririistku druhu, ale tento model je dosti
nepfesny a lze s nim dobfe pracovat pouze v dobrych podminkach s jednoduchymi
organismy — jako prvokyﬂ

dx
dt

O néco lepsi model je logisticky, ktery pocita jiz s nékterymi regulacnimi fak-
tory, ale je i spousta dalsich lepsich modelﬁﬁ

k-x

Musime vSak vést v patrnosti, ze se jednd jen o orientacni data a neni moc
pravdépodobné, Ze se s nimi vse povede vzdy predpovédét perfektné. Funguji spise
jako nas lepsi odhad.

5Pozn. redakce: z je podet jedincii v zavislosti na ¢ase (oznaceném t), je to tedy funkce x(t).
k je pak konstanta udavajici, jak rychle se druh mnozi.

Resenim takovéto tzv. diferencidlni rovnice (derivace funkce = né¢emu) je pak funkee, ktera
tuto rovnost spliuje. Zde je to z(t) = C-eF"* pro libovolné C, nebot opravdu &’ = C-k-eFt = k-z.

Proto se tomuto prirtstku fikd exponencidlni (feSenim je exponencidlni funkce).

6Pozn. redakce: z je pocet jedincti v zavislosti na ¢ase (oznaceném t), je to tedy funkce xz(t).
r je pak konstanta udavajici, jak rychle se druh mnozi, a K je konstanta, které se rika kapacita
(tj. kolik nejvice jedinci muze prezivat soucasné).

Resenim této diferencidlni rovnice je z(t) = K - —— pro libovolné kladné C, nebot

1
1+C-e

LTt
o =K-C-(—r)-e . _% :7‘~(K- 1 ) C-e -
(1+C-eTt) 14C-e "t 14C et

( 1 ) 1+C-e" "t 1 ( x)
=r- (K- . - =r-z-(1——).
1+C-e "t 1+C-e ™t (C.e Tt K

Proto se tomuto prirtstku ¥k logisticky (FeSenim je specidlni pfipad tzv. logistické funkce).
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(a) Exponencidln{ pfirastek (b) Logisticky priristek s kapacitou K

Obréazek 6: Nacrty prirustka pridané redakei

Lékarstvi

Mezi odvétvi 1ékarstvi, kterd se velmi zabyvaji statistikami a vytvarenim modela,
rozhodné patii epidemiologie.

Epidemiologie se zabyva duvody, které ovliviiuji vznik a sifeni chorob. Mezi
pouzivané epidemiologické modely musime zafadit model SIR (nenakazeni (n&-
chylnf{), nakazeni, ,uzdraveni“), ktery se Casto pouzivd k modelovin{ epidemif.
Tento model méa také nékolik dalsi variaci.

Dalsi ponékud zajimavé pouziti derivaci mtizeme najit ve spirometrii nebo ve
spojitosti s mérenim rychlosti prutoku krve. Spirometrie je vysSetieni, které méii
vitdlni kapacitu plic (nejvétsi mnozstvi vzduchu, které dokdzeme vydechnout)
pomoci spirometru. Tento ptistroj dokaze zaznamenat objem nadechu a vydechu.
Pomoci toho dokdzeme pomérné jednoduse modelovat objem vzduchu v plicich
v Case a dale i vypocitat vitalni kapacitu plic. Vzorec pro vypocet vitalni kapa-

cityﬂ
ta
V:/ qodt
t1

Rychlost pritoku krve lze docela dobie zjednoduSené vypocitat, protoze se
jednd vlastné o lamindrni proudéni (Ize pouzit pokud kapalina putuje v relativné
malé rychlosti), kde pokud pfemyslime o krevnich cestéch jako o malych valcich,
tak lze podle Hagen-Poiseuilleova zakona prijit na objemovy tok — pritok krve

"Pozn. redakce: g, je okamzity pritok spirometrem. f je tzv. integral, k tomu se dostaneme
v néjakém z dalsich dili. Zjednodusené se ale jednéd o opak derivace, tedy kdyz mame derivaci
(rychlost, prutok) v kazdém bodé (¢ase), tak pomoci integralu umime zjistit hodnotu puvodni
funkce (polohu, objem) v kazdém bodé (Case)
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https://www.researchgate.net/profile/Claudio-Struchiner-2/publication/47676805/figure/download/figl/AS:
30607362705408001449985047049/SIR-model-Schematic-representation-differential-equations-and-plot-for-the-basic-SIR.png

Obrazek 7: Priklad SIR modelu, § — norméalni pocet lidi, s kterymi jsme v kontaktu
za dalsi jednotku casu, v — Sance infikovadni nachylného za dalsi jednu jednotku casu
Pozn. redakce: S = nenakazeni (ndchylni), I = nakazeni, R = ,uzdraveni“, na tyto
hodnoty se divime jako na funkce v Case, rovnice vyse pak udavaji, cemu se v konkrétnim
case rovnaji derivace téchto funkci, a kdyz najdeme funkce, pro které tyto rovnice plati,
dostaneme obrazek nize (pro néjaka 5 a 7).

nebo i rychlost pritoku krve v:

r — polomér vélce

L — délka valce

n — viskozita

R — konkrétni bod vzdélenosti od krajeﬁ
P —tlak

8Pozn. redakce: V ptivodnim textu ,radius of the specific point inside the blood vessel that
we want to know“, tedy spise vzdélenost zkoumaného bodu od stfedu.



https://www.researchgate.net/profile/Claudio-Struchiner-2/publication/47676805/figure/download/fig1/AS:306073627054080@1449985047049/SIR-model-Schematic-representation-differential-equations-and-plot-for-the-basic-SIR.png
https://www.researchgate.net/profile/Claudio-Struchiner-2/publication/47676805/figure/download/fig1/AS:306073627054080@1449985047049/SIR-model-Schematic-representation-differential-equations-and-plot-for-the-basic-SIR.png
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https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/d/d2/Spirometry . png
Pozn. redakce: Odkaz i s pravy uziti je https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Spirometry.png

Obrazek 8: Ukazky graft ze spirometrie

Vétsinou chceme védét okamzitou rychlost (rychlost v daném misté), proto
pouzijeme derivaci:

o P —2rP
inL

= M(O - 27') =



https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/d/d2/Spirometry.png
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Spirometry.png
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Ekonomie

Marginalismus

Proc¢ jsou diamanty drazsi nez voda? Vzdyt bez vody se neobejdeme a je pro nés
zivotné dulezita, tedy celkovy uzitek ma pro nas vetsi.

V ekonomii se muzeme setkat s terminem marginalismus, coz je ekonomicka
teorie, ktera je hlavné zalozena na meznim uzitku. Podle této teorie lidé ocenuji
produkt spise podle toho, jaky jim prinese uzitek dalsi jednotka produktu, nez
jaky je celkovy uzitek daného produktu, tedy naptiklad jaky uzitek prinese da-
nému ¢lovéku dalsi sklenice vody, kdyz uz méa ¢tyti sklenice vody, nez jaky uzitek
ma sklenice vody celkové samostatné. Protoze ma vétsina lidi jiz pristup k vodé
a mezni uzitek tedy uz z ni je tedy pro vétsinu lidi jiz velmi nizky, vyberou si
spise komoditu, ke které pristup nemaji.

To také znamenad, ze mezni uzitek postupem s kazdou dalsi zakoupenou jed-
notkou klesa, protoze pri kazdé dalsi zakoupené jednotce jiz mame vétsi mnozstvi
daného predmétu a ma pro nas tedy mensi cenu (za predpokladu neomezeného
pristupu ke zdroji). Zde hraje roli jesté nase spotfeba daného produktu.

Mezni uzitek, podle kterého se rozhodujeme a dokazeme diky nému pochopit
lidské chovani, jestli dany predmét zakoupime, spoc¢itime pomoci derivace z cel-
kového uzitku. Vzorec pro mezni uiitekﬂ

ATU
MU = ——
AQ

Zavér

Mym cilem bylo nalézt priklady derivaci v redlném zivoté. Popravdé jsem si mys-
lela, Ze se mi zde povede popsat vétsinu pouziti, ale ve skutecnosti jsem si pouze
uvédomila fakt, ze derivace nejsou jen soucdsti matematiky a fyziky, ale jejich
uziti se vztahuje i na obory, které se na prvni pohled zdaji matematice velmi
vzdalené.

Zdroje informaci (béhem psani jsem pouZivala jen internetové podklady):

Pozn. redakce: Celé odkazy naleznete ve webové verzi cisla: https://mam.mff.cuni.cz/cislo/29.2/.

Zdroje jsou aktuélni k datu 11.10.2022.
o Co je marginalismus v mikroekonomii a pro¢ je dulezity? (investopedia.com)

 Derivative application in medical and biology (slideshare.net)

9Pozn. redakce: MU je mezni uzitek (marginal utility), TU je celkovy uzitek (total utility)
a QQ je mnozstvi.

Celkovy uzitek pfi uréitém mnozstvi vétsinou zndme (napf. vime, jak moc ndm bude uzi-
te¢nych 101 vody a ze 1011 vody ndm bude pfiblizné stejné uziteénych jako 1001 vody), takze
z ného (pravé pomoci derivace) mizeme spocitat mezni uzitek.


https://mam.mff.cuni.cz/cislo/29.2/
https://www.investopedia.com/ask/answers/032515/what-marginalism-microeconomics-and-why-it-important.asp
https://www.slideshare.net/ichazalia/derivative-application-in-medical-and-biology?adlt=strict&toWww=1&redig=1EDBD6C70D0A4836A1EA6E4AAB67D429
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https://th.bing.com/th/id/R.4b262b9f62d34c175e1b7e1284dbab64?rik=m000RP7£%2blarMA&riu=http3a%2f%2fcgi.math.muni.cz)2fkrizj2fprevod_
mikro%2fobrazky/2fobr5_1.pngkehk=gcSYFghSGbLY2f IH9TkJ7tNi6ZFHHZiLfZy5tB19mEDbAY,3d&ris1=&pid=ImgRaw&r=0

Obrazek 9: Porovnéni celkového uzitku a mezniho uzitku (zédkon klesajictho mezniho
uzitku)

o Teorie mezniho uzitku — Sociologicka encyklopedie (cas.cz)

o |Co je Mezni uzitek | Penize.cz (penize.cz)

e Chovani spotrebitele a formovani poptavky — Mikroekonomie —
Miras.cz/Seminarky

e |Spirometrie: prubéh vysetreni a hodnoty spirometrie — Zdravi.FEuro.cz

e Masarykova univerzita, Pedagogicka fakulta, Katedra fyziky, chemie a od-
borného vzdélavani Derivace a jeji aplikace ve fyzice Bakaldrska prace (muni.cz)

o Spirometrie — Wikipedie (wikipedia.org)

o (PDF) Mathematical modeling of blood flow (researchgate.net)
o Laminarni proudéni — Wikipedie (wikipedia.org)

o SIR Modeling (wku.edu)

e Model SIR — matematickabiologie.cz

o [Using a Differential Pressure Sensor as Spirometer (inria.fr)


https://th.bing.com/th/id/R.4b262b9f62d34c175e1b7e1284dba564?rik=m0oORP7f%2blarMA&riu=http%3a%2f%2fcgi.math.muni.cz%2fkriz%2fprevod_mikro%2fobrazky%2fobr5_1.png&ehk=gcSYFghSGbL%2fIH9IkJ7tNi5ZFHHZiLfZy5tBl9mEDbA%3d&risl=&pid=ImgRaw&r=0
https://th.bing.com/th/id/R.4b262b9f62d34c175e1b7e1284dba564?rik=m0oORP7f%2blarMA&riu=http%3a%2f%2fcgi.math.muni.cz%2fkriz%2fprevod_mikro%2fobrazky%2fobr5_1.png&ehk=gcSYFghSGbL%2fIH9IkJ7tNi5ZFHHZiLfZy5tBl9mEDbA%3d&risl=&pid=ImgRaw&r=0
https://encyklopedie.soc.cas.cz/w/Teorie_mezn%C3%ADho_u%C5%BEitku?adlt=strict&toWww=1&redig=D375A68697F0491F878AD3F765CEABB2
https://www.penize.cz/slovnik/mezni-uzitek?adlt=strict&toWww=1&redig=F988C13956BC46F091F75759F9C9666F
https://www.miras.cz/seminarky/mikroekonomie-n03-poptavka.php?adlt=strict&toWww=1&redig=2E5F6AB55C004471B2CCD50EC3C17CF8
https://www.miras.cz/seminarky/mikroekonomie-n03-poptavka.php?adlt=strict&toWww=1&redig=2E5F6AB55C004471B2CCD50EC3C17CF8
https://zdravi.euro.cz/leky/spirometrie-prubeh-hodnoty/?adlt=strict&toWww=1&redig=2B3E80814F6941B38B97A9151DC58F22
https://is.muni.cz/th/fyic9/plny_text_prace.pdf
https://is.muni.cz/th/fyic9/plny_text_prace.pdf
https://cs.wikipedia.org/wiki/Spirometrie?adlt=strict&toWww=1&redig=ECCDDE6EB511429DBF8EA2BE6B7D6007
https://www.researchgate.net/publication/261054589_Mathematical_modeling_of_blood_flow?adlt=strict&toWww=1&redig=5280F94DB3B34C20A4AC935C52D5BB76
https://cs.wikipedia.org/wiki/Lamin%C3%A1rn%C3%AD_proud%C4%9Bn%C3%AD?adlt=strict&toWww=1&redig=54AAEE41DB774FDF9B2894C50E710C9F
http://people.wku.edu/lily.popova.zhuhadar/
https://portal.matematickabiologie.cz/index.php?pg=analyza-a-modelovani-dynamickych-biologickych-dat--spojite-deterministicke-modely-i--epidemiologicke-modely--epidemiologicke-strukturovane-modely--model-sir&adlt=strict&toWww=1&redig=6DCEB286082A4BB8BBA822AB963FD7C1
https://hal.inria.fr/hal-01551725/document?adlt=strict&toWww=1&redig=17F9D22900F94F0AA33464BEC19EC4FF
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Popula¢ni dynamika — Wikipedie (wikipedia.org)

Popula¢ni dynamika (sovaro.cz)

Co je to demografie? — Prirodovédecka fakulta UK (cuni.cz)
Schwedlerova véta — Wikipedie (wikipedia.org)

Schwedlerovy véty — jak na grafy VVU | Onlineschool.cz
Posouvajici sila — Wikipedie (wikipedia.org)

Pruznost a pevnost 1 — Prednaska 9 — Youtube

VYUKA — PP1 — Uvod do nosniki, Schwedlerova véta — Youtube

Rychlost a zrychleni rovnomérného pohybu po kruznici, draha, numericky
vypocet derivace a integralu, tetné a normalové zrychleni (cuni.cz)

Jak vypocitat okamzitou rychlost, vzorec pro okamzitou rychlost — Lambda,
Geeks

Rychlost — Wikipedie (wikipedia.org)

Derivace ve fyzice — FYZIKA 007 (google.com)
Zrychleni — Wikipedie (wikipedia.org)

Ryv — Wikipedie (wikipedia.org)

8 Examples of Derivatives in Real Life — The Boffins Portal


https://cs.wikipedia.org/wiki/Popula%C4%8Dn%C3%AD_dynamika?adlt=strict&toWww=1&redig=6A72C5F7E2254364A6425DA38B323A24
https://www.sovaro.cz/psychologie/PRVAK/ZIMNISEMESTR/Ekologie/Skripta/042_061-1.pdf?adlt=strict&toWww=1&redig=60E8296EC04E4A6AA4D54A2658929AD9
https://www.natur.cuni.cz/geografie/demografie-a-geodemografie/studium/informace-pro-zajemce-o-studium-2/co-je-to-demografie?adlt=strict&toWww=1&redig=29D5C0611415453EB714F23AB75EE2BF
https://cs.wikipedia.org/wiki/Schwedlerova_v%C4%9Bta?adlt=strict&toWww=1&redig=E28DF590E2634429BB2809016FCAE76B
https://onlineschool.cz/pruznost-pevnost/schwedlerovy-vety/?adlt=strict&toWww=1&redig=B75744A4F612454FB95BDFF5F4E983EC
https://cs.wikipedia.org/wiki/Posouvaj%C3%ADc%C3%AD_s%C3%ADla?adlt=strict&toWww=1&redig=800458946E56417581C2810B3D50AD71
https://youtu.be/F4LBo4sIn1I
https://youtu.be/1U_c4oxBM7c
https://physics.mff.cuni.cz/kfnt/vyuka/fyzika1/prednaska3.pdf?adlt=strict&toWww=1&redig=D5CF23507A9240CF87AB5C06B92FBE39
https://physics.mff.cuni.cz/kfnt/vyuka/fyzika1/prednaska3.pdf?adlt=strict&toWww=1&redig=D5CF23507A9240CF87AB5C06B92FBE39
https://cs.lambdageeks.com/how-to-calculate-instantaneous-velocity-formula/#:~:text=Okam%C5%BEit%C3%A1%20rychlost%20je%20pops%C3%A1na%20jako%20rychlost%20objektu%20v,rychlost%20pohybuj%C3%ADc%C3%AD%20se%20%C4%8D%C3%A1stice%20v%20ur%C4%8Dit%C3%A9m%20%C4%8Dasov%C3%A9m%20okam%C5%BEiku.?adlt=strict&toWww=1&redig=C08337769FA64C1A94A78DCCC5110C9C
https://cs.lambdageeks.com/how-to-calculate-instantaneous-velocity-formula/#:~:text=Okam%C5%BEit%C3%A1%20rychlost%20je%20pops%C3%A1na%20jako%20rychlost%20objektu%20v,rychlost%20pohybuj%C3%ADc%C3%AD%20se%20%C4%8D%C3%A1stice%20v%20ur%C4%8Dit%C3%A9m%20%C4%8Dasov%C3%A9m%20okam%C5%BEiku.?adlt=strict&toWww=1&redig=C08337769FA64C1A94A78DCCC5110C9C
https://cs.wikipedia.org/wiki/Rychlost?adlt=strict&toWww=1&redig=5D0F1ECF4B1B4EA8BCDBCB5FA6034378
https://sites.google.com/site/fyzika007/ostatni/derivace-ve-fyzice?adlt=strict&toWww=1&redig=C317EBE42D6B494EA97DC581C312597E
https://cs.wikipedia.org/wiki/Zrychlen%C3%AD?adlt=strict&toWww=1&redig=F237B31B298B4FF8B39FF89B5571C8EF
https://cs.wikipedia.org/wiki/Ryv?adlt=strict&toWww=1&redig=64FB547C5FEC40959CC65C578D007E1F
https://boffinsportal.com/8-examples-of-derivatives-in-real-life/#:~:text=%208%20Examples%20of%20Derivatives%20in%20Real%20Life,by%20businesses%20to%20predict%20profits%20or...%20More%20?adlt=strict&toWww=1&redig=C3B243269A724B28A45319DA9BC6969B
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Téma 5 — OQutdoorové varice

Mili fesitelé, vitdm vas u prvniho dilu tématka, jehoz cilem je hledani toho nej-
lepsiho outdoorového Vafiéem Nasi hlavni metodou jak tohoto cile dosdhnout
bude experiment. Budeme tedy mérit rizné parametry outdoorovych vari¢u. Jak
ale pravi matfyzacké prislovi, tiikrat premyslej, jednou mér. Nyni si tedy pouze
rozmyslime, co pfesné a jakym zplsobem bychom chtéli mérit a do samotného
méfeni se pustime az priste.
Relevantni parametry

Bylo by naivni si myslet, Ze mame kazdy stejnou predstavu o nejlepsim varici.
Nékdo rad chodi na vylety nalehko a jde mu hlavné o hmotnost vafice. Nékdo je
zase netrpélivy a chce hlavné rychle uvarené jidlo a nékdo tfeti ma hluboko do
kapsy a fesi hlavné cenu paliva. Musime se tedy dobfe zamyslet, které vsechny
parametry vari¢e miuzou byt relevantni, aby se podle naseho méreni mohl kazdy
rozhodnout, ktery vafi¢ je pro néj ten skutecné nejlepsi.

Problém 1: Zvol relevantni parametry problému testovdni varici. Svou volbu
strucné zduvodni.
Metodika méreni

Outdoorovych vari¢iu existuje mnoho druhi (na plyn, na benzin, na tuhy i tekuty
lih, d¥ivkace...) a navic, i dva vafice stejného typu od rtznych vyrobcu se jisté
mohou velmi lisit. Abychom v nasem témétku dokézali pokryt Siroké spektrum
vari¢d, musime byt schopni porovnavat varice, které méfili rizni fesitelé. Je tedy
zdsadn{ zvolit metodiku méreni tak, aby byla co nejvice univerzalni (aby ji mohl
vyuzit kazdy), a poté ji pfesné popsat (aby ji vSichni pochopili stejné).

Problém 2: Pro kazdy relevantni parametr presné popis metodiku meérend.

Sepsani feseni

Pri sepisovani se drzime pravidel t¥i S: Strucné, Srozumitelné a Spisovné. Pozor,
prvni S nerikd, Ze musi byt reseni kratké, ale Ze v ném nesmi nic dualezitého chybét,
ani nic zbytecného prebyvat. Hotovy text si po sobé peclivé precteme, abychom
odhalili pripadné chyby. MuzZeme také o totéZ poprosit nékoho dalstho — mimo
jiné si tim ovérime, zda se nam podarilo splnit druhé S.

Prosba na zavér

Zavérem bych vas chtél poprosit, abyste sva feSeni posilali nejlépe jiz k prvnimu
deadlinu, abychom mohli ve tretim ¢isle ¢asopisu zverejnit vasi volbu relevantnich
parametru a metodiku, podle kterych budeme nasledné provadét méteni.

To je pro tento dil vSe, téSim se na vase Teseni!

Tom; |[domestomas+varice@gmail.com
odevzddvejte do odevzddvdtka

10Qutdoorovy vafi¢ je takovy vafi¢, ktery si nosime v batohu na vylet a vaiime na ném
v prirodé.


mailto:domestomas+varice@gmail.com
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Vysledkova listina 1. deadlinu 1. Cisla

Témata

Por. | Jméno R. 271 1 2 3 4 | Ostatni Zo Zl
1.| Mgr.™ T. Kubinova |Z9| 56,3| 8,3 8,0 40,0 56,3 | 56,3
2. | Be.M M. Pokorny 3| 46,1| 6,1 150 7,0 18,0 46,1 (46,1
3.|Be." V. Koten 3] 355|65 3,0 3,0 230 35,5 (35,5
4-5. | Be." 1. Zinova 2| 351[12,6 7,0 4,5 11,0 35,1(35,1
Be.M M. Urbanova | 79| 35,1(12,6 16,0 6,5 35,1351
6. | Be.M M. Jarvis 1] 32,8/ 7,0 13,8 12,0 32,8132,8
7. | Be.™ N. Burzové 1] 32,7/10,2 5,0 7,5 10,0 32,7132,7
8. | Doc.™ V. Tichy 3 1223,6(11,3 6,0 12,9 30,2 | 30,2
9. | Be." L. Ruzicka 4| 200[125 30 7.5 6,0 29,01(29,0
10. | Be.™M M. Svanda 4| 285/ 5,5 14,0 9,0 28,5 (28,5
11.|Be.™ J. Lowenhoffer | 2 | 28,2(11,2 3,0 7,5 6,5 28,2 (28,2
12.-13.| Be.™M M. Ulumbekov | 1 | 28,0 3,0 4,0 21,0 28,0 (28,0
BeMM 0. Nevétil 1] 280[70 30 90 9,0 28,0 | 28,0
14. | Dr.M J. Skopek 4 1108,9| 7,8 20,0 27,8127,8
15. | BeM V. Mensikovd | 1 | 31,0/ 8,0 3,0 4,0 11,0 26,0 26,0
16. | Be.™ M. Hansk 3| 256|711 3,0 15,5 25,6 25,6
17.-18. | Be.™ L. Simové 4| 2331 6,6 3,8 12,9 23,3123,3
Dr.™ P, Simov4 2 (105,31 6,6 3,8 12,9 23,3123,3
19.-21. | Be.™ J. Straitova, 4 | 23,0(11,0 12,0 23,0(23,0
Be.M M. Biiza 4| 23,0/ 7,0 16,0 23,0(23,0
Be.M V. Misi¢ko 1] 23,0 23,0 23,0(23,0
22. | Be.™ D. Nedvéd 1] 22677 1,5 94 4,0 22,6 22,6
23.|Bc.M™ D. Strnadovd | 2 | 22,2 7,2 15,0 2221222
24.-27. | Be.™ F. Janosik 31 22,0[11,0 11,0 22.0(22,0
BeMM J. Tregler 31 259 11,0 | 11,0 [22,0/22,0
Dr.M™ M. Boéek 4 1102,5| 3,0 19,0 22,0(22,0
Dr.M D. Ctvrtecka 3 1150,1| 8,0 3,0 11,0 22,0 | 22,0
28. | Be.M V. Stépan 4| 21,898 12,0 21,8121,8
29. | Be.™ Q. Sedlacek 2| 21,0 10,0 11,0 21,0(21,0
30. | Be.™ J. Kotlas 1] 208[43 6,0 4,5 6,0 20,8 | 20,8
31. | Be.™ 0. Kaspérek 2 | 20,0 20,0 20,020,0
32.| M. Jursova, 3| 195] 6,5 13,0 19,5(19,5
33.|J. Savula 3| 19,0] 1,0 3,0 15,0 19,0 (19,0
34.-35. | M. Pull 3| 18,6/ 3,6 15,0 18,6 | 18,6
A. Mikuli¢ 1] 186|51 3,0 4,5 6,0 18,6 | 18,6
36. | P. Slonek 4| 18,21 8,2 10,0 18,2 (18,2




Vysledkova listina 1. deadlinu 1. Cisla 31
Témata

Por. | Jméno R. Z,l 1 2 3 4 | Ostatni 20 Zl
37.| M. Joly 4| 178|143 30 45 6,0 17,8]17,8
38. | J. Buben 1117575 1,0 9,0 17,5 17,5
39. | N. Pippal 1| 17171 30 7,0 00 17,1]17,1
40.-41. | Be.™ L. Poljakova 31 26,970 1,0 8,5 16,5 (16,5
R. Materna 3| 16,5| 7,5 9,0 16,5 16,5
42.-43. | J. Klicnar 79| 16,0] 24 40 25 7,1 16,0 16,0
BcM V. Bartdkova | 3 | 24,0 3,0 13,0 16,0 16,0

44. | Dr.™ J. Polach 4 1124,5| 3,1 12,0 15,1 (15,1
45. | Be.™ R. Novak 3| 40,7 15,0 15,0 15,0
46. | E. Turbova, 1] 14658 28 6,0 14,6 | 14,6
47. | B. Szotkowsk4 2| 13,6] 6,6 5,0 2,0 13,6 13,6
48. | V. Cabelka 3| 13,1 4,1 9,0 13,1(13,1
49. | Mgr.™ P, Jendele 4| 821 3,0 10,0 13,0 (13,0
50. | A. Cechova 3| 12,21 3,6 8,0 11,6 (11,6
51.-52. | J. Hampl 3| 11,011,0 11,0/ 11,0
M. Plachy 4| 11,0/ 3,0 0,0 8,0 11,0 (11,0

53.| Bc.M™ M. Smrcka 3| 336 10,0 10,0 10,0
54. | Be.™ M. Steinhauserové | Z9 | 20,6 | 9,1 9,1 9,1
55.-60. | L. Koucky Z9| 9,0] 6,0 3,0 9,0 9,0
J. Uglickich 1] 90]1,0 8,0 9,0 9,0

V. Humlové 1] 9090 9,0 9,0

J. Lepi¢ 4| 9,090 9,0 9,0

F. Zapotocky 4 9,01 6,0 3,0 9,01 9,0

H. Muchova 1 9,0 9,0 9,0] 9,0

61.-62. | K. Tom4s Z9| 8,01 8,0 8,0| 8,0
J. Zajic 3| 80]8,0 8,0| 8,0

63. | K. Mensikova 79| 75|75 75| 7,5
64. | K. Vomelova 3 7,21 7,2 7,20 7,2
65. | S. Teodorovicova 2 7,10 7,1 7,10 7,1
66. | M. Taufer 3| 7,0 7,0 70| 7,0
67. | J. Kudera 2| 65 6,5 6,5| 6,5
68. | K. Plchov 3| 63|63 6,3| 6,3
69. | J. Klementova 1 6,1 6,1 6,1| 6,1
70. | M. Radimsky 2| 6,0 6,0 6,0 6,0
71.| Be.™ V. Faltus 3| 308 4,0 40| 4,0

72. | L. Votrubové, 2| 39]39 3,9 3,9
73. | L. Chmelikové 2| 34|34 34| 34




32 XXIX/2 BB

Témata
Por. | Jméno R. 271 1 2 3 4 | Ostatni 20 21
74. | K. Maxera 2 3,01 3,0 3,00 3,0
75. | R. Mayerova 1 5,0] 2,0 2,0] 2,0

Sloupecek ) | je soucet vSech bodi ziskanych v nasem semindii, ), je soucet boda
v téchto deadlinech a Zl soucet vSech bodt v tomto ro¢niku. Tituly uvedené v pred-
chozim textu slouzi pouze pro ucely M&M.

Casopis M&M je zastfeSen Matematicko-fyzikalni fakultou Univerzity Karlovy. S ob-
sahem Casopisu je mozné naklddat dle licence CC BY 4.0. Autory textu jsou, neni-li
uvedeno jinak, organizatori M&M. Realizace projektu byla podpofena Ministerstvem
skolstvi, mladeze a télovychovy.

Kontakty: }‘4

M&M, OPMK, MFF UK E-mail: mam@matfyz.cz l
Ke Karlovu 3 Web: mam.matfyz.cz
121 16 Praha 2 FB: casopis.MaM matfyz
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