STUDENTSKY CASOPIS A KORESPONDENCNI SEMINAR

Roénik XXIX
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MATEMATIKA FYZIKA INFORMATIKA

Uvnitf najdete nékolik témat a s nimi souvisejicich Gloh. Zamyslete se nad nimi a poslete
nam sva feseni. My vam je opravime, posleme zpét s dalSim Cislem a ta nejzajimavéjsi
z nich otiskneme. Nejlepsi feSitele zveme na podzim a na jare na soustfedéni.
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Mily fesiteli, sou¢asny a mozna i budouci,

zrovna Ctes prvni ¢islo studentského casopisu M&M. Moznd se ptds, co presné
tvé prsty vlastné tifimaji. Dovol mi, abych ti vse osvétlil. Jsme korespondenéni
seminaf urceny pro vsechny stredoskoldky, tedy nevadi, jestli jsi zrovna v prvnim
ro¢niku a nebo budes$ za chvili maturovat. Jak to vlastné funguje? V ¢isle najdes
texty k danym témattim a k nim vzdy sadu tloh. Ty vyfesis a posles nam je. My
ti je opravime a pokud si povedes Uspésné, pozveme té na tydenni soustredéni
(nejblizsi se kond v f{jnu a na soustiedéni zveme i nejlepsi Fesitele prvntho cisla,
ted mas stale Sanci). Vice se dozvi$ na https://mam.mff.cuni.cz/jak-resit.

Jaka témata té Cekaji tento rok?

Mozn4 jsi nékdy zatouzil(a) stfetnout se tvari v tval s témi, jejichZ jména se vy-
slovuji jen s obavami a tctou, s mocnymi integraly. Mozna by ses ve skrytu duse
rdd(a) vydal(a) do hlubin ocednu védéni, kde se snoubi inZenyrstvi s informati-
kou, ¢i bys mozn4 rad(a) uslySel(a) o tom, kterak se chranit pred hlukem a jeho
hrozivymi disledky. A moZné bys rdd(a) pronikl(a) do tajuplnych znacek a sym-
bola, které se vyskytuji v knihdch nabitych matematikou. To vSe a mnoho dalsiho
ti nabidnou jednotliva témata. Odloz své obavy a zkus néjakou tu tlohu vyfesit
a poslat.

Cervnova vikendovka

Bohuzel jsme se spolu nemohli potkat na vanocéni vikendovce a tak se bude ko-
nat 24. az 26. Cervna letni vikendovka v Kostelci nad Orlici. Timto jsi srdec¢né
zvéan(a). MuazeS prijit nejen ty, ale i tvoji kamarddi, ktef{ jesté neresi. Tak se
neboj a zkus s sebou nékoho vzit. Pokud by ses chtél(a) ptihlasit, nebo mél(a)
jakékoliv dotazy ohledné vikendovky, mizes napsat Tomasovi Domesovi na e-mail
domestomas+vikendovka22@gmail . com.

Clanky, body, Discordy

I tento rok pokracuje ponozkova motivace. Tedy za kazdou sérii, ze které ziskas
alespon 7 bodu, ziskas jednu ponozku. Dokazes sestavit par stejné barvy?

A samozfejmé ani ¢lanky neztstanou neodménény. A tak tradicné, kromé kopy
bodt, autor nejlepsiho ¢lanku ziska i dort. Tak neotalej a néjaky clanek sepis,
muzes se tieba inspirovat clankem Jana Treglera o Ramseyovych hrach, ktery
najdes na konci tohoto ¢isla.

Nové muzes mimo bodu ziskat i néjaké ty socidlni kredity a to na nasem
Discordu https://discord.gg/MxPjKsDFWG. Urcité se ti tam podaii narazit i na
néjakého organizatora.

Zavérem nezbyva nez ti poprat hodné zdaru do nového skolniho roku.

Tvi organizatori


https://mam.mff.cuni.cz/jak-resit
mailto:domestomas+vikendovka22@gmail.com
https://discord.gg/MxPjKsDFWG
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Zadani témat

1. deadline: 20. 9. 2022 | 2. deadline: 11. 10. 2022
ResSeni odevzdana do 20. 9. se zapocitaji pro ticast na soustiredéni.

Téma 1 — Matematické pohadky

P¥ibéhy pro V: O Drakovi a Honzovi
Prolog

Vnucka: Mami, pro¢ mas tak krasné Saty?

Maminka: To abych tatu 1épe okouzlila, kdyz s nim jdu dneska do divadla.
Vnucka: Ja tu nechci byt sama.

Maminka: Vsak nebudes, za chvili prijde babicka a ta tu s tebou bude.

Vnucka: Kdyz ona obc¢as mluvi strasné divné.

Babicka: Tuky, tuk dobry veder vAm V osoba € mistnost. 3 osoba € mistnost?
Maminka: No, ja si nemyslim, ze to bude tak hrozné. Tady mas listecek s tim
jejim nafe¢im a ahoj, opatruj se.

VSechny

Bét pPrvkem
Existuje

Existuje pravé jeden
NeemstuSe

> 9 Byt podmnotiney,

A implikuje B
o

ww n<

>

nebvo
hQSO.te .
Pfo A plati B

Z1<>

A nakonec babicka jako vzdy zacala vypravét pohadku.

P¥ibéh
Bylo, nebylo, za n € {7} horami a m € {7} fekami jedno pfekrdsné kralovstvi.
A v ném, milé déti, zila, byla princezna, a nejenom ona, ale i mlady a nadéjny ji-
noch, kterého vsichni kolem znaji jako Honzu. A ze byl silny, vyslouzil si pfidomek
hloupy.
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Jednoho dne priletél drak a princeznu unesl. Jelikoz:
(Vrytif € kralovstvi) : ztratil me¢ V nepfevzal postu V pes mu snédl brnéni,

kral byl nucen vyvésit po vsech lampach nasledujici vynos:

(J!drak : drak € sluj) A princezna : (drak : zivy = princezna € sluj),

princezna ¢ sluj <= Jmanzelstvi : Vi € {hrdina, princezna} : i € manzelstvi,

(princezna = manzelkay,gina = hrdina = kral)

Protoze
Pmuz € kralovstvi :

(muz # Honza A (mozek; C muz) A (mozeks C Honza) A (mozek; < mozeks))
A(vétsi mozek = chytfejsi muz),

hned poté, co si nechal precist kralovsky vynos jeho kamarddem Kozlem, vydal
se na draka. Vzdyt jednou machne mecem, bude po drakovi a uz v zivoté nebude
muset nic délat. Pak mu to doslo. Co kdyz neni jediny, kdo jde na draka? M¢l by
sebou rychle hodit, aby mu tu krdsku nékdo nevyfoukl. Co se ale nestane, v tom
vsem spéchu a kvapu Honza zakopne a prasti sebou na zem. Rychle vstane, oprasi
se a zacne zkoumat, pro¢ ho tak boli palec. Tu si vSimne starého mece, na némz
je napsano:

Vosoba € krélovstvi : (kletbame: C budoucnostesoba) = smilagsoba

P72 e R: 7> 0 A vzdilenostmes od osoby > Z == kletban,cs C budoucnostosona

»,Ha, mec¢*, vykiikne Honza. A jelikoz neumi ¢ist, kletby, nekletby, zvedne ho
a vsune za opasek. Uz jen par stovek metrt si to bude nas hrdina vykracovat, nez
uciti drakav hnilobny puch.

»A babi, je pravda, Ze

lhlavy : (hlavy C drak)

Vhlavy C drak : |hlavy| =7
{h € hlavy : h—upadla} = ) = drak —Zivy
Vi€ {1,2,...,7} : (h; € hlavy) A h; chrli plameny teploty ¢; = (256 -4) °C
Vie {1,2,...,7}: (hy Nmec # ) = h; upadne?*

»Ano, mas pravdu,“ odpovi babicka a pohladi vnucku po vlaskéach.
,Jak to vlastné bylo dal?“
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,2Honza sekal a sekal az

—3h € hlavy : h —upadla.

A zazvonil zvonec a pohadky je konec.“

,Babi, jak to bylo s princeznou? Babi, povéz mi to.“ Bohuzel zpét se ozyvalo
jen chrapani. A ty Ctenafi nezoufej. Jestli jsi pozorné poslouchal, urcité spravnou
odpovéd jiz znas.

Uloha 1 [1b]: MuZe byt mec ze Zeleza? Jaky kov byste Honzovi doporucili?
Uloha 2 [2b]: Zkuste piibéh zapsat bez negact.

Uloha 3 [2b]: Co presné stoji na magickém meci?

Uloha 4 [3b]: Jak piibéh dopadl? Zapiste vlastnimi slovy.

Uloha 5 [1b]: Jak moc hloupy je Honza? Proc?

Uloha 6 [1b]: Jak lze draka zabit?

Problém 7: Zkuste napsat podobny pribéh, rddi si ho precteme.

DldZa; |gadurekvojtech@outlook.com
odevzddvejte do odevzddvdtka
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Téma 2 — Akustika
Dil 1: Jak hlasita je krabice?

Historie a vyznam akustiky

V tomto téméatku se budeme nékolik nasledujicich ¢isel zabyvat akustikou. Za-
¢neme kratkym fyzikalnim tvodem a navazeme aplikacemi, zejména pak aplika-
cemi ve stavebnictvi.

Akustika je podobor mechaniky. Kromé jiz zminéné fyzikélni a stavebni akus-
tiky se déle déli na hudebni, lingvistickou a fyziologickou akustiku. Zaklady akus-
tiky byly polozeny jiz ve starovéku, kdyz lidé zacali zkoumat hudbu a akustické
vlastnosti staveb. Mnohem pozdéji se podarilo nalézt matematicky popis Siteni
zvuku a akustika se stala klasickou soucésti fyziky. V moderni dobé je ustred-
nim tématem aplikaci akustiky architektura a nahravani a nasledna reprodukce
zvuku.

Mozn4 si v tomto okamziku kladete otazku, pro¢ vénovat svij Cas pravé stu-
diu akustiky. Hlavnim divodem je jednozna¢né vsudypiitomnost jejich aplikaci.
Prakticky kazda vétsi stavba musi byt navrhovana praveé s ohledem na jeji budouci
akustické vlastnosti. Lidé bydlici v okoli dalnice nesmi byt vystaveni nadmérné
urovni hluku. V divadelnim sélu by mélo byt dobre slyset herce v kazdém misté
hledisté, ale zaroven by neméla byt slySet ozvéna. V opac¢ném pripadé by bylo
predstaveni spiSe utrpenim nez obohacujicim kulturnim zézitkem. A ani pii né-
vrhu obycejné trochu vétsi mistnosti, napriklad skolni tifidy, nemuzou byt jeji
akustické vlastnosti zcela ignorovany, aby se ucitel a jeho Zaci navzajem dobie
slyseli.

S dalsimi aplikacemi akustiky se setkdme pri stanoveni a nasledné implemen-
taci limitt na droven hluku ¢i hladinu neprtzvucnosti konkrétnich konstrukei.
Musi byt zajisténo, aby hluk zptsobeny jednim obyvatelem bytového domu nebyl
prilis slyset do ostatnich bytt. Pravé proto jsou dulezité limity pro minimalni
hladiny nepruzvucnosti zdi a podlah, aby byli obyvatelé budovy chranéni pied
zvukem z ostatnich bytovych bunék. Limity pro hluk se pak lisi podle toho, jestli
se jedna o dlouhodobé ¢i kratkodobé vystaveni osob hluku, dulezité je ale i jestli
je odhlu¢néné misto urcéené pro klidny spanek ¢i pro praci, proto takové limity
vypadaji jinak u bytu nez u pracovisté.

Historicky byla nepruzvucnost stavebnich konstrukei typicky zajisténa samot-
nou jejich masivnosti — lidé stavéli tlusté zdi z materiala s vysokou akustickou po-
hltivosti, napiiklad z palenych cihel nebo z vepfovicﬂ Préavé protoze budovy byly
inherentné odhluénéné z podstaty jejich materidlového feseni, dlouho se akustika
v budovach nemusela Fesit. Az kdyz jsme postupné v Evropé v minulém stoleti
zacali masivné vyuzivat napiiklad tenké prefabrikované betonové dily, protoze se
technologicky jiz umélo vyrobit sténu tenkou, zacala byt najednou akustika pro-
blém, se kterym se nepocitalo. To je také dlivod, proc¢ je v panelacich z padesatych

Veptovice jsou nepalené cihly.
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az osmdesatych let akustika tak Spatnd, ze se sousedé navzdjem slysi splachovat
nebo chodit po schodech. Do té doby se to Tesit nemuselo a pak zase tricet let
trvalo, nez se TeSeni odhlucnéni v bytech stalo standardem a stanovily se dané
akustické limity pro nepruzvucnost konstrukei.

Samostatnou kapitolou je hluk vydavany riznymi pristroji, které si kupujeme
do domaéacnosti. Zajisté nechceme, aby byla zapnutd mikrovlnka slyset az u sou-
sedd, nebo aby hluk vétrakt pocitace obtézoval svého uzivatele pri praci.

Stru¢ny tvod do fyzikalni akustiky

Ted, kdyz uz vime, ¢im je akustika dilezita, bychom se méli alespon kratce ponorit
do studia teoretickych zakladi. Cela fyzikalni akustika se to¢i kolem akustickych
vln. Studuje jejich vznik, Sifeni a interakce s materidly a prostfedim. Akusticka
vlna by se dala definovat jako zména tlaku v konkrétnim misté v prostoru, ktera se
$iF prostiedim, tedy molekulami vzduchu, vody nebo jiného materialu. Akustické
vInéni je charakteristické svou frekvenci a hladinou intenzity.

Frekvence udava pocet vin, které po sobé nasleduji béhem jedné sekundy. Po-
kud jsou vlny jednoducha sinusoida, jedna se o vInéni monofrekvenéni, jelikoz
muzeme snadno pri pohledu na vlnu urcit, v jaké frekvenci se opakuje. Bézné
zvuky kolem nas, jako nas hlas nebo nase oblibena hudba, vsak monofrekvenc¢ni
nejsou, jejich tvar neni pravidelny, nybrz je slozeny z rtiznych frekvenci. U akus-
tického vilnéni, které neni monofrekvenéni, se rizné obsazené frekvence podili na
vysledném sluchovém vjemu.

Jednotkou frekvence je hertz (zna¢ime Hz). Akustické vlnéni, jehoz frekvence
se nachazi v rozpéti 20 az 20 000 Hz, nazyvame zvuk. Pravé tyto frekvence jsou
rozpoznatelné lidskym uchem. Akustické vinéni s nizsimi frekvencemi se nazyva
infrazvuk a vyssim frekvencim rikdme ultrazvuk. Tyto frekvence ¢lovék neslysi,
coz ale neznamend, Ze jimi nemuze byt ovlivnén, zvlasté pokud maji vysokou
hladinu intenzity.

Intenzita zvukové viny reprezentuje mnozstvi energie, které vlna nese a které
za sekundu projde néjakou pomyslnou plochou v prostoru kolmou na smér Siteni
viny.

Hladina intenzity je urcena energii prenasenou akustickym vinénim. Neméla by
byt zaménovana za hlasitost, kterd popisuje subjektivni vnimani hladiny intenzity
lidskym uchem. Jednotkou hladiny intenzity je decibel (znac¢ime dB). Hladina
intenzity je definovana jako

1

L =10"-log To’
kde I je intenzita a Iy odpovida nejnizsi intenzité, kterou je jesté lidské ucho
schopné rozpoznat pii frekvenci 1kHz za dokonalych podminek (sluchovy préh).
Ve fyzice slovem hladina zpravidla oznacujeme veli¢iny, které maji logaritmické
jednotky. Logaritmus pouzivame, protoze z psychofyziky vyplyva, ze ¢lovék fyzi-
kalni vjemy vnima logaritmicky vzhledem k jejich intenzité — tedy ze si lidé vsimaji



Téma 2 — Akustika 9

zvySen{ intenzity az pii zméné o cca 26 % (odpovidd 1dB) témér bez ohledu na
to, jaka byla vychozi hodnota.

Horni fyziologicky limit existuje rovnéz u hladiny intenzity. Zvuky s hladi-
nou intenzity vyssi nez 130 dB (prah bolesti) jsou pro lidské ucho nebezpeéné
a expozice takovému zvuku muze vyustit az v iplnou a trvalou ztratu sluchu.

K sifeni akustickych vin prostiedim by se jesté sluselo na zavér zminit, ze ma
kone¢nou rychlost, ktera je zavisla na konkrétnim prostredi.

Dosud jsme se zabyvali jen sifenim akustickych vln a zcela jsme vynechali
jejich vznik a interakci s materialy. Akustické viny typicky vznikaji pti tderech,
rychlych pohybech, proudéni vzduchu kolem hrany. S materidly interaguji v za-
sadé dvojim zpusobem: dochazi budto k odrazu, nebo k ¢asteénému pohlceni. Oba
zpusoby mohou byt uzitecné, pokud chceme v néjakém misté snizit hladinu in-
tenzity zvuku. Podrobnéji se témito interakcemi budeme zabyvat v dalsich dilech
tématka. Zminime se také o interakcich zvukovych vin s prostredim.

Uloha 1 [7b]: Vytvorte si uzavieny prostor s dostatecngm zitlume (napriklad
z kartonovych krabic a dalsich izolacnich materidli) a zmérte pro néj zdvislost
koeficientu absorpce na frekvenci. Koeficient absorpce je definovdn jako pomer
energie absorbované prostredim/sténami a celkové energie emitované zvukovym
zdrojem. Nezapomerite popsat svou aparaturu a podminky, za kterych jste expe-
riment provdadéli. Ke generovdni ruzngch frekvenci mizZete pouZit napriklad néja-
kou volné dostupnou webovou aplikaci. Doporucuji napriklad aplikaci ,, Zvukomer“
a nebo ,Sound Meter® — ale nemyslim si, Ze jsou mezi nimi nejaké kvalitationd
rozdily. Doporucuje se pouzit bezdrdtovy reproduktor a umistit jej do uzavreného
prostoru. Tuto materidlovou charakteristiku by melo byt snadné zmérit i s pomoci
obycejného chytrého telefonu, na kterém bude nainstalovand libovolnd aplikace pro
méreni hladiny intenzity.

Problém 2: Jak se zmeni visledky experimentu, pokud zménime néktery z jeho re-
levantnich parametri, napriklad to, jestli jej provadime venku, nebo uvnitr? Nebo
kdyz pouZijeme jing reproduktor s vyrazné odlisngmi parametry? MuZete vyzkou-
set i nékolik rizngch izolacnich materidlid, pro které vyse zminénou zdvislost zme-
rite.

Zvuk nebo hluk?

Na zavér si v tomto ¢isle polozime otazku, co je to vlastné hluk. Uz vime, ze jako
zvuk nazyvame ty akustické vlny, které jsou slysitelné lidskym uchem. Trebaze
je kazdy sluchovy aparat trochu jiny a navic se sluch postupné zhorsuje s vékem,
neni slozité presné stanovit horni i dolni hranici. S hlukem je to mnohem tézsi,
nebot ten je obecné definovan jako zvuk, ktery je pro ¢lovéka nepfijemny, rusivy
nebo zdravi skodlivy. Mtuzeme tedy napiiklad fict, ze hlukem je i sotva slySitelné

20tlum je mira toho, jak moc material zabrafuje Sffeni zvukové viny po prichodu danym
materidlem dal do prostoru.
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tikani budiku, pokud se zrovna snazime usnout a tikani nas rusi. Naopak ani velmi
hlasita hudba nemusi byt hlukem, pokud se ji nevystavujeme prili§ a zaroven jsme
jejimi dobrovolnymi posluchaci. Hluk je tedy velmi subjektivni pojem. Poslednim
tkolem v tomto ¢isle proto bude pokusit se o subjektivni definici.

Uloha 3 [1b]: Spustény vysavad md hladinu intenzity zvuku 70 dB. Jak vysokou
hladinu zpisobi spusténi dvou takovijch vysavaci zdroven?

Uloha 4 [2b]: Pokuste se na zikladé svyjch dosavadnich zkuenosti zpresnit, co
pro vds subjektivnée znamend hluk. Nebojte se uvést konkrétni priklady.

Viktor Materna, viktor .mat@seznam.cz
Tereza Hladikovd; tereza.tter.hladikova@gmail.com
odevzddvejte do odevzddvdtka

D A ﬁ
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Téma 3 — Vytahy
Dil 1: Vytahy jako Mealyho stroje

Abychom pochopili, jaké problémy doprovézeji vyvoj autonomniho metra nebo
obecné autonomnich vlakt, lodi, letadel, ¢i dokonce aut, musime zacit u téch
nejjednodussich autonomnich stroji. V tomto tématku jsem vybral vytah jako
vhodného reprezentanta autonomniho stroje pro prepravu osob.

V pribéhu tohoto ro¢niku se zamyslime nad tim, co vsechno je potieba vytesit
pfi stavbé vytahového komplexu. Nékteré priklady budeme pozdéji modelovat
a programovat na jednoduchém simuldtoru vytaha. Simuldtor si muzete uz ted
prohlédnout na adrese:
https://github.com/bsaid/ElevatorSimulator/blob/main/README_CZ.md

Obréazek 1: Ukéazka zminéného simuldtoru vytahtu

V tomto dilu ale zatim nic programovat nebudeme. Podivame se nejprve na
to, jaké podminky musi takovy vytah spliovat, aby bylo jeho pouzivani bezpecné.
Napriklad je asi intuitivni, zZe vytah by mél nejprve zaviit dvefe, a az potom se
miize dat do pohybu.

Problém 1: Jaké dalsi podminky vds napadaji?

Popis Fizeni vytahu Mealyho strojem

Protoze je vytah pomérné slozité zarizeni, bude se nam hodit popsat Fizeni pomoci
jednodussiho modelu. To ndm umozni o vytazich jednoduseji premyslet, vyslovovat
a overovat riznd tvrzeni a davat néjaké zaruky.

Vhodnym modelem fidici jednotky vytahu je Mealyho stroj (MS)E} Takovy

3Existuje také Mooriv stroj, ktery funguje velmi podobné. Jediny rozdil je v tom, e Moortiv
stroj nastavuje své vystupy pouze na zakladé vnitiniho stavu fidici elektroniky, kdezto Mealyho
stroj nastavuje vystupy na zakladé vnitiniho stavu a hodnot na vstupu.


https://github.com/bsaid/ElevatorSimulator/blob/main/README_CZ.md
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stroj mé néjaké vnitrni stavy. Obsah vnitini paméti tohoto stroje definuje, v ja-
kém stavu se tidici elektronika pravé nachazi. Stroj mezi témito stavy prechdzi
v reakci na své vstupy. Vstup je n-tice drath s bindrni hodnotou napéti. Soucasti
vstupu muze byt napiiklad jeden drat pripojeny ke tlac¢itku nebo osmice drati
reprezentujici ¢islo od 0 do 255. Mealyho stroj se na zacatku nachazi v pocatecnim
stavuﬁ Mealyho stroj také pri kazdém prechodu mezi stavy nastavi novy vistup.
Vystup je opét k-tice drati, pomoci které mizeme naptiklad ridit motor nebo
zavirat dvefe. Ukazme si to na prikladu turniketu:

Uvazujme turniket, tfeba ve vstupu do budovy. Ve vychozim stavu mé pru-
chod zablokovany a nejde projit. Pokud prilozime pristupovou kartu, turniket se
presune do odblokovaného stavu, otaceni se odblokuje a projit jde. Nicméné tur-
niket detekuje otoceni a poté, co nékdo projde, se opét zablokuje a dostane se tak
do vychoziho, zablokovaného stavu. Turniket v zablokovaném stavu pfi zjisténi
otoceni stav nezméni, stejné tak prilozeni karty k odblokovanému turniketu nic
nezméni. Turniket m4 tedy dva stavy (zablokovany a odblokovany) a v zablokova-
ném stavu zacind. Jako vstup dostdvdme signdl o otoceni a o prilozeni (spravné)
kartyﬂ V tomto ptipadé existuje jediny vystup, ktery odblokuje nebo zablokuje
otaceci mechanizmus turniketu.

Jedna z moznosti, jak MS vyjadrit, je obrazkem. Kolecka reprezentuji stavy,
Sipky mezi nimi reprezentuji prechody. U kazdého prechodu je napsané, za jakych
podminek nastane, za lomitkem pak je vystup tohoto prechodu. Stavi i podminek
smi byt jen kone¢né mnoho. Pocatecni stav se znaci Sipkou ,,odnikud“ do tohoto
stavu.

prilozen{ karty / nastav na odeméeno

zablokovano odblokovano

prilozen{ karty /nastav
na odemceno

pruchod turniketem /
nastav na zamceno

prichod turniketem / nastav na zamdéeno

Obrazek 2: Mealyho stroj popisujici chovani turniketu

Zatim nam bude stacit Mealyho stroj definovat intuitivné obréazkem, nicméné
na strané [[4 si ukdzeme i formalni definici.

Problém 2: Uvazujme nejjednodussi variantu vijtahu, ktery vozi cestufici na roz-
hlednu. Takovy vytah jezdi pouze mezi dvema patry — prizemim a rozhlednou.
Rozmyslete, jaké senzory a tlacitka tento vytah potrebuje pro svij bezpecny pro-
voz. Jak bude vijtah po stisknuti kaZdého vdmi definovaného tlacitka reagovat?
V jakgch stavech se bude tento vytah nachdzet? Ktery z téchto stavi byste zvolili

4Za zacatek budeme uvazovat napt. stav, kdy zafizen{ zapojime do elektfiny. Jinak po¢ateéni
stav neni ni¢im vyjimec¢ny, nebudeme mu proto vénovat témér zadnou specidlni pozornost.
5Pro jednoduchost piedpokldddme, Ze nemohou p¥ijit oba signily soucasné.
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jako pocatecni? Jaké vistupy bude elektronika tohoto vytahu ovlddat? Rozmyslete,
jak bude Tidict jednotka tyto vystupy ridit v zavislosti na jejim vnitrnim stavu a in-
formacich ze senzori a tlacitek. (Nezapomerite na podminky z Problému . )

Uloha 3 [3b]: Méjme vytah se ctyrmi stanicemi: suterén, prizemt, 1. patro a 2. pa-
tro. Rozmyslete, jakd tlacitka tento vijtah potrebuje k provozu. Nakreslete MS, ktery
popisuje reakce na jednotlivd tlacitka. Zde mizZete predpoklddat, Ze elektronika vij-
tahu je chytré zarizeni, které znd tyto povely:

e presun do n-tého patra
e otevreni dveri v n-tém patre
e zavreni dveri v n-tém patre

Elektronika tohoto vitahu automaticky uklddd stisk kaZdého tlacitka (uvnitr i vné
kabiny) do fronty. Vas Mealyho stroj umi z této fronty poporadé ¢ist a také umd
detekovat, zda je fronta prazdnd.

Prace s Cisly

Nékdy bychom chtéli, aby pravidla pro pfechod mezi stavy zavisela na néjakych
¢iselnych hodnotach. Pocet stavi a prechodovych pravidel ale muze byt jen ko-
ne¢ny. Musime proto néjak omezit podminky, které mtzeme v zavislosti na dané
hodnoté vyhodnocovat. Typické jsou dva pristupy:

e Konecné mnoho cisel: Pokud se vSechny mozné hodnoty daji vyjmenovat,
muzeme je pouzit pfimo. Priklady: zbytky po déleni néjakym c¢islem, zara-
zené prevody v auté nebo na kole, patra vytahu, ...

o Seskupeni hodnot a urceni mezi: Rekneme, %e se hodnoty v néjakém rozsahu
budou chovat stejné, a takovymi rozsahy rozdélime vsechny mozné hodnoty.
Pro lepsi predstavu pridavame priklad:

Predstavme si poplasné ¢idlo hlidajici koncentraci oxidu uhelnatého (viz ob-
razek . Vlastni senzor davd hodnotu (v ppm), hldsi¢ mé dva stavy: poplach
a klid. Chceme, aby se poplach spustil pri koncentraci alespon 50 ppm a utichl
bud v pripadé manudlniho resetu, nebo pokud se koncentrace vrati pod 5 ppm.

Problém 4: V tomto problému se na rozdil od ﬁlohy@ zamérime na zpracovani
signali ze senzoriu a ,nizkodrovnové“ ovldddni vitahu. UvaZujme cestu z patra
X do patra Y. Navrhnéte a popiste MS, ktery bude 7idit jednotlivé soucdsti vi-
tahu. Vytah md motor, kterému muzete v kaZdém kroku zvysit nebo snizit rychlost
0 0,1. Motor ma senzor rychlosti otdcent, kde nulovd rychlost reprezentuje sto-
jict vitah a kladnd stoupajici vytah. Rychlost +1 nebo -1 reprezentuje maximdlni
rychlost vjtahu. Ddle je u motoru senzor absolutni polohy vytahu, ktery ndm vraci



14 XXIX/1 BB

CO: > 50ppm / poplach = True

CO: < 50ppm / poplach = False CO: > 5ppm / poplach = True

CO: < 5ppm / poplach = False

NEBO
manudlni reset / poplach = False

Obrézek 3: Cidlo CO jako ,Mealyho stroj“

c¢islo patra, ve kterém se kabina nachdzi. Pokud je vyjtah na cesté mezi dvéma pa-
try, potom tento senzor vract desetinné cislo uddvajici polohu mezi témito patry.
Napriklad hodnota 1,9 rikd, Ze vytah témeér dorazil do druhého patra. DileZitou
soucdsti vytahu jsou dvere, které se nachdzi v kaZdém patre jedny. Samotnd ka-
bina vytahu pro jednoduchost Zadné dvere nemd. KaZdé dvere maji senzor, ktery
ndm 1ikd, jak moc jsou tyto dvere otevrené. Hodnota 0 reprezentuje zavrené dvere,
hodnota 1 plné otevrené dvere a ostatni hodnoty mezi nulou a jednickou rikaji, jak
moc uZ se tyto dvere stihly otevrit mebo zavrit. Jaké stavy bude mit MS, ktery
7idi tento vijtah? Kdy se mezi témito stavy bude prechdzet? Jak bude MS ovlddat
motor a dvere?

Nedefinované prechody stroje

Mealyho stroj musi mit definovano, do jakého stavu se mé presunout, pro vsechny
kombinace vstupt a aktudlniho stavu. Pfi navrhu Mealyho stroje na to tedy mu-
sime myslet a zddnou kombinaci nesmime zanedbat.

V praxi vime, Ze v nékterych stavech nemohou nékteré kombinace vstupnich
hodnot nastat a tyto situace nechavame nedefinované. Reédlné se ridici elektronika
muze na takovyto zakazany vstup zachovat libovolné — rikdme nedefinované. Jina
praxe zase definuje specialni chybovy stav, do kterého se ridici elektronika presune
pokazdé, kdyz nastane néjaka nedefinovand situace.

Uloha 5 [2b]: Cidlo CO na obrdzku@ neni dobre definovany stroj, protoZe nékteré
prechody nedefinuje (napt. co se stane, pokud je ¢idlo ve stavu ,klid“, koncent-
race CO je 42ppm a nékdo mackd reset). Dokreslete do obrdzku vSechny chybéjici
prechody mezi stavy.

Formalni definice

Dosud nam stacilo popsat Mealyho stroj obréazkem, ale pokud chceme implemento-
vat ¢i zkoumat Mealyho stroje do hloubky, neni obrazkovy pristup moc prakticky.
Proto si MS nadefinujeme jako sestici:

e Mmnozina vSech stavi, typicky se znaci Q.
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e Mnozina vsech vstupnich symboli 3. Za vstupni symboly povazujeme vsechny
hodnoty, které se mohou objevit na vstupnich vodicich.

e Mnozina vystupnich symboli A, tedy vsSechny hodnoty, které muze stroj
nastavit na vystupnich dratech.

e Prechodovd funkce &, kterd pro kazdou kombinaci aktudlniho stavu a vstup-
niho symbolu vrati nasledujici stav (tedy stav, do kterého se méme presu-
nout; muze to byt i aktudlni stav). Formalné zapsano: § : Q@ x ¥ — Q.

o Vistupni funkce Az, kterd opét pro kazdou kombinaci aktualniho stavu

a vstupniho symbolu urcuje, jaky symbol se objevi na vystupu. Formalné:
A Q x X — A

o Pocitecni stav g € Q

Stroj M bychom pak zapsali jako M = (Q, %, A, 0, A, qo)-

Pro nézornost si formalné rozepiSme priklad s turniketem: Mnozina stavu je
Q@ = {zablokovano, odblokovdno}, vstupni symboly jsou ¥ = {pfiloZena spravna
karta, turniket se protocil}, vystupni symboly jsou A = {otdcen{ zamdceno, otaceni
odemdeno}, pocdtecni stav je gy = zablokovdno a prechodovou a vystupni funkci
6 a \ps definuje nasledujici tabulkaﬂ

Aktudlni stav Symbol Novy stav ~ Vystupni symbol
zablokovdno  prichod turniketem zablokovano zamdéeno
odblokovdno  pruchod turniketem zablokovano zamdceno
zablokovano prilozeni karty odblokovano odemceno
odblokovano prilozeni karty odblokovano odemceno

Uloha 6 [3b]: Popiste MS z Problému@formdlné.

Problém T7: V jednom hotelu mé zaujal komplex tri vijtahi. Prond a druhy vy-
tah jezdil mezi vsemi patry hotelu, ale uzZivatel musel pipnout kartou od svého
pokoje, aby ho vytah poslechl. Treti vyjtah jezdil pouze mezi prizemim, pronim pa-
trem s restauraci a mejuyssim patrem s bazénem na strese. V tomto viytahu jste
nepotrebovali Zidnou kartu. V prizemi bylo bohuzel jen jedno tlacitko na privo-
ldni vijtahu. Obcas se tedy stalo, Ze ndvstévnikovi bez karty prijel vitah, ve kterém
bylo nutné pipnout kartou od svého pokoje. Jak byste vymysleli systém tlacitek pro
tuto strukturu vytahu? Jak se bude u vasi implementace chovat ridici elektronika
tohoto vijtahového komplexu?

Béda, Pavel a Matej; bedrich.said@gmail.com
odevzddvejte do odevzddvdtka

6V matematice si budete funkce definovat obecnéji jako zobrazeni. Tady méme vyhodu v tom,
ze mluvime pouze o mnozinidch s kone¢nym poctem prvki, které mizeme v tabulce vSechny
vyjmenovat. Pro obecnou definici funkce ale tabulku pouzit nemuzeme. Tieba funkci odmocnina
nad kladnymi redlnymi ¢isly tabulkou opravdu nenadefinujeme.


mailto:bedrich.said@gmail.com

16 XXIX/1 BB

Téma 4 — Derivace a integraly

V minulém rocéniku M&M probihalo témétko Nekonefna (na které navazujeme
jen volné a vibec neni potfeba ho znit), kde jsme se zabyvali mimo jiné soucty
nekonec¢ného poctu ¢isel. V tomto tématku se podivame na jesté obecnéjsi s¢itani,
kterym budeme napr. schopni secist body v utvaru, abychom zjistili jeho obsah,
tzv. integral.

To bude ale az v druhé casti tématka. Nejprve se podivime na jednodussi
véc. Bude nés zajimat, jak rychle funkce roste. Ne jak rychle roste, kdyz ptjdeme
do nekonec¢na, ale jak rychle roste primo v néjakém konkrétnim bodé. Neboli jak
se zméni, kdyZ zménime jeji parametr (,kdyZ se posuneme o kus vedle®). Tuto
zménu budeme nazyvat derivace (funkce f) (podle parametru z) a znadit ji f,
pokud je jasné, co je parametrem, nebo % (Piipadné jesté f, jestlize parametrem
je Cas, nejcastéji tedy ve fyzice.)

Jak takovou véc zjistit? Podivame se ,0 kus vedle® (tj. trochu zvétsime pa-
rametr) a spo¢itdme rozdil funkénich hodnot. Cim bliz se ale podiviame, tim
mensi zménu funkéni hodnoty pozorujeme. Proto jesté zménu funkénich hodnot
vydélime zménou parametru, aby nam to vibec davalo néjakou informaci. Tedy
pro néjaké malé d (¢im mensi tim lepsi, jak je vidét na pravé ¢dsti obrazku ,
funkci f a bod x mame vyraz

fletd) - flx) _ fla+d) - f(z)

= , obcas znaceno: ——.
Ax

(r+d)—=z d

Ve fyzice nam to staci, casto se k lepsimu vysledku ani neumime dostat, napri-
klad rychlost jako derivaci polohy mérime tak, ze zméfime svoji polohu ted a za
chvili a pak vydélime zménu polohy ¢asem (rozdilem ¢asti), ktery mezi mérenimi
uplynul. Samoziejmé ¢im kratsi doba uplyne, tim pfesnéji (az na chyby méfeni)
dostaneme aktualni rychlost.

V matematice ndm to ale nestac¢i. Tam chceme mit zmény opravdu nekonecné
malé, takze derivaci definujeme za pomoci limit (d posleme k nule). V nasem
tématku vSak limity viibec nebudeme potiebovat, spolehneme se na to, ze je uz
spocital nékdo pred nami. A na derivaci se budeme divat opravdu jen jako na
zménu funkce.

Derivace také vyjadiuje smér tecny, tedy smér primky, ktera se v daném bodé
nejvice podobd dané funkci. (Druhd derivace, tedy derivace derivace — zména
zmény, pak v jistém smyshﬂ vyjadiuje prevracenou hodnotu poloméru tzv. osku-
la¢ni kruznice, tedy kruznice, kterd je v tomto bodé nejpodobnéjsi dané funkci.
Tedy tomu, jak funkce ,zataéi“.)

7Je ji t¥eba jesté znormovat vydélenim (v/1 + derivace?)®. Hodnota po vydéleni se pak nazjva
kiivost kiivky (funkce) v tomto bodé.



Téma 4 — Derivace a integraly 17
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Obrazek 4: Znazornéni prvni a druhé derivace

Dil 1: Kucharka

Derivovani je jedna z prvnich véci, se kterou se v matematice (fyzice, dokonce
i informatice) setkdvdme na vysoké skole. Jelikoz se definuje za pomoci limit, tak
vétsinou plisobi jako néco zdhadného, tézkého, nepristupného, hlavné pro cerstveé
nastoupeného vysokoskoldka. To vsak nemtze byt dale od pravdy.

Zderivovat vétsinu funkci, se kterymi se setkdme, je snadné. Staci se bez pre-
mysleni drzet jednoduchych cca péti vzorcu pro derivace a také mit u sebe tahak,
nebo védét, jak zderivovat zakladnich nejvyse deset funkci. Na rozdil od vétsiny
matematickych tloh, kde je tfeba se zamyslet pfimo nad konkrétni ilohou, ma de-
rivovani vyhodu, Ze na néj existuje obecny postup, a zvladla by ho tak i ,cvi¢ena
opice“ nebo pocitac.

V nésledujicich péti odstavcich se snazim vysvétlit, jakd je intuice za té-
mito vzorci. Neni potieba pro dalsi pocitani, muzete preskocit rovnou na seznam
vzorcil.

Derivace souctu: Asi vas neprekvapi, ze pokud sec¢teme funkce f a g, tak se
seCtou i jejich zmény. Muzeme si to predstavit tak, Ze mame dvé nadoby, do
kterych pritéka voda, takze se objem vody méni s pritékajici vodou. Kdyz tyto
nadoby spojime, objem vody se viditelné méni souctem pritoki. Tak dostavame
(f(x)+g(x)) = f'(z) + ¢'(x). Totéz plati pro rozdil.
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Derivace nasobku: Stejné tak pokud funkci naskalujeme néjakym konstantnim
koeficientem, tak se stejné naskéluje i jeji zména. Tedy pokud je a redlné cislo a f
funkee, pak (a- f) =a- f'.

Derivace souc¢inu: Mizeme si zménu derivace soucinu f - g predstavit tak, ze
ji slozime ze zmény zpusobené f, tedy kde uvazujeme g konstantni, ze zmény
zpusobené g, tj. f konstantni, a nakonec ze zmény zpusobené tim, ze se méni
zéroven. O posledni lze dokdzat, Ze derivaci neovliviiuje. Tedy (f - g) = f' - g+

qg-f

Derivace slozené funkce: Pokud méme funkci f(g(z)) a chceme ji zderivovat,
tak ve vysledku urcité bude derivace f v bodé g(z), protoze i kdyz g(x) neni z,
stejné se méni. Musime ale vzit v potaz, ze g(x) se méni jinak nez x. Vime ale
jak, vzdyt mame derivaci. Tedy (f(g(z))) = f'(9(zx)) - ¢'(x).

Nékdy se tento vzorec nazyva retizkové pravidlo, vétsinou se pak zapisuje jako
= %% coz dava vétsi vhled do toho, pro¢ vzorec vypadé tak, jak vypada.
Navic se v tomto tvaru dé snadno rozepsat na derivaci funkce slozené z funkce
a funkce slozené z funkce a funkce slozené ...

dfo _dfedfidfe dfn

dz — dfidfedfs  dz

Toho se hojné vyuziva v informatice ve strojovém uceni (specidlné v neuronovych
siti), kde potiebujeme zjistit zavislost vysledku na parametrech, na které jsme
aplikovali mnoho funkci, nez jsme dospéli k vysledku.

Derivace inverzni funkce: Vsimnéte si, ze kdyz si nakreslime graf funkce
a zobrazime ho podle osy = = y (tj. prohodime osy), tak dostaneme graf inverzni
funkce a zdroven se nam prohodi priristky v jednotlivych osach, ¢imz dosta-
neme pievraceny zlomek. Tedy derivace inverzni funkce k funkei f, znac¢ime f=1,

v bodé x je (f~1)(x) = W

Seznam vzorciu pro derivovani: Pro zopakovani (berte to jako popis postupu
derivovani: ,,dostal jsem soucet, pouziji vzorec pro soucet; dostanu soucin, pouziji
vzorec pro sou¢in®, atd.)

a-f) =a-f
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Daéle je tedy tieba znat specialni pripady — derivace konkrétnich funkci. Urcité
je tfeba znat derivaci konstanty a derivaci z”. Zbytek se ¢lovék nauci tim, ze je
pouziva, nebo ¢asto mé moznost podivat se do tabulek.

Derivace konstanty: Pokud funkce nezavisi na parametru, se zménou parame-
tru se nijak nezméni, tedy derivace (zména funkéni hodnoty vydélend ,néc¢im¢)
je nulova, tj. ¢ = 0 pro vSechna c redlna.

Uloha 1 [1b]: Ukaste, e (a- f)' = a - f' (derivace ndsobku) za pouZiti vztahi
(f-9) =1 g+ f-¢ (derivace soucinu) a ¢ =0 (derivace konstanty), kde f a g
jsou funkce a kde a, ¢ jsou konstanty.

Pokud derivujeme funkci vice proménnych, tak vétsinou tzv. parcidlni derivaci.
To znamend, Zze povazujeme vsechny proménné kromé té, podle které derivujeme,
za konstanty, tedy na né pouzivame derivaci nasobku a derivaci konstanty.

Derivace z": Funkce f(x) = z mé ocividné derivaci 1, jelikoz kdyz libovolné
zvétSime x, tak se stejné zvétsi i f(z). Pokud je r pfirozené, pak z vzorce pro

derivaci sou¢inu dostaneme (z7)" = r-2"~1. Obdobné i pro redlné nenulové r plati
1

(") =r-a" L.
Uloha 2 [1b]: Ukaste, Ze pro prirozené n je (z") =n -z,

Problém 3: Derivaci podilu funkci f a g lze také vyjadrit vzorcem, a to

(f)::f“g—f-d
g 92 '

Odvodte ho (napriklad pomoci derivace soucinu, derivace slozené funkce a derivace
x", ale fantazii se meze nekladou,).

Dalsi funkce:

1
!/ / .
In'z =loglz = = exp’ z = (e¥) = €%, (a®) = () = ¢®Ina,
sin’ z = cos z, cos’ x = —sinz, tan' x = ———,
cos2
- -1 . 1
cotan’z = — , arcsin’ @ = ———,
sin® x N
) 1 , 1 ) 1

arctan’ x = arccos r = ——— arccotan'x =

1+ a2’ V1—2a? 1422
Ted jiz mame vse, co potfebujeme k derivovani, snad jen jesté zminit, ze
funkce derivaci nemusi mit, nejcastéji v jednom bodé. Predevsim jsou to body,

»
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kde funkce nenf definovand, mé néjaky skok (naptiklad funkce signurrﬁ v 0), miff
kolmo vzhiru (napf. /z v 0), nebo funkce, které majf roh (napf. |z| v 0).

Vzorovy priklad: Zderivujme (podle z)

x-sinx + 523 — arctan x + e® 12

fz) =

x2

Postupujeme opa¢nym smérem nez jakym bychom pocitali hodnotu, kdybychom
dostali konkrétni x. Posledni operaci, kterou bychom v takovém pripadé udélali,
je déleni. Tedy podle derivace podilu:

. I
(m -sinz + 5x3 — arctan x + e$+2>
2

T

(z-sinz + 523 — arctanz + e®72)" - 22 — (x - sinz + 523 — arctanz + e*2) - (22)’

(22)?
Derivace 22 je jednoduchd, (z2) = 22271 = 2. Zbyva tedy derivace

x-sinz + 5z — arctanz + e” 2
To je predevsim soucet (posledni operace by byla, Ze jednotlivé ¢leny poscitame),
tedy podle derivace souctu

(z -sinz + 52 — arctan z + e**2) = (x - sinx)’ + (523) — arctan’ z + (e*72)'.
x - sinz je soucin, tedy podle derivace sou¢inu (a tabulkovych derivaci)
(x-sinz) =2’ sinx +x-sin’ z =sinz + z cos x.

523 je pétindsobek x3, tedy (52%) = 5(2®) a podle znamé derivace 5(z3) =
1522, Derivace arctanz je vétsinou tabulkova (hlavné proto, Ze je pak potieba
k integralim), ale muzeme ji spoéitaﬂ z derivace inverzni funkce a tabulkové
derivace tan z:

1 1 1 1

arctan’ z = =

tan’(arctan ) chtanm) 1+ tan(arctanz)  1+2?2

Posledni funkce k derivaci je e**2. Tu pfimo nezniame, ale zndme derivaci e?, tedy

pouzijeme derivaci slozené funkce (tzv. vngjsi funkce je e* a vnitini y = x + 2),
tedy (e**2) = (e¥)' - (z +2) =¥ -1 = ¢e*"2 (kde €Y derivujeme podle y).

8signum, nebo také znaminko je funkce, kterd dava —1 pro zaporna &isla, nulu v nule a 1 pro
kladna cisla.

9 Jesté za pomoci vzorce 1+ tan?z = —%

cos2z”
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Ted uz staci jen dat vSe dohromady:

(sinz + xcosx + 152% — oz +e"72) - 22

f/(l‘) = 4 -
(x-sinz + 523 — arctanz + e®72) - 2z
_ :c4 .
Uloha 4 [7b]: Zderivujte (podle x)
5c — 322 + , cos® x + sin’ z, vz, e 3%,
33 + 42
%, (sin(52))" = ((sin(52))),  In(tanz).

Nyni byste méli byt schopni spocitat skoro libovolnou derivaci, co potkate.
Tudiz jsme se dostali na konec tohoto dilu. Radi bychom dodali jesté dvé (nebo
mozné t¥i) véci. Prvni z nich je jesté jeden problém, respektive nédvrh na ¢lének, ta
druhd je formalni definice derivace za pomoci limity spolu s problémem, na ktery
neni tfeba znat limitym V pristim dile si pak ukdzeme, co dokdzeme o funkci fict
z jejich derivaci (napiiklad kde mé maximum, kde roste, jak moc roste).

Problém 5: Derivace je , okamzitd“ zmeéna funkce. S takoviymi zménami se casto
setkdvame ve fyzice. Co jiného je rychlost, nez zména polohy. Najdéte néjaké
pouZiti derivace (ve fyzice i kdekoliv jinde).

Muzete se inspirovat napriklad nalezenim zrychleni ze vzorce pro wvolng pdd,
nebo svisly vrh. Nebo muzete zkusit zjistit rychlost, zrychleni a pisobici silu pru-
ziny, jejiz poloha v case t je 5cos(t - \/k/m + w/2).

Definice: Jak tu jiz zaznélo, derivace je zména funkéni hodnoty pfi ,,nekone¢né*
malé zméné parametru. To zni Gplné jako limita. Derivace funkce f v bodé zq je

tedy:
Flao) = tim JE 2SO g, [0t 1) = 0]

T—To T — Xo h—0

Problém 6: Pokud mdte rdadi teorii, miZete zkusit pomoci této definice dokdzat
vzorce viyse. Derivace ndsobku a derivace souctu jsou velmi jednoduché, ale uz za
to jisté dostanete body.

Pro soudin je treba pricist k citateli 0 = f(xo)-g(xo+h)— f(xo) g(xo+h).

Jidds; |jonas.havelka@volny.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka

10Jen to, ze zjednodugens lim(f(z) + g(x)) = lim f(z) +lim g(z) a lim(a - f(z)) = a-lim f(x).
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Ramseyovy hry 11b
Jan Tregler

Co jsou Ramseyovy hry? Jedna se o matematické hry, ve kterych se obarvuji
grafy. V tomto ¢lanku se soustiedim na nejjednodussi moznou variantu, ¢lanek
tedy pojedndva o vyherni strategii pfi vybarvovani tplnych grafa (tplné grafy[lzl
znacime K, kde z je pocet vrcholi) ve hfe pro dva hrace, ktefi se navzdjem
stridaji po jednom tahu a kazdy pouziva jinou barvu. V této varianté je vasim ci-
lem pomoci obarvovani hran tplného grafu vytvorit jednobarevny podgraf. Tento
podgraf bude uplny graf o trech vrcholech, jednoduse receno trojihelnik. Této
varianté fikime ORIGINAL.

V obrazcich znaéi tenka ¢ara jesté nevybarvenou hranu, tuéna ¢ara barvu
prvniho hrace a prerusovand ¢ara barvu druhého hréce.

Prvnim krokem je najit takovy podgraf, ve kterém ma smysl premyslet nad
vyherni strategii. Je jasné, ze v grafu K3 neni mozné vyhrat, protoze prvni hrac
vybarvi pouze dvé hrany a druhy jednu. V grafu Ky jiz je mozné vyhrat, ale pouze
pokud budou oba hraci spolupracovat, tedy jeden hra¢ druhému dovoli podgraf
K3 vybarvit.

Obrazek 5: Hra na K, Obrazek 6: Remiza na Kj

Pokud nechce druhy hraé¢ prohrat, musi v tuto chvili (viz obrazek [5) vybarvit
pravé jednu hranu, pomoci které by mohl prvni hrac¢ vyhrat — vybarvit Kj.

To nés privadi ke grafu K5. Remiza zde mozna je, avsSak je nutna? Graf K5 mé
10 hran, to znamena, ze kazdy hra¢ ma maximalné 5 taht. Remiza tedy vznikne,
kdyz oba hraci vytvori cyklus o péti hrandch. Konec hry by pak vypadal jako na
obrazku [6l

11 0plné grafy jsou grafy, které maji hranu mezi kazdou dvojici vrcholt
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Prozradim, ze remiza nutna neni a Ze prvni hra¢ ma v tomto grafu, tim padem
i v kazdém tplném grafu o alespon 5 vrcholech, vyherni strategii.
Pro dokézani tohoto tvrzeni si nyni zavedeme nékolik pojmi:

Hrozba: Hrozba je hodnota jakékoli neobarvené hrany. Za predpokladu, ze obar-
vime tuto hranu, ndm hrozba 1ika, kolik existuje neobarvenych hran, jejichz obar-
venim v pristim tahu vyhrajeme.

Kontaktni tah: Kontaktni tah je takovy tah, pri kterém vybarvime hranu, ktera
ma alespon jeden spolecny vrchol s vybarvenou hranou protihrace.

7 definice hrozby vyplyva, Ze pokud nésledujicim tahem nemuzeme vyhrat
a souper zahral:

Hrozbu 1: vynucené musime blokovat hranu, po jejimz vybarveni by souper pris-
tim tahem vyhral.

Hrozbu 2 a vice: neni mozné vyhrat, jelikoz nemiizeme jednim tahem obarvit
vSechny hrany, jejichz obarvenim souper v pristim tahu vyhraje.

Nyni si miuzeme ukazat vyherni strategii. Vyhry se tedy prvni hra¢ dopracuje
takto:

Prvni tah neni dutlezity, diky symetrii dplného grafu ho mtzeme zahrit na
jakoukoliv hranu. Druhy tah, tedy tah protihrace, mtze byt bud kontaktni, nebo
nekontaktni. Prvné se podivime na nekontaktni tah.

Druhy tah nekontaktni (viz obrdzek [7): Ttetf tah musi byt také nekontaktni.
Prvni hra¢ musi zahrat hrozbu jedna a tim nutit druhého hrace zahrat jediny
mozny tah — obarvit hranu mezi jedinymi obarvenymi hranami prvniho hréce.
Jelikoz druhy i tfeti tah byl nekontaktni, c¢tvrty, nyni vynuceny, tah nemtze mit
Zddnou hrozbu (hrozba 0), tim pddem muze prvni hra¢ zahrit v patém tahu
hrozbu 2 a v sedmém tahu vyhrat.

(a) Treti tah (b) Paty tah

Obrazek 7: Hra poté, co hrac¢ 2 zahraje bezkontaktné
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Druhy tah kontaktni (viz obrézek [8): Tteti tah bude také kontaktni. Myslenka
je uplné stejnd jako u druhého tahu nekontaktniho — vSechny tii obarvené hrany
vychézi z jednoho vrcholu, tudiz vynuceny ¢tvrty tah, obarveni hrany mezi dvéma
jinymi vrcholy, nebude mit zZddnou hrozbu. V patém tahu zahraje prvni hrac
hrozbu 2 a v sedmém tahu hra opét konéi vitézstvim prvniho hrace.

e\

(a) Tret{ tah (b) P4ty tah

Obrazek 8: Hra poté, co hrac¢ 2 zahraje kontaktné

Tento ¢lanek vznikl diky jarnimu soustfedéni M&M, kde jsem spole¢né s Julif
Krejéi a Martinem Fofem pracoval na tomto skvélém tématu v ramci konfery,
kterou pripravil Jan Piroutek.

Casopis M&M je zastfeSen Matematicko-fyzikalni fakultou Univerzity Karlovy. S ob-
sahem Casopisu je mozné naklddat dle licence CC BY 4.0. Autory textu jsou, neni-li
uvedeno jinak, organizatori M&M. Realizace projektu byla podpofena Ministerstvem
skolstvi, mladeze a télovychovy.
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