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Uvnitf najdete nékolik témat a s nimi souvisejicich Gloh. Zamyslete se nad nimi a poslete
nam sva feseni. My vam je opravime, posleme zpét s dalSim Cislem a ta nejzajimavéjsi
z nich otiskneme. Nejlepsi feSitele zveme na podzim a na jafe na sousttedéni.
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Mily FeSiteli

at ¢tes Casopis na slunecné plazi, v horském priasmyku, v cizim mésté ¢i jen doma
ve své hamace, doufame, ze si jisté zaslouzené prazdniny uzijes, néco poznas,
néco nového se dozvis ¢i naucis, stejné jako pri feseni seminidie M&M. Tento rok
byl dozajista plodny a to jak poétem odevzdanych tloh, tak i poctem doslych
clanka.

S nékterymi z vas jsme se potkali na podzimnim a jarnim soustiedéni. Dou-
fame, ze té bavila, a pokud jsi na nich nebyl, Ze se na nich s tebou v budoucnu
potkame.

N4s ¢asopis je o poznavani nového a v tom si nejlépe vedli Dr.MM Daniel Sky-
pala, Doc.MM Martin Fof, Dr.MM Zdenck Mare$ a Dr.M Jif{ Pol4ch, ktef{ obsadili
prvni ¢tyfi mista. V soutézi o nejlepsi ¢lanek vyhral c¢lanek k tématu Oware,
Dr.MM Daniel Skypala — Popis vitézného agenta, ktery timto ziskdva slibovany
dort.

Gratulujeme a vsem ostatnim dékujeme za tcast, bez ni by ¢asopis nemohl
fungovat. Pokud znas nékoho, komu by se ¢asopis mohl libit, zkus ho také k feseni
dovést. Zamyslete se spolu nad néjakym problémem nového roc¢niku, ¢i ho jen
odkaz na nase webové stranky.

Jelikoz casopis délame pro vas, resitele, potfebujeme védét, jak se ti ¢asopis
libil, co bychom mohli zlepsit a co médme v pristich roénicich rozhodné zopakovat.
Proto budeme radi, kdyz ndm vyplnis anketu: nhttps://forms.office.com/r/fYUIdiQRy9

A nakonec nezbyva nez se s tebou rozloucit. Doufame, zZe se setkame zase po
prazdninach.

Tvi organizatori
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Reseni témat

Téma 2 — Oware

Daniel Vaclav Adam Jiri Toméas Martin Poradi Suma
Dr.™ Daniel Skypala X 14:6 15:5 20:0 20:0 20:0 1. 89
Dr.™ Viclav Tichy 6:14 X 11:9 12:8 12:8 20:0 2. 61
Bc.™ Adam Kolnik 5:15 9:11 X 10:10 16:4 20:0 3. 60
Dr.™ Jir{ Kvapil 0:20 8:12 10:10 X 18:2 20:0 4. 56
Dr."™ Tom4s Flidr 0:20 8:12 4:16 2:18 X 20:0 5. 34
Dr.™ Martin Bocek 0:20 0:20 0:20 0:20 0:20 X 6. 0

Tabulka 1: Vysledky turnaje

Mili fesitelé,

rok soutézeni v Oware mame za sebou a je na Case prozradit, co za triky
provadeéli kralové, proti kterym jste hrali. Budu dosti stru¢ny — zdrojové kédy na-
jdete na GitHubuE] a hlubsi vysvétleni aplikovanych myslenek bylo v pfedchozich
dilech.

Agamemnon byl prvni z vasich zdhadnych protivniku a pouzival zdkladni Mi-
niMax algoritmus s hloubkou prohleddvani 5, coz se jesté spolehlivé veslo do
casového limitu. Jeho moc vsak byla zna¢né omezena pouzitim vlastniho skére
jakozto heuristiky — Agamemnon se nezdrdahal nechat vas ukofistit seminka, po-
kud to znamenalo, ze jich nékolik sklidi také. Jako mnohem vaznéjsi problém se
ukézala skutecnost, ze vlastni skére se typicky méni jenom béhem naseho tahu
— sudé hloubky prohledavani tudiz nenesly zddnou vyhodu a hloubka 7 se prilis
¢asto nestihala v casovém limitu.

Bellerophon se snazil poucit z chyb svého predchiidce, a tudiz dostal mno-
hem pokrocilejsi heuristiku. Ohodnoceni pozice bylo spoc¢itano z aktudlniho skére
tak, ze byla urcena pravdépodobnost vyhry, kdyby byly zbyvajici kameny na-
hodné rozdéleny mezi oba hrace. Remizy se pocitaly za ptl bodu. Tedy tfeba pii
skére 21:23 byla sance na vyhru 2% a Sance na remizu 2%, a pozice tudiz do-
stala ohodnoceni 137;' Tato ohodnoceni byla spocitana samostatnym programem
predem a Bellerophon pak uz pouzival jenom predpocitanou tabulku s 625 hodno-
tami. Tuto ne prilis sofistikovanou heuristiku pouzivali krdlové od Bellerophona az
po Glauca. Vsimnéte si, ze tato ,,pravdépodobnost vyhry* je ¢islo od 0 do 1 misto
obvyklejsiho minus a plus nekonec¢na. Trochu to komplikovalo dalsi vylepseni.

Cadmus predstavoval prvni pokus o alespon trochu rozumnou umélou inte-
ligenci. Od Bellerophona se 1isil jenom pfiddnim (zcela neoptimalizovaného) ite-
rativniho prohlubovani, které ale vyrazné zlepsilo jeho schopnosti. Diomedes né-
sledné pridal alfa-beta ofezavani a trochu optimalizoval iterativni prohlubovani —
nové vzdy zacinal na hloubce 6 (coz se s alfa-betou vzdy stihalo) nebo na hloubce

Thttps://github.com/JoHavel/Turnaj-v-0Oware/tree/main/oware/agents
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https://github.com/JoHavel/Turnaj-v-Oware/tree/main/oware/agents
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o 3 nizsi, nez co nestihl dopocitat v predchozim tahu. Tento drobny kousek in-
formace prendseny mezi tahy byl velice uzite¢ny ke konci hry, kdy uz bylo mozné
prohledavat i do hloubky vice nez dvaceti tahti. V zdjmu usetieni si psani kédu na-
vic kralové pocinaje Diomedem pouzivaji NegaMax, a¢ tedy misto prosté negace
musi pocitat doplnék pravdépodobnosti.

Nebudu vam lhat, naprogramovat Erechthea byl nelehky tkol. V zadjmu za-
mezeni tomu, aby kazda hra probihala prakticky stejné, bylo pfidano zkouseni
moznych tahtt v ndhodné vybraném z 720 moznych poradi. Trochu prekvapivé to
vedlo i k zlepseni vysledku. Ta slozitd zména ale byla implementace memoizace,
kdy pro kazdy stav hry bylo ukladédno heuristické ohodnoceni pro kazdou hloubku
a seznam bezprostiedné nasledujicich stav hry. Jelikoz tato data byla zachova-
vana napri¢ tahy, tak jsem navic zacal vyuzivat inicializace agenta k tomu, abych
jesté pred zahdjenim hry mohl vtefinu pocitat.

Moje implementace ukladani ohodnoceni spoléhala na jednu nuanci fungovani
Pythonu. Ohodnoceni byla uklddana do 1ist (), ktery je mozné ménit na misté.
Ukladéani dat tudiz mohlo fungovat pomoci standardniho dekordtoru @lru_cache,
ktery sice pro dany stav pokazdé vraci ty samé informace, ale v nich obsazeny
seznam ohodnoceni se mohl v ¢ase vyvijet dle potieby.

Ukladéni bezprostiedné nasledujicich pozic pak bylo vyznamné zrychleni, kdy
uz nebylo potieba pocitat vysledek téhoz tahu vicekrat. Vzhledem k potirebé po-
uzivat v cache ,zmrazeny* stav hry jsem se tim vyhnul spousté rozmrazovani
a mrazeni. Kolem tohoto uklddani pak byli stavéni i posledni dva kralové.

Foroneus zacal vyuzivat toho, Ze nejen ohodnoceni, ale i nasledujici pozice jsou
ulozeny v 1ist (). Pii kazdém prohledavani daného stavu pak byl nejvyhodnéjsi
nalezeny tah presunut na zacatek seznamu. Tim bylo alespon c¢dsteéné imple-
mentovano fazeni tahtl zminované ve ¢tvrtém dcisle a stoupla efektivita alfa-beta
ofezavani.

Pred programovianim Glauca jsem si vsiml, ze pokrocilejsi algoritmy krald
Byl jsem si dost jist, ze je nékde néco Spatné a pfi bliz§im prozkoumani jsem
si v§iml, ze Erechtheovi i Foroneovi béhem inicializace podeziele ¢asto dojde c¢as
pri pocitani vysledku tahu Game. Tato primitivni forma statistického profilovani
kédu byla nasledovana skuteénym profilovanim a zjisténim, ze implementace Game
je zbytecné pomaléd. Glaucus proto pouziva vlastni zjednodusenou implementaci
hry, kterd pracuje rovnou se zmrazenymi stavy.

Kazdopddné vam vsem patii diky, ze jsem diky vam mél motivaci oprasit svoje
znalosti umeélé inteligence. Vase algoritmy byly ¢asto velice zajimavé a doufam, ze
jste si soutézeni uzili alespon tolik, co ja.

Matej; lieskovsky.matej+mam@gmail . com

PS: Tohle tématko vzniklo tak, Ze jsem premyslel o tom, jaké typy deskovych
her vlastné existuji. Mankalové hry jsem jesté pred cca rokem a pul vibec neznal
a velice mé zaujaly. KdyZ jsem pak objevil informaci, ze Oware je (pry) vyfesené,


mailto:lieskovsky.matej+mam@gmail.com

Popis vitézného agenta 5

tak jsem usoudil, ze by tato hra mohla mit obtiznost vhodnou pro tématko. Pokud
tedy chcete o Oware zjistit néco vice, tak mozna se v budoucnosti objevi dalsi
informace na https://48stones.com/.

Popis vitézného agenta 15b
Dr.™M Daniel Skijpala

Samotny agent je postaveny na prohledavani stromu vsech pozic, a proto vyuziva
koncepty popsané ve tretim cisle:

o NegaMax
e Iterativni prohlubovani
e Alfa-beta ofezavani
A co dalstho muj agent obsahoval?

Heuristika

Nejdiive v rychlosti nahlédneme do taji heuristiky. Urcité budeme chtit, aby
veskera ohodnoceni splnovala pravidlo NegaMaxu, totiz ze ohodnoceni obou hraci
se secte na nulu.

Potom si stanovme ohodnoceni pro par zakladnich stavii:

o Vyhra +oo (aktudlni hrd¢ mé alespon 25 bodu)

o Remiza 0 (oba hric¢i maji 24 bodu)

o Prohra —oo (protivnik ma alesponi 25 bodu)

Pro ostatni pozice bude skére vyhodnocovano z ¢asti:
e Ze skore aktualniho hrace s; a protihrace so:

— Rozdil skore: rg = s1 — s9

— Kvadraticky rozdil skére: 7, = s3 — 53
(Ke konci hry je vyrazné horsi vzdévat se kament, protoZze stadi jen
malé chybka a hra je dohran4.)

e 7 pozicnich vyhod:

— Rozdil nejvétsiho doliku p,, = max(pits;) — max(pitss)
(Za timhle stoji trochu experimentace.)

— Pocet moznych tahti: p, = >° o (p>0) =30 o (p > 0)
(Vic taht znamend vic moznosti, tedy jedna z nich by mohla byt lepsi.)


https://48stones.com/
https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/28/28-3.pdf
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— OhroZené kameny p}: Pro kazdy nas dolik se podivame, kde by skon¢il
posledni kdmen, pokud bychom se rozhodli jej vybrat. Pokud je to na
nasi ptlce, ptifadime p} hodnotu —1, pokud na soupefové, ale nic mu
nevezmeme, prifadime hodnotu 0, jinak pfitadime to, co bychom vzali.

Celkové ohodnoceni pozice se pocitd jako: o = 3rg + 2r. + 0.1p,, + 0.5p; + pj.
(Konstanty jsem ladil experimentalné.)

Quienscence search

Dalsim z trika je tzv. Quienscence search, ktery je velmi popularni u sachovych
algoritmti. Myslenka je jednoduché — pokud pfi prohleddvani vezmeme néjaké ka-
meny tésné pred tim, nez dojdeme do hloubky, kdy bychom méli pozici vyhodnotit
heuristikou, tak misto okamzitého pouziti heuristiky aktualni pozici prohledame
do trochu vétsi hloubky. Tim se snazime zabranit tomu, abychom ,nevymeénili
kralovnu za krale“, tedy pokud vezmeme néjaké mnozstvi kament, zjistime, jestli
jsme tim nedali soupefi vice.

Transpozicni tabulky

V priubéhu nasi hry se mize stat, ze narazime na pozice, které jsme jiz prohledali.
(Tteba jinou posloupnosti tahti, nebo tim, Ze jsme ji vyhodnotili pfi pocitani
predchoziho tahu.) Pokud si vysledky prohledani téchto pozic budeme uklddat,
jsme schopni usettit néjaky cas. Pijdeme na to tak, Ze si vzdy ulozime vysledek
a hloubku, do které jsme danou pozici prohledali a kdyz ji chceme prohledat znovu
se stejnou nebo mensi hloubkou, tak jen vratime vysledek. V opac¢ném pripadé
pozici znovu prohledame, a vysledek s hloubkou updatujeme.

Bestfirst

Dalsim trikem je fadit prohleddni dalsich taht podle jejich ohodnoceni. VSimneme
si, ze kdyz najdeme dostatecné velky vrchol, tak alfa-beta prorezavani vse zbylé
ofeze, ¢imz usetiime drahocenny cas.

GamelLight

Kromé toho jsem i implementoval vlastni gameobject, jak bylo doporuceno ve
patém cisle.

Predvypocty

Z 7

Kniha otvirani

Prvni, co ¢lovéka napadne, je spocitat si nejlepsi tahy pro prvnich z pozic, do
kterych se lze dostat. Kdyz ale spoc¢itame tah pro néjakou pozici, tak ho vzdy
budeme hrat a nepotfebujeme pocitat tahy pro pozice, do kterych se nedostaneme.
Timto dosdhneme toho, Ze se strom rozdéli v kazdé druhé hloubce (tedy té, kde
hraje souper), coZ prindsi masivni ¢asové i pamétové zlepseni. Déle jsem pro pozice


https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/28/28-5.pdf

7

dale od zacatku postupné snizoval hloubku prohleddvani, aby vypocty dobéhly
v rozumném case.

I proto jsem si u kazdé pozice ukladal i redlnou hloubku, ze které byl tah
spocitan. To zabranuje tomu, ze agent pouzije tah z knihy otvirani, i kdyz je
schopen spocitat tah pro vétsi hloubku.

Kniha koncovek

Déle jsem spocital tahy pro koncovky s nejvice 8 kameny. Zde jsem si zavedl jiné
ohodnoceni pro koneéné pozice (vyhra/prohra/remiza). Rozhodl jsem se, Ze budu
preferovat tahy, ve kterych vyhraju difve / prohraju pozdéji, abych vyuzival limit
180 tahu ke svému prospéchu. Skére pro vyhru tedy bude t x ¢, kde ¢ je pocet
tahi, za které hra skondci a c konstanta, ktera je vzdy vétsi nez nejlepsi heuristické
ohodnoceni, které lze dosdhnout pri nedohrané hie. Nesmime také zapomenout
zménit hodnoceni dohranych her u standardniho prohledavani.

Vzhledem k tomu, ze koncovky jde prohledat do hloubky 180, tak je budeme
pouzivat vzdy.

Komprese pozic

Aby se nam vSechny pozice vesly do souboru, musime je néjak ukladat. Nabizi se
vzit skore obou hraci, za to pridat doliky a to dat do tuplu. Tim se d& indexovat
slovnik s nejlepsimi tahyﬂ Vsimneme si ale, ze kazdé ¢islo zabird 2 az 3 znaky
(pozor na ¢arku). Vzhledem k tomu, Ze tyto ¢isla jsou nejvySe padesét, jsme
schopni je prekédovat na znaky a tim dostaneme 1 znak na ¢islo, coz nam dava
vyrazné zlepSeni.

Existovaly by i lepsi zptisoby — napf. by se dalo ¢islo ulozit v 51-soustaveé
a potom prevést na Tetézec (to je jen dalsi soustava). Nicméné potom uz jsem
tahy nestihal spocitat a ani pamétové zlepseni by nebylo tak vyrazné.

Zkouseni jen do konce

Poslednim trikem na seznamu je zkusit vzit konec hry jesté o krok dal. Po celou
hru si budeme udrzovat zbyvajici pocet tahu, a jakmile dojdeme pri iterativnim
prohlubovani do této hloubky, vime Ze uz nemé smysl prohledavat hloubéji. Proto
provedeme misto dalsich prohleddvani uz jen jedno prohledavani, kde nebudeme
pouzivat koncovky a koncové vrcholy budeme vyhodnocovat jako tournament.py
— vyssi skére vyhrava.

2Pozn. red.: Slovnik je uloZen p¥imo jako kéd, proto se dile zaobirame délkou ,textového

napriklad pickle.
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Téma 3 — Lingvistika

Reseni 2. dilu
V druhém éisle jsme si lehce pfipomnéli chetitstinu z prvniho ¢isla a vénovali jsme
se ruznym typim zapisu jazyka.

Uloha 1

Zadani:
Na obrdzku [9 se nachdzeji ceskd slova zapsand v chetitstiné s pomoci klinového
pisma. PreloZte do chetitstiny tato slova a zapiste je s pomoci klinového pisma:

1. pojd

2. zub

3. modrd

4. jsou

V minulém dile se obcas objevily zdvojené souhldsky ve stejné slabice jako 11,
tak ty se pocitaji jako jedna souhldska 1. Podobné se vyskytly rizné samohldsky
s prehlaskou apod. Ty také zjednodusime a prehlisky nebudeme vibec uvazovat,
tedy a budeme povazovat za to samé jako 3.

Zije (on) otec matka

) = RE RE— % —

dorazil (on) posel cizinci

(IR [ &t} it @R

jelen krali hranice

vigl=Sll 3= [ B & \mur

zhavy dim
% 3

Obrazek 2: Uloha 1
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ReSeni od Mgr.™M Pavly Simové:

Kdyz si slova z obrazku prelozim do chetitstiny a rozdélim je na slabiky,
mohu tyto slabiky snadno prifadit jednotlivym znakim. Potom si slova prelozim
a rozdélim je na slabiky. JelikoZ uz zndme symbolu pro ruzné slabiky, tak staci
jen priradit.

pojd - ehu zub - gagan
5 +H = B %

modra - anataran jsou - assanzi
¥ 5= Rt ¥ — ¥ R

Obréazek 3: Reseni k 1. tloze

Problematicky byl pouze zub (gagan), kde v preloZenych slovech se vysky-
tovala jak slabika ga, tak slabika an, ale zadnd, kterd by umoznovala presné
popsat obé slabiky slova. Vyfesila jsem to neumélym zapisem pomoci tii slabik,
ve kterém je vSak dvakrat za sebou samohlaska a

Jelikoz jsme uz v prvnim dile trochu zjednodusili chetitstinu, tak se vyskytly
nékteré problémy, na které se dalo pristoupit rizné, napt. zminéna zdvojena sa-
mohlaska a. Toto Feseni nam prislo zajimavé, protoze si autorka pomohla, aniz by
néjak podstatné zménila znéni slova, maximalné prodlouzila znéni jedné hlasky.
Uplné spravné fesen{ kviili nasemu zjednoduseni neexistuje, ale nejvice se mu blizi
praveé toto.

Uloha 2

Zadani:
Na obrdzku[]) naleznete ndsledujici véty zapsané v mykénském pismu.

1. Unikdme pori(d) na zdpa(d).
Doma je zakdzdano utikat.

Mykény okupuji (K)rétu.

e

Doma je ndro(¢)nd (t)rasa.
5. Je nu(t)né se (v)rdti(t).

Pokuste se ke kazZdé véte privadit jeji zdpis. Zkuste svoji volbu alesporn strucne
zduvodnit. Zapisovat cestinu v linedrnim pismé B dplné nejde. Véty uvazujte bez
diakritiky a pokud se ve véetdch vyskytuje pismeno v kulatych zdvorkdch, tak neni
vibec zapsdno (nepatii do Zadné slabiky).
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M X totWs NS

X HT F LA

H X ¥ty LY
PAY HrgT Yo
FYeT Hl Y t+

Obrazek 4: Uloha 2

ReSeni od Mgr.™M Jana Skopka:

Slovo ,je“ se jako jediné opakuje ve trech latinkou zapsanych vétach.
Pokusime se tedy najit takovy symbol, ktery se jako samostatny vyskytuje
ve trech vétach. Tim je symbol, ktery mé osobné pripomina ,bezhlavého
stickmana“ ve vétach 1, 2 a 3. Pred timto symbolem jsou ve vétach 1 a 3
dva symboly, z nichz prvni je vzdy stejny. Tyto dvé véty tedy budou latinkou
zapsanymi vétami 2 a 4. Vylucovaci metodou tedy zjistujeme, ze 2. véta
v linedrnim pismu je 5. véta latinkou. Predposlednim symbolem v 2. a 3.
vété linearnim pismem je ,L. s krouzkem® Diky tomu, Zze mame druhou
vétu prifazenou, tak vime, ze tento symbol reprezentuje slabiku ,ra“, kterd
se na tomto misté vyskytuje i ve 4. vété latinkou. Diky tomu k sobé pri-
fadime 4. vétu latinkou a 3. vétu linedrnim pismem a vylucovaci metodou
také 2. vétu latinkou a 1. linearnim pismem. Zbyvaji nam tak uz jen dvé
posledni véty. Predposledni se sklddd jen ze t¥{ skupin slabik (tedy 3 slov)
a bude tak odpovidat vété 3 latinkou a zbyva nam tak k sobé véta 5 linearnim
pismem a véta 1 latinkou. Tento postup pak lze ovérit i porovnanim poctu slabik
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1. Unikdme porad na zapad. — véta v 5. fadku

2. Doma je zakazano utikat — véta v 1. fadku

3. Mykény okupuji Krétu — véta ve 4. radku
4. Domu je naro¢na cesta — véta ve 3. radku
5. Je nutné se vratit — véta ve 2. fadku
Uloha 3
Zadani:

Podivejte se na text na obrazku[d zapsanyg pomoci gétskych run. Zkuste tento text
prepsat do latinky jen se znalosti run anglosaskych. Text je v cestiné, takZe by
vam mélo vyjit néco smysluplného.

BAMITHI RMXT KR <X
PN RITSTIR T RRSTITH
PIT PRRENTN MY
BAMN T &M PINS
NTTT LT

Obrazek 5: Uloha 3

Reseni:

Reseni tohoto problému nebylo viibec slozité. Uvnité druhého dilu se vyskyto-
vala tabulka anglosaskych run, které maji s gétskymi runami spolecného predka.
Pak uz stacilo jen porovnat stejné/podobné znaky a pifpadné neznalosti doplnit
z kontextu véty, ktera vysla:

Budeme rddi, pokud ndm teseni poslete ve formdtu PDF, bude to od wvds

hezké
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Reseni 4. dilu

Ve ¢tvrtém cisle jsme presli k fonetice a vénovali se zapisu lidskych zvuki.
Problém 1

Zadani:

Minimdlni pdr jsou dvé slova, kterd se od sebe lisi pouze jednou hldskou. Kupri-
kladu ,los“ a ,les“. Naleznéte slovo ¢i slova, kterd maji v cestine co nejvice mi-
nimalnich pari.

Reseni:

Prisla nam rtizné slova se spoustou minimélnich parti. Nejvice systematicky se
k problému postavil Doc.MV Martin Fof, ktery se rozhodl si feSeni naprogramovat.
Jako sadu dat si zvolil slovnik spisovné éeétinyﬂ a prirucku ceského jazykaﬁ Vyslo
mu, ze nejvice minimalnich pari ma slovo len a to 35.

ben fen sen ven lin le¢ lech
lem let lev gen zen lin led
cen hen Zen lun den jen lan
lain lej lep let lez ten lan
leg lek lez ken 1lén leh les

Jesté upozornim, ze minimdlni pary se musi lisit v pravé jedné hlasce. Proto
tfeba homonyma, slova, kterd stejné znéji, ale maji ruzny vyznam, nejsou mini-
malni pary. Dilezité u tohoto je vyslovovani slov.

Uloha 2

ZadAani:

Pokud budete ¢ist tabulku[g shora zleva ve sméru doprava a doli, tak si miZete
vsimnout, Ze hldsky jsou usporddané podle néjakych vlastnosti. Podle kteriyjch vlast-
nosti jsou usporadané? Md néjaké usporddani i nase abeceda? Pokud ne, jak by se
daly souhldsky usporddat?

ol [ P" [ B [ [P"] | m
] [ "] [ [d [[d"] [ n
W] 1" ) [ [d"] | ]
] [T 16§ [ ]
K] | "] | [g] | ["] | []

Tabulka 2: Sanskrtﬂ

Shttps://ssjc.ujc.cas.cz/
4htfcps ://prirucka.ujc.cas.cz/
5[p"] muzete vyslovovat jako [p] s ptidechem


https://ssjc.ujc.cas.cz/
https://prirucka.ujc.cas.cz/
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ReSeni od Mgr.™M Ladi Vavry:

Myslim si, ze tabulka m&a usporadani. Shora doli je to po Tadcich podle
mista vyslovu v puse, pouziti rtu a jazyka. Naptiklad p t t ¢ k — p¥i nich mam
otevienou pusu, jazyk davam nahoru, pouziju trosku dechu ,takové tchh* Zleva
doprava mi prijde, Ze je to méné ostré a vyuzivam spise vzduch. Napriklad u ,,P*
je to takové ostré, vyrazné, pouzivim hodné rty s otevienou pusou, ale postupné
se tato ,sila“ zmensuje, a ,M“ je spiSe — neoteviu moc pusu, ale nepouzivam
tak silné rty, jazyk ani tolik vzduchu — je to takové méné ,silné“

Myslim, ze na razeni ¢eské abecedy mé urcity vliv historicky vyvoj. Ovsem
mam myslenku, Zze prvni pismenka abecedy pouzivaji otevienéjsi pusu, ze za-
¢atku nepouzivaji prilis ani jazyk, nos ¢i dalsi moznosti. Pouze je to o tom,
ze branici udélam néjaky zvuk, a ten ndasledné pomoci tvaru pusy doladim
do potfebného pismene (ABé,Cé,DéE), nasledné je F, a znovu, tentokrat
uz ale vice pouzivaji i jazyk a prekazky, stdle vSsak pomérné otevienou pusu
(Gé,H4,Cha,[,Jé, K4) a prechdzi do ,tvrdsich® pismen, kterd jiz nemaji tak
otevienou pusu pii jejich vyslovovani, ale spiSe zavienéjsi, pracuji s jazykem
a patrem (eL,eM,eN), rychle prostfidani pismeny podobngjsimi tém piedcho-
zim (0,Pé,Qé), znovu vice kratka, stiidma (eR,eS), jemnéjsi (Té,U,Vé).

Ke konci pismena, kterd jsou néjak vsehochut — X: vyuziva pusu, jazyk, patro,
dech; Y, Z a piipadné jeho zmékéens varianta Z.

Muj névrh je tedy: A,B,C,D,E,G,H,CH,I,J,K,O0,P,Q,T,U,V, a to by byla zprvu
ty jemnéjsi, a nasledovala by F,LLM,N,R,S,X,Y,Z,V,W

Uloha 3

ZadAani:

Pojdme spojit predchozi informace a zistanime pro jednoduchost w cestiny. UZ
jsme tu nakousli zménu hldsek pri znélosti a neznélosti. Pokuste se ji vyjadrit
jako pravidla s pomoci zdpisu v mnozindch.

e znelé:  bywv,d, z 9, h, Z, d

bl
e neznelé: p, f, t, s, k, ch, s, t

Reseni:

Pojdme si oznacit znélé souhlasky jako Z a neznélé jako N. Pro Cestinu nam pak
stac¢i nasledujici pravidla.

Pro samohlasky, které jsou na konci slov, plati:

(2] — [N]/_#

Pokud se samohlasky vyskytuji okolo jinych samohlasek, tak plati nasledujici
(21 = 12]/22
[N] = [2]/ZN
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[N] = [N]/NN
[Z] = [N]/ZN

Uloha 4

Zadani:

Pokud bychom pro popis samohldsek pouZili stejné vlastnosti jako pro souhldsky
a navic otevrenost, tak by ndm jedna vlastnost trochu prebyvala. Kterd? A hlavné
proc?

Vlastnosti, které pri vyslovovani samohlasek nevyuzivame, je vice, specialné
pokud se zaméfime pouze na c¢eskou abecedu, kterd je velmi omezend. V ces-
tiné u samohlasek treba nevyuzivame pridech nebo nepouzivame nos. Hlavné ale
vsechny samohldsky vznikaji jiz nizko v hrdle. Piebyvajici vlastnost tedy byla
misto (vzniku), protoZe vSechny vznikaji na stejném misté. Ptijimali jsme ale
i jiné odpovédi.

Reseni 5. dilu

A v poslednim dile jsme se zustali u fonetiky a pokusili se zrekonstruovat znéni
malé skupiny jazyki, které vypadaly, ze by mohly mit néco spole¢ného.

Uloha 1
Slovo A B C D E
jedna | taha | tasi | tafi | kahi | tahi
dva ua lua rua lua rua
tTi tolu | tolu | toru | kolu | toru
CtyTi fa fa fa ha fa
pét nima | lima | rima | lima | rima
mote | tahi tai tai kai tai

Tabulka 3: Mnozina slov jazyku A-E

Zadani:
Utvorte mnoZinu podobnych hldsek pro tabulku [3 a roziadte jazyky do mensich
skupin podle toho, jak moc spolecné podobnosti magji.

Reseni od Dr.MM Zderika Marese:

Podle tabulky [] bych do jedné skupiny zaradil jazyky C a E, protoze se lisi
pouze zménou [h] — [f] (z jazyka E do C — slovo jedna — ,tahi“ x ,tafi“).
Do druhé skupiny bych zaradil jazyky B a D, které se od sebe lisi pouze zménou
hlasek [t] — [K], [s] — [h] a [f] — [h]. Jsou od sebe vzdalenéjsi nez jazyky C a E.
Jazyky B, C, D, E jsem takto rozdélil hlavné kvuli vyrazné odlisnosti [1] a [r]
(u slov dva, t¥i, pét). Uplné nejvzdalenéjsim jazykem od ostatnich, a proto ho
vy¢lenuji mimo ostatni skupiny, se mi jevi jazyk A
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Zména 7 jazyka Do jazyka
l—>r B, D C, E

s—h B, D D, A E

h—f B A CE

s —f D C

a (na konci slova) — i A B,C,D,E
k—t D A, B, C E
l/r - n B,C, D, E A
Tabulka 4: Pozorovin{ zmén hldsek podle Dr.M Zdeiika Marese

Uloha 2
Zadani:
Zrekonstruujte jazykovou rodinu jazyki A—E. S postupem zakreslete i strom jazy-
kové rodiny.

Reseni:
Podobnou tabulku si udélal i Mgr.MM Lada Vivra, ktery se spiSe vénoval podob-
nosti slov napric¢ jazyky, a s jeji pomoci si spojil vlastnosti jednotlivych jazyki.

Reseni od Mgr.™M Lidi Vavry:
Poznatky z tabulky:

1. 2. slovo maji jazyky B, D spolec¢né. Také jazyky C, E maji spolecné druhé
slovo.

2. 3. slovo maji jazyky A, B spolecné. Také jazyky C, E maji spolecné druhé
slovo, jazyk B by mohl mit podobnou vyslovnost, takze by z téchto jazyku
mohl vychazet.

3. 4. maji vSechny jazyky az na D spolecné
4. 5. slovo maji C, E a B, D spolecné, A je nejspiSe, ze skupiny C, E
5. 6. slovo maji jazyky B, C, E spolecné.
Tedy
1. C a E se vyvijely spolu, nejspise i jazyk D, ktery se oddélil.

2. Vypada to, ze jazyky B, C, E byly spolu, diky 6. slovu. Jazyky B, D se
pak jesté oddélili.

3. Jazyk A m& hodné podobného, nejspise u néj doslo k posunu dozadu,
jelikoz ale az na 3. slovo neméa nic moc spole¢ného, hadam, ze se prvni
oddélil od C a shoda ve 3. slové je spi$ ndhodna.
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Jednim problémem porovnavaci metody je to, ze je dost subjektivni. PTi re-
konstrukci jazykt zavisi hodné na autorovi, ktery je rekonstruuje. Tato poznamka
plati, jak pro prvni, tak i pro druhou tlohu patého ¢isla. Dalo se na to pristou-
pit ruzné, ale nejsikovnéjsi bylo si sestrojit tabulku zmén mezi jazyky, pripadné
si zmény zaznamenat jinak. Nésledné hledat podobné znéjici hlasky, které se by
mohly zaménit a tady nastava ten problém se subjektivitou, proto vam mohly
vyjit rizné stromy. Podle mého nejpravdépodobnéjsi strom vyvoje by byl ten na

obrazku
B,CDE A

CE BD

C

E

Obrazek 6: Strom vyvoje jazyki
Problém 4

Zadani:

Komparativni metoda sice dojde k néjakému visledku, ktery ale uplné neodrdZi
realitu. Jaké mohou byt problémy pri pouZiti této metody?

Reseni od Veroniky Mensikové:

Pomoci komparativni metody vlastné posuzujeme podobnost vyznamu
a znéni nékterych slov. To, zda jsou si slova podobnd, je ale dost subjektivni.
Kdyz tou samou metodou bude vice lidi prozkouméavat néjaké jazyky, mohou
lehce dojit k riznym zavérim, a tudiz je zfejmé, ze néktery je Spatné. Spolé-
hani se na intuici pfi rekonstrukci pivodniho fenoménu také mize vést k radé
omylt. Napriklad je ¢lovék jiz zvykly na néjaké Casté zmény (jako napiiklad
zména znélosti) a pak se snadno muze dopustit omylu, Ze pravé tato zména na-
stala, i kdyz to neni pravda. A kdyby na tuto zménu nebyl zvykly, moznd by si
vsiml pti delsim zkoumani té pravé. Zaroven muze clovék narazit na néjaka dveé
slova, které zni podobné a maji i podobny vyznam a ve skute¢nosti si nejsou
vibec pribuzné. Pti komparativni metodé je ale pravdépodobné za pribuzna
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oznaci. Problém je i v tom, ze jazyk se v case néjak vyviji. Sice se pfi tom
ridi jistymi pravidly, kterd ale vzdy nemusi byt stoprocentni a opét muzeme za
tohoto predpokladu dojit k chybé.

Honza; |jan@piroutek.eu
Lucka; lucy.kuncarova@gmail . com
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Téma 4 — Pozoruhodné jevy v atmosfére

Vzorova fedeni 4. série
Uloha 1

Zadani:

Trajektorie paprsku ovlivnéného astronomickou refrakci na pruni pohled vzbuzuje
dojem analogie se sikmym vrhem v gravitacnim poli a moznost svrchniho zrcadlend
tento dojem jeste podporuje. V souvislosti s tim se nabizi otdizka, zda neni mozné
najit analogii také v podobé existence kosmickijch rychlosti. Prilis strmé stoupajici
paprsek opusti atmosféru, mdlo strmy paprsek prodéld svrchni zrcadleni a putuje
zpét k zemskému povrchu. Je pripustny néjaky mezipripad, kdy paprsek ,zistane
na obézné drdze“, jako je tomu v analogii gravitace?

Reseni:
Vysledkem tlohy 3 v 1. sérii bylo, ze trajektorie paprsku ve sférické atmosfére je
popséana rovnici

nrsin(a) = konst, (1)

kde n je index lomu atmosféry v bodé, kde se paprsek pravé nachézi, r je vzda-
lenost paprsku od stfedu Zemé (naddle ,vyska“) a a je dhel mezi paprskem
a kolmici k zemskému povrchu.

Zvolme kladna ¢isla ng, r1, ro, 0 a £ takova, ze 11 < ro a £ < 1. Ve vysce
r € (r1 — 6,r1] nebo r € (ra,r2 + J] necht je index lomu vzduchu n(r) = ng. Ve
vysce r € (r1,r2] necht je index lomu vzduchu n(r) = #g=.

Uvazujme svételny paprsek, ktery se nachdzi ve vysce r € (r1,r2] a svird thel
ag > arcsin(§) s kolmici k zemskému povrchu. Tento thel se béhem pohybu
zachovava, protoze

konst & - konst

nor
—grz T nere

# f(r). 2)

sin(ay) =

Ve vysce o paprsek dopadéd na rozhrani mezi prostiedim s indexem lomu n(r) =
% > ng a prostiedim s indexem lomu n(r) = ng. Na rozhrani dopadd pod thlem
o, ktery je vétsi nez mezni thel, protoze sin(ag) > & = ng/ny. Ve vysce ry proto
vzdy dochézi ke svrchnimu zrcadleni.

Ve vysce r1 je n(r) = % > ng. Dochazi zde vzdy ke spodnimu zrcadleni. Pii
svrchnim i pfi spodnim zrcadleni zustava zachovan thel «g. Uvazovany paprsek
v popsané atmosféfe proto nikdy neopusti interval (r1,r9] (viz obrazek .

Popsanou situaci neni zcela spravné nazyvat analogii ke kosmickym rychlos-
tem. Zatimco kosmické rychlosti jsou zprostiedkovany cisté gravitacni interakei,
udrzeni paprsku v atmosfére vyzaduje kombinaci ohybu a odrazu na rozhranich.
Paprsek navic pri priuchodu atmosférou podléha nenulovému utlumu, takze v dané
pozici ur¢ité nemuze obihat donekonecna. Dalsi problém feseni spociva v tom, zda
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Obrazek 7: Schéma hypotetické atmosféry, ve které paprsek nikdy neopusti vyskovy
interval [r1,r2). V intervalu [ri,r2) je index lomu %, tj. zdvisly na souradnici r. Mimo
interval [r1,r2) je konstantni index lomu no. Uhel mezi paprskem a kolmici k povrchu
Zemé je vzdy ap. PTi dopadu na rozhrani ve vysce ro paprsek prodéla svrchni odraz. Pri
dopadu na rozhrani ve vysce r1 paprsek prodéla spodni odraz.

je popsanou atmosféru vitbec mozné fyzikalné uskutecnit, takova otazka vsak pre-
sahuje ramec tohoto téméatka. Na zakladé vsech relevantnich informaci lze fict, ze
paprsek miize skuteéné zistat na obézné draze.

Uloha 3
Zadani:
a) Odvodte zdvislost stredni volné drdahy paprsku na koncentraci molekul, tj. fun-
kei A(n).

b) Odhadnéte zdvislost koncentrace molekul na vgsce, tj. funkci n(y). MuZete
k tomu wvyuzit 1. termodynamicky zdkon pV = NkgT a budto dohledané
zawislosti p(y), T(y), nebo treba i viastni vysledky ziskané pri resend problému

4.2.

¢) Veliciny AN a Al se vztahuji k néjakému neurcitému, velmi malému caso-
vému posuvu At a samy o sobé je melze vycislit. Navrhnéte, jak podminky
AN < Al a AN > Al prepsat pomoci znamich méritelngch velicin, jako
je sklon paprsku nebo rozmeéry molekul vzduchu. VyuZijte k tomu zdvislosti
nalezené v krocich a) a b).

d) Odhadnéte, v jakygch vyskach je splnéna podminka AX > Al, tj. v jakgch
vyskdach lze mluvit o jakési analogii molekuldrnich podminek.

Reseni:

a) V tloze 1 ve 3. sérii byla pocitdna stfedni volnd drdha jedné ¢éstice v pro-
stfedi jinych ¢éstic se znamym polomérem R a zndmou objemovou koncen-
traci n. Tato tloha je odlisnad pouze v tom, Ze namisto ¢astice je uvazovan
paprsek svétla. Ten se pohybuje rychlosti svétla c. Castice atmosféry konaji
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jisty termélni pohyb, jejich rychlost je vSak pfi pokojové (nebo nizsi) teploté
zanedbatelna v porovnani s c¢. Polomér paprsku povazujme za zanedbatelny
v porovnani s polomérem castic atmosféry. Stredni volnd draha paprsku
v atmosféie je podle feseni tilohy 1 ze 3. série rovna

cT 1
A= = .
nmtR2ct nmR? (3)

Zdroj [1] uvadi empiricky vztah mezi atmosférickym tlakem p a nadmofskou
vyskou h v [m n. m.]

p = 101325(1 — 2,25577 - 107 °h)5:25588 Pa, (4)

Zavislost teploty T na nadmotské vysce h je podle zdroje [2] po ¢astech
linedrn{ (viz obrazek [g)).

ISA Temperature Distibution
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lapse rate a = -6.5°C/km
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Obrazek 8: Teplota vzduchu v zdvislosti na nadmotské vysce. Obrézek je piejat z [2].

Vyjdeme z 1. termodynamického zakona
b= nkBTv (5)

kde n je objemova koncentrace ¢astic a kg je Boltzmannova konstanta.

Objemovou koncentraci ¢astic vzduchu v zavislosti na nadmotské vysce lze
vyjadrit analyticky na zakladé —. Pro potreby této tlohy staci vsak
zévislost vykreslit (viz obrazek [9p)).
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c)

Koncentrace &astic [m™]

(a) Koncentrace ¢éstic vzduchu v zavislosti
na nadmorské vysce. Zavislost byla poci-

Necht je v ihel mezi paprskem a kolmici k zemskému povrchu. Kdyz paprsek
urazi malou vzdalenost Al, ve vertikdlnim sméru se posune o

Ah = cos(a)Al. (6)

Okolni koncentrace ¢astic vzduchu se tim zméni o An. Pfi daném « a Al
Ize hodnotu An odedist z obrazku

Dosazenim hodnot z obrazku @ do lze ziskat zavislost stfedni volné
drahy na nadmorské vysce A(h). Polomeér molekul vzduchu se pohybuje okolo
R = 0,3 nm [3]. Pro dané a a Al ze zavislosti dostdvame AAX(h). Hodnoty
Al a AN maji stejny rozmér, mizeme je proto porovnat.

Z definice plati Al > AM pravé tehdy, kdyz Al/AX > 10, a Al < A
pravé tehdy, kdyz Al/AX < 0,1. Veli¢inu Al/AN vykresleme v zavislosti
na nadmorské vysce (viz obrazek @ Ve vsech vyskach, kde A\ dovedeme
vydislit, je Al/AN > 1. V uvazovaném intervalu nadmorské vysky podminka
Al < A neni nikdy splnéna.

10
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sl
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g
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<
15 4
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Nadmorska vyska [m n. m.]

(b) Veli¢ina Al/AM v zavislosti na nadmor-
ské vysce. Zavislost byla pocitina na za-

Nadmorska vyska [m n. m.]

tana podle __ kladé vztahu , @ a hodnot z obrazku

Obrazek 9: Ilustrace k feseni dlohy 3.

Nemusi to znamenat, ze by z hlediska paprsku prolétavajictho vesmirem
nikdy nenastavaly molekularni podminky. Znamenda to jen, Ze podminka
Al < A\ zavedend v textu 4. ¢isla je prilis silnd. Vyplyva z ni doslova to,
ze ,paprsek v zadném konecném case nepotka zadnou ¢éstici“. Standardni
definice molekularnich podminek pritom vyzaduje jen to, aby se ¢astice ne-
potkévaly ,,prilis casto“.
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Uloha 4

Zadani:
Necht a = 1/b. Zméni-li se b o malou hodnotu Ab < b, na a se to projevi zménou
0 hodnotu Aa < a. Dokazte, Ze a + Aa = % — %.
Reseni:
Vyjdeme ze vztahu
1

a+Aa:b+Ab' (7)

Potom

1 1 b—(b+Ab) _ Ab

A= (a+Ad)—agme b 2 0=0FAY  Ab
a=lat A —a= N T T (bt A 52 ®)

kde pribliznd rovnost na konci plyne z Ab < b.
Uloha 6

Zadani:
Pro jaké hodnoty koeficienti odrazu a prichodu T a R bude mit k-ty rdd duhy
nejuetst intenzitu?

Reseni od Dr."M Ji¥iho Polacha:

Potrebujeme zjistit, pro jaké R a T je intenzita nejvétsi pii daném k. Jelikoz
se tyto dvé proménné nachazi pouze na jednom misté, a to v soucinu, snazime
se najit maximum T2RF~2 .

R+T=1
T=1-R
TQRk—Z — (1 _R)QRk‘—Q —

Rk
= (1—2R+R2)ﬁ =
12
:Rk(ﬁ—§+1): (9)
= RF2 _9RF1 L RF (10)

Ve vyrazu @D si muzeme vsimnout, ze prvni ¢ast nabyva maxima pokud
je R =1 a druha pokud R = 0. V obou krajnich pripadech bude vysledek 0
(limitné). Tento vyraz tedy bude na intervalu (0;1) rist z minima do maxima
a znova klesat do minima. Abychom zjistili kde se nachdzi maximum pouzijeme
derivaci vyrazu , protoze ta se v maximu bude rovnat 0.
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RF2 —2R*1' 4 RFdR = (k —2)R* % —2(k — 1)RF =2 + KR!
(k —2)R*3 —2(k—1)R* 2+ kR =0

RF3((k—2) —2(k—1)R' + kR?) =0
RF3(k—2-2kR+2R+kR?) =0

RF3(kR*+ R(2—-2k)+k —2) =0

Musf platit, ze jedna z téchto ¢asti se rovné nule a jelikoz R¥~3 se nebude
rovnat 0 nikdy, musi to byt druhé c¢ast.

ER?>+R(2—2k)+k —2=0
—b £ Vb? — 4ac

1,2 =

2a
—(2—2k) £ /(2 — 2k)2 — 4k(k — 2)
T12 =
: 2k
—2 4 2k + /4 — 8k + 4k2 — 4k2 — 8k
12 =
2k
. 242k £ V4
1.2 = 2%k
x7—2+2k+271
b 2k B
x_—2+2k—2_2k—4_1ig
2T 2%k T2k

Zajimaji nas pouze feseni, které nendlezi krajnim podminkam. Proto je fe-
Senim pouze 1 — % k-ty rad duhy bude mit nejvétsi intenzitu pokud bude platit
R=1-2aT=2%.

Uloha 7

Zadani:
a) Dokazte, Ze je intenzita vystupujiciho svétla Ij, skutecné koncentrovina prdavé
do sméru daného podminkou

cos(a) = ( k’f‘__;k) (11)

b) Pro které hodnoty indexu lomu n, je podminka platna?

¢) Popiste, co se déje v situacich, kdy podminka platnd nend.
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d) Vykreslete dhlové rozdéleni intenzity vystupujictho svétla v situaci, kdy pod-

minka platnd nend.

Reseni:
a) Paprsek, ktery vystoupi z kapky po k — 2 vnitinich odrazech, ma ve vzdé-

lenosti r od stfedu kapky intenzitu

I, = a—QIOTQRk_2 sin(2) (12)
492 . k=1 cos(a) ’
sin(dg) - cos(A)

kde a je polomér kapky, Iy je intenzita puvodniho paprsku, 7' je koeficient
pruchodu na rozhrani kapky a vzduchu, R je koeficient odrazu na rozhrani
kapky a vzduchu, « je thel, pod kterym paprsek dopada na povrch kapky, n,.
je relativni index lomu kapky, g8 je tthel lomu na rozhrani kapky a vzduchu
a 0 je uhel, pod kterym paprsek vystupuje po k — 2 vnitinich odrazech
v kapce.
Kdyz plati
k—1cos(a)
n, cos(B)

vztah neni definovany, protoze intenzita vystupujicitho svétla v okoli
tohoto bodu jde do nekonecna. Pro dany index lomu n, a pocet vnitinich
odrazil k — 2 vyraz predstavuje podminku pro smér, do kterého kapka
koncentruje vystupujici svétlo. Tento smér souvisi se vznikem duhy.

Podminku (|13) umocnime na druhou:

(13)

(k—1)2cos?(a)  k?>—2k+11—sin*(a) k%—2k+11—sin?(a)

W we(B) | w 1-s(3) | w 1_ e
(14)
Bylo vyuzito vztahu sin?(z) + cos?(z) = 1 a Snellova zdkona sin(a) =

n,sin(f). Vztah lze déle upravit jako:

n2—sin?(a) = (k? —2k+1)(1—sin?(a)) = (k% —2k)(1—sin*(a))+1—sin*(a)
(15)

n? — 1= (k* — 2k) cos®(a) (16)

% — cos(a) (17)

Jmenovatel ve zlomku nesmi byt nulovy. Dostdvame podminku &k ¢
{0;2}. Protoze plati jen pro k > 3, zddné praktické omezeni z toho
neplyne.

Vyraz pod odmocninou musi byt nezaporny. Jmenovatel je pro k > 3 vzdy
kladny. Citatel je nezaporny prave tehdy, kdyz n, > 1. Za béznych okolnosti
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z toho také zadné omezeni neplyne. Pro situaci, ktera je feSena v problému
8, ale podminku (17)) nelze splnit.

Vyraz na pravé strané ([17)) je v absolutni hodnoté mensi nebo roven jedné.
To samé musi platit pro vyraz na levé strané (17)). Z toho plyne podminka

n. <k-—1. (18)

Z toho plyne napiiklad to, Ze duha prvniho ¥ddu (k = 3) vznikd jen na
kapkach kapalin s indexem lomu n,. < 2.

¢) Kdyz podminka neni splnéna, vyraz nediverguje. Intenzita vystu-
pujiciho svétla presto vykazuje maximum. Protoze je vSak Sitka maxima
vyrazné vétsi nez rozptyl lamaného svétla zpusobeny disperzi (tj. vétsi nez
sirka duhy), znamé duhové zbarveni nelze pozorovat.

d) Na obrdzku [10]je intenzita svétla, které z duhy vystupuje po jednom vniti-
nim odrazu. Byla stanovena stejnym zptisobem, jaky byl pouzit ve vzorovém
feseni ulohy 5 ve 2. sérii.

Je-li mozné splnit podminku (17)), intenzita v odpovidajicim bodé diverguje

plné ¢dra). Kdyz podminku splnit nelze (tj. nenf splnéna podminka
), intenzita jen vykazuje maximum (pferusovans ¢éra). Cim vic se vzda-
lujeme splnéni podminky , tim je maximum méné vyrazné (teckovana
¢éra).

Problém 8

Zadani:
Rozhodnete, zda vznikne duha nebo jing zajimavy tkaz, prochdzi-li svetlo vzdu-
chovou bublinou ve vodé. Své rozhodnuti podporte vvahou, numerickym vypoctem,
nebo experimentem.
Reseni:
Timto ¢islem kon¢i 28. ro¢nik. Protoze problém 8 povazujeme za zajimavy a zddna
z doslych feseni na néj dosud nenasla jednoznac¢nou odpovéd, uvadime zde névrh
jeho Teseni.

7Z teseni ulohy 7b vime, ze podminku nelze splnit pro n, < 1, protoze by
pod odmocninou byl zaporny vyraz. Intenzita vystupujiciho svétla poc¢itana podle
proto diverguje pouze v bodé é; = 0. V bodé §; = 0 intenzita diverguje také
v pripadé kapky (viz vzorové feSeni tlohy 5 z 2. série, konkrétné obrézek 7d).
Znamend to, ze kapka a bublina mohou fungovat jako spojné ¢ocky, to ale nelze
povazovat za duhu. Podle vztahu proto na bubliné duha nevznika.

Vztah byl pfejat ze zdroje [4], ze kterého nebylo ziejmé, zda plati
také pro n, < 1. Jistoty dosdhneme, vyjdeme-li ze vztahu

S = (k — 2)7 + 2[a — (k — 1)4], (19)
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80 185 190 195 200 205 210

Uhel 5, [°]

Obrazek 10: Uhlové rozdéleni intenzity svétla, které vystupuje z kapky po jednom
vnitinim odrazu. Plnd ¢ara odpovida kapce s indexem lomu n, = 2. Prerusovana cara
odpovida kapce s indexem lomu n, = 2,2 a teckovand cara kapce s indexem lomu
n, = 2,4.

ktery umime odvodit ¢isté na zdkladé odrazu a lomu svétla (viz vzorové feseni
ulohy 1 z 2. série). Predpoklddejme, Ze na kapku dopadd homogenni svazek rov-
nobéznych paprski. Uhlové rozdéleni intenzity svétla, které z bubliny vystupuje
po k — 2 vnitfnich odrazech, stanovime nasledovné.

Definujme intenzitu vystupujiciho svétla jako I(dx) = 0 pro kazdé d;. Déle
provedme cyklus pfes vzdalenost paprsku od stiedu kapky d. Vzdalenost d pro-
chéz{ hodnoty od 0 do a, kde a je polomér bubliny. Cyklus sestava z nasledujicich
krok:

1 Vypocitejme « a 3 jako

a = arcsin(d/a), (20)
3 = arcsin <Sir;(ra)> , (21)

kde n, < 1 je relativni index lomu.
2 Pro k > 2 vypoditejme & podle (19). Pro k = 1 vypodcitejme d; jako
5k =T — 20 (22)
3 Hodnotu I(dy) prepisme na I(d;) + d. Tento krok vychdz{ ze skutecnosti,
Ze mnozstvi svétla, které na bublinu dopada ve vzdélenosti d od osy, je

umérné 27d. Konstanty zanedbavame, protoze celd intenzita bude na zavér
normalizovana.
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Vyslednou intenzitu je vhodné vyhladit pomoci plovouciho priméru. Nakonec ji
prendsobime vhodnou konstantou, aby celkova intenzita svétla vystupujiciho do
véech smért byla IhT?RF=2 (resp. IyR v piipadé k = 1).

Na obrazku [I1] je thlové rozdéleni intenzity svétla, které vystupuje z bubliny,
prok =1,k =2ak = 3. Ani jedna z uvedenych zavislosti nediverguje, ke vzniku
duhy proto skutecné nedochdzi.

Obrazek 11: Uhlové rozdéleni intenzity svétla po interakei s bublinou. Plnd &ra od-
povidd odrazu na bubling, tj. & = 1. Prerusovana ¢ara odpovida pruchodu bublinou
bez vnitinich odrazi, tj. £ = 2. Teckovand ¢ara odpovidd jednomu vnitinimu odrazu,
tj. k = 3. Zavislosti byly ziskdny vySe uvedenym algoritmem s konstantami n, = 0,8,
Iy=1,a=1,R=1/2=T.
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Téma 5 — Nekonecna

Vzorova reseni 4. dilu
Uloha 1

Zadani:
Rikd se, Ze kdyZ byl Carl Friedrich Gausﬁ (jeden z nejslavnéjsich matematiki)
na zdkladni skole, otravoval svého ucitele matematiky natolik, Ze dostal za trest
secist cisla 1 az 100. Gauss vsak béhem chuvile prinesl spravny vysledek.

K jakému cislu se maly Gauss dopocital a jak to udélal?

Reseni od Dr.MM Alese Opla:

Gauss udajné prisel na to, ze kdyz si sefadi ¢isla za sebe a nasledné bude
sCitat prvni s poslednim, druhé s predposlednim, atd., tak vzdy dospéje ke
stejnému souctu — ¢islu 101. Toto jiz poté snadno vyuzil k zjisténi celkového
souctu. Celkem je totiz takovych dvojic % = 50, a vysledek je tedy 101 - 50 =
5050.

Pripadné slo pouzit vzorec pro sty ¢asteény soucet aritmetické posloupnosti
s prvnim ¢lenem 1 a diferenci rovnou 1:

n(n —1)

sn:al-n—i—T-d, S100 = 1-100+

100(100 — 1
M-l = 10044950 = 5050.
Uloha 2

Zadani:
Ukazte, jak odvodit vzorec pro castecné soucty geometrické posloupnosti.

Reseni od Dr.MM Zderika Marese:

Mame geometrickou posloupnost, jejiz ¢leny jsou an4+1 = ¢"ai, tedy plati
a, = a;q""'. Jak tedy z dané rovnice

1—¢"=1"—¢"=(1-q)(1+q+q¢"+-+¢"7)

ukazat vzorec pro ¢astecné soucty geometrické posloupnosti:

n—1
a1+~~~—|—an:a1q ?

qg—1

6https ://cs.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss
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Staci zadanou rovnici trochu poupravit

1-¢"=(1-ql+qg+¢+ - +q"") /(1 -q)
1_qn_ 2 n—1
- =(1+q+q¢ +-+q¢") “a
1—¢q" 2 1

a7 —a(l1+q+P+-+¢" b rozndsobeni
1—4q" 2 1

aq - =a;+aq+aiqgc+---+aq"” rozsifeni zlomku
qnf]- 2 n—1

alq—l =a; +a1q+a1q° +---+aiq

Dostavame tak na pravé strané rovnice soucin, ktery je ziejmé ¢astecnym souc-
tem ¢lent geometrické posloupnosti od a; do a,. Na levé strané dostavame
soucin, ktery jsme chtéli ziskat.

Uloha 3

Zadani:
Spocitejte soucet Tady
1

+.ooo et

L1
1-2 2.3 3.4 i (i+1)

Hint: Rozlozte kazZdy zlomek na dva a vyjadrete castecné soucty.

[P 1 vy 1 1 . v
Zde byl ,trik“, zZe zlomek D rozlozime na 7 — ;77 a tak se nam vsechno
kromé % odecte. To vsak nestaci, vzdyt utady 1 —1+1—-14+1—1+... se nam
také vse odecte, ale fada samotna soucet nema. Kdyz si vSak vyjadiime céstecné

soucty, mame hned vyfreseno.

ResSeni od Lenky Poljakové:

Nejdiive se podivejme na to, jaky soucet by tato posloupnost méla, kdyby
byla jen kone¢na — uvazujme proto tuto posloupnost o n prvcich:
1 n 1 . 1 P 1
1-2 2.3 3-4 n-(n+1)
Vsimnéme si, ze vSechny tyto zlomky maji v Citateli jednicku, kterou lze
zapsat jako rozdil dvou po sobé jdoucich prirozenych ¢isel. Citatel i-tého zlomku
tedy prepiSme na 1 = (i + 1) — ¢ a nas vyraz bude vypadat nésledovné:

(n+1)—n

)

2—1+3— 4—
1-2 2- 3-

2+ 3
3 4
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Kazdy z téchto zlomkt rozdélime na dva:

2 1 N 3 2 N 4 3 - n+1 n 7
1-2 1-2 2.3 2.3 3-4 3-4 n-(n+1) n-(n+1)
. 1+1 1+1 1+ +1 1
B 2 2 3 3 4 n n+l
Jak vidime, kazdy z prvkid mnoziny {%, %, %, ceey %L} je v souctu obsazen se

znaménky + i —, tim padem se ,pozerou” a zbude ndm vyraz 1 — 5.
v . es > « 1 vz ,

Pro konecnou posloupnost by jeji soucet tedy vysel 1 — ——=. Nasim tkolem
je ale zjistit, jaky m& soucet takovato nekonecénd posloupnost. Ta bude mit
nekonecné velky jmenovatel zlomku n%rl, jehoz hodnota se tim padem bude
blizit k nule, z cehoz jiz jasné vime, ze budeme-li mit uvedenou nekonecnou

tadu, jeji soucet bude limitné roven 1 — 0 = 1.

Neboli formélnéji spocitame limitu lim,, 4o 1 — n%rl Ay é =1.

K témto caste¢nym souctiim se vSak dalo dostat i jinak.
Reseni od Dr.MM Martina Bodéka:

Tyto Castecné soucty vychazeji soucty: %, %, %, %, %, %, %, %, ... Zda se, ze
plati s, = HLH Dokézat to lze matematickou indukei.

Tvrzeni zjevné plati pro s;. Dale vime, ze

1

O T e &

Takze pokud s,, = pak

_n_
n+1?

n 1 nin+2)+1 n?+2n+1

T A D) D2 (e D+ 2)

(n+1)? n+1

S (n+1)(n+2) n+2’

¢imz se dokazuje indukce.

Poté udélame limitu ¢asteénych souctu.
Mgr.MM Patrik Jendele dokonce objevil vided”] o tom, 7e pokud budeme mit
jakoukoliv aritmetickou posloupnost a;, kde zadny ¢len neni nula, plati

1 1 1 1 1 1
+ C [ .
ap - aq ay - az az - as Qp * Gp41 ag Qp41

“https://youtu.be/556JVbYDIMU
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Tedy si muzeme rozmyslet, ze pro rostouci aritmetickou posloupnost a; je

1 1 1 1 1
+ e — =
agp - a1 ay - a2 az - ag g+ Q41 ao

Problém 4

Zadani:
Vymyslete dalsi geometrické zndzornéni geometrické c¢i jiné rady.

Reseni si mizete prohlédnout na obrézcich [12] az

Obrazek 12: Dr.™ Daniel Skypala: 27> L =1

n=1 47 3

Obrazek 13: Bc."™™ Martin Haikl: Z:O" L —1

=157 — 14

Obrazek 14: Mgr."™™ Patrik Jendele: teer L=
n=08"38

(Piekresleno pro vyssi kvalitu obrazku.)
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Obrazek 15: Dr.™ Zdensk Mares: Z:z 6% = %

P p—

7
Y25

Obrazek 16: Dr.™ Zdensk Mares: Z:: 5% = i

Obrézek 17: Mgr.™ Pavla Simova: > (%)" —4

n=1 5

[ |

Obrazek 18: Be." Adéla Bejdova: 7% & = 25

=1 k™ E—1

(Piekresleno pro vyssi kvalitu obrazku.)



Téma 5 — Nekonecna 33

Uloha 5

ZadAani:

Spocitejte obsah tzv. Kochovy vlocky (na obrdzku@). Ta vznikne tak, Ze doprostred
kazdé usecky rovnostranného trojuhelniku pridime rovnostranny trojihelnik o tre-
tinové strané. Tim zvy§ime pocet usecek na ctyrndsobek (a zkrdtime je na tretinu)
a doprostred kazdé priddme trojuhelniky o tretinové strané, a tak ddle.

Obrazek 19: Kochova vlocka

ReSeni od Dr.M Daniela Skypaly:

Nejdrive si vyjadiime obsah rovnostranného trojuhelniku:
/ 2 2 /3
S:a-va:a GQ_GT:G\/;:aQﬁ
2 2 2 4
V kazdé iteraci se strana trojuhelnika zméni na tretinu:

_ a3 (8)°V3_ a8
o4 4 Ton .4

Sn

Zéaroven pridany trojuhelnik rozdéli kazdou stranu na ¢tyfi casti s tim, ze
piivodné jsou tii strany:

#N, = #0471 =347

(Musime si d&t pozor, pro i = 0 plati #Ag = 1.)
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Kdyz to ddme dohromady:

SCoch, = S0+ > #0:S; = ao\f + Z 3- 1“0ff
=1

- () &R0 S

i=1 =0

Vezmeme limitu k nekoneénu (Pozn. redakce: za pomoci aritmetiky limit
a soudtu geometrické rady):

n—1 7 n—1 7
lim a%\/§+z 4\" a5 - a%\/§+ lim Z 4\" 4§ _ a%\/§+ 4\/54 _
n—+oo 4 9 4\/§ 4 n—+o0 = 9 4\/3 4 1-— 5

=0

a%\/§+ 9a§ _ 5-3af+9af  24a§ _ 2\/??@2
4 4-53 20V/3 20V/3 5 0

Kde ag je strana originalniho trojihelnika.

Vzorova feseni 5. dilu
Uloha 1
Zadani:
Ukaz, Ze pro g, které nenabyvd nuly na néejakém okoli vysetrovaného bodu, je na
takovém okoli turzeni ,existuje nenulové C takové, Ze |f(x)| < |C - g(z)|«, totéz,
co yexistuje nenulové C takové, Ze |f(x)| < |C - g(x)|“. (Tedy Ze ndm nestaci
v ostrém ohranicent jen zaménit neostrou nerovnost za ostrou.)

Reseni od Ivana Zemli¢ky:
Jedna implikace, 3C : | f(2)] < |g(z)- CﬂzEC’Q |f(z)] < g(x)-Cy, plati,
protoze ,pouziji“ Cy = C1, kdyz plati <, musi platit i ,Sirsi“ <.

Obracenou implikaci, 3C; : |f(z)] < |g(x) - C1|=3C5 : | f(x)| < |g(z) - Co|,
dokazu tak, ze zvolim |Cy| = |C1| + |AC|, kde AC # 0. Potom plati

AC : [f(2)] < g(z) - Cuf < g(z) - Cu] +|g(z) - AC| = [g(z) - Col.

Problém 2
Zadani:
Plati, Ze kdyz f(z) < g(x) < h(x), tak f(z) < h(z). Pro kladnd redlnd cisla
a<bal<c<d plati tzv. ristovd skdla

e r Tt <nTz) €« 1< n?(z) <« In¥(z) € ¢ < ¥ < ¢ < d° < 1) <€ 2
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pro z jdouci do nekonecna a
<l <l

pro x jdouct do nuly.
Dokazte nékteré tyto nerovnosti.

ReSeni od Ivana Zemlicky:

Lemma (tranzitivita) f(z) < g(x)Ag(x) < h(z)=f(z) < h(x).
Dukaz: 7 predpokladu:
VCy 361 Vo € P(Xo,61) : | f(z)] < |Cq - g()]

VCy 36, Vz € P(Xo,(sg) : |g(:r)\ < |CQ . h($)| (<:> |Cl . g(‘T)‘ < |Cl -Cy - h($)|)

zvolim 6 = min(dl, (52), kdyi Cy € R\{O} aCsy € R\{O} tak C' = C1-Cy € R\{O}
a C' muze nabyvat vSech hodnot v této mnoziné

VC 3§ YV € P(Xo,0) : |f(z)| <|Cy-g(z)] < |Cy-Cy-h(z)| =|C - h(z)|,

tedy f(z) < h(z).
Reseni od Dr.MM Daniela Skypaly:

Budeme brat vzdy podil dvou funkci a ten vzdy posleme do nekonecna.
Zacneme ze zacatku né¢im jednoduchym:
In“(x)

lim = 400
z— 400 1

Takze 1 < In“(x). Zaroverl muzeme tohoto vysledku vyuzit znovu:

xgl}kloo ln_a(x) - IEIJ,T}OO 1 = too

Budeme pokracovat stale né¢im jednoduchym:

b

. X . _ _
lim == = lim 2’ %= 40"
r—+oo % r—+00
A protoze b > a:
+00P7% = 400

Vsimneme si, ze s logaritmy je naprosto stejna situace:

In®(z)

. _ . b—a _
xEIJ’I_IOO In® (x) - mEI—Ii-loo In (x) = 0o
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Snadno miizeme pokracovat:

o , d\"  [d\T™
lim — = lim — ==
r—+oo T z—+oo \ ¢ c

A zase, protoze d > ¢, tak mocnime ¢islo vétsi nez 1:

d\ "
(€)™
C

Podivejme se, co zatim méame:

AT 22747 In" %) < 1< In(z) < In®(z) ? 2% < 2b ? F < d® ? a7 a®

Pojdme zacit od konce:

T
. . x
lim — = lim —- .
z—+oo ! zotooxr T —1 -2

x x

Poznamka redakce: Zde byla v feSeni chyba, jelikoz prvni zlomek je sice roven
1 a dalsi jsou vétsi nez 1, ale ani sou¢in nekonecné ¢isel vétsich nez 1 nemusi byt
nekoneénoﬁ Muzeme si vSak vSimnout, Ze ,druhych® F ciniteli je vétsich nez 2.
Soucin nekonecné ¢isel vétsich nez 2 je nekonecno. Konec poznamky.

Daéle se vrhneme na:

poal 12 d—1 d dt]

Zde si vSimneme, ze zlomkt, které maji hodnotu nejvyse 1 je koneéné mnoho
(pfesné d), zatimco téch, které maji hodnotu vétsi nez 1 je ,nekoneéné“. Proto

mizeme kazdy zlomek L, kde | < d vyndsobit se zlomkem L4

I 1-d?

d d

(Vsimnéme si, ze kazdy zlomek % si vybere jing zlomek % tedy zadny jsme
nepouzili dvakrat.) Po takovémto rozndsobeni se ndm zlomky rozdéli na tii
skupiny:

« Roznédsobené zlomky — po jejich roznasobeni dostaneme hodnotu 12, ktera,
je urcité alespon 1.

o Zlomek %, ktery ma hodnotu 1.

8Pokud se budou velmi rychle blizit k 1. Mizeme si t¥eba viimnout, Ze kazdé ¢islo mensi nez
42 muzeme vynasobit ¢islem vétsim nez 1 tak, aby vysledek byl stile mensi nez 42.
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o Zbylé zlomky (ty, kde jmenovatel je vétsi nez Citatel, a zéroven Citatel neni
ve tvaru [ - d?) — ty viechny maji urcité hodnotu vétsi nez 1 a je jich neko-
neéné mnoho (ze vSech s hodnotou vétsi nez 1 (nekoneénd mnozina) jsme
odebrali ty ve tvaru % (kone¢nd mnozina), takze nam zbyla nekonecéna
mnozina).

Takze ndsobime jednicky a skupinu nekonecénych ¢isel vétsich nez 1 (a rostoucich
— pozn. redakce). A to dd vysledek +oo.
Jsme tedy nafl|

a7 In"%z) < 1< In(z) <« In’(2) ? 2% <2 7 ¢ < d¥ < @l € 2®

Kromé toho se jesté povénujme limitdm do nuly:

li —1 li 71 71 +
11m = l1im = = +00
=0 |24 20 |z|® (= 0t)e

Obdobné:
PRI
lim = lim =400
x—0 —0 ‘ma|
A také
A 1
lim lim .
z—0 ‘xb‘ T— |xb_‘1|

Coz je vzhledem k tomu, ze b > a, v podstaté stejné jako prvni pripad

li LI +
200 gba] OO
A jesté jednou obdobné
lim | 7b| =1 ] = +00
x—0 |x—“| z—0 |xb|
Takze
Pl <t
Uloha 3
Zadani:

Pro¢ ndm v pripadé  a w nestaci libovolné funkce? Vidyt soucet funkci musi rist
alespon tak, jako jednotlivé funkce. Nebo ne?

9Pozn. redakce: zbytek uz je asi dost tézky, lze ho dokazat pres vlastnosti exponencidly, ale
ty tu nemame zavedené.
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Reseni od Dr.™M Ji¥iho Polacha:

Jelikoz rust funkce pozorujeme u absolutni hodnoty, nezajima nas, jestli je
funkce rostouci ¢ klesajici, pouze jak rychle roste/klesa. Vime, Ze funkce rostﬂ
alespoii stejné rychle jako h(x). Muze vsak nastat pripad, kdy se tyto funkce
vyrusi, tfeba kdyz budou nabyvat stejnych g(z) hodnot (nebo budou podobné)
s opaénym znaménkem napf. funkece g(x) = x a h(xz) = —z. Soucet téchto funkei
vsak neroste nebot je 0.

Uloha 6
Zadani:
Spocitejte ndsledujici limity pomoci symboli zadefinovanych v 5. cisle:
5a% + 223 . 825 + 222 . bzt 4243 o 8z 4222
im ——, lim —————, im —————, im ———,
z—+o0 3x + 1024 z—+oo 12 4 bzt =0 3z + 1024 =0 x2 4 5x4

Vi —m—x Vr—3-1 . \/ 327 +3

lim — lim lim

xr——+00 €T r—4 ((E — 4) ’ x—0
Reseni od Dr.MV Jifiho Pol4cha:
. bt 422 a4+ 20(2%) . bt 4+ 0O(23)
im = lim ——~——~
z—+o0 3z 4+ 1024 ~ 30(x) + 10z¢  z—+00 O(z) + 1024
. b2t +o(z?) 542D . 54{0} 1
c lim — 27 — li;m —2 — ljm — Y
z—+oo o(z?) + 102* s+ 0(4” ) 410 ==+ {0} + 10 2
825 + 222 . 82° +20(2?) . 815+ O(2?)
im ———¢€ lim —————>= lim —————=
z—too 2245zt Tzt O(x2) +52%  w—to0 O(22) + ba?t
50 (g gy 4 o
c onm ST o) oy 8t T g, 820
a—+oo o(xt) + bt azotoo O(w ) 45 et {0} +5
lim 5t + 223 c lim 50(z*) +20(z®) lim O(x?) c
203z + 1024 ~ 2=0 3z +100(z%) =03z + O(z?)
o(z)
Clim 20 gy ey 00
z—0 3z +o(x) 2-03 4 @ 5034+ {0} 3
o 85 + 222 o 80(2°) + 22> . O(a°) 4 222
250 22+ 5zt T 250 224 50(2t) 250 22+ O(zt)
2 9 2 O(I ) 2 D)
i Q)20 T T2 {02

0 x2 + 0(992) =01 4 (xz ) 1+ {0}

10Poznamka redakce: v absolutni hodnoté.
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Zbytek byl trochu chytak, jelikoz pokud pouzijeme tento postup pifimo, do-
staneme O(z) — O(x), s ¢imz je, jak jste vidéli v tloze 3, problém. Je tfeba prvn{
krok udélat stejné:

Reseni:

Lo VIt —Tm—w ) . c
T—00 T x—>r-iI-1<>c T Va2 —m+x  woox. (Va2 -1+ 1)

lim T lim T _
T (AW Q) e (VA +0)
= lim il = li L:l' LCI' m:

a0 1 - (Qz) + Q1)) arooz-Qx) | emoe Qa2)  arso w(l)

Jediné, jak zde mutzeme pouzit nasi novou teorii, je ovérit, ze upravy, které

déldme jsou nutné, jelikoz Vo —3—1=0(1) — O(1).

hm\/x—3—1_hm\/x—3—1 \/a:—3+1_hm r—3-1 _
4 x—4 a4 x—4 Jr—3+1 aoi(z—4)-(Vz—-3+1)

, 1
= lim — = —.
2o11-2 2
o VaTo 243 YT -2T+43 YBT3Vt 249
70 z a0 z Y327 — 3P —2T+9
1;3—27—|—27 1

= lim = lim €

=0 (g /a3 —a7 — 33 —27+9) 1%01.<312523¢3x3—227+9)
T x

1 1
€ lim = = lim - = = lim 3010 —
z—0 \“717 O(gc ) 2749 z—0 1— 3 Ow(;: )+9 z—=0 1 — o
1 1
= lim = =1
x—0 1 O(QI) 1-0
Uloha 7
Zadéani:
Spocitejte

. 2" 4+42.2% 4+ e-log(x) + £ 4 100 - sin(x)
lim .

1 .z 1000
T—+00 666’r +x
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Reseni od Dr.MM Zderika Marese:

27 +42 - 22 + e - log(x) + Z + 100 - sin(x)

L= mglfoo wa + 21000
_ 027)+42-0(z?) +e-O(logz) +7-O (L) +100- O(sin )
L e lim 1 1000 L =Ls
e tim 0(2%) + O(z?) + O(log z) + O (L) + O(sinx)
27 St O(z*) + O(x1000)
. 0Q27) +0(27) +0(2%) + 0(2%) +0(2%) _ . O27) +0(27) _
L2 C IEIEOO O(z*) + o(z*) B xEIEOO O(z®) + o(x®)
o) +ole) . ofa)

B 0G) o)« e O() )

Limita (L) je v mnoZiné obsahujici pouze 0, tedy mus{ byt rovna 0.

Uloha 8
Zadéani:

S pouzitim tzv. Taylorovy fadﬂ pro sinus v bodé 0 vypocitejte:

. sin(z) —z . sin(62?) — 622 36 . sin(x —42)
lim —————, lim —————— + —, im ——=.
z—0 x3 z—0 10 z z—42  x — 42

Taylorova Tada pro sinus v bodé nula vypadd ndsledovné

23 25 27 22k
i cr— —— - oo ——— Zk+2) —
rer- o3ty as 2.7 oy )
k p2nt1
g 2n s + o(z*12), pro libovolné k prirozené.

Mirné upravené reseni od Ivana Zemlicky:

lim sin(z) — x i BT L to(zt)—=x — lim 1 N o(z?) _
z—0 3 z—0 a3 z—=0 6 3
1 3 1
= —— + hI M — __

6 22003 6

HTaylorova fada je takovy obecny postup, jak odhadnout funkci pomoci polynomu. K jejimu
spocitani je vSak nutné znat, co je to derivace, takze se tu s ni vic zabyvat nebudeme. Vice
o Taylorové radé najdete na https://cs.wikipedia.org/wiki/Taylorova_%C5%99ada, ale pozor,
ne u vsech lze ,zbytek fady“ nahradit o(z") jako zde.


https://cs.wikipedia.org/wiki/Taylorova_%C5%99ada
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lim sin(6x?) — 622 36 _ fim 6% — 362* + 2,:?.:5:610 +o(z'?) _

2—0 10 x4 250 10

6° o(z12) 6° o(x1%) 324
=i = lim o= = 22 gy,
e 3 a5 T 20 T 2.3.4.5 a0 5 048

Substituce y = x 4 42 (tato funkce je spojitd, takze muzeme pouzit vétu
o limité slozené funkce):
i —42 i 2
75111(33 ) = lim 22— gy TRV +oly”) =1+ lim oly)

=1
z—42 1 — 42 y—0 y y—0 y y—0 Q(y)

Dil 6: Zavér

Vitejte u posledniho dilu nekonecen. Za cely rocnik jsme si ukazali, ze v mate-
matice existuje mnoho raznych (typt) nekonecen. Kazdému z téchto nekonecen
se v matematice dal formalni smysl a zkoumaji se jeho vlastnosti. Pokud byste si
z tohoto tématka méli odnést jednu jedinou véc, tak je to to, Ze kdyz narazime
v matematice na néco, co v nasi teorii na prvni pohled nejde (mit nekoneény po-
¢et hostu a pokoju, délit nulou, séitat nekonecéné ¢isel, ... ), byla by velkd chyba
tikat, Ze to nejde a ze to nemé cenu zkoumat.

Témeér vzdy si totiz lze dany jev néjak zadefinovat. Pokud tato definice neni
v rozporu s nasimi dosavadnimi znalostmi nebo jsme schopni tento rozpor pre-
hlédnout (napriklad se chceme k Ry chovat jako k ¢islu, pfi¢emz piehlizime, Ze se
pri¢tenim nenulového ¢&isla nezméni, jako ostatni ¢isla), tak ndm muzou vzniknout
ruzné teorie, které dojdou k zajimavym, i kdyz na prvni pohled mozna neintui-
tivnim vysledktm.

Riizné teorie mohou mit riznd omezeni. Napiiklad kdybychom si v limitdch
do redlnych ¢isel nepridali dvé nekonecna 400 a —oo, ale pouze jedno, tak mu-
Zeme tvrdit, ze 1/0 mame vzdy definované jako toto nekonecéno. Pak jsme vSak
zase ztratili informaci o tom, jestli je to tak, ze se ¢isla zvétsuji nebo zmensuji,
kdyz jdeme k nule, coz vede k tomu, Ze si nemuzeme byt jisti, ze soucet funkci
jdoucich do nekonec¢na bude nekonec¢no, protoze jedna mohla byt ziporna a druha
kladna.

Maji vSak i rizné vyhody, na redlnou osu s jednim nekonecnem se lze divat
jako na kruznici (kdyZ zapomeneme, Ze existuji vzdélenosti a budeme se divat jen
na to, kterd ¢isla jsou ,vedle sebe®), jelikoz v redlnych ¢islech neni rozdil mezi
,hedosazitelnosti* nekonecna a ,nedosazitelnosti“ kazdého jiného ¢isla, napiiklad
nuly. Stejné jako je interval (—1,1) okoli nuly, tak je (—oo, —1) U (1, +00) U {oc}
okoli co.

Jedno nekone¢no miizeme zavést i na plose (tedy na R? nebo komplexnich
¢islech). V geometrii se vSak ¢astéji pracuje s nekoneénem kazdym smérem, tedy
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nespocetné mnoho nekonecny, ¢imz dostaneme tzv. projektivni rovinu, o tom vice
pojednéva seridl Matematického korespondencéniho seminéfﬂ Takova rovina ma
hezké vlastnosti, jako naptiklad to, ze se kazdé dvé piimky (i rovnobézky) protinaji
v pravé jednom bodé, nebo Ze kuzelosecky (parabola, hyperbola, elipsa) jsou stéle
jedna a ta sama*“, jenom jinak deformovand kuzelosecka.

Touto zminkou jsme se dostali az na konec nasi pouti po nekonecnech, kterd
zacala v Hilbertové hotelu, kde jsme méli nekonecny pocet hostu, pokracovala po
cesté schované za vézi, kterd se mekonecné blizi k mistu, kde i podle nasi intu-
ice navazuje, prestoze ji nevidime. Nasledné jsme museli secist nekonecné mnoho
jejich nekone¢né malych ¢asti. Az jsme zjistili, jak rychle miri do nekonecna.

Mejte se nekonec¢né krasné.

Jidds; |jonas .havelka@volny.cz

https://prase.cz/archive/39/uvodls.pdf


https://prase.cz/archive/39/uvod1s.pdf
mailto:jonas.havelka@volny.cz
https://prase.cz/archive/39/uvod1s.pdf
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Téma 6 — Rist monokrystali

Mili fesitelé, toto je pravdépodobné posledni ¢islo, ve kterém vyjdou prispévky
k tématku Rust monokrystali. Vsem, ktefi fesili a psali ¢lanky, dékujeme a dou-
fame, ze budete Tesit dalsi tématka v nasledujicim ro¢niku M&Mka. Velmi nés
potésila vase iniciativa a chuf experimentovat a premyslet nad vasi praci. Nize na-
jdete ¢lanky od tii resiteld, které se vénuji jak experimenttim, tak i resersi na téma
krystaliza¢nich technik pro vyrobu monokrystali. Piejeme prijemné pocteni!

Krystaly 7b
Be."M Vit Faltus

Muj prvni pokus o vytvoreni velkého monokrystalu byl spis takovy zkuSebni, coz
znamena, ze jsem moc nedbal na okolni podminky jako napiiklad na teplotu a ani
muj nasyceny roztok nebyl skute¢né nasyceny. Prosté mi slo o to vyrust aspon
néjaky monokrystal.

Moje aparatura experimentu se sklddala ze sklenice s nasycenym roztokem
NaCl a na Spejli namotané niti, kterd meéla slouzit jako krystalizacni zarodek.
Po priblizné 5 dnech jsem vytdhnul nit z roztoku. Na konci této nité, ktery byl
ponoren do roztoku, vykrystalizovaly tfi malé krychlové krystalky, kazdy o ve-
likosti hrany priblizné 2 mm, které vypadaly jako monokrystaly. Déle se na niti
vyskytoval jeden velky polykrystal v sekci nité, kterd byla tésné nad hladinou (viz

obrazek .

Obrazek 20: Vysledek krystalizace
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Pri bliz§im zkoumadni sklenice jsem si v§iml na dné usazenych malych krys-
talki, pravdépodobné také monokrystali. AvSak dno sklenice bylo pomérné malé,
a proto se nékteré krystalky spojily.

Diky nasemu fyzikaii jsem se dostal ke kamenci (KAL(SOy4)2 - 12H50), takze
jsem mohl zacit rust trosku vétsi krystaly. Z predeslych zkusenosti jsem mél dvé
moznosti, jak tyto krystaly vyrist: znovu pouzit nit jako krystalizacni jadro, nebo
se pokusit rist bez jadra pouze na dné nadoby a pfi druhém pokusu pouzit krys-
taly z prvniho rustu jako krystalizacni jadra.

Rozhodl jsem se pro druhou moznost z vice divodi, naptiklad jsem diskutoval
rust krystali s lidmi, ktefi tomu rozumi, mél jsem po ruce Petriho misky a chtél
jsem vyzkouset, zda by tento zptusob mohl fungovat. Nyni moje aparatura byla
mnohem jednodussi nez ta pfedchozi: Petriho miska a nasyceny roztok kamence.
Zato piiprava byla slozit&jsi, hlavné piiprava nasyceného roztoku. Rekl jsem si,
ze ¢im vice budu mit roztoku, tim vice moznosti experimenti najednou.

Nasypal jsem do pullitrové zavarovaci sklenice priblizné 100 g kamence a za-
lil ho vodou, pak jsem se sklenici po dva dny trepal. Po dvou dnech jsem cést
roztoku prefiltroval a nalil do Petriho misky. Stejnym zptsobem jsem si ve stejné
dobé pripravil i nasyceny roztok NaCl, abych poté mohl porovnavat rtst krystali
riznych nasycenych roztokiu.

Jako zarodek u nasyceného roztoku kamence jsem pouzil jeden krystalek z ka-
mence, ktery jsem nevyuzil. U NaCl jsem pouzil jako zarodek obdobné krystal,
ale NaCl. Bohuzel se mi rozpustil, coz vypovida o mé nedokonalé pripravé nasy-
ceného roztoku, nastésti se mi to u kamence nestalo. Petriho misku jsem umistil
do skrinky a cekal jsem.

Po jednom dni jsem zacal pozorovat jemnou krystalizaci na dné. Malych krys-
talk bylo velmi mnoho, tak jsem se rozhodl v zajmu rustu nejvétsich krystali
jemné odhrnovat od nezdarilejsich a nejvétsich kouskt ty mensi, aby mi nadhodou
nesrostly.

Pockal jsem, nez se vsechen roztok odparil, a pak jsem vybral ty nejvétsi a nej-
povedenéjsi krystaly a zbytek jsem znovu pouzil na vyrobu nasyceného roztoku.
Vyrostly krystal z krystalizacniho jadra se mi nékde v procesu ztratil mezi men-
simi krystalky, takze jsem nemohl porovnat, jestli bylo vyhodnéjsi rast krystal se
zarodkem nebo bez zarodku. Tipnul bych si, ze krystal ze zarodku byl mnohem
mensi nez nékteré nejvétsi krystaly, co jsem poprvé vyrostl. U NaCl jsem pozoro-
val podobné vysledky, az na to, ze krystaly byly mnohem mensi a mély také jiny
tvar.

Konecné jsem mél poradna krystalizacni jadra, tak jsem cely postup zopakoval
az na to, ze jsem do Petriho misky s nasycenym roztokem umistil dva uz predtim
vyrostlé krystaly. Tentokrat jsem necekal, az se mi vSechen roztok vypari, protoze
u par krystalt se na povrchu, ktery byl uz nad hladinou, vytvorily mini krystalky,
nebo byly minimalné ze svrchu zamlzeny. Jakmile jsem si vSiml, Ze se jeden krystal
blizi svou horni stranou hlading, tak jsem rtst ukoncil.

Bohuzel se mi nepovedlo odstranit vSechny malé krystalky v okoli ristu, takze
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Obrazek 21: Krystaly kamence

ve finadlnim krystalu jsou pravé vidét i tyto mensi krystaly, jak je vidét na ob-
razku 22} ktery je 20x zvétSeny. V krystalu je také vidét krystalizacni jadro, pokud
ho porovnam s obalem tohoto jadra, tak je mnohem vice zakalené a hrubsi.
Nejvétsi krystal, co jsem timto zptusobem vytvoril, méril néco malo pres 10 mm
(viz obrazky a . Moje vyrostlé krystaly jsou velmi daleko od dokonalosti,
v nékterych je prasklinka, v jinych jsou vrostlé jiné krystaly, v nékterych jsou
vzduchové bublinky a nékteré jsou zakalené. Mél bych par ndvrhi na zlepSeni,
napriklad najit misto ke krystalizaci, kde neni jen ptiblizné konstantni teplota, ale
je 1 bez otfest. Také bych se mohl zaméfit na lepsi pfipravu nasyceného roztoku.
Na zacatku jsem se pokousel vytvorit jednoduchou michacku pomoci magneti
a elektromotoru, aby priprava nespocivala pouze na tom, ze si vzpomenu, Ze
mam zamichat roztok. Bohuzel jsem od tohoto napadu upustil, protoze tfeni mezi
magnety a dnem nadoby, kde byl roztok s praskem, bylo moc velké, tim padem to
muj maly elektromotor nezvlddal a zahtival se. Dalsi vadou tohoto designu byla
jeho hlucnost, protoze magnety v podstaté drtily jednotlivé krystalky pod sebou.
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Obréazek 22: 20x zvétsend fotografie vyslednych krystali NaCl

Obrazek 23: Krystal kamence
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Obrazek 24: Rozméry krystalu kamence
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Priprava monokrystali 6.5b
Dr."™M Zdenék Mares

Czochralského metoda

Czochralského metoda je tzv. kelimkova technika rustu syntetickych monokrys-
talt. Vyslednym produktem je monokrystal o presné definované krystalografické
orientaci s velmi pravidelnou krystalickou mﬁ'ikoﬂ Nejcastéji se jedna o mono-
krystaly kiremiku, germania nebo arsenidu galitého.

Zakladni princip vyroby kifemikového monokrystalu Czochralského metodou
spociva ve vzniku taveniny vysoce Cistého polykrystalického kfemikﬂ a v na-
sledném tazeni monokrystalu z této taveniny pomoci zarodku o presné stanovené
vyroby patii bezdislokaén rust monokrystalt, kterého lze docilit vysokou dis-
totou vstupnich surovin a prostiedi.

Vyhodou je vznik nejkvalitnéjsich krystali péstovanych z vlastni taveniny.
Nevyhodou je moznost reakce nadoby s materidlem.

Bridgman-Stockbargerova metoda

Tato metoda je dalsi technika ristu syntetickych monokrystali a zahrnuje dvé po-
dobné ale odlisné techniky vyuzivané primarné pro péstovani monokrystalickych
ingotu. Metody zahrnuji zahrivani polykrystalického materidlu nad jeho teplotu
tani a pomalé chlazeni z jednoho konce jeho néddoby, kde je umistén ockovaci
krystal (ockovaci krystal je v tomto pfipadé maly kousek monokrystalického ma-
teridlu, ze kterého ma byt vypéstovan v laboratori velky krystal, typicky stejny
materidl). Na krystalu se péstuje jediny krystal stejné krystalografické orientace
jako ocCkovaci materidl, ktery se postupné vytvari po délce nadoby. Proces muze
byt provadén v horizontalni nebo vertikdln{ orientaci a obvykle zahrnuje rotujici
kelimek k michani taveniny.

Bridgmanova metoda je popularni zptisob vyroby urcitych polovodi¢ovych
krystalt jako je napriklad arsenid gallia (Czochralského metoda je pro néj obtiz-
néjsi). Tento proces muze spolehlivé vyrabét monokrystalické ingoty, ale nemusi
nutné vést k jednotnym vlastnostem v celém objemu krystalu.

Rozdil mezi Bridgmanovou a Stockbargerovou technikou neni velky. Obé me-
tody vyuzivaji teplotni gradient a pohyblivy kelimek. Bridgmanova technika vy-
uziva relativné nekontrolovany gradient vytvafeny na vystupu z pece. Stockbar-
gerova technika ale zavadi prepazku oddélujici dvé spojené pece s teplotami nad
a pod bodem mrazu. Stockbargerova modifikace Bridgmanovy techniky umoznuje
lepsi kontrolu nad teplotnim gradientem na rozhrani tavenina-krystal.

13Pozn. redakee: to je ale cilem vSech metod ristu krystali, nejen Czochralského metody

14Pozn. redakce: ano, Czochralského metodou se vyrabi kiemik, da se ale pouzit i pro rist
mnoha jinych kompozic

15Pozn. redakce: dislokace jsou ¢arové poruchy v krystalu
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Vyhodami jsou moznost uzaviit hermeticky'| kelimek a moznost mnohoné-
sobného ristu.

Verneuilova metoda

Verneuilova metoda je tzv. bezkelimkova metoda ristu syntetickych monokrys-
talt. Pifkladem vyrobeného materidlu je AloO3 (i s riznymi dopanty).
Princip této metody spociva v tavbé praskového materidlu v plamenu. Prasek
se rozpusti a dopadne na povrch krystalu umisténého v temperované komore.
Vyhodou je moznost vysoké koncentrace dopantti. Nevyhodou jsou vsak ristové
podminky vzdalené od termodynamické rovnovahy a vznik strukturnich defekt.

»Studeny kelimek*

Studeny kelimek je dalsi tzv. bezkelimkova metoda ristu syntetickych monokrys-
tali. Prikladem vyrobeného materidlu je ZrOs.

Studeny kelimek je metoda vyuzivajici stejnojmenné zarizeni pro vysokofre-
kvenéni indukéni ohrev zamérené na taveni. Kelimek sestdva z trubkovitych dila,
kolem kterych jsou umistény zavity induktoru generujici elektromagnetické pole,
které svymi vitivymi proudy ohfiva materidl umistény uvnitt kelimku. Princip
spociva v tom, ze zdroj tepla je soustfedén primo v ohfivaném materidlu a vlastni
tavici nddoba (studeny kelimek) je vnitiné chlazend vodou. Na rozhrani rozta-
veného materidlu a kelimku se vlivem intenzivniho ochlazovani vytvoii slaba, asi
milimetrova krusta z vlastniho taveného materialu, ktera prakticky nahrazuje na-
dobu pro roztaveny material.

Vyhodou je, ze samotny proces je velmi rychly, jelikoz teplo nevstupuje do
ohrivaného materialu jeho povrchem, ale vznika pfimo v ném. Dalsi vyhodu je
skutecnost, ze volbou kmitoctu generdatoru mizeme volit rozlozeni tepla v ohti-
vaném materidlu. Treti vyhodou studeného kelimku je jeho bezvyzdivkova kon-
strukce, coz znamena, ze roztaveny material se pifimo nedotyka stén kelimku ani
jiného materidlu, ktery by se vlivem extrémni teploty misil s taveninou, kterd
proto dosahuje vysoké cistoty ve vSech fazich tavby. Nevyhodou je vznik vétsiho
mnozstvi mensich monokrystala.

Rist monokrystalii 13.5b
Be.™M Radim Novdk

Problém 1

Scintilace je jev, pri kterém vznikaji kratké zablesky svétla pri dopadu ionizuji-
ctho zareni. Toto energetické zafeni je v krystalu pohlceno tzv. luminiscenénim
centrem. Do krystalové mrizky se dostaly ionty ciziho prvku. Tento atom pohlcuje
energetické zareni, excituje elektron a nasledné elektron ,spadne®“ do ptuvodniho

16Pozn. redakce: moznost hermeticky uzaviit kelimek umoziuje omezit reakci atmosféry s krys-
talem
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energetického stavu. PTi tomto zpétném procesu vyzari v ndhodném sméru fo-
tony s energii nizsi nez puvodni dopadajici foton. Tohoto efektu lze vyuzit pri
detekei ionizujictho zéfeni. Pfi vyrobé krystalu (tfeba ZnS) se krystaly dopuji
kovem (v pripadé ZnS se dopuji Ag). Kdybychom vzali jen polykrystalicky ZnS
(Ag), mohla by se pohltit jen velmi mald ¢ast zéfeni, takZe by zdblesk nebyl dost
silny.

Problém 2

Czochralského metoda vznikla vlastné ndhodou. Polsky chemik Czochralsky kdysi
zkoumal vlastnosti cinu. Jednou omylem ponofil své pero do roztaveného cinu
misto do kalaméare. Pero vytahl a na peru mél jakoby ,ocasek“ krystalu cinu, po
trose zkoumani zjistil, ze krystal cinu je monokrystal. Czochralského metoda se
dodnes pouziva, jen uz ve vylepsené formé. Krystaly vznikaji tak ze...Opravdu
sis myslel, ze budu psat o té nejnudnéjsi a nejzakladnéjsi metodé? Nikdy. Kazdo-
padné, floating zone method (metoda plovouci zény) je mnohem vic cool. Krystal
roste z tzv. prekurzoru. Prekurzor se ptripravuje pomérné tézko, takze jen uvedu,
Ze je to tyc¢inka materialu, ze kterého rosteme. Tato tycCinka je upevnéna na dvou
tahlech. Zdola a shora. Krystal se roste pomoci laseri ¢i halogenovych lamp.
Tato zarizeni zahtivaji ¢ast tycinky, ktera se tavi a nasledné tuhne — vznikd mo-
nokrystal. Zona, kterd vznikd zahiatim, se nazyva floating zone a béhem rustu
se prekurzorem hybe, aby zkrystalizovala celd tyc¢inka. Tato metoda méa velkou
vyhodu v riznosti materidli, ze kterych rosteme. Czochralského metodou lze rust
jen za a) vodivé materidly nebo za b) materiély s teplotou tdni mensf nez cca 1800
stupna Celsia. Tato metoda zaddna takova omezeni nema. U této metody naopak
zalezi treba na takové drobnosti jako barva materidlu. Treba bilé materidly se
rozehiivaji opravdu Spatné tim, ze na né svitite laserem.

Problém 3

Krystaly jsem rostl z kamence. Vzal jsem dobie vymytou sklenici od majonézy
a dal do ni asi % jejtho objemu vody. Zbytek jsem dosypal kamencem. Sklenici
jsem uzaviel. Nasycoval jsem asi 3 dny. Kdyz jsem si vzpomnél, sklenici jsem
zatTasl. Poté jsem pres filtra¢ni papir nalil roztok do dvou Petriho misek a cekal
asi 4 dny.

Po tspéchu rustu téchto krystala jsem krystaly kamence zkousel dopovat jesté
modrou skalici. Nasytil jsem opét roztok kamence a stejnym zptsobem i roztok
skalice. Poté jsem do Petriho misek slil tyto dva roztoky v poméru cca 5/6 (5/6
kamence, zbytek skalice).

Vysledek: Nejdriive zkrystalizovaly krystaly kamence a na nich pak krystaly
modré skalice. Experiment se sice nepovedl, ale ukazuje to, jak je krystalizace
z roztoku ¢istici proces.

A nakonec jedna rada: Ujistéte se, ze mate opravdu c¢isté misky, ve kterych
rostete!
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Obrazek 25: Po 4 dnech

Obréazek 26: Nejlepsi krystal (7 mm na délku), nemé takika zaddné vady
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Obrazek 27: Nejvétsi krystal

Obrazek 28: Krystaly modré skalice na krystalech kamence
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Téma 7 — Zmensené modely

I zmensovaci témétko se chyli ke konci, a je tedy na Case jej uzavrit. V zavérecném
dile shrneme nékteré vase postiehy a ukazeme si feSeni vytahové tlohy z minulého
¢isla.

Predné bych chtél podékovat vSem, ktefi tématko resili a objevovali nastrahy
vymysleni modelti. Hned potom bych se chtél mnohym z nich omluvit za pomalé
opravovani jejich fesend.

ANPLLADA  LOZoMOTIVA e

Vase postrehy

Vesmeés jste se zabyvali problémy nastinénymi v ¢isle. Pro jizdu lokomotivy do
kopce Dr.MM Viclav Tichy navrhuje dat modelové lokomotivé silny motor, ktery
bychom regulovali pro dosazeni spravné zmenseného zrychleni. Mgr.MM Lada V4-
vra podotyka, ze pokud bychom zachovali material, zmenseni rozmért zptisobi
kubickou zménu hmotnosti.

Dr.MM Jit{ Polach popisuje dvé varianty, jak se zrychlenim nalozit:

Jelikoz se u skalovani méni pouze zéakladni veli¢iny jako je draha a cas,
nebere se ohled na jejich mocniny. Pokud bychom cas X-krat zpomalili nebo
zrychlili, zrychleni by se nechovalo jako v realité, ale bylo by ovlivnéné zmense-
nim/zvétSenim. Za normélnich podminek plati: s = azﬁ Kdyz se koukneme, jak
a(t-X)?2 2sX 2s

to ovlivni X-nésobné skalovani, dostaneme: s- X = 5> 0= 7%z, 0 = @x-
Tady se vyskytuje X navic. Pokud ho prehodime na druhou stranu ke zrych-
leni, dostdvame vztah, ze kterého vyplyvd, Ze se zrychleni X-krdt zmensi/zvéts
oproti realité. Pokud by bylo cilem modelu pozorovat zrychleni, museli bychom
¢as zmensit /zvétsit o odmocninu z X a drahu o X (pfipadné X a X?).

Lada a Jifi tim tedy rovnou nahlizi, ze nékteré veli¢iny se skaluji nelinearneé.
Ohledné nelinearity Lada dodévd, Zze i mnoho dalsich veli¢in (objem, hybnost,
hmotnost, spotfeba) se nebude skélovat linedrné pfi linedrn{ zméné rozmériu.
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P1i modelovani sluneéni soustavy mnozi narazili na obtiZe s vyrobenim modelu
(gravita¢ni piisobeni stavitele, odpor vzduchu zpomalujici planety). Dr.MM Viclav
Tichy se zabyval zmensenim soustavy, kdy si za modelovou stfedni vzdalenost
Zemé-Neptun volil 0,2m a 5m a dosel k zavéru, ze pri tomto zmenseni budou
planety moc malé (polomér modelového Slunce vySel priblizné 31 pm, resp. 77 um)
a planety se budou pohybovat moc pomalu (rychlost pohybu Zemé 0,135 m/rok,
resp. 0,105 m/rok).

Dr.MM Jit{ Polach opét zkoumal rizné moznosti §kdlovani. Z rovnosti gravi-
tacni a odstiedivé sily dosel k vyrazu w?X? = G7# pii X-ndsobném skdlovani
hmotnosti a vzdalenosti. To komentuje:

Naskytaji se 3 moznosti:

1. Skélovat hmotnost, konkrétné o X2. Model by vypadal k nerozeznani od
reality, a navic bychom mohli pouzit i stejné materialy. Hustota totiz zavisi
na 3. mocniné délky a 1. mocniné hmotnosti, tedy by se navzajem vyru-
§ily. Proto je tato moznost asi nejlepsi jako dekorace nebo pro pozorovani
rychlosti.

2. Skalovat délku pouze o v/ X. V tomto modelu by se opét zachovala hustota
planet. Problém by nastal pfi pozorovani, protoze skoro vSechny veli¢iny
by nebyly v méritku.

3. Skalovat i frekvenci obéhu. Model by uz nevypadal tak hezky, protoze by
se planety nepohybovaly podle reality.

Vzorové feseni Glohy s vytahem

Redeni tlohy o vytahu
Zadani:
Do jaké vysky nad podlahu vijtahu se clovék vznese, pokud viytah do své cestovni

rychlosti 3 m/s smérem doli bude zrychlovat se zrychlenim 1,2 g? Jakou rychlosti
clovek dopadne na podlahu vijtahu?

Pohyby téles

Vytah zrychluje rovnomérné se zrychlenim 1,2g z klidu do rychlosti 3m/s. To
stihne za t = £ = 313/;
3m/s smérem dolti.

Clovék ve vitahu pada se zrychlenim 1 g, az dokud nedopadne zpét na podlahu
vytahu. Poté se i s vytahem pohybuje rychlosti 3m/s.

Na pocatku jsou ¢lovék i vytah ve vysce h = 0.

Pro predstavu si na¢rtneme, jak se bude ménit vyska v zavislosti na case. Vime,
Ze pri rovnomérné zrychleném pohybu se méni kvadraticky (,,po parabole*), pfi
rovnomérném pohybu pribyva linedrné. Situaci znézorniuje graf na obrazku 29]

~ 0,255s. Poté se vytah pohybuje rovnomérné rychlosti
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A
h Pohyb vytahu

Pohyb clovéka

>
t

Obrazek 29: Nacrt pohybii obou téles

Vyska vzneseni

K vysce vzneseni lze dojit nékolika cestami, které se lisi jen tim, z jakého uhlu
pohledu se na problém divame.

Vice tivahova cesta zacind nasledujici myslenkou: Dokud vytah zrychluje, tak
ujizdi pod nohama ¢lovéku a clovék se tak od podlahy vzdaluje (se zrychlenim
12g — 1g = 0,2g). To znamend, Ze na konci zrychlovani je urcité od podlahy
nejdél od rozjezdu vytahu.

Vytah prestane zrychlovat po 0,255s. V tu chvili ma ale ¢lovek rychlost v =
=a-t= g-0,2558 ~ 2,5m/s, takze mu vytah pordd ujizdi; ujizdét prestane
v okamziku, kdy ¢lovék téz dosdhne rychlosti 3m/s, tedy v case t = £ = Sm/s o
~ 0,306 s.

Tato doba se téz d& dopocitat z rychlosti vytahu, kdyz prestane zrychlovat:
Zrychlen{ je rovnomérné, takze pokud ¢lovék potiebuje zrychlit jesté o (3m/s —
—2,5m/s) ~ 0,5m/s, tak to provede v Case t = 05m/s 0,051 s od konce zrych-
lovani vytahu, tedy v ¢ase 0,051s + 0,255s ~ 0,306 s.

Od tohoto okamziku se ¢lovék zacind priblizovat k podlaze vytahu (protoze
na rozdil od vytahu se jeho rychlost dal zvysuje), takze toto je skute¢né doba, po
které se clovék nachazi nejvyse.

Nas ale nezajimala doba, nybrz vyska vzneseni. Mizeme naptiklad spocitat,
v jaké vysce se nachizi podlaha vytahu a v jaké clovék. Clovek je jednodussi:
celou dobu se pohybuje stale stejné zrychlené, takze jeho vyska je h = %th =
= %g~ (0,3065)? ~ 0,459 m. Vytah se nejdifv rozjizdél, takze v prvnich 0,255s
doséhl vysky h = % -1,2g - (0,2555)% ~ 0,382m a nasledné se za zbylych 0,051 s
jeho vyska zvysila o dalsich h = v-¢ = 3m/s - 0,051s = 0,153 m, celkem tedy
0,535 m. Odectenim dostaneme vyslednou vysku vzneseni 0,076 m.
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Alternativni cesta je pocitaci: Uvédomime si, ze vyska ¢lovéka nad podlahou
v daném case je prosté rozdil poloh vytahu a clovéka. Tento rozdil mizeme také
naértnout do grafu (viz obrézek [30)).

h

>
t

Obréazek 30: Pribéh vysky ¢lovéka nad podlahou vytahu

Abychom znali skuteéné hodnoty v tomto grafu, potfebujeme dopocéitat vyja-
dreni vSech kiivek v ptivodnim grafu. To nastésti neni slozité.

Zacneme clovékem. Ten pada volnym padem az do dopadu na podlahu, takze
jeho krivka je h = % gt?. Vitah se na zaéatku téZ pohybuje podle zndmého vzorce
h= %at2 = % -1,2g-t2, ale pak se za¢ne pohybovat rychlosti 3 m/s. Musime proto
dopoditat predpis této linedrni funkce (primky).

Rovnomérnou rychlost lze popsat napt. vzorcem h = v -t + hg pro néjakou
pocateéni vzdéalenost hg. Urcité vime, ze vytah skokové nezméni polohu, takze se
v Case, kdy vytah prestane zrychlovat, musi oba predpisy protnout, tedy v case
t ~ 0,255s je poloha h = % -12g-t* ~ 0,382m. Také vime, Ze rovnomérna
rychlost vytahu je 3m/s. Jediny nezndmy parametr je tedyE ho. Dosazenim do
vzorce z uvodu odstavce dostaneme hg ~ (—0,382m). Celd rovnice rovnomérného
pohybu tedy je h =t -3m/s+ (—0,382m).

Vysku ¢lovéka nad podlahou pak pomoci téchto vzorcii mizeme vyjadrit:

1 2 _ 1 2 _ 2
h(t) = hy(t) — he(t) = {2 SR N AL
3m/s-t+(—0,382m) — 5 - gt* prot>0,255s
kde h,(t) je vyska vytahu v ¢ase ¢ a h.(t) je vyska ¢lovéka v Case t.
Nyni zbyva najit maximum této funkce. To téz musime udélat po ¢astech. Pro
t < 0,255s je funkce rostouci (tato parabola ma vrchol v pocatku), takze jeden
bod podezfely z maxima je pro ¢t ~ 0,255s. Dalsim takovym bodem by mohl byt
vrchol druhé paraboly, pokud se nachdzi az za mistem zlomu funkci. Kvadraticka
funkce méa vrchol v bodé z = ;—f, kde a je koeficient jejiho kvadratického c¢lenu

17P#itomnost parametru hg je neintuitivni, protoze v nasem pifkladu ni¢emu neodpovida.
Nicméné je potieba néjak vykompenzovat fakt, ze nas pohyb neodpovida jednodussimu h = vt,
protoze pocatecni zrychleni vytahu tuto pifimku nékam posunulo.
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Obrazek 31: Graf pohybt obou téles se zndmymi predpisy kiivek

a b linedrniho, zde tedy pro t = _iing/s ~ 0,306s > 0,255s. Hodnota vysky je tedy
h(0,306s) ~ 0,076 m.

Rychlost dopadu

Vzajemnd rychlost ¢lovéka a vytahu je rozdil jejich rychlosti. Pro vytah to tou
dobou je rychlost 3m/s, pro ¢lovéka je to rychlost podle predpisu volného padu:
v = gt. Potfebujeme tedy opét najit okamzik, kdy k dopadu ¢lovéka na podlahu
dojde.

Pokud jsme se byli uchylili k pocitaci metodé, muzeme najit okamzik, kdy
se vyska nad podlahou zmensi na nulu, tedy h(t) = 0. To nastdva v Case t = 0
_3_‘/9_42'F(__igg)5(_0’382m) ~ 0,431s (ze spodniho
predpisu; druhy koren druhé kvadratické rov2nice neuvazujeme, protoze pro néj je
t < 0,255s, a tedy jej funkce h nenabyvd).

Vysledn4 rychlost dopadu je tedy v.—v, = (g-0,431s)—3m/s &~ 1,225 m/s

Pokud jsme se k pocitaci metodé neuchylili, mizeme se ji vyhnout tim, ze si
situaci predstavime z pohledu podlahy vytahu. Vime, ze kdyz se ¢lovék vznesl
nejvys, mél stejnou rychlost jako podlaha vytahu a byl 0,076 m nad ni. Od tohoto
okamziku zrychloval smérem k podlaze volnym pédem@, a tedy do podlahy narazil

po caset = 4/ % ~ 0,125s. V tento ¢as mél tedy ¢lovek vuci podlaze rychlost
v= gt~ 1225m/s.

(z horniho pfedpisu h) a t =

Pavel; pavel . turinsky@matfyz.cz

18Bud si uvédomime, ze kabina vytahu tvoif inercidlni vztaznou soustavu, nebo budeme uva-
zovat rozdil rychlosti kabiny vytahu v, = 3m/s a ¢lovéka v, = gt+3 m/s. Vidime, Ze se rychlost
odecte.
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Vysledkova listina 6. Cisla
Témata
Pof¥. | Jméno R[>, 2 3 4 5 6 7|2 2
1. | Dr."™ D. Skypala 4 1168,9(28,5 21,0 49,5(135,8
2. | Doc.MM M. Fof 4 1325,3 4,2 4211139
3.|Dr.™ 7. Mares 3 |110,2 3,0 3,0 3,0 | 9,0]110,2
4.|Dr.™ J. Polch 3 1109,4 50 9,5 8,0 |22,5(109,4
5. | Mgr.™ 1. Vivra 3| 86,7 8,6 14,0 6,0 2,5 |31,1| 86,7
6. | Mgr.™ P. Simova 1| 820 82,0
7. | Mgr.™ J. Skopek 3] 81,1 81,1
8. |Dr.™ V. Tichy 2119341 7,5 45112,0| 79,7
9.|Dr.M™ A Opl 4 |110,3 71,0
10. | Dr.™M J. Kvapil 4 114,71 4,0 40| 60,2
11. | Mgr.™ P. Jendele 3] 69,1 2,0 05 2,5 56,8
12. [ Mgr.™ K. Petrlikova | 4 | 94,6 46,1
13. | Be."™ A. Kolnik 3| 37,0] 3,0 3,0| 37,0
14. | Mgr.™ P. Hladik 4| 75,1 32,1
15. | Be.™M A. Bejdové 41 31,9 42 42| 31,9
16.-17. | Dr.™M T, Flidr 4 |133,8 30,9
Dr.™ D. Ctvrtecka | 2 |128,1 30,9
18. | Dr.MM J. Knillov4 3 |115,8 3,0 3,0 6,0 28,0
19. | Be."M M. Haikl 3| 27,9 0,5| 05| 27,9
20. | Be.™M V. Faltus 2| 26,8 26,8
21. | Be."™ O. Popovsky | 2 | 26,3 26,3
22. | Be."™ J. Kfimsks 3| 358 25,8
23.|Be.™ R. Novék 2| 25,7 25,7
24. | Be.™ M. Smrcka 2| 236 23,6
25. | Be.M V. Verner 1] 235 23,5
26. | B."M J. Krejéi 2| 21,8 21,8
27. | Dr.M M. Bocek 3| 80,5 21,4
28.|Be.™ M. Chrostek | 2 | 28,0 20,5
29. | I. Zemlicka 1| 17,0 17,0 17,0 17,0
30. | Be."™™ V. Polsgkovéd | 3 | 45,9 16,4
31.|J. Rypl 3| 15,6 15,6
32. | M. Steinhauserova Z8| 11,5 11,5
33.|Dr.™ O. Piroutek 4 1104,9 10,5
34. | L. Poljakovi 2| 10,4 10,4
35.-36. | L. Vokalova, 3| 80 8,0
V. Bartakova 2 8,0 8,0
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Témata
Pof¥. | Jméno R[>, 2 3 4 5 6 7|2 2
37. | Be.™ M. Vicha 3] 19,9 7.5
38. | Mgr.M V. Jazkova | 4 | 58,2 7,3
39. | Be.™M M. Valtrova 3| 43,2 6,0
40. | R. Zabranska 1 5,2 5,2
41. | V. Mensikova 79| 5,0 5,0 50| 5,0
42. | J. Tregler 2 3,9 3,9
43. | R. Mayerova 79 3,0 3,0
44. | M. Plevova 3 2,2 2,2

Sloupecek 2_1 je soucet vsech bodu ziskanych v nasem semindri, Zo je soucet bodu

v aktudlni sérii a 21 soucet vSech bodt v tomto ro¢niku. Tituly uvedené v predchozim
textu slouzi pouze pro ucely M&M.

2

3

Vysledkova listina 28. rocniku

Cislo
Po¥. | Jméno R.|> |1 2 3 4 5 6| >
1.|Dr.™ D. Skypala 4 1168,9| 22,9 10,5 32,0 20,9 49,5|135,8
2. | Doc.M M. Fof 4 13253 9,0 36,9 52,8 11,0 4,2 [113,9
3.|Dr.™ 7. Mares 3 1110,2| 23,6 12,0 24,0 41,6 9,0 |110,2
4.|Dr.™ J. Pol4ch 3 11094| 36,8 3,5 26,8 19,8 22,5|109,4
5. | Mgr.™M L. Vévra 3| 86,7| 82 1,0 33,4 13,0 31,1| 86,7
6. | Mgr.™ P. Simova 1] 82,0 55,7 9,5 16,8 82,0
7. | Mgr.M J. Skopek 3] 81,1 59 25,6 30,8 18,8 81,1
8. |Dr.M V. Tichy 2 1193,4] 18,9 29,0 6,0 13,8 12,0| 79,7
9.|Dr.M A, Opl 4 1110,3| 42,0 25,0 4,0 71,0
10. | Dr.™M ], Kvapil 4 (1147 372 7,0 90 3,0 40| 60,2
11. | Mgr.™ P. Jendele 3] 69,1| 16,8 1,0 14,0 22,5 2,5 | 56,8
12. | Mgr.™ K. Petrlikova | 4 | 94,6| 39,1 7,0 46,1
13. | Be.™ A, Kolnik 31 370 12,0 12,0 6,0 4,0 3,0 | 37,0
14. | Mgr.™  P. Hladik 4| 751| 10,1 7,0 6,0 9,0 32,1
15. | Be.™M A, Bejdov4 4| 31,9 16,7 11,0 4,2 | 31,9
16.-17. | Dr.™M T, Flidr 4 1133,8| 16,5 14,4 30,9
Dr.™ D. Ctvrtetka | 2 [128,1 7,9 23,0 30,9
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Cislo
Po¥. | Jméno R.|> |1 2 3 4 5 6| >,
18. | Dr.™ J. Knillov4 3 |115,8 18,3 3,7 6,0 | 28,0
19. | Be.™M M. Haikl 3| 27,9 7,5 134 6,5 0,5 | 27,9
20.|Bc.M V. Faltus 21 26,8 12,3 10,0 4,5 26,8
21.|Be.M™ 0. Popovsky | 2 | 26,3| 15,3 11,0 26,3
22. | Be.™  J. K¥imskd 3| 358 105 6,5 8,8 25,8
23.|Be.™ R. Novék 2| 257 122 13,5 25,7
24. | Be.™ M. Smrécka 21 236| 11,6 12,0 23,6
25.|Be.M V. Verner 1] 235 1,5 2,5 195 23,5
26. | Be.M J. Krejéi 2| 21,8| 158 55 05 21,8
27.| Dr.M™ M. Bocek 3| 805| 134 8,0 21,4
28.|Be.™ M. Chrostek | 2 | 28,0] 17,0 1,5 2,0 20,5
29. | I. Zemlicka 1] 17,0 17,0| 17,0
30.|Be.M V. Polagkovd | 3 | 459| 12,5 3.9 16,4
31.|J. Rypl 3| 156| 156 15,6
32.| M. Steinhauserové Z8| 11,5| 3,5 0,0 8,0 11,5
33.|Dr.™ 0. Piroutek 4 1104,9| 10,5 10,5
34. | L. Poljakova 2| 10,4 1,4 9,0 10,4
35.-36. | L. Vokélova 3| 80 8,0 8,0
V. Bartdkova 2 8,0 8,0 8,0
37.| Be.M™ M. Vicha 3| 19,9 7.5 7,5
38. | Mgr.™ V. Jazkovd | 4 | 58,2 6,5 0,8 7,3
39.|Bc.M M. Valtrovd 3| 43,2 6,0 6,0
40. | R. Zabransks 1 52| 2,2 1,0 2,0 5,2
41. | V. Mensikova 79 5,0 5,0 5,0
42.|J. Tregler 2| 39| 39 3,9
43. | R. Mayerova 79 3,0 3,0 3,0
44. | M. Plevovd 3 2,2 2,2 2,2

Casopis M&M je zastfeSen Matematicko-fyzikalni fakultou Univerzity Karlovy. S ob-
sahem Casopisu je mozné naklddat dle licence CC BY 4.0. Autory textu jsou, neni-li
uvedeno jinak, organizatori M&M. Realizace projektu byla podpofena Ministerstvem
skolstvi, mladeze a télovychovy.

Kontakty: }‘4

M&M, OPMK, MFF UK E-mail: mam@matfyz.cz l
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