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Uvnitf najdete nékolik témat a s nimi souvisejicich Gloh. Zamyslete se nad nimi a poslete
nam sva feseni. My vam je opravime, posleme zpét s dalSim Cislem a ta nejzajimavéjsi

z nich otiskneme. Nejlepsi feSitele zveme na podzim a na jafe na sousttedéni.
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Mili ¢tenari,

do rukou se ti dostalo 5. ¢islo 28. ro¢niku a s nim prichézi nejen moznost ziskani
novych védomosti, ale, jak sis jisté povSimnul, i jaro. S jarem prichdzi mnoho
krasného, slunecné a teplé dny, tsmévy lidi a predevsim chuf sednout si pod
rozkvetlé kefe, zamyslet se a zacit sepisovat basné o krase kolem nas ¢i ji jen
popsat do nového ¢lanku pro M&M.

Nez té uchvati krasa jara a s ni spojena touha po psani ¢lankd, radi bychom
sdélili par podstatnych informaci. Prvné pripomindme jarni soustfedéni, které se
bude konat od 2. dubna do 10. dubna.

Za druhé, nejsme uneseni jen jarem, ale i po¢tem ¢lanku, které k ndm dorazily,
prislo jich Sest a to od Mgr.MM Ladi Vavry, Be.MM Mikulase Smréky a Be.MM Ondry
Popovského. Urcité doporucujeme se na né podivat a precist si je.

Zatim se vsechny ¢lanky vénovaly jen monokrystaltim. Radi si pfecteme i Feseni
problému z jinych téméatek, napriklad lingvistiky ¢i nekonecen. Tak se nebojte nad
nimi zamyslet.

Vasi organizdtori

TEMA 2 — OWATEC. .. ..ottt ettt ettt e 3
Téma 3 — Lingvistika .......... ... . [4]
Téma 4 — Pozoruhodné jevy v atmosfére................................ [6]
Téma 5 — NeKOneCna . ... e @2l
Téma 6 — Rist monokrystalti.......... ... ... . i

Téma 7 — Zmensené modely ................ . i
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Zadani a reseni témat
1. deadline: 26. dubna 2022 | 2. deadline: 24. kvétna 2022
Nepropéasnéte posledni moznost odevzdat sva Teseni a ¢lanky v tomto ro¢niku!

Téma 2 — Oware

Mili resitelé, Erechtheus zatim ztstava neporazen. Prozradim vam tedy nékteré
napady, které vam snad pomtzou porazit nejen jej, ale i Foronea a Glauka. Mozna
nékteré z nich pak vyuzije i jeden z pozdéjsich krala.

vani. Je mozné odhadnout spravné nastaveni mezi podle predchozi iterace prohlu-
bovani nebo velkou ¢ast prohleddvani vyresit velmi tzkym okynkem. Doporucuju
hledat informace o algoritmech NegaScout a MTD(f). Ale existuji i mnohem snazsi
triky.

Uplné prvni tah byvé pro algoritmy dost t&zky — mozngch tahtl je hodné, nic
neni predpocitané z predchozich tahti a poznat dobrou pozici takhle daleko od
konce hry je tézké. Pocatecni pozice je ale vzdy stejnd. Muzete si tedy zkusit spo-
¢itat optimalni prvni tah u sebe doma a ulozit jej do svého algoritmu. Pokrocilejsi
realizace této myslenky jsou znamé jako knihy zahdjeni a pro Sachy predstavuji
vyznamné zlepseni u algoritmt i lidi. S trochou sikovnosti by mélo byt mozné do
souboru mensiho nez 50 MB ulozit cca prvnich 9 tahti pro oba hréace.

Povolenou velikost souboru jde vyuZzit jesté jednim zpusobem — je mozné si
predpocitat databazi koncovek, coz jsou presna ohodnoceni a optimalni tahy pro
pozice, které jsou dostatecné blizko ke konci hry. Pro sachy jsou znamé koncovky
pro az sedm kamenti. Oware by v tomto ohledu mélo byt vyrazné snazsi. Upfimné
se ale domnivam, Ze (alesponi mald) kniha zahdjeni je snazsi na implementaci
a vyraznéjsi zlepsend.

Posledné jsem taky zminil optimalizaci kédu. Alespon pro muj kéd se ukazalo,
ze samotny objekt Game je dost pomaly. Proto jsem si implementoval vlastni verzi,
kterd pracuje s tuply. Je dost dobfe mozné, Zze obcas se chova trochu jinak nez
samotnd hra, ale mym algoritmim mnohem vice vadi pomalé tahy (coz je do
jisté miry zpusobeno taky tim, ze porad pouzivam velmi jednoduchou heuristiku
a spoléhdm na vyss{ hloubku prohledévani).

Tohle je jenom nékolik mélo moznych zlepseni. Urcité jich dokdzete vymyslet
jesté vic. J& sam se tfeba imyslné vyhybam zlepseni své heuristiky, kterad je nyni
vyrazné horsi nez nékteré vase heuristiky. Stejné tak nemam v planu pouzivat
strojové uceni.

Tohle je posledni ¢islo, po kterém budete mit jesté prilezitost svoje programy
vylepsovat. Pokud jste se na nééem zasekli, tak mi napiste e-mail, a néjak to spolu
dalsi silngjsi krale. Glaukus opravdu neni neporazitelny. A pro autora nejlepsiho
programu si mozna pripravim specidlni vyhru. ;-)



V pristim ¢isle se dockate zavérecného shrnuti naseho tématka, zverejnéni
zdrojového koédu krala a prozrazeni nékterych tajemstvi. Mate se na co tésit, ale
ted neotélejte a vrhnéte se do programovani!

Matej; lieskovsky.matej+mam@gmail . com
Jidds; jonas.havelka@volny.cz

Borek; bOr3k@matfyz.cz

e-mailovd konference: oware@mam.mff .cuni.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka

Téma 3 — Linguvistika
Po plivodu jazyka

Jazyk postupem casu prochazi vyvojem, ktery je ovlivnén lidmi mluvicimi danym
jazykem, kontaktem s dalsimi jazyky a dalsimi vnéjsimi vlivy. Pak vznikaji jazyky,
které se sice od sebe lisi, ale obCas maji spole¢ného predka a tak nemuzou byt
uplné rozdilné. Jazyky pak mizeme délit do rodin podle jazyka, ze kterého vznikly.
Plvodni jazyk se pak nazyva prajazyk. Samotny vyvoj muzeme zachytit pomoci
obréceného stromu na obrazku [I] jehoz vétve jsou rozdéleni prajazyka na jeho
modernéjsi verze.

Indoevropské jazyky

Anatolské
jazyky

Vychodni

Zapadni
Severo-vychodni
Balkanské / \
Keltské Germanské / \

Romanské Slovanské Indo-iranské

Reétina  Albanstina

Obrazek 1: Znazornéni ¢asti stromu indoevropskych jazykt.

Jakym zptisobem se ale muzeme dostat k podobé ruznych prajazyka? Lidi, co
by mluvili treba praslovanstinou, uz mezi ndmi moc neni.

MuzZeme na to jit dvéma zpusoby. Bud si vezmeme jeden samotny jazyk a po-
kusime se z jeho struktury vytvorit prajazyk, nebo si mizeme vzit skupinu po-
dobnych jazykiu, u kterych predpokladdame néjakou pribuznost, a pokusit se najit
prajazyk, ze kterého se oddélily. Druhé zminéné metodé se rikda komparativni
neboli porovnavaci metoda.


mailto:lieskovsky.matej+mam@gmail.com
mailto:jonas.havelka@volny.cz
mailto:b0r3k@matfyz.cz
mailto:oware@mam.mff.cuni.cz
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Dejme tomu, ze jsme uz nasli néjaké jazyky, které chceme porovnat. Nej-
prve potfebujeme néjakou mnozinu slov, kterd pak budeme porovnéavat. Velikost
této mnoziny se bude odvijet od toho, jak moc detailné se snazime jazyk zre-
konstruovat. V nasledujicim textu budeme pouzivat jazyky A-E a mnozinu slov
v tabulce [

Slovo A B C D E
jedna | taha | tasi | tafi | kahi | tahi
dva ua lua rua lua rua
tri tolu | tolu | toru | kolu | toru
CtyTi fa fa fa ha fa
pét nima | lima | rima | lima | rima
more | tahi tai tai kai tai

Tabulka 1: Mnozina slov jazykia A-E

Po chvili zkouméni zacnou byt vidét drobné podobnosti mezi jazyky, coz je
dobry zacatek pro nasledujici krok, utvorit mnoziny podobnosti. Najit jazyky,
které u podobnych slov obsahuji podobné hlasky na stejnych mistech. Tfeba mezi
jazyky B a C mizeme vidét zménu mezi [l] a [r] ve vice slovech.

Uloha 1 [1b]: Utvorte mnozinu podobngch hldsek pro tabulku 1 a roziadte jazyky
do mensich skupin podle toho, jak moc spolecné podobnosti maji.

Nésledné se vezmou tyto ruzné mnoziny a zafadi se do urcitého jazykového
kontextu. Vezméme si pro priklad nasledujici 2 skupiny a uvazme, ze druhda sku-
pina se vyskytuje pouze v kontextu néjaké urcité skupiny hlasek.

Kontext XY | Z
jinde kromé hlasky [a] | [z] | [z] | [2]
pred hlaskou [a] [z] | [2] | [s]

Tabulka 2: Ukazka zmén kolem kontextLﬂ

Podivejme se do tabulky [2] Konkrétné na zmeénu u jazyka Z. Muzeme vidét
zménu [z] — [s]. Ted nds budou zajimat zbylé dva jazyky. V nasem piikladu doslo
ke zméné pouze kdyz v jazycich X a Y vyskytuje foném v kontextu za hlaskou
[a]. Kontext v jazyce Z nds nemusi zajimat, nebot mohlo dojit k vétsi zméné
(tFeba se i hldska [a] na néco podobného zménila), hlavni jsou ostatni jazyky. Ted
se podivame na hlasky skupiny, kterda je v 1. fadku a hlavné na jejich kontext.
Vidime, ze kontexty rfadki se viibec neprolinaji. Toto naznacuje, ze nékdy doslo
k odtrzeni kontextu a tyto dvé skupiny fonému maji nejspise néjakého spole¢ného

1N4sledné se budeme bavit o vyslovnosti slov. Pro jednoduchost predpokladejme, ze jazyky
maji stejnou vyslovnost jako cestina.
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predka. Pokud by se kontexty néjakym zpusobem prolinaly, tak na sobé tyto
fonémy nemusi vibec zdviset a ani mit spolecného predka.

Naésledné je potfeba ptivodni fonémy zrekonstruovat. Tady se uz musime spo-
léhat na intuici. Existuji vSak zmény v jazyce, které se casto objevuji a mohou
nam pomoci k utvoreni fonému. Jedna zména miize byt tieba znélost.

A jsme viceméné hotovi. Mame néjaké fonémy puvodniho jazyka. Co kdyz
jsme ale uplné vedle, jak to poznat?
Néjaka pfiméa cesta neexistuje, ale obcas muzete rozpoznat rizné nesedici véci.
Napriklad pokud by najednou foném preskocil misto artikulace ze zadniho patra
az na ret, tak nam to muze byt podezielé. Vétsina jazyku je ¢asto symetrickych,
pokud maji neznélou souhlasku, tak casto maji i souhldsku znélou atp. Vznik
néjakého nového fonému, ktery se v zadném jazyku nevyskytuje, také nebudi
pocit jistoty. Nic z toho vsak nemusi znamenat, ze je vami zrekonstruovany jazyk
Spatné. Jen je obcas lepsi zvazit tspésnost predchozich kroki.

Uloha 2 [2b]: Zrekonstruujte jazykovou rodinu jazykd A-E. S postupem zakreslete
1 strom jazykové rodiny.

Problém 3: Mohli jste si alespon cdstecné sahnout na komparativni metodu. Na-
jdéte si néjakou mnozinu jazyku, které by mohly mit spolecné predky a pokuste se
prajazyk alesporn cdstecné zrekonstruovat. Pro viber jazykid nemusite chodit daleko.
Vijbér z evropskych jazykid bude nejspise nejjednodussi.

Problém 4: Komparativni metoda sice dojde k néjakému vysledku, ktery ale uplné
neodrdzi uplné realitu. Jaké mohou byt problémy pri pouZiti této metody?

Honza; |jan@piroutek. eu

Lucka; lucy.kuncarova@gmail . com

e-mailovd konference: lingvistika@mam.mff.cuni.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka

Téma 4 — Pozoruhodné jevy v atmosfére

Vzorové teseni 3. série
Uloha 1

Zadani:

Predpokladejme, Ze vsechny kapky v atmosfére maji polomeér r a jejich objemovd
koncentrace je n. Dodejme do takové atmosféry padajici kapku o polomeéru R.
Vypocitejte stredni vzddlenost, kterou tato kapka uleti pred pohlcenim jiné kapky,
pokud a) vSechny kapky padaji stejngym smérem. b) vlivem vzdusngch proudi je
pohyb kapek ve vsech smeérech rovnocenny.


mailto:jan@piroutek.eu
mailto:lucy.kuncarova@gmail.com
mailto:lingvistika@mam.mff.cuni.cz
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Reseni:
Pro struc¢nost dodanou kapku nazvéme kapkou X. Necht je jeji hmotnost M
a rychlost V', hmotnosti a rychlosti ostatnich kapek jsou m a v.

Kapka X je urychlovana gravitacni silou F, = Mg a zpomalovana Stokesovou
silou Fs = 6mnRV. Kdyz padad dostatecné dlouho, tyto dvé sily se vyrovnaji
a kapka kona rovnomérny primocary pohyb rychlosti V' = 6%7 2. Obdobné ostatni
kapky padaji rychlosti v = GZLgT. V pifpadé a) je vzdjemna rychlost kapky X
a jakékoli jiné kapky v,e; = V — v (pfedpoklddejme V > v platné pii R > r),
ostatni kapky se vudci sobé vzdjemné nepohybuji.

Pro zjednoduseni predpokladejme, ze polomér kapky X se pfi pohlceni jiné
kapky neméni (na vysledek to nemé vliv, nés zajim4 jen prvni srdzka). Za ¢as 7
kapka X urazi vzdalenost V7 a kazdé dalsi kapce, se kterou se muze srazit, se
priblizi o v,.¢;7 . Béhem stejného ¢asového intervalu pohlti kazdou takovou kapku,
jejiz stied se stfedu kapky X pribliz{ na vzdélenost mensi nez r + R (viz Obr. .
To splnuji vsechny kapky, které lezi uvnitt valce o vysce v,¢;7 a poloméru r + R.
Takovy vélec ma objem 7(r + R)%v,7 a obsahuje priimérné nmw(r + R)?v.q7
kapek, kde n je koncentrace kapek.

o
o ()
\.
° e . o
\ [ )
\
1
_____ AR S
1
R+r ® ’
e e
L J
]
UrelT

Obrazek 2: Grafické znazornéni tvahy vyse. Plnou ¢arou kresleny vélec je oblast ovliv-
néné kapkou X. Prerusovans ¢dra uprostied vélce je trajektorie stiedu kapky X. Cerné
body jsou stiedy okolnich kapek. Cerné body lezici uvnit¥ valce jsou stiedy kapek, které
pohltila kapka X.

Béhem priiletu drdhy V7 kapka X pohlti primérné nz(r + R)%v,¢7 dalsich
kapek. Stredni vzdélenost mezi dvéma pohlcenimi je

Mg
Vr 6rnE Mr

nr(r + R)2vpar nm(r + R)? (761;{791% _ 6T:gr) ~ nn(r+ R)2(Mr —mR)’
(1)

V piipadé b) je rychlost okolnich kapek stejnd jako predtim, jen jeji smér je rovno-
mérné rozlozen do vSech smértu. Vyberme libovolnou kapku, necht je a thel mezi
smérem jejiho letu a smérem letu kapky X. Podle kosinové véty pro vzajemnou
rychlost této kapky a kapky X plati

v? V2 40?2 + 2V cos(a). (2)

rel —
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Nés ovsem zajimé jenom stfedni hodnota. Je-li kapek opravdu hodné a jejich
rychlost je rozloZzena rovnomérné, ve sméru « vzdy leti pravé tolik kapek jako
ve sméru opacném, tj. m + a. Pro primérné v,.; kapek z téchto dvou sméru pak
vychazi

= V24V2 02402 N 2Vw cos(a) + 2V v cos(m + ) Vi (3)
re 2 2 2
protoze cos(m + a) = — cos(a).

TotéZ muZzeme udélat pro vSechny sméry a a prumér bude v,.o; = VV2 + v2.
Dosazenim dostavame pro stfedni vzdalenost mezi dvéma pohlcenimi

Mg
)\: 6mnR _ M’f‘ . (4)
2 2 2 2
M m 2
e+ () + (qz)” 4 B0 4 ()
Uloha 2

Zadani:
Jaké nejvétsi velikosti mize kapka vody doriust, nez dojde k jejimu rozpadu? Vy-
sledek staci radove.

Cilem tlohy bylo velikost kapky vypocitat podobnym postupem, jaky pouzil
Zdenék Mares. Za otisténi ovsem stoji také feseni Ladi Vavry, ktery se vypoctu
sice originalnim zpusobem vyhnul, zato vSak prinesl dobie ozdrojovany prehled
toho, co je o popisu zkoumaného jevu obecné znamo. Obé Feseni jsou uvedena
nize.

Reseni od Dr.MM Zdeiika Marese:

K rozpadu kapky dojde, kdyz tiha kapky F, pfevysi silu povrchového napéti

F.

Fy>F
mg > ol
Vpg > o2nR

4
gﬂ'RSpg > 021R

P
sRpg >0

R> |32
2pg
Stac¢i nam zjistit, jaky je maximalni polomér R kapky, tedy kdy se F, = F.

30
2pg




ERES  XXVIII/S 9

R 3-73-10-3
1/ 2-999,97 - 9,80665

R ~0,003342m ~ 3,342 mm

Kapka se rozpadne pii poloméru vétsim nez cca 3,342 mm, tedy pfi poloméru
v fadech milimetri.

Reseni od Mgr.™M Ladi Vavry

Strucna odpoveéd: Kapky jsou v jednotkach milimetri.

Kapka muze mit velikosti v jednotkdch milimetri. Nejvétsi zaznamenana
kapka byla velikosti 10 mm. Mensi maji pod 2 mm, ¢asté jsou o velikosti mezi 2
az 4 milimetry a nad to jsou spiSe ojedinéle. Nejvétsi prirodni vodni kapky jsou
v tropickych oblastech, kde jsou az velikosti 10 mm, vétsi velikosti mohou pouze
nastat za specidlnich podminek (napfiklad s pfitomnosti elektrického pole). Ve-
likost kapek souvisi s jejich povrchovym napétim a kapilarnim tlakem, ktery
musi byt vétsi nez hydrostaticky a atmosféricky tlak, jinak se kapka rozpada.
Nasel jsem pozdéji i obrazek, ktery ukazuje kdy se kapky rozpadaji.

®

<2mm

© ®
>2mm

©
<5mm

>5mm

https://en.wikipedia.org/wiki/Rain#/media/File:Raindrops_sizes.svg


https://en.wikipedia.org/wiki/Rain#/media/File:Raindrops_sizes.svg
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Zdroje:
https://thefactfactor.com/facts/pure_science/physics/laplaces-law/5349/
https://cs.wikipedia.org/wiki/D%C3%A9%C5%A1%C5/%A5
https://towardsdatascience.com/the-shape-of-a-water-droplet-cb902b69e9cb
https://books.google.cz/books?hl=en&lr=&id=sua9BwAAQBAJ&oi=fnd&pg=PT14&
ots=cdy2eNeVar&sig=JMiYFESGkcl_-ZGigW1LO5DkNBY&redir_esc=y#v=onepage&qk
f=false

https://aapt.scitation.org/doi/10.1119/1.4820848

Uloha 3

Zadani:
Odhadneéte, co by se stalo, kdybychom do atmosféry dodali dostatecné mnozZstvi
krystalizacnich jader (napt. ¢dstic soli). Navrhnéte, k éemu by to mohlo byt dobré.

Reseni:

Kdyz se za vhodnych podminek srazi ledovy krystal s kapkou, vyroste, zatimco
kdyz se srazi s jinym ledovym krystalem, nic se nedéje. Dodanim vétsiho mnozstvi
krystaliza¢nich jader do atmosféry napomuzeme vzniku vétsiho mnozstvi ledovych
krystalu. V dusledku budou upfednostnény jejich vzajemné srazky na tkor jejich
srazek s kapkami a nartst jejich velikosti tim bude omezen. Mensi krystaly pri
priletu atmosférou snaze roztaji, coz nastava ve vyskach, kde uz nemohou znovu
zkrystalizovat a dopadnou tak na zem v podobé desté. Tim je mozné zabranit
krupobiti, které by jinak niéilo trodu. V praxi se k tomu pouzivad napri. jodid
stiibrny.

Jak nékterd reseni uvadéla, podobného mechanismu lze vyuzit také k privolani
desté. V takovém pripadé se vSak pevné castice, které do atmosféry dodame,
nepodili na krystalizaci kapalné vody do formy ledu nybrz na kondenzaci vodni
pary do podoby kapek. Zbytek mechanismu je zrejmy.

Uloha 5

Zadani:
Prostou uvahou vysvétlete, proc je svétlo vystupujici z krystalku koncentrovdino
pravé v uhlu § = Gpin .

Reseni:

Pokud obratime smér priuchodu paprsku krystalem, thel vychyleni § zustava
stejny. PTi zméné orientace krystalku se § méni nejpomaleji v okoli bodu d,,;,,. Pa-
prsky lehce vychylené vici tomuto bodu na jednu stranu se proto sklddaji s témi
vychylenymi na druhou stranu a intenzita svétla vystupujiciho ve sméru 6, je
proto nejvétsi.


https://thefactfactor.com/facts/pure_science/physics/laplaces-law/5349/
https://cs.wikipedia.org/wiki/D%C3%A9%C5%A1%C5%A5
https://towardsdatascience.com/the-shape-of-a-water-droplet-cb902b69e9cb
https://books.google.cz/books?hl=en&lr=&id=sua9BwAAQBAJ&oi=fnd&pg=PT14&ots=cdy2eNeVar&sig=JMiYFESGkc1_-ZGigW1LO5DkNBY&redir_esc=y#v=onepage&q&f=false
https://books.google.cz/books?hl=en&lr=&id=sua9BwAAQBAJ&oi=fnd&pg=PT14&ots=cdy2eNeVar&sig=JMiYFESGkc1_-ZGigW1LO5DkNBY&redir_esc=y#v=onepage&q&f=false
https://books.google.cz/books?hl=en&lr=&id=sua9BwAAQBAJ&oi=fnd&pg=PT14&ots=cdy2eNeVar&sig=JMiYFESGkc1_-ZGigW1LO5DkNBY&redir_esc=y#v=onepage&q&f=false
https://aapt.scitation.org/doi/10.1119/1.4820848
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(b)

Obrazek 3: Lom slunec¢nich paprski podilejicich se na vzniku malého a velkého hala.

Uloha 6

Zadani:

Pro situaci zndzornénou na obrcizcz’ch@a a @b odvodte rovnici pro dmin, ve které
jako jediné parametry vystupuji relativnd index lomu pro led n, = nq/ns a ldmavy
whel 1 = 60°, resp. ¥ = 90°.

Reseni:

Uvazme ¢tyfiuhelnik ABCD jako na obrazku {4l Ze skute¢nosti, ze |LZABC| =
|ZCDA| = 90° a ze soudet vnitinich @hli v trojihelniku BC'D je 180°, vyplyva
b1+ P2 = 1. Déle je z obrazku ziejmé, ze 6 = (a1 —1)+(ae—pF2) (znovu z vitinich
uhli trojihelnika a z vedlejsich ihld). Miniméln{ vychyleni §,,;, nastava pro ay =
Qo =: Qmin & B1 = P2 =: Bmin. Z vySe uvedeného potom dostavame &, =
20min — ¥ a 2Bmin = ¥, Cili amin = %(&nm + ) a Bmin = % Dosazenim do
Snellova zdkona s n, = ns/n; vychézi hledand rovnice

sin ———— =n,sin 7. (5)

Obréazek 4: Obrazek k feseni tlohy 6.
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Téma 5 — Nekonecna

V minulém dile jsme si popovidali o faddch. Ukazovali jsme si definici pomoci
limity a soucet geometrické rady. Najit soucet jinych rad je vSak Casto tézké a tri-
kové, tedy se jimi dale nebudeme zabyvat a vratime se zpét k limitdm z predminu-
lého dilu. Nejdrive si je zopakujeme vzorovymi fesenimi a upozornénim na bézné
chyby a nésledné se podivdme na ruzné ,rychlosti rastu (v limité)* funkei.

Vzorova feseni 3. dilu

Pro zopakovani formalni definice limit:

lim f(a) =A=Ve>035>0V5 € P(x0): f(B) € B(A,¢).

a—*

Uloha 1
Zadani:

Spoctéte z definice (tedy ne z aritmetiky limit) limity (pro kladné celé a)

lim z? -z, lim z%.
Tr——+00 TrT—r—00

Reseni od Dr.M Daniela Skypaly (upraveno):

lim 22 — 2 = +0
Tr—r 00

Zde si zvolime ¢ = coz nam da:

NG
Vet+l1?
1

+

NG

>1
x - =
0

S

Chceme f(z) € B(o0,¢):

f(z) =2~z = z(x—1) >

ﬁ\/;l(ﬁ\/;l_l>:ﬁ+1.1 Ve+1

e+1>1, Ve>0

7 toho vidime, Ze kdy% je z z P(oo, ff/gl), tak funkéni hodnoty budou
v B(oo,€).

lim z%
Tr— — 00

Budeme uvazovat dvé moznosti:
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1. a =2k, ke N= lim,_, o 2% = +00. Kdyz si zvolime § = ¢/, mlizeme
7 ¥ € P(—00,0) sestavit nerovnici:

1 1
< ===

5 ae

Protoze obé ¢isla jsou zdpornéd, mocnéni na druhou prohodi jejich pomér:

M | =

x>
Takze 2% € B(00,€).

2. a=2k-1k e N=lim,_, o, % = —00. Zde je postup podobny. Zvolime
si stejné o:
1 1

) e
Akorat, zde umocnujeme na lichou mocninu, a ta zachovava znaménka:

1
T4 < ——
€

Takze x* € B(—00,¢).

Zde stoji jesté za zminku feseni Doc.MM Martina Fofa a Mgr.MM Jana Skopka,
ktefi si vsimli, ze x je suda resp. licha funkceE| kdyz je a sudé respektive liché.
Tudiz lim,_, o 2% lze spocitat primo z lim, ;4o % = +00.

Mgr.MM Jan Skopek si navic v&iml, ze prvni limitu lze doplnit na étverec, tj.
22—z = (r—1/2)%? —1/4, a pak jen pifslusné upravit okolf v limité lim,_, ., z2.

Uloha 2

ZadAani:

Energie potrebnd k odletu cloveéka o hmotnosti 65 kg ze Zemﬁ do vzddlenosti x
(pro jednoduchost pocitejme vzddlenost od stiedu Zemé) se spocitd jako (integrdl,
neboli soucet, ktery vyjde)

11 1 1
E(x)=x-Mz-m|— —=)~667-107".6-10**-65- [ 0 — — ] .
(&) =r- Mz m(RZ x> ’ 6,378-100 =z

JelikozZ se tato energie s rostouci vzddlenosti zvétsuje, muzeme energii potrebnou
na odlet kamkoliv spocitat jako lim,_, .~ F(x). Spocitejte tuto hodnotu. Visledek

2Funkce je sudé, pokud f(z) = f(—x) pro vSechna x, a lichd, pokud f(z) = —f(—x) pro
vSechna zx.

3Zanedbejme vse ostatni, véetné rakety, paliva a hlavné Slunce, ¢&imz jsme se naprosto vzdalili
od reality, ale stejné tak bychom mohli spocitat energii pro odlet od Slunce, Galaxie, ...
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mauzete porovnat s hodnotou Ej = % 65 - 111862 ~ 4 - 10°, spocitanou z unikové
rychlosti[Y]

Reseni od Mgr."M Jifiho Polécha:

Podle aritmetiky limit toto mtizeme rozlozit na soucin a pozdéji rozdil dvou
limit.

. 11 , , 11
wkrfoo“'MZ'm@zZ‘x)—IBTOJK'MZ"”)@ETM(RZ‘J—

1 1 1
/<;~MZ~m( lim — — lim )H.MZ.m(R lim )

Tr—+00 A x—4oc0o

A jak vime ze zacatku tohoto tématu é = 0. Tedy

1
=kKk-Mg m(— lim )—
z r—+oco I
1 K-Mgz-m
—k-M 0] =
Kk-Mg m(RZ 0) R,

Po dosazeni ¢isel dostaneme

6,67-10711 . 6-10%* - 65
6,378 - 106

~ 4,0785 - 10°

Tento vysledek je velice blizko hodnoté ze zadani.

Uloha 3

Zadani:
Spocitejte nasledujici limity a oduvodnéte veskeré upravy, dosazeni apod.
(hint: (A — B)(A? + AB + B?) = A3 — B3):

5xt + 213 . 85 4+ 242 ~ bat 4223 . 8xP + 222
im — im —F, im-— im ————,
z—+o00 3z + 1024 z—+oo x2 4 Hrt 0 3z + 1024 z—0 22 + 5t

V2 —r—z . r—3+1 y V3 —27-3
—_— —_— m —--7-.
xr——+00 €T r—4 (Qj —4) x—0 xX

“https://cs.wikipedia.org/wiki/%C3%9Anikov¥%C3%A1_rychlost


https://cs.wikipedia.org/wiki/%C3%9Anikov%C3%A1_rychlost
https://cs.wikipedia.org/wiki/%C3%9Anikov%C3%A1_rychlost
https://cs.wikipedia.org/wiki/%C3%9Anikov%C3%A1_rychlost
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ReSeni od Mgr.™M Kristyny Petrlikové:

50 +22% gy . Bat 4228 4 . b+2 AL 5+2-0 1
im ———— = lim ———— .2 = _ =z
z—too 3x + 1024 z—too 3z + 1024 L xﬁ+oom——|—10 3-04+10 2
8z° + 222 By ‘m 825 + 212 é im 833"'952 AL 8-00+4+2-0
sotoo 72 + Bzt wobeo T2 + bl x%_wHJroo 2 +5 1045
. bat 4223 . 2®(5x+2) BU.,. o HT+2 Spoj.
lm ————=lim———— = lima*  ——— =
=0 3z + 102t 250z - (3+1023)  2—0 3+ 10z3
54 222 2. (82% +2 2 Spo
hm8x+a::, T (8x+)Bl 83 + Spoj- o

T50 22 + 5gt | @0 22 - (1+5z2) 750 1+ 522

. Va2—m—zBo . Vii-m—x Va?-rm+u
hm —_— = hm . hm :0

lim Y2 —|—1BU1 \/x—3—|—1 Vr—3-1 — im x—4 BU
z—4 —4 r—4 T —4 vr—3-—1 :v~>4(13—4).(1/.]j—3—1)_

= limilznedef.
Vat — 2T -3 pu | Jj 3 (a3 —27)2+3Va% —27+9
z—0 T 20 Y@ =202+ 39 — 27+ 9
a® — 27 — 27

= = nedef.

x- (g/(xf3 9T 4 3928 - 27+9)

V poslednich dvou ptikladech by se formalné pro nedefinovanost musela limita
uz na zacatku rozdélit na limitu zleva a limitu zprava, ¢imz bychom dostali vy-
sledky +00 a —o0, tedy limita neni definovdna. (Nelze Fict ,vySlo ndm %, takze
limita neexistuje, protoZe jsme pouzili AL%, viz déle.)

Tady se pﬁznam k chybé, v poslednich dvou prikladech jsem vas nechtél zavést
do prlpadu =. Kdyz se v nich vyméni znaménka za odmocninou za opacna, tak
se uplné stejnyml upravami dojde k Vysledkurrﬂ

Ve—3-1 1 ¥ 2T +3

lim lim =0.

x—4 x—4 2’ z—0

5Hint pak mél byt (A4 B)(A%2 — AB + B?) = A3 + B3.



16

Uloha 4

Zadani:
Spocitejte ndsledugjict limity (a zdivodnéte sprdvnost vipoctu,):

lim z° — 22, lim ° + 22 sin(z),
r—r+o0 T—r+0o0

lim /57 + 27, lim /57 — 27,
n——+oo n—-+oo

Reseni od Doc.MM Martina Fofa:

1 5 — 2y — 1 2 . 3 — AA:L . — =
xggrrloo(x x9) = zgr}rloo(x (27 —1)) = o0 (c0—1)=00
: 5 2 — 1 2 (3 G : 2 (.3 _ 1)) AL
zkrfoo(x +2° - sin(x)) = zgr}rloo(:ﬁ (x° 4 sin(x))) > IETOO(Q: (z°—=1)) =

A tedy i lim, oo (2% + 22 - sin(z)) = oo,

lim /57 + 27
n—-+o0o
Tuto funkci sevieme mezi /5™ a /5" 4+ 5™. Prvni z nich je konstantni s hodno-
tou 5, druhd m4 limitu v nekoneénu rovnou také péti (/5" + 5" = /2.5 =
51%/2). Z véty o dvou straznicich tak musf platit:

lim /5" +2" =5

n—+oo

lim /57 — 27
n—-+o0o
Pro jeden odhad opét pouzijeme /5%, pro ten druhy pak vyuzijeme
/5" — 57 /2 (to funguje, protoze pro vSechna prirozend n plati 57 > 2™). Tato
funkce m4 také limitu 5 (jelikoz (/57 —51/2 = {/57/2 = 51/1/2), a proto:
lim /57 —27=5

n—-+o0o

Dalsf moznost{ u prvn{ limity bylo pro > 2 odhadnout 2% - (2% — 1) > 22

coz mé ziejmé limitu +oo, tedy i ° — 22 m4 limitu +oo.
Uloha 5

Zadani:

Dokazte, Ze lim,_, o @ sin(x) neexistuje.
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ReSeni od Dr.M Daniela Skypaly:

Zvolime si nasledujici posloupnosti:

3
an:g—l—er, bn:?ﬂ—i—er

Potom jsou limity

lim (g + 2n7r) - sin (g + 2n7r) = lim (g + 2n7r) -1=00

n——+oo n——+oo
lim sm + 2nm | - sin 3m +2n7w | = lim 3m +2nm ) (-1) = -0
n—-+o0o 2 2 n—-+oo 2

Limity pro obé& posloupnosti se nerovnaji a tedy lim,_, ;-  sin(x) neexistuje.

Typické chyby

Béhem opravovani feseni jsem narazil na par chyb, které se ¢asto opakuji. Pokud
jste nékterou z nich udélali, nezoufejte. Délame je vsichni a porad dokola. . .

o Pokud pouzivate aritmetiku limit a vyjde vam nedefinovany vyraz, tak by
¢lovék hned tekl, ze limita neexistuje. Ale aritmetika limit pravé proto mé
v sobé véticku ,,Pokud je prava strana definovana“. Uplné trividlnim proti-
prikladem je napfikladﬁ

1 AL 1
1= lim 1= lim z -— # ( lim x>< lim )zoo-O.

r——+o0 Tr—+00 X r—+o0 r—400

e Tzv. ,Castecné limiténi“: Kazda uprava limit ma pfesné dano, co se déje
s limitami. Ty se nemohou nikde objevovat a mizet, jak se nam zachce.
Specialné aritmetika limit vzdy zméni limitu na dvé limity dvou separatnich
vyrazi. Nemuze se stat, ze ndm v limité ztstane néco, ¢ehoz uz jsme limitu
udélali, napt:

Tr——+00 Tr——+00 xX x—+o00 \z—+oco I r——+0o0

1 AL 1
1= lim 1= lim z-— # lim (lim )x— lim 0-2=0

(tady to vypada zfejmé, ale vézte, Ze uz jen nenapsani zdvorek Casto vede

nestaci k predejiti chyby.)

Pti dosazovani ve spojitosti musi limita zmizet. Nelze dosadit jen za cast
vyrazu a pocitat limitu dal.

. . 1 Spoj. 1 .
l=liml=limz-— # lim0-— = lim0=0.
z—0 x—0 x z—0 x z—0
6Toto je také ditvod pro¢ nedefinujeme co-0, protoze misto 1 v této rovnici mize byt libovolns
konstanta.
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Céstecné limiténi mé ¢asto za nésledek ignorovani toho, ze 1% neni defino-
vano (na coz se Casto zapomind):
1\ " Spoj.
e= lim (14— # lim (140)"= lim 1=1.
n—-+o0o n n—-+400 n—+00
Kdybychom dosadili za vSechna n, tak dostaneme (1 + 0)*°. To ale neni
definované, coz nas varuje, Ze musime pouZzit na vypocet néco jiného (zde si
vzpomenout na zndmou limitu).

Dil 5: Asymptotické hratky

Mozn4 jste si vSimli, ze pokud pocitate limitu podilu dvou polynomii v nekone¢nu,
tak se staci divat pouze na ¢leny s nejvyssi mocninou. Obdobné pokud budeme
pocitat jejich limitu v 0, tak se staci divat na cleny nejnizstho radu.

I v dalsich limitach se nam cCasto stava, ze s¢itdme nékolik vyrazi, z nichz jen
jeden je ziejmé ,nezanedbatelny . Také se Casto hodi védét, podil kterych vyrazi
je 0o, kterych 0, pripadné podil kterych vyrazu je konecny. K tomu si zadefinujeme
nésledujici znaéenﬂ (f(x) a g(x) jsou n&jaké vyrazy/funkce v proménné x a g je
zkoumany bod, tedy bod, ve kterém napt. déldme limitu, nejéastéji +oo nebo 0)

f(z) € O(g(x)), neboli f je asymptoticky ohranifena g shora (nékdy také f
je asymptoticky nejvyse g nebo f je az na konstantu nejvyse g) tehdy, kdyz
existuje néjaké prstencové okoli bodu zy a nenulova konstanta C' tak, ze na
tomto okoli je | f(z)| < |C - g(z)].

f(z) € Q(g(x)), neboli f je asymptoticky ohranicena g zdola (nékdy také f
je asymptoticky alespon g nebo f je az na konstantu alespon g) tehdy, kdyz
existuje néjaké prstencové okoli bodu zy a nenulova konstanta C' tak, ze na
tomto okoli je |g(x)| < |C - f(x)]. Coz je vlastné totéz jako g(x) € O(f(x))
(nerovnici vydélime C).

f(x) € ©(g(x)), neboli f je asymptoticky ohrani¢ena g z obou stran tehdy,
kdyz existuje néjaké prstencové okoli bodu xgy a nenulové konstanty Cy,Cs
tak, Ze na tomto okoli je |Cy - g(z)| < |f(z)| < |Cy - g(z)].

Tedy ©(g(x)) = O(g(x)) N QAg(x)).

f(z) € o(g(x)), neboli f je asymptoticky ohranicena g shora ostie (¢asto také
znatime f(z) < g(x)) tehdy, kdyz pro libovolnou nenulovou konstantu C
existuje prstencové okoli bodu z tak, ze na tomto okoli je | f(x)| < |C-g(z)|.

f(z) € w(g(x)), neboli f je asymptoticky ohrani¢ena g zdola ostre (¢asto také
zna¢ime f(z) > g(x)) tehdy, kdyz pro libovolnou nenulovou konstantu C
existuje prstencové okoli bodu xg tak, ze na tomto okoli je | f(x)| > |C-g(z)].
To je vlastné totéz, co g(x) € o( f(x)).

"Tzv. Landauova notace, https://cs.wikipedia.org/wiki/Landauova_notace


https://cs.wikipedia.org/wiki/Landauova_notace
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Zjednodusené O, ) je néjaky horni a spodni odhad toho, jak funkce ,roste*
s tim, ze funkce muze rist i stejné. © pak rika, ze presné tak funkce opravdu
roste. 0 a w Fikd, ze funkce roste pomaleji/rychleji nez néjaka jind, tedy napriklad
kdyz budeme mit limitu jejich podilu, tak bude 0, respektive nebude konec¢n4.

Uloha 1 [1b]: Ukaz, Ze pro g, které nenabjvd nuly na néjakém okoli vysetrovaného
bodu, je na takovém okoli turzeni ,existuje nenulové C takové, Ze |f(x)| < |C -
g(x)| “, totéz, co ,existuje nenulové C takové, Ze |f(x)| < |C - g(x)|“. (Tedy Ze
f(z) € o(g(x)) ndm nestaci definovat jako existuje konstanta C a okoli, na kterém
[f(@)| <|C-g(z)].)

Zde bych chtél upozornit na dvé véci. Za prvé velmi zalezi na xg. Speci-
alné funkce, které jsou asymptoticky vétsi v nekoneénu, ¢asto (ne vzdy) byvaji
asymptoticky mensi v 0. Zaroven asymptotické odhady neberou v potaz ani zna-
ménko ani konstanty, tudiz pokud ndm vyjde napiiklad (za chvili budeme pocitat

s témito odhady v limitach) lim, %, tak sice vime, Ze limita nebude neko-

necno nebo nula, ale nevime ani, zda bude existovat (% se muze pohybovat

libovolné mezi Cy a Cs z definice). Stejné tak lim, o % miZe existovat (a pak
mize byt +00), ale také nemusi, napr. lim,_, o ﬁ

Samozfejmé plati, ze kdyz f(z) < g(z) < h(z), tak f(z) < h(z). Pro kladna
realnd ¢isla a < b a 1 < ¢ < d plati tzv. rastova skala

T <) <1< n(z) <« () €« 1 < ¥ € P < d” € x) € 2

pro z jdouci do nekonecna a

dxrtglcr e

pro x jdouci do nuly.

Problém 2: S nasimi znalostmi uzZ jisté zvlddneme nekteré tyto ,nerovnosti®
dokdzat. Zkuste to!

O(g(x)), Qg(x)), ©(g(x)), o(g(x)) a w(g(x)) jsou vlastné tiidy (,skupiny*,
ymnoziny “) funkci, ale my je budeme potkévat ve vyrazech a tam se na né budeme
divat jako na misto, kam lze dosadit libovolnou funkci z této tiidy. Casto se také
v f(z) € O(f(z)) a podobné misto ,€* pie ,=*.

Tedy pii vySetfovani{ x jdouctho do nekoneéna (Casto pséno jako x — o0)
mizeme psat napifklad (€ znad¢i ndleZeni, neboli zde, Ze levou stranu lze dostat
dosazenim konkrétnich funkci z danych mnozin, C znac¢i podmnozinu, tedy ze
vSechny dosazeni vlevo funguji i vpravo)

x2 + €% — 36sin(z) c O(x?) + O(e®) — O(36sin(x)) c 0(2%) + O(e”) — o(x)
>+ 1 6@ +0() 9+l

ProtoZe za O(f(x)), Q(f(x)), O(f(x)) muzu zfejmé dosadit piimo f(z). Obdobné
protoze 2% € 0(2%), tak za o(2%) lze dosadit cokoliv z O(z?), atd.
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Obecné si dokonce muzeme rozmyslet, ze pokud f(z) € o(g(z)) a g(x) €
O(h(z)), pak O(f(x)) C o(g(z)) C o(h(z)). Obdobné pro ? a w.

Jak tohle ale vyuzijeme k vypoc¢tu limit? To, Ze funkci nahradime obecnéjsi véci
nam samotné nijak nepomuze. Pojdme se ale vratit k puvodni motivaci. Chceme
umét zanedbat mensi ¢leny. K tomu se hodi védét, jak se nové zavedené symboly
s¢itaji a nasobi konstantami, abychom mohli mensi cleny ,srazit* do jednoho.
A jak funguji v limitéch.

Prvni, co nas jisté mize napadnout je, ze kdyz libovolnou funkci vynasobime
nenulovym redlnym ¢islem, tak se tiidy, do kterych patfi, nezméni. Jen se zméni
konstanty a okoli, které pouzijeme v definici. Mame tedy (pro a redlné nenulové)

a-o(g(x)) =o(g(x)),  a-w(gr))=wlg(@)).
Kdyz navic budeme pfedpokladat, ze f(x) € O(g(x)) a g(z) € o(h(x)). Vime
O(f(x)) + O(g(x)) = Olg(x)),  o(f(x)) +olg(x)) = olg(x)),
O(g(x)) + ©(h(z)) = O(h(x)),

Qg(@)) + Q(h(z)) = Uh(z),  wlg(z))+w(h(@)) =w(h(@)).
Ted uz chybi jen limity (zo je zkoumany bod):

o) o olf(a)
B Q(f ()~ 1Oh specdn i Try =10
o) o
xli>nr10 OJ(f(CE)) _{0}7 m1~>x0 (1) {O}

Pokud si navic ozna¢ime O (f(x)) funkce z O(f(x)), které jsou na dostatecném
okoli zkoumaného bodu kladné, a podobné pro dalsi zavedené symboly. Potom

e Q@)
=tk I @)

lim wt (1) = {+o0}.

xrT—rTo

— (s},

Uloha 3 [2b]: Pro¢ neplati obecné Q(g(z)) + Qh(x)) = Q(h(z))? Vidyt soucet
funkci, musi rist alespon tak jako jednotlivé funkce. Nebo ne?

Problém 4: Rozmyslete si, proc¢ tyto vlastnosti plati, a pokuste se to formdilné
ukdzat.

Problém 5: Jak funguje ndsobeni?
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Pojdme se nyni podivat na priklad

. 25 + 8zt + 228 + 522+ + 10
L= lim _
eofoo Tad —dat 4 2% — 102 — 1
nejprve nahradime funkce, které chceme zanedbat, nasimi symboly:
Le lm T F80( +20(a%) +50(2?) + O(x) + 100(1)
r—+00 T — 40($4) + O(IQ) 7 100(1,) — 0(1)

:£2

nasledné se zbavime konstant a z rtstové skaly secteme:

Co = lim 2° 4+ O(z*) + O(2®) + O(2?) + O(z) + O(1) _ lim z® + O(z?)
2T 25 Txd 4+ O(24) + O(22) + O(z) + O(1) zotoo T2P + O(24)

7Z ristové skaly zaménime O za o a dopocitame:

5
i 2 +o(x®) sy . 1+ o) L 14 {0} 1
L 1 — = 1] A .
2 C w%lrfoo Txd + 0(335) z%lrfoo 7+ O(L;) 7+ {O} 7

Takze vime, ze limita (L) je v mnoziné obsahujici pouze 2, tedy musi byt rovna
) 7
%. Neptesné (ale ne nutné $patné, jen neformélné) miazeme psit

3 0([;5
by T F8a 42 4 St ve 10 1+ D 140 1
im = lim = =-.
z—too  Tad — 4t + 22 —10x — 1 eotoo g 0@ T4H0 7

Uloha 6 [3.5b]: Spocitejte ndsledujici limity pomoci prdvé zadefinovanygch sym-
bolii:

5at + 223 . 825 + 222 . bzt 4273 o 8z 4222
im ——— im —— im ———— im ————
z=+oo 3z 4+ 1024’ z—4oo 22 4 Hrd’ 2—0 3z + 1024’ =0 2 4+ 5t
. Vi —nm—z o Vr—=3-1 o Va3 —27+3
lim ————~ lim Y, lim ————— .
r—+00 €T r—4 ((E — 4) x—0 xX

Uloha 7 [1b]: Spocitejte

. 2" +42.2% 4+ e-log(z) + T + 100 - sin(x)
im . .
T——+00 61%30:1: 4 21000

Uloha 8 [5b]: S pouzitim tzv. Taylorovy fad pro sinus v bodé 0 vypocitejte:

iy 2) _ @2 sin(e —
lim 7 im sin(6z%) — 6z N 36 lim sin(x 42).

sin(z) —x
3 10 e !
z—0 T z—0 T x z—42  x — 42

8Taylorova fada je takovy obecny postup, jak odhadnout funkci pomoci polynomu. K jejimu
spocitani je vSak nutné znat, co je to derivace, takze se tu s ni vic zabyvat nebudeme. Vice
o Taylorové radé najdete na https://cs.wikipedia.org/wiki/Taylorova_%C5%99ada, ale pozor,
ne u vsech lze ,zbytek fady“ nahradit o(z") jako zde.


https://cs.wikipedia.org/wiki/Taylorova_%C5%99ada
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Taylorova Tada pro sinus v bodé nula vypadd ndsledovné

3 5 7 x2k+1

x x T
nrezr— o - et 2k+2Y _
SIMT €T = ot s Ty 2_..._(2k+1)+0(x )

k L2l

EZ: 2n [CIES] + o(x*7*2), pro libovolné k prirozené,

Informaticky koutek

S O, Q2 a O se spiSe nez v matematice setkavime v informatice, kde se pouzivaji
k popisu casové a pamétové slozitosti algoritmﬁﬂ Tyto slozitosti jsou udavané
jako funkce velikosti vstupu (n)[/]

A jelikoz se velmi lisi, jak rychle ktery pocitaé pocita / jak velkou ma pamét,
tak nemé moc cenu koukat na konstanty. Navic pro mald data vét$ina algoritmi
sebéhne okamzité, zajimaji nés hlavné vétsi vstupy. Tedy je tu idedlni pouzivat
asymptotickou slozitost.

Konkrétné pomoci O vétsinou odhadujeme, jestli algoritmus pobézi dostatecné
rychle. Pomoci Q2 dokazujeme, Ze je nas algoritmus nejlepsi moinyE] Nakonec ©
popisuje realné (O je pouze horni odhad) jak bézi algoritmus.

Je vsak tfeba mit na paméti, ze jsou to pouze asymptotické algoritmy a muze
se stat, Ze linearni algoritmus (O(n)) si povede na béznych datech (n < 10%°)
daleko hiife, nez algoritmus s ¢asovou slozitost{ O(nlogn).

Jidds; |jonas .havelka@volny.cz
e-mailovd konference: nekonecna@mam.mff.cuni.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka

00 ?

-—'
. o0

e

9V informatice se tyto pojmy implicitné uvazuji v bodé +oo.

10Casov4 slozitost je maximalni (pfes vSechny vstupy velikosti n) pocet instrukci, které algo-
ritmus provede.

U Napiiklad sefazeni prvkii porovnavanim a prohazovanim je Q(nlogn), ale algoritmy na
sefazeni samoziejmé mohou mit libovolné velkou casovou slozitost.


mailto:jonas.havelka@volny.cz
mailto:nekonecna@mam.mff.cuni.cz
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Téma 6 — Rist monokrystali

Do tématka o ristu monokrystalt jste se vrhli po hlavé a zaslali ndim mnoho
zajimavych prispévkiu. TTi z nich si muzete precist v tomto Cisle a na dalsi se
muzete tésit v ¢isle pristim. VSem autorim dékujeme!

P¥iprava monokrystali 12b
BeMM Mikulds Smrcka

Priprava monokrystalt je relativné zajimavé téma. Pii piipravé musime hledét
na pomérné dost faktora: teplota, material, prostredi, pri nékterych metodach
i atmosféra a samozrejmé také metoda, pomoci které budeme nas krystal rist.

Metod je hned nékolik a vsechny, které znam, si tu kratce, ale presto dostatecné
predstavime.

Rist z roztoku
Pt¥iprava:

Riust krystalt z roztoku je pomérné dobie popsan v zadani, ale presto ho zkusim
popsat svymi slovy a sepsat néjaké vyhody, nevyhody a postrehy, které jsem pri
vyuzivani této metody objevil.

Ze vseho nejdriv potrebujeme poradné nasyceny roztok s materidlem, ktery
jsme si vybrali. J& osobné jsem zvolil siran draselno-hlinity.

Porddné nasyceného roztoku dosdéhneme tim, Ze do rozpoustédla (vody) nasy-
peme pomérné velké mnozstvi naseho materidlu (v tomto piipadé byl v praskovém
stavu) a za¢neme michat. A michdme, michdme, michdme a michat nepfestdvame.
Stale nepfestavame az najednou prestaneme po takovych 10-15 minutdch velmi
intenzivniho michani. Roztok nechdme do druhého dne v klidu nékde odloZeny,
druhy den se opét vratime k michani a budeme michat a michat, myslim, ze do-
stavate predstavu o tom, jak se nasycuje roztok. Treti den postup zopakujeme
a ¢tvrty den prefiltrujeme néas roztok tak, aby tam nezbyl zddny nerozpustény
materidl. Filtrovat muzeme bud pres kdavovy filtr nebo treba roztrzeny pytlicek
od caje, zalezi jen na nas. Nadobku s roztokem odlozime na néjaké odlehlé misto
a nechame par dni v klidu krystalizovat. Po par dnech najdeme nadobku s roz-
tokem a spoustou krystali vsude po plose sklenicky. Velkd vétsina krystalt bude
srostla s jinymi a nebo budou z jinych primo vyrtstat dalsi krystaly, ale pokud
mate dostatecné stésti, tak najdete i chudacky osamocené krystaly. To jsou mo-
nokrystaly a pfesné ty hleddme a potfebujeme pro to, abychom je vyuzili jakozto
zarodek pro rust vétsiho, lepsiho a obecné uzasnéjsiho krystalu.

Dobry a pouzitelny monokrystal, jakozto zarodek, pozname tak, Zze z ného
opravdu, ale opravdu neroste dalsi krystal, je prusvitny a bez viditelnych praskli-
nek. Pokud jste takovyto krystal nasli, tak skvéle a mtzete ho vyndat z roztoku
a poradné osusit, aby vam roztok na krystalu nezaschl a nezdeformoval ho.
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Veétsi, lepsi a obecné tzasngjsi krystal udélame velmi podobnym zpisobem.
Budeme opakovat pripravu presyceného roztoku. Tudiz budeme michat, michat,
michat a jesté vic michat. Po dalsich trech uplynulych dnech vlozime nas krasny
a jedinecny monokrystal do roztoku a opét odlozime roztok na néjaké klidné misto,
aby ho neohrozovaly otfesy, zmény teploty a dalsi zlé véci.

Po dalsich par dnech se muzete plni nadéji vratit ke svému roztoku a doufat, ze
budete mit poradné velky a krasny monokrystal. Je ovsem pomérné velkd Sance,
ze se vam sny zhrouti. Ale pokud maéte stésti, tak objevite velky, lepsi a obecné
uzasnéjsi monokrystal, nez byl ten, ktery jste pouzili jakozto zarodek. V tomto
pripadé gratuluji k vasemu tspéchu a muzete se jit pochlubit svym kamaradiam,
ze mate vétsi krystal nez oni.

Vyhody:

Roztok se da snadno pripravit doma za pomoci naptiklad soli ¢i modré skalice
a néjaké obétovatelné nadoby. Nepotrebujete zddnou nédro¢nou a drahou techniku
jako u jinych metod.

Nevyhody:

Tato metoda je pomérné ¢asové narocna a muzete ji vyuzit jen u néjakych ma-
terial. Také za vétsi mnozstvi casu dostanete mensi krystal a kazdy vi, ze ¢im
vétsi, tim lepsi. Také je pomérné snadné si pokazit vysledek a mizete selhat jen
kvuli moc velkému dupdni v mistnosti nebo moc nahlas pusténému Michalu Ho-
rakovi.

Czochralského metoda
Ptiprava:

Co budeme potiebovat? Vysoce ¢istou taveninu materialu, ktery budeme vyuzi-
vat. PTi této metodé se rostou primarné monokrystaly germania, kiemiku nebo
wolframu.

Tak feknéme, ze si zvolime kiemik. Dale budeme potrebovat médénou mis-
tiékdﬂ7 zarodek naseho materialu, specidlni pec a pomérné dost casu.

Asi uz jste poznali, Ze tato metoda se vyuzivd prumyslové nebo ve vyzkum-
nych laboratorich, které se zabyvaji riistem monokrystali. Takze to neni néco, co
budeme moct uskutecnit sami doma, pokud si v matraci neschovavate par miliéni
a nejste ochotni je utratit za pec.

Ted uz k samotnému rustu krystalu.

Nejprve si pripravime vysoce ¢istou taveninu kfemiku a to tim, ze vlozime
vysoce Cisté polykrystaly kifemiku do vySe zminéné médéné misticky, ktera se
nachézi ve vysSe zminéné drahé a Spatné dostupné peci. Pec se necha nahrat na
teplotu tdni naseho materidlu, abychom dostali taveninu. A mezitim je médéna
misticka zespodu chlazena, aby nam vznikal Leidenfrostuv efekt a tavenina se

12Pozn. redakce: pro riist kiemiku se nepouziva médény kelimek. Jaky kelimek byste pouzili?
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nedotykala misticky a také aby se nam misticka neroztavilaE Poté, co mame pri-
pravenou taveninu, tak pomalu za¢neme ponotovat zarodek naseho monokrystalu
pomoci lanka na hrideli. Nasledné za¢neme zarodek velmi pomalu tahat z tave-
niny tak, aby se tavenina na zarodek stihla zachytit a vytvorit monokrystalickou
miizku. Poté, co se toto vydafi, zapneme automatizovany program, ktery se po-
stard o rychlost tahani, rotace, atd. Po alespon dnu se vratime zpét do laboratore
a najdeme tam monokrystal, pravé treba kremiku.

Monokrystaly kfemiku jsou velmi dulezité pro veskera elektronické zarizeni,
vzhledem k tomu, Ze to jsou polovodice, tak se z nich vytvareji ¢ipy do pocitacu.
Vyroba funguje nasledné: krystal se rozfeze na jednotlivé velmi tenké disky, které
jsou ndsledné vylestény na molekulové tirovni (takZe je z toho dokonalé zrcadlo)
a Cipy a mikrocipy se na tento disk natisknou. Je také zajimavé, ze kvalita pro-
cesoru se lisi kus od kusu pravé diky témto monokrystalim — ty, které jsou lépe
nalesténé a lépe vyrostlé, jsou lepsi a pro priklad se lépe taktuji. I kdyz vsechny
procesory stoji stejné, tak kazdy je jinak kvalitni.

To uz jsem ovsem odbéhl od tématu. Vratme se tedy zpatky k Czochralského
metodé. Nyni jsou na fadé vyhody a nevyhody.

Vyhody:

Pro rist materidli s nizsi tavnou teplotou je tato metoda idedlni. Je relativné
jednoduchd a d& se celkem snadno vyuZit pro prumysl, kde se diky ni rostou az
nékolikametrové monokrystaly.

Nevyhody:

Krom toho, ze kdyz je cely systém chlazen, tak to vydava nesnesitelny ramus,
tak je tato metoda pravé pouzitelnd a uziteCna jen pro materialy s nizsi tavnou
teplotou. A to pravé kvili médéné misticce. Kdyz teplota v peci prekroc¢i urci-
tou teplotu, tak i prestoze je misticka zespoda chlazend, tak se zacne misit méd
s taveninou, ktera je potfeba co nejcistsi. Tudiz jsou dvé varianty, bud udélat
misticky z jiného materidlu nebo prejit k jiné metodé. Prvni varianta by se velmi
prodrazila, protoze je zde pouzitelna jen platina, a platinovd misticka je jen na
jedno pouziti a je pekelné drahd (az nékolik miliént za kus). O druhé varianté si
néco povime za maly okamzik.

Floating Zone Method

Pt¥iprava:

Floating zone method neboli metoda plovouci zény je provadéna pomoci svétla
koncentrovaného na jedno misto mezi taveninou a zarodkem monokrystalu. Jsou
zde pouzitelné bud velmi silné zarovky, které se soustredi na jedno misto pomoci
obloukovych zrcadel, nebo laserové diody, které také sméruji na jedno exaktni

13Pozn. redakee: toto je velmi specidlni realizace Czochralského metody. Primyslové se zahiiva
tavenina i s kelimkem a k Leidenfrostové efektu nedochézi.
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misto. Pomoci této metody se vyrabi monokrystaly, které by potirebovaly vétsi
tavnou teplotu, kterou by médéna misticka jiz neustdla. Zde si popiseme ptipad,
kde vyuzivame pec s laserovymi diodami.

Nejprve si musime pripravit taveninu, ktera se zde vyrabi pomoci prasku na-
Seho vybraného materidlu. Prasek ddme do trubicky a nasledné ho pfes noc ne-
chame stlacit, tak dvé tuny vahy by mély stacit. Prasek by se ndsledné mél zahiat,
aby se z néj stal jeden kus a byl tavitelny laserem.

Poté, co mame pripravenou taveninu i zarodek naseho monokrystalu, vse radné
vlozime do pece. Zarodek se zavési pomoci platinového dratku ze shora pece na
posuvnou ¢ast a samoziejmé se také musi vycentrovat, aby nevisel nakiivo. Po-
dobnou véc udélame i s budouci taveninou, akorat ze ta bude uchycena na dalsi
posuvné c¢asti, kterd se nachazi dole. Poté se celd tato aparatura s posuvnymi
Castmi uzavie do sklenéné tuby a celd pec se zavre.

Od této chvile se bude jiz vSe ovladat pomoci pocitace.

Pomoci kamery a ovladacu priblizime zarodek a taveninu a zaCneme nastavo-
vat laserové diody na taveninu. Poté, co tohle vSechno méme zafizené, zapneme
zahiivani lasert. Postupné budeme zvysovat laserovym dioddm procentudlni vy-
kon. Poté, co budou tavenina i zarodek rfadné nazhaveny a bude to vypadat, ze
se roztecou, tak je k sobé priblizime a pokusime se je spojit. Pokud se ndm to po-
dafi, tak jako u Czochralského metody jiz jen nastavime rychlost rotace a tdhnuti
naseho zarodku smérem od taveniny.

Po dni se muzeme vratit zpatky do laboratore k peci a kochat se krasnym
krystalem, ktery nam vznikl.

Vyhody:

Neni zde tfeba médéné misticky, takze tu je vyssi teplotni limit, tudiz pristup
k vice materialam.

Nevyhody:

Obecné mi tato metoda prijde naro¢néjsi nezli Czochralského metoda. Hluk je
zde taky a prijde mi, Ze priprava taveniny je zde tézsi.
Zavér

Timto jsem vam tu popsal vSechny tfi metody ristu monokrystali, které znam,
a popsal jsem jejich vyhody a nevyhody, které jsem u nich nasel. Je dosti pravde-
podobné, Ze jsem néco vynechal. Jinak u vSech t¥{ metod jsem si néco vyzkousel
a fyzicky jsem byl u velmi zrychleného rtistu monokrystaltl pravé témito meto-
dami.

Monokrystaly jsou samoziejmé pomérné dulezita soucast nasich zivott, i kdyz
o tom sami ani porfadné nevime a neuvédomujeme si to. Jsou kolem nas, v nasich
kapsach, pred nasima oc¢ima, ¢i i u nds na ruce. Diky nim mame elektroniku
a spousty dalsich uzite¢nych veéci.

Také bych vsem doporucil si vyzkouset vyrust krystal alespon z roztoku, je to
velmi nendrocné a vysledky jsou velmi uspokojivé.
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Omlouvam se za mizernou kvalitu fotek. Bohuzel nemam kvalitni fotak, kterym
by to slo dostatecné dobte vyfotit. Jinak monokrystaly jsou 1-2 mm velké. A budu
je dale pouzivat jako zarodky pro vétsi, lepsi a obecné izasnéjsi monokrystaly.
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Metody pripravy monokrystalii 11b
Mgr™MV Lida Vivra

Metod vyroby monokrystalu je mnoho. Kazdé z nich mé ur¢ité vyhody, nevyhody
a situace, kdy se hodi vice nez ostatni. Metoda horkého dratu, metoda VLS,
metody rustu gelu, z roztoku, ¢i Stockbargerova metoda, Bridhmanova metoda,
Verneuilova metoda, Czochralského metoda. . .

J4 se ovéem zaméfim na metodu Czochralského. Casto se pouziva, pii priimys-
lové vyrobé monokrystali kiemiku, germania a arsenidu gallitého. Jeji podstatou
je roztavend velmi Cistd latka, ze které se ,taha“ monokrystal. Pro funkcnost
této metody je velmi dilezita cistota. Jak okolntho prostiedi, tak i samotného
materidlu, ktery se pouziva. V pripadé monokrystali kfemiku je to velmi Cisty
polykrystalicky kiemik.

Jak funguje vlastné vyroba?

Pred zacatkem procesu vyroby monokrystalu je nutné pripravit si polykrystalicky
kemik (¢ jiné 1l4tky) do kiemenného kelimku. Uz tento krok je slozity, jelikoZ je
béhem néj nutné, aby se ke kfemiku nedostaly zadné necistoty, stejné tak jako je
zapotiebi, aby se minimalizovala sty¢na plocha kfemiku a kremenné nadoby. Né-
kdy ovsem chceme, aby kiremik ,nebyl saim*, a proto mizeme ke kifemiku pridavat
dodatecné latky, které ovlivni jeho vlastnosti a zajisti takové, jaké pozadujeme.
Tomuto fikdme legovani.

Tim to vsak nekonci. Pripravili jsme si smés, ale jesté jsme nezacali vyrabét.
Pro zac¢atek vyroby kiemiku za¢neme tim, Ze kiemenny kelimek s kfemikem (a pii-
padnymi pfidanymi latkami) vlozime do grafitového kelimku a to celé do zatizeni
zvaného tazicka. V tazicce se roztavi kifemik pomoci topidla, které je casto elek-
trické a samo dosahuje teplot az 2000 °C a roztavi kfemik. Do roztoku se nésledné
vlozi zarodecny monokrystal a tak zacind monokrystal rist. Jak monokrystal po-
malu roste (okolo 5-150mm za hodinu), taha se nahoru (pomoci tazicky, kterd
se pravé diky tomu tak jmenuje) a otdéi se s nim, aby byl zajistény rovnomeérny
rust. Jak monokrystal vytahujeme, postupné dortstd vespod v roztoku. Pro do-
konale ¢isty krystal musime konstantné pfivadét inertni plyn (napiiklad argon),
ktery zamezuje vzniku necistot a oxidaci kfemiku na sténdch kfemenného kelimku.
Stejné tak je dilezity i neustdly privod vody, kterd chladi komoru, ve které krystal
vznikd. Neméné dulezity je i neustdly prikon pristroje.

Na konci tohoto procesu ziskdme velky, ¢isty monokrystal s ndmi chténymi
vlastnostmi (fikdme mu ingot). Tato metoda je tedy velmi vhodnd, pokud chceme
ziskat velky monokrystal s vlastnostmi, které presné chceme. Mezi jeji vyhody
patii moznost ovliviiovat pramér a velikost krystalu rychlosti jeho vytahovani
a velmi Cisty monokrystal. To ovSem stoji néjakou cenu, a tou je nutnost velmi
Cistého prostredi a tazicky, stejné tak jako neustaly pritok chladici vody, inertniho
plynu a neustaly privod elektfiny. Krom toho jsou kifemenné nadoby na jedno
pouziti a po vyrobé monokrystalu se zdeformuji ¢i znici.
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Dalsi metody jsou stru¢né uvedeny zde: https://csacg.fzu.cz/func/viewpdf.
php?file=2000_1Ruzicka.pdf

Zdroje:

https://csacg.fzu.cz/func/viewpdf .php?file=2000_1Ruzicka.pdf
https://cs.wikipedia.org/wiki/Czochralsk’C3%A9ho_metodal
https://www.wikiwand.com/cs/CzochralskyC3/%A9ho_metoda
https://oenergetice.cz/technologie/polovodice-pn-prechod-vyroba-polovodicu

http://materialovaveda.blogspot.com/2011/07/kde-se-bere-monokrystalicky-kremik.html

Experimentalni vyroba krystalu
Teorie a Uvod:

Rozhodl jsem se vypéstovat krystal z roztoku soli. Zvolil jsem nasyceny solny
roztok a nechal jej krystalizovat. Snazil jsem se o co nejrychlejsi krystalizaci, tak
jsem oddélal viko nadoby. Diky tomu jsem se poucil ohledné necistot a jejich vlivu
na vznik krystalu. Zacaly mi vznikat nepravidelné nebo divné krystaly. Tak jsem
pouzil vicko, které umoznovalo sice minimalni prichod vzduchu, ale na druhou
stranu zabranovalo vstupu prachu a dalsich véci do roztoku, na kterych by krys-
taly mohly zaéit rust. Jelikoz jsem experiment necilené zacal (délal jsem to pro
zébavu) pred vydanim tohotﬂ zadani, tak jsem nedodrzel a ani nevyuzil mnoha
rad. Snazil jsem se o konstantni teplotu, tak jsem dal roztok do skfinky, ovsem
nasledné mi prislo, ze to trva moc dlouho, tak jsem to dal k radiatoru. Az pozdéji
mi doslo, jak teplota ovliviiuje krystalizaci. Béhem pobytu roztoku u radiatoru
vzniklo hodné malych krystalkt a i nepravidelné krystalky. Necilené jsem béhem
vétsiny krystalizacni doby znacné eliminoval otfesy, jelikoz skiinka, ve které byl
roztok a nadobka, je dost daleko a v dobré pozici tak, ze se moc netfese.

Vysledky

Dospél jsem k mnoha pomérné malym krystaltim. Nejvétsi byly okolo 0,5 cm velké.
Mnoho jich bylo okolo velikosti 3 mm a téZ se jich hodné vykrystalizovalo do po-
doby malych krystalk. To si myslim, ze je kvili tomu, jak jsem dal nadobu
s roztokem k radiatoru a kolisala teplota. Krystaly se mi jinak hodné libi, hlavné
jsou na okrajich krasné priihledné a jde na nich vidét, kdy jsou jako monokrys-
taly a kdy jsou z vice krystalizacnich jader (to jsou pak takové spojené do sebe,
morfované). Téz jsem omylem diky necistotdm ze zacdtku vyrobil i par krystald,
které byly ,zakalené“ a nejde pres né vidét.

MPozn. redakce: mysleno zadani Velkého problému 3 z &isla 28.2.


https://csacg.fzu.cz/func/viewpdf.php?file=2000_1Ruzicka.pdf
https://csacg.fzu.cz/func/viewpdf.php?file=2000_1Ruzicka.pdf
https://csacg.fzu.cz/func/viewpdf.php?file=2000_1Ruzicka.pdf
https://cs.wikipedia.org/wiki/Czochralsk%C3%A9ho_metoda
https://www.wikiwand.com/cs/Czochralsk%C3%A9ho_metoda
https://oenergetice.cz/technologie/polovodice-pn-prechod-vyroba-polovodicu
http://materialovaveda.blogspot.com/2011/07/kde-se-bere-monokrystalicky-kremik.html

30

Obrazek 5: Tady jde vidét, jak je ,,vnéjsi“ Cast pruhlednd a vnitini ,kalnd“. Téz tu
jde vidét krystal s vice krystalizacnimi jadry — vypada jako spojeni dvou krystali, které
srostly do sebe

Obrazek 6: Krystaly Mgr.™ Lidi Vavry

Zajimavosti z méreni:
e Zjistil jsem, ze krystaliim se nechce moc rtst.
e Mouchy maji z néjakého divodu rady solny roztok.
o Krystaly jsou fakt pékné, hlavné pod mikroskopem.

o Krystaly soli vypadaji jako takové ¢tverecky, které jsou jako kdyby z malé
zkalené vnitini krychlicky obalené prihlednou vnéjsi. Mtze to ale byt tim, ze
ze zaCatku krystalizovaly jinak (tfeba diky zméndm teploty u radidtoru) nez
pozdéji, kdyz byly za pomérné konstantni teploty ve skiince a bez otresi.

o Bavi mé divat se, jak rostou krystaly.

o Krystaly rostou fakt pomalu.
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Monokrystaly 11b
Be.MM Ondrej Popousks

Problém 1

V pfirodé se jen nékteré latky vyskytuji ve formé monokrystalt (napf. diamant,
oxid kfemicity). Monokrystal, zejména monokrystal kiemiku, se pouzivd na vy-
robu ¢ipt (v dnesni dobé je kiemiku nedostatek) a vyrobu fotovoltaickych panel,
kde se pouziva monokrystalicky nebo polykrystalicky kfemik.

Rozdil mezi monokrystalickym a polykrystalickym kiemikem

Monokrystalicky fotovoltaicky ¢lanek je vice Géinny na primém svétle (nejvice
v 1ét€) a ma delsi zivotnost. Polykrystalicky fotovoltaicky ¢lanek ma nepatrné vétsi
uéinnost pii rozptyleném svétle (pii nepiiznivych svételnych podminkach).

Pouziti monokrystalu

Monokrystal ma jiné fyzikaln{ vlastnosti nez polykrystal. Tahle vlastnost se na-
ZyVa anizotropiﬂ, ktera urcuje zavislost urc¢ité veli¢iny na volbé sméru. Anizot-
ropii lze ale vidét i u polykrystal, jenze je trochu zménéné (potlacend). Protoze
polykrystal mé hranice zrn a priprava polykrystalu probiha napf. vémlcovéni1rd§|7
tak vznikd jista deformace v jednom smeéru.

Problém 2

Prvni metodu vyroby v roce 1916 objevil Jan Czochralski, polsky chemik.
Omylem psaci pero ponoril do kelimku s roztavenym kovem. Po vytahnuti zjistil,
ze na konci Spicky vznikl materidl s monokrystalickym charakterem. Jeho metoda
byla pozdéji zdokonalena tak, ze proces probiha v pristroji — tazicce, v uzaviené
peci s velmi presnou regulaci teploty. Nejprve se roztavi latka v kelimku, ktery
se toc¢i. Kelimek musi byt schopen vydrzet vysoké teploty. Pod kelimkem protéka
voda, aby latka byla Cistd, a ochlazovanim dna kelimku dana latka levitujeﬂ Po
dosazeni spravné teploty latky se zarodek ponoti do taveniny na lanku nebo hri-
deli. Zarodek je monokrystalicky ve tvaru valce o polomeéru priblizné 0,5 cm@ N&-
sledné se za¢ne velmi pomalu vytahovat zarodek pti otaceni v protisméru rychlosti
nékolik milimetri za hodinu. Kvalita krystalu je zavisld na rychlosti vytahovani
krystalu. Nasleduje proces chladnuti.

15Pozn. redakce: anizotropie nenf nova, zvlastni fyzikalni vlastnost. Je to spiSe jev zavislosti
fyzikalnich vlastnosti na sméru, ve kterém je mérime.

16Pozn. redakce: vélcovani nespadé piimo do procesu piipravy polykrystalu. Je to spiSe me-
toda, jak zlepsit fyzikalni vlastnosti jiz pripraveného polykrystalického vzorku.

17Pozn. redakee: to je velmi specidlni piipad pouziti Czochralského metody, vétsinou se zahiiva
tavenina i s kelimkem.

18Pozn. redakce: znovu, toto je specifické pouziti, bézné se primyslové rostou i mnohem vétsi
krystaly.
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Vyhody popsané metody:
o Relativné rychly rist
o Primyslova priprava velkych vzorkt

e Moznost kontroly procesu

Nevyhody:
e Moznost znehodnoceni krystalu kelimkem (necistota)
e Energeticky naro¢ny

Druha metoda vyroby je metoda floating zone (plovouci zéna). Byla vy-
nalezena Theuererem v roce 1962. Proces monokrystalt probiha v laserové nebo
optické peci, kde lasery nebo halogenové lampy sméfuji dokola na jedno misto.
Zacin se tavit zdrodek a prekurzor (latka, kterd bude krystalizovat). Jsou od sebe
vzdaleny nékolik milimetri a obé tycky se to¢i v opaéném sméru. Po roztaveni
se tyce spoji a vznika floating zone. V tento moment jsou obé tyce synchronné
posouvany doli. Tavenina se na puvodnim misté ochlazuje a nova floating zone
vznika o kousek vyse.

Osobné jsem si vyzkousSel v optické peci vyrobit monokrystal. Pokus byl ale
velmi zrychleny, proto vysledkem nebyl monokrystal.

Pod dohledem Frantiska Zajice jsem vyrobil prekurzor z Ce:YAG‘El a pak
v laserové peci se dodélal nas vysledny krystal, viz obrazek [7}

Obrazek 7: Krystal Be."™ Ondfeje Popovského

Vyhody:

Velice ¢ista metoda — krystal neni v kontaktu s zadnymi latkami kromé okolniho
plynu.

9Pozn. redakce: cerem dopovany yttrito-hlinity granét
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Velky problém 3

Vybral jsem si na vyrobu krystalu siran hlinito-draselny. Pripravil jsem si dikladné
umytou zavatrovaci sklenici. Naplnil vodu do sklenice a nasypal siran. Kazdé tii
hodiny jsem se sklenici zatfepal. Pokud jsem zpozoroval, Ze siran ve formé prasku
ubyl, prisypal jsem novy. Asi po 78 h jsem jiz nasyceny roztok prefiltroval a rozdélil
do 4 misek. Prvni miska byla v zahradnim domku (asi nejstabilnéjsi misto, ale
nejchladnéjsi), druhd v gardzi (méné stabilni teplota, ale teplejsi mistnost), tfeti
a C¢tvrtou jsem ulozil do mistnosti (nejméné stabilni, ale nejteplej${ mistnost).
Ale ¢tvrta miska byla uzaviena v plastové krabi¢ce s mensim pristupem vzduchu.
Pokus jsem peclivé pozoroval po dobu nékolika dnﬁm

Bohuzel jsem do misek nalil vétsi mnozstvi roztoku, proto se mi krystaly ne-
povedly, slily se do jedné vrstvy v podobé nékolik malych krystalt. Navic v za-
hradnim domku a v uzaviené krabicce se voda nestihla zcela vyparit.

Obrazek 8: Vysledek — miska ze zahradniho domu

Obrézek 9: Asi nejvétsi krystal velky ~ 4 mm

20Pozn. redakce: super napad, rust krystaly na riznych mistech, bohuzel vysledky nejsou
takové, aby slo rozumné porovnat, které misto bylo nejlepsi.
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Obrazek 10: Nasyceny roztok

Téma 7 — ZmensSené modely

I nadéale se muzete zamérit na vymysleni modela skuteéného svéta. Pripomindme
naméty od minula:

Problém 1: Jakymi zpisoby se v modelové Zeleznici mize chovat zrychleni? Lze
vérohodné nasimulovat jizdu lokomotivy do kopce?

Problém 2: Bylo by v néjakém prostredi ve stavu beztize mozné postavit model
slunecni soustavy, kde by planety skutecné obihaly diky gravitaci?

Problém 3: MuzZe ddvat smysl meénit jednotky v modelu nelinedrné, tedy jinak,
nez Ze zmensend jednotka je jen néjaky ndsobek ¢i zlomek té pivodni?

Pridédvame i nékolik tipu, na co se pii ndvrhu modelu zamérit.

Predstavujte si, Ze na svoji otdzku neumite odpovéd spocitat pfimo, a proto
se snazite postavit model, ve kterém muzete odpovéd zmérit a z toho pak odvodit
hodnotu pro skutecny svét.

Nejprve si zkuste vymyslet néjaky problém nebo otédzku, na kterou vas zajima
odpovéd. Muze to byt jedno ze zadani nebo vase vlastni otdzka. Napriklad: ,Jak
rychle pojede lokomotiva o urcité hmotnosti a vykonu do kopce s urcitym stoupd-
nim?“, Do jaké viysky nad podlahu vijtahu se clovek vznese, pokud vijtah zrychluje
z klidu do rychlosti 3m/s smérem doli s konstantnim zrychlenim 1,2¢“? Model
pak vymyslejte tak, aby z néj slo dostat odpovéd na vasi otazku.

Uloha 4 [3b]: Odpovéd na vijtahovou otdzku spoctéte. Jakou rychlosti clovék do-
padne na podlahu vjtahu?
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Pri samotném navrhu modelu se nesnazte byt vérohodni ve vSech moznych
parametrech. K ziskani odpovédi na vasi otdazku to nebyva potieba. Pti popisu
svého modelu se pokuste diskutovat alespon nékteré z nasledujicich vlastnosti:

e Konstruovatelnost: Jde model sestrojit? Jaka tskali to prinasi?

e Ucelnost: Odpovid4d model na vasi otdzku? Na jaké dalsi otdzky muze dat
odpovéd?

e Odchylky od reality: Co jste zanedbali? Proc¢ to nevadi, pripadné jaky to ma
vliv? Nebo naopak, jaké skutecné jevy zkresluji chovani modelu ve srovnani
se skute¢nym prubéhem experimentu?

Pavel; pavel . turinsky@matfyz.cz
e-mailovd konference: zmensovani®mam.mff.cuni.cz
pro prihldsent do konference napiste Pavlovi
odevzddvejte do odevzddvdtka
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