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Mili ¢tenari,

do rukou se vdm dostava 4. ¢islo 28. ro¢niku c¢asopisu M&M, které je prvnim
v tomto roce. Doufame, ze jste vsichni zdravi a zZe vas vanoc¢ni radovanky prilis
nepoznamenaly a vrhnete se na feseni problému a psani ¢lankt s obvyklou vervou.
V nékterych tématkach k tomu budete mit posledni moznost. Nezoufejte vsak, ze
byste méli v budoucnu malo prilezitosti, protoze timto ¢islem zacina nové tématko
o problematice modeli a modylk.

V nasem casopise nenajdete jen texty psané organizatory, ale i vami samot-
nymi. Tak si miizete piecist povedeny ¢lanek od Dr.MM Jiftho Kvapila, ve kterém
popisuje svij pokus o rist monokrystali. Urcité nevihejte a zkuste také néco
napsat.

Tésime se, ze vas potkdme na soustiedéni, které by mélo probéhnout 2. az 10.
dubna. Jeho pfipravy jsou jiz v plném proudu a urcité se mate na co tésit.

Vasi organizdatori

Téma 1 — Elektrické sit€...... ... . .. . 3l
TEMA 2 — OWATEC .. ..o\ttt ettt 1ol
Téma 3 — Lingvistika...........o i
Téma 4 — Pozoruhodné jevy v atmosfére...............................
Téma 5 — Nekonetna .............ooiiiiii e
Téma 6 — Rust monokrystal................... ... . ...

Téma 7 — Zmensené modely ............ ... .. i
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Zadani a reseni témat
1. deadline: 24. tnora 2022 | 2. deadline: 22. bfezna 2022
ResSeni odevzdana do 24. 2. se zapocitaji pro ticast na soustredéni.

Téma 1 — Elektrické sité

Tento dil je uplné poslednim tohoto tématka. Usli jsme dlouhou cestu, od jedno-
duchych elektrickych siti pres celkem tézkou matematiku az po perfektni Ctver-
covani. Dékujeme, zZe jste s takovym nadSenim fesili nase tématko. Dale bychom
vam chtély poskytnout seznam materialti, ze kterych jsme pri pripravé tématka
Cerpaly. Je to predevsim 2. kapitola knihy Modern Graph Theory, jejimz auto-
rem je Béla Bollobés, dale stranka http://www.squaring.net/, kde muzete vidét
rizna ¢tvercovani, a Pravodce labyrintem algoritmii od Martina Marese a Tomase
Vally, dostupny v elektronické podobé na adrese http://pruvodce.ucw.cz.

Vzorova reseni zbytku tloh 2. dilu
Uloha 2

Zadani:

Ukazte pomoci principu superpozice, ze libovolny proud siti, ktery je vysledkem
pritomnosti vice zdroju a stoku, lze ziskat skladanim proudi prislusejicich vZdy
jen jednomu zdroji a stoku.

Kratké reseni od Doc.MM Martina Fofa:

Mame tedy libovolny pavodni proud sité, ve které je vice zdroju a stoka.
My si ze vSech vybereme jeden zdroj Z a jeden stok S a najdeme libovolny
proud sité, ktery spliuje Kirchhoffovy zdkony (to diky konci druhého dilu vime,
ze existuje). Pfifazeni vyndsobime tak, aby touto novou siti protékal takovy
proud, jaky bud vtékd do ptvodni sité skrz zdroj Z, nebo vytéka ze zdroje
Z. Pokud nyni toto prirazeni odecteme od pivodni sité, tak dostaneme nové
prifazeni, které ma o minimalné jeden ,spoj s okolim“ méné (mize mit o dva
méné prave tehdy, kdyz mély Z i S stejny proud pritékajici/vytékajici z nich).
Takto muzeme odéitat prifazeni s pravé jednim stokem a zdrojem tak dlouho,
dokud nedostaneme pfirazeni, které ma samo pouze jeden stok a jeden zdroj.
Vime tedy, ze soucet tohoto prirazeni se vSemi, které jsme odecetli, musi byt
puvodni sit s vice zdroji a stoky.

Formalni eSeni od Dr.MM Alese Opla:

Zde se nam hodi predevsim fakt, Ze feSeni daného obvodu, do néjz vstupuje
stejny proud, jako z néj vystupuje, existuje a je vzdy jedno. Diky tomuto a také
diky platnosti principu superpozice v tomto pripadé pak muzeme problém pre-
formulovat na otdzku, zda jsme vzdy schopni vytvorit zadané rozmisténi zdroji
a stokt rozmistovanim vzdy jedné dvojice a jejich naslednym sc¢itanim.



http://www.squaring.net/
http://pruvodce.ucw.cz

Predstavme si totiz, ze jsme skutecné byli schopni Teseni poscitat tak,
abychom dostali pozadované rozmisténi zdroju a stoku. Timto zpusobem jsme
také dostali néjaké feseni pro obvod s témito zdroji a stoky. Jelikoz vSak existuje
toto Teseni pravé jedno, tak to musi byt také reseni zadaného obvodu.

Nyni se tedy podivejme na to, jak vzdy sestavit pomoci jednoho zdroje
a stoku libovolné rozmisténi libovolného poc¢tu zdroji a stokt. Toho 1ze docilit
pomérné jednoduchym postupem. Nejdrive si libovolné zvolme potadi zdroji
(s proudy I;) a stokii (s proudy —17), ve kterém je budeme obsazovat, a libovolny
vrchol sité, ktery ozna¢me napriklad R. Jako prvni feseni pouzijme takové,
v némz do bodu, v némz se nachazi prvni zdroj, umistime zdroj s pozadovanym
proudem (I7) a do bodu R umistime stok. V druhém Feseni pak pouzijeme jako
zdroj bod, v némz se nachézi druhy zdroj s pozadovanym proudem (I3), a jako
stok pouzijeme opét bod R. Presné timto zptisobem budeme pokracovat, dokud
nezaplnime vSechny zdroje.

Poté pristoupime ke stoktim. Nyni vzdy zdroj s proudem [ J' umistime do
bodu R a stok do prislusného bodu, v némz se nachazi stok, ktery mame v daném
feSeni zaplnit a ten poté bude odvadét proud o velikosti —I j’

Co se stane, kdyz vSechna feseni se¢teme? Vzhledem k tomu, jak jsme jed-
notliva feseni konstruovali, vime, ze vysledné feseni bude obsahovat vsechny
zdroje i stoky s danymi proudy, které maji byt i ve vysledném feSeni. Jedinou
problematickou zalezitosti by mohl byt bod R, ktery by se mohl zdat jako dalsi
potencidlni zdroj ¢i stok. Toto ale vyresi fakt, ze do obvodu musi vstupovat
stejny proud, jako z néj vystupuje. V bodé R se totiz sectou s kladnym zna-
ménkem vSechny proudy, které z obvodu vystupuji, a od nich se odec¢tou vsechny
proudy, které do obvodu vstupuji, a tak se vykrati presné na 0, a tak R neni
ani zdrojem, ani stokem, ny’brz oby¢ejnym priichozim vrcholem sité. Cimz jsme
dokazali, ze vzdy lze sestavit libovolné rozmisténi zdroja a stokt se¢tenim vzdy
jen jednoho zdroje a stoku, pokud splnuji tu podminku, Ze do obvodu vstu-
puje stejny proud, jako z néj vystupuje. A tim jsme také dokdzali pozadované
tvrzeni.

Nésleduje série tloh tvoricich ¢asti dikazu existence reseni, konkrétné splnéni
potencidlového zakona. Pro zavedené znacCeni se muzete podivat do 2. dilu na
strany 20 a 21.

Uloha 7

Zadani:

Zdiuvodnéte, ze N(Z, A, B,S) je pocet spleti F = Fy U Fg, pro které A € Fy
a BeFg.

ReSeni od Bc.™M Jana Skopka:

Ve chvili, kdy A € Fz a B € Fg, ziskdvime dvé komponenty souvislosti,
kazdou o dvou vrcholech a jedné hrané. Tyto dva vrcholy v kazdé komponenté


https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/28/28-2.pdf#page=20
https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/28/28-2.pdf#page=21
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jsou pak spojeny jednou hranou, existuje tedy jen jedna moznost, jak sestrojit
kostru tohoto podgrafu.

Jak plyne ze samotné definice spleti, jedné se o les slozeny ze dvou kom-
ponent. V nasem priipadé mame komponenty dvé a jak je uvedeno vysSe, mame
jen jednu moznost, jak sestrojit kostru podgrafu. Mame tedy dvé komponenty,
které dle definice tvoii splet a jednu moznost, jak udélat jeji kostru.

Uloha 8

Zadani:
Rozmyslete si, ze F' + AB je kostra prdavé tehdy, kdyz A € Fz a B € Fg, nebo
A€ Fg a B € Fz. Jak moc je tato iloha podobnd iloze 77

Reseni od Mgr."M Jifiho Polécha:

Jelikoz je F' splet, coz je les se dvéma komponentami souvislosti, znamena
to, ze pridani jakékoli hrany mezi tyto dva lesy by jej zménilo na strom, v na-
Sem pripadé kostru. A a B se nachazi v odlisnych komponentach a ani jedna
komponenta neobsahuje tuto hranu AB praveé z toho duvodu. Proto by se z této
spleti stala kostra po pridani hrany AB. Zaroven A a B musi lezet v odlisnych
komponentéch, jinak by po jejich propojeni nedoslo k vytvoren{ stromu/kostry
ale cyklu (viz 4. tvrzeni o stromu).

Uloha 9

Zadéani:
Ukazte, Ze

T F

kde druhd sumace je pres vsechny spleti F'

ReSeni od Dr.MM Alese Opla:

Myslim si, Ze na zacatek se nam bude hodit vyuzit rovnosti, kterd byla
ukézana v tématku, a to

Zzgg = N(Z,A,B,S)— N(Z,B,A,S).

Nyni se zamysleme nad tim, jaké ¢leny dostaneme, kdyz budeme scitat pres
vSechny spleti. Zaprvé to budou Cleny, které budou nula, nebot F'+ AB nebude
kostra. Tyto ¢leny odpovidaji tomu, kdyzi A i B lezi bud v Fz, nebo v Fg, tedy
ve stejné komponenté souvislosti. Druhy druh ¢lent jsou takové, kdyz plati, ze
A € Fz a B € Fg. Téchto ¢lent je N(Z, A, B, S), jak jsme jiz ukdzali v tloze
7, a vSechny maji hodnotu +1, nebot v nich proud vzdy prochazi smérem z A
do B.




Nyni ndm jiz zbyvaji jen ¢leny, kde A € Fg a B € Fy. Uplné stejnym
zpusobem, jako v jsme to v tloze 7 ukazovali pro prohozené umisténi bodu, tak
mizeme ukézat, ze pocet téchto spleti a tak i podet téchto ¢lent je N(Z, B, A, S).
Jejich hodnota je vSak —1, nebot v nich proud prochazi vzdy z B do A. Soucet
pres spleté tedy miizeme zapsat jako

ST IY) =0+1-N(2,A,B,8)~1-N(Z,B,A,S) = N(Z,A, B,S)~N(Z,B, A,S),
F

coz je identické vyjadreni, jako mame pro soucet pres kostry, a tak dand rovnost
plati.

Uloha 10

Zadani:
Ukazte, zZe Zle Igﬁf) =0 pro kaZdou splet F.

Ci+1

Reseni od Doc.MM Martina Fofa:

Jak jiz vime, Ia(pi)l 41 je nenulové pravé tehdy, kdyz se vrcholy xzr a x;11
nachézi v riznych komponentach souvislosti. Suma pres cely cyklus tedy bude
pocet pripadi, kdy je prvni vrchol v Fz a druhy v Fs, minus pocet pripadi,
kdy je prvni vrchol v Fg a druhy v Fy.

Pokud si tedy nakreslime cely cyklus, tak je Ek 18F) . rovno rozdilu poctu

i=11%iTit1
prechodt z jedné komponenty do druhé a poc¢tu prechodu z druhé do prvni. Tyto

dvé hodnoty ale musi byt rozhodné stejné, protoze je to cyklus, a tak musi byt

ko p(F y
Yoict IQ(W)M rozhodné rovno nule.

Vzorova feseni 3. dilu

Pfipomertime si tvrzeni ze zavéru prvniho dilu témétka (to, které lehce vyplynulo
z celého druhého dilu):

Pokud jsou odpory vsech hran raciondlni a celkovy proud prochdzejici siti md
velikost 1, pak md proud na kaZdé hrané raciondlni hodnotu.

7 tohoto tvrzeni nyni odvodime nasledujici diisledek — Nutna podminka
pro existenci rozdéleni obdélniku na Ctverce:

Pokud muze bijt obdélnik rozdélen na ctverce, tak pomér rozdilnych stran ob-
délniku je raciondlni.
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Uloha 1

Zadani:

Dokazte predchozi dusledek z daného tvrzend.

Reseni:

Megjme obdélnik, ktery miize byt rozdélen na ¢tverce. Diky tomu mu prislusi néjaka
sit s hranami s proudy imérnymi velikostem ¢tverctt a odpory 1 (tj. racionaln{mi
odpory).

Posleme do sité proud 1 A. To znamen4, Ze tento proud tvorii soucet proudu
vystupujicich ze zdroje, které jsou totozné s délkami ¢tvercu pii horni zakladné
obdélniku (kdyz polozime délku této zakladny rovnou 1).

Chtéli bychom, aby pomér stran obdélniku byl racionélni, a to je (pii délce
horni strany rovné jedné) ekvivalentni tomu, Ze svisld strana obdélniku bude ra-
cionélni.

Pokracovéani feSeni od Mgr.™M Pavly Simové:

Kdyz timto obvodem potece proud 1, budou podle vychoziho tvrzeni
i v8echny proudy v obvodu racionélni. A kdyZ jsou proudy i odpory v obvodu
racionélni, tak budou i vSechna napét{ raciondlni (vypocitdm jako I - R). Napé-
tim v obvodu odpovidaji délky stran ¢tvercii, na které jsme rozdélili obdélnik.
Jejich sectenim ziskdme i délky stran obdélnika, které budou taky racionélni,
tedy i pomér stran bude racionalni.

Uloha 2

Zadani:

Zkuste rozdelit ctverec 112 x 112 na obrdzku |1l na ctverce nestejnijch velikosti.
(Ndpovéda: Vidy se snazte doplnit co nejuétsi ctverec, ktery se na dané misto
jesté vejde. Ctvercii bude 21.)

Reseni:

Viz obréazek
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Obrazek 1: Obrazek k tloze 2
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Obréazek 2: Reseni tlohy 2 — rozdéleni na &tverce
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Uloha 3
Zadani:
Nakreslete sit odpovidajici rozdeleni ctverce z ulohy 2.
Reseni:
Viz obréazek [Bl

Obrazek 3: Reseni tilohy 3 — odpovidajici sit

Uloha 4

ZadAani:
Prekreslete sit z obrdazku[f] na rozdéleni na ctverce.
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Obrazek 4: Obrizek k tloze 4
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Reseni:
Viz obrazek Bl
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=
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Obrazek 5: Reseni tlohy 4

Kacka Vokdlovd; katerina.vokalova®matfyz.cz
Lucka Kundratovd; kundratova@karlin.mff.cuni.cz
e-mailovd konference: |elektricke-siteOmam.mff.cuni.cz

Téma 2 — Oware

Vitejte u ctvrtého dilu. Pokud s feSenim témétka teprve zacinate, doporucujeme
si precist vSechny dily poporadé. A sméle do toho, body je porad mozné ziskat
i za porazeni prvniho soupere, Agamemnona.

Na GitHubu se i nadale pravidelné konaji turnaje a objevili se novi protivnici,
se kterymi muzete pomérit své sily — Foroneus a Glaucus. Pojdme si ale néco
povédét o tom, jak by mohlo byt mozné je porazit.

Tento strom vidim uz poctvrté!

Celkem dobry pristup je ptat se, co jesté nevyuzivame. Pridéleny cas uz diky
iterativnimu prohlubovani spotrebujeme cely. Pocita¢ ale ma i spoustu paméti,
které jsme se zatim ani nedotkli. Predstavime si tedy trik, kterému se bézné ika
caching (nebo, obecnéji, memoizace), ale v kontextu her se mu ¥{ka transpoziéni
tabulka. Tohle bude mnohem snadnéji predstavitelné pro NegaMax bez alpha-
beta orezavani, tak to nejdiive popiseme pro néj. Na konci této ¢asti najdete par
tiph, jak to skloubit s ofezavanim.


mailto:katerina.vokalova@matfyz.cz
mailto:kundratova@karlin.mff.cuni.cz
mailto:elektricke-site@mam.mff.cuni.cz
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Nasim cilem bude vyhnout se tomu, abychom museli néjakou pozici prohle-
déavat do té samé hloubky vicekrat. Pokazdé, kdyz prohleddme néjakou pozici do
néjaké hloubky, dozvime se jeji ohodnoceni. Pokud si tento vysledek zapamatu-
jeme a nékdy budeme zase prohleddvat tutéz pozici do téze hloubky, tak muzeme
rovnou vratit vysledek. Tohle se sice samo o sobé nemusi zdat az tak prevratné,
ale v nékterych situacich to muze vést k vyraznym zrychlenim a je to potreba pro
dalsi zlepseni.

Vsimnéte si, ze nds Agent existuje po celou dobu hry. Pokud si budeme mezi-
vysledky ukladat tak, aby prezily od jednoho tahu do druhého, tak budouci tahy
uz budou mit vypocty pro mensi hloubky hotové. Timto také docilime toho, ze
i nedokoncenad iterace prohlubovani pro nas bude mit alespon néjaky prinos.

Dopoveuvs

Druhé zlepseni se naplno projevi az u alpha-beta orezavani, ale trochu poméha
i pro dobfe implementovany NegaMax. Pokud se nam pri prohledavani pozice
podafi najit zarucené vyhravajici tah, mizeme tuto pozici prohlésit za vyhranou
a neztracet ¢as zkoumanim dalsich taht. Pokud budeme schopni tipnout, ktery
tah je asi nejlepsi, tak si tim muzeme usettit docela dost vypocti. Mzeme si tahy
seradit tieba podle toho, jak tahy ohodnotila predchozi iterace prohlubovani. Tah,
ktery byl dobry pfi prohledani do hloubky h, pravdépodobné bude dobry i pfi
prohledani do hloubky h + 1.
sledku si chceme pamatovat dolni a horni odhad na skute¢né ohodnoceni pozice.
Silné doporucuji alespon pro zacatek drzet ohodnoceni pro jednotlivé hloubky
oddélené a dikladné si rozmyslet, kdy mizeme ktery odhad vylepsit.

Postfehy z programovanf{

Vzajemné poradi agentu muze zaviset na vykonu stroje. Zvlasté si na to davejte
pozor pokud tieba testujete na upraveném turnaji s 0,1 vteriny na tah. Nechcete
ztratit nékolik hodin hledanim neexistujici chyby v kédu, ktery jenom nema dost
Casu na ukéazani své sily.

Nez zacnete intenzivné optimalizovat ¢asti vaseho kddu, naucte se profilovat.
Neni dobry napad prosté jenom tipovat, co pfesné vas koéd zpomaluje. Prehled
profilovani pro Python najdete zdeE| Profilovani béhem hry zbytecné komplikuji

Thttps://docs.python.org/3/library/profile.html


https://docs.python.org/3/library/profile.html
https://docs.python.org/3/library/profile.html

12

vldkna, zaméril bych se na jednu iteraci prohlubovani. Na GitHubu najdete zjed-
nodusenou verzi kédu, kterym profilujeme my. Pro svého agenta ji nejspise budete
potfebovat trochu upravit.

Vysledky turnaji dost zkresluje to, ze agenti maji tendenci hrat pokazdé
stejné. Vybirat imyslné horsi tahy po vis samoziejmé nemuzeme chtit, ale existuje
lepsi zpusob. Vyuzijte inicializaci agenta k zavolani

random.shuffle(moves := list(range(6))).

Vysledny seznam moves pak pouzijte jako vychozi poradi pro zkouseni tahi.
Erechtheus a novéjsi organizatorské programy toho vyuzivaji a zatim to jejich
vykony spise zlepsuje.

Matej; lieskovsky.matej+mam@gmail . com
Jidds; |jonas.havelka@volny.cz

Borek; bOr3k@matfyz.cz

e-mailovd konference: oware@mam.mff .cuni.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka

Téma 3 — Linguvistika

Fonetika

Po kratké prestavce se vraci i lingvistické témétko s novym zadanim. Tentokrat
se podivame na vyslovovani pismen abeced a jeho zapis.

Nejmensim stavebnim kamenem je hlaska. Jak uz mozna vite, jedna se o samo-
statny zvukovy projev. Hlasky (a obecné rtizné zvuky) budeme v textu zapisovat
v hranatych zavorkach: [a]. Pokud hlasky maji rozliSovaci funkci (tj. jejich zménou
se zméni vyznam slova), tak je nazyvidme fonémy.

Problém 1: Minimdilni pdr jsou dvé slova, kterd se od sebe lisi pouze jednou
hldskou. Kuprikladu “los” a “les” Naleznéte slovo ¢i slova, kterd maji v cestiné
co nejvice minimdalnich pari.


mailto:lieskovsky.matej+mam@gmail.com
mailto:jonas.havelka@volny.cz
mailto:b0r3k@matfyz.cz
mailto:oware@mam.mff.cuni.cz
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Pojdme se podivat na asi nejprirozengjsi zpusob déleni fonému. Kazdy foném
ma urcité vlastnosti, které ho presné urcuji. V pripadé souhldsek jsou to tytoﬂ

e misto artikulace

e artikulac¢ni prekazka
e znélost

e pridech

e uziti nosu

Naésledujici tabulka obsahuje nékteré souhlasky indického jazyka sanskrt, ktery
se v dnesni dobé stale pouziva.

ol [P [ Db [ [P"] | m
t] [ "] [ [d [[d"] [ n
W[ " [ [ [d"] [ [
] [T 5]
k] | "] | [g] | ["] | []

Tabulka 1: Sanskrtﬂ

Uloha 2 [1b]: Pokud budete cist tabulku shora zleva ve sméru doprava a doli,
tak si muzete vsimnout, Ze hldsky jsou usporddané podle néjakich vliastnosti. Podle
kterych vlastnosti jsou usporddané? Mda néjaké usporaddni i nase abeceda? Pokud
ne, jak by se daly souhldsky usporddat?

Jak jiz bylo vysSe naznaceno, tak kazda souhlaska ma pri vyslovovani urcité
vlastnosti, které mizeme néjak zapsat.

Souhldsku [c] muZeme zapsat takto:

misto : patro
prekazka :  frikativa
nos : NE
pridech : NFE
znélost : NE

Pokud néjakou souhlédsku popisujeme, tak vzdy jako néjakou mnozinu vlast-
nosti. Zatimco u vlastnosti jako uziti nosu, ptridech ¢i znélost rozliSujeme pouze
ANO/NE, u mista nebo prekazky rozlisujeme vice konkrétnich hodnot. Moznosti
jsou v nasledujicich seznamech:

2Pokud vés zajimé, kde presné které hlasky vznikaji, tak se mizete podivat na http://smu-
facweb.smu.ca/~s0949176/sammy/.
3[p"] muzete vyslovovat jako [p] s pfidechem


http://smu-facweb.smu.ca/~s0949176/sammy/
http://smu-facweb.smu.ca/~s0949176/sammy/
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Misto Prekéazka
e obouretny e zabrana
e zubni o frikativa — ztzeni
o retroflex — Spicka jazyka se za- o aproximanta — napf. [j], hodné se
krouti za patro blizi samohlaskdm, jen se prilis
e patrovy rychle vyslovuji
e zadopatrovy e nazalni — nosni

Seznamy 1: Atributy mista a prekizky

Pti bézné mluvé se ne vzdy zachovavaji hlasky tak, jak jsou zapsany. V cestiné
je to vidét u znélych a neznélych souhlasek. Vezméme si pro piiklad slovo plod.
[d] na konci se v pfitomnosti nékterych hldsek méni na [t]. Takovych pravidel je
samoziejmé vicero a tak nastava otdzka, jak je zapsat. Nas priklad plodu bychom
zapsali nasledovné:

[d] — [t] / plo_#

Co to vlastné {ka? Hlaska [d] se méni na [t], pokud se kolem ni vyskytuji
hlasky plo a # znaci konec slova. Samoziejmé popisovat takovato pravidla pro
kazdé slovo by bylo velmi vycerpavajici. Jelikoz si v pravidlech hrajeme s hlaskami,
tak je mizeme zapsat i s pomoci mnozin (viz nahofe) a vyvarovat se tak rozdili
vyslovnosti v ruznych jazycich.

Uloha 3 [1b]: Pojdme spojit predchozi informace a zistarime pro jednoduchost
u cestiny. UZ jsme tu nakousli zménu hldsek pri znelosti a neznélosti. Pokuste se
ji vyjddrit jako pravidla s pomoci zdpisu v mnoZindch.

e znelé: b,v,d, z 9, h, 2, d
o neznélé: p, f, t, s, k, ch, s, {

Zkuste je zapsat s pomoci co nejméné pravidel. Zkuste si treba rozmyslet, zda
se souhldsky vyskytuji na zacdtku/uprostred/na konci slova.

Pro zdpis pravidel pouzivejte __ jako prdzdné misto, kam patri souhldska, nebo
skupz'%a souhldsek, kterych se pravidlo tykd, a symbol # pro zacdtek a konec
slova

Nakonec se jesté presuneme k samohlaskdm. Samohldsky k popisu potrebuji
jesté jednu vlastnost, ktera se nazyva otevienost. Otevienost je vzdalenost jazyka
od patra. Samohlasky nazveme uzaviené, kdyz je jazyk patru nejblize, oteviené,

4V piikladu neni # na zadatku slova, to znamena, ze pied ’plo’ se miizou vyskytovat néjaké
jiné hlasky a pravidlo pro takova slova bude také platit. Pokud by na zac¢atku byl #, tak pravidlo
plati pouze pro slovo 'plod’.
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pokud je nejdale. Moznych poloh je sice vice, kromé otevienych a uzavienych nam
ale bude stacit rozliSovat jesté polouzaviené samohlasky.

Uloha 4 [1b]: Pokud bychom pro popis samohldsek pouzili stejné vlastnosti jako
pro souhlasky a navic otevrenost, tak by ndm jedna vlastnost trochu prebjvala.
Ktera? A hlavné proc?

Timto popisem se daji zachytit prakticky veskeré hlasky, které lidé pouzivaji.
Napri¢ narody se hlasek vyskytuje ale strasna spousta. Potadek do toho vnasi
mezindrodni foneticka abecedaE] (zkrdcené IPA), kterd se d& pouzit pro zapsini
vyslovnosti vSech jazyku.

Honza; |jan@piroutek.eu

Lucka; lucy.kuncarova@gmail . com

e-mailovd konference: lingvistika@mam.mff.cuni.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka

Téma 4 — Pozoruhodné jevy v atmosfére

Vzorova feseni k Glohdm 2. dilu
Uloha 1

Zadani:
Dokazte, Ze pro thel §; a k > 2, kde Oy je thel, jejZ svird paprsek vychdzejici
z kapky s paprskem vchdzejicim, plati

0 = (k= 2)m +2(a — (k — 1)B)

kde a je uhel, pod ktery paprsek dopadd na povrch kapky ze strany atmosféru, a B
thel, pod ktergm z tohoto rozhrani vystupuje na strané kapky (oba dhly jsou dle
konvence odecitiny od kolmice k rozhrani a dosazovdny v radidnech).

Reseni:

Omezme se na paprsky dopadajici na horni polovinu kapky (viz obrézek@. Postup
pro spodni polovinu kapky je analogicky. Déale pro paprsek na obrazku definujme
thel stoceni po sméru hodinovych rucicek jako kladny a tihel stoceni proti sméru
hodinovych rucicek jako zaporny.

Vsimnéme si, ze body dvou po sobé jdoucich vnitinich odraz spolecné se
stredem kapky vzdy tvofi rovnoramenny trojihelnik, ktery ma u zakladny tuhly
B. Prii kazdém vnitinim odrazu se paprsek stoc¢i o thel m — 28.

Zaroven pri vstupu a vystupu z kapky se paprsek ve stejném sméru stoci
o thel a — .

Dojde-li ke & — 2 vnitfnim odraztim, dostdvame otoceni o

=(k—-2)(r=28)+2(a—p)=(k—-2)r+2(a— (k—1)5).

5https ://cs.wikipedia.org/wiki/Mezin%C3%A1rodn?C3%AD_fonetick}C3%A1l_abeceda



mailto:jan@piroutek.eu
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mailto:lingvistika@mam.mff.cuni.cz
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Obrazek 6: Obrazek k feseni prvni tlohy druhého cisla

Uloha 2

Zadani:
FExperimentdlné dokazte, Ze stred duhy lezi na poloprimce dané sluncem a pozoro-
vatelem.
Reseni:
Zpusobi, jak toto dokézat, je spousta. Be.MM Lada Vavra si s tilohou poradil
pozorovanim uméle vytvorené duhy z ruznych thli a naslednymi tvahami o sy-
metrii, coz je v poradku. Nejpresnéjsi a soucasné nejtrivialnéjsi z moznych metod
je pravdépodobné zméreni thlové vysky a azimutalniho sméru pomyslného stiedu
duhy a Slunce a nasledné predvedeni, ze v rdmci stanovené odchylky lezi oba tyto
body pfesné v opa¢nych bodech nebeské sféry.

Protoze mozné postupy reseni zdaleka nebyly vycerpany, tato tloha zustava
nadéle oteviena jako problém 12. Nebojte se prijit s origindlnéjsim fesenim!

Problém 4

Zadani:

Pokuste se vytvorit duhu v domdcich podminkdch. Potrebujete k tomu pouze dosta-
tecné mnoZstvi padajici vody a dostatecné silny zdroj svetla. Fxperiment vyfotte.
Pokud se vam to povedlo, pokuste se meénit parametry vaseho usporddant, vyzkou-
sejte mnapriklad vice ruzngch zdroji svétla, vic ruznych kapalin kromé vody, nebo
se pokuste zmeénit velikost kapek. Diskutujte, jak se vdmi pozorovand duha meni
v zdvislosti na téchto parametrech.

ReSeni dle Bc."M Ladi Vavry:

Teorie
Pokusim se zreplikovat podminky, jaké jsou pii duze venku.
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Praxe 4+ poznamky

Zkousel jsem rizné intenzity svétla, a nejlépe to Slo (okem) vidét pii silném
svétle. Pouzil jsem bilé svétlo silné ¢elovky. Pouzil jsem rozstrikovac jako zdroj
vody, protoze sprcha nefungovala dost dobfe.

Cim je vétsi vzdéalenost od vodnich kapek, tim ,vétsi“ se duha jevi. Kdyz je
svétlo vyse, tak je pro vidéni celé duhy lepsi jit ddl od vodnich kapek. A duha
se jevi vyse.

Urcité tedy duha zavisi na parametrech a podminkach, které jsou. Silnéjsi
svétlo da silnéjsi duhu, nebo spise silnéjsi barvy a tudiz se to jevi jako silnéjsi
barevna duha. Zavisi i na vzdalenosti pozorovatele od vodniho sloupce. Tomu
se pak vzhledem k jeho vzdalenosti od kapek vody jevi duha jinak. Jiné zdroje
svétla urcité budou mit vliv, jelikoz naptiklad bilé svétlo obsahuje v sobé vSechny
barvy, duha bude barevna. Pokud bych vSak pouzil jen svétlo bez néjaké barvy,
tak by duha nevypadala jako ,opravdova duha* protoze by tam néjaka barva
,chybéla ‘.

Rzné kapaliny maji rozdilny lom svétla. Proto si myslim, ze by se zménil
thel, pod kterym je duha vidét. Coz by znamenalo, ze Slunicko muze byt jak
vyse, tak nize, aby byla celd duha, primarni ¢i jakékoliv variace vidét.

Uloha 5
Zadani:
S wyuzitim vztahi zavedengch ve druhém cisle vykreslete ndsledujici zdvislosti
v programu viastni volby. Ciselné konstanty a, r, Iy miZete poloZit rovné 1, Fresne-
lovy koeficienty R a T wvydcislete napr. jako R = 1/2 = T. Neni-li uvedeno jinak,
za index lomu dosazujte hodnotu pro vodu n, = 1,33.

a) Zavislost 0y, na vzddlenosti pivodniho paprsku od osy kapky pro k € {3,4,5}.
[2b]
b) Zdvislost Ij, na vzddlenosti pivodniho paprsku od osy kapky pro k € {3,4,5}.

[2b]

¢) Zavislost 0y, pri kterém intenzita proslého paprsku nabgvd mazima, na in-
dezu lomu kapaliny pro k € {3,4,5}. [2b]

d) Zdvislost I, na 6y, za predpokladu, Ze na kapku dopadd Siroky svazek paprski
svétla o stejném sméru a intenzité pro k € {3,4,5}. [3b]

Reseni:
Algoritmus vyuziva vztahy ze zadani druhého éisla:
O0p = (k= 2)m 4+ 2[a— (k—1)5] (1)
2 in(2
I = %IOR’“_QT2 sin(2a) : (2)
r sin(d;) |1 — A=L <oy
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n2—1
oS = —_- 3
@ = () Q
Cyklus vedouci ke spravnému vyteseni ¢asti a) spocival v krocich:

1. Volba vzdalenosti d paprsku od osy (v rozmezi 0 az 1)
2. Vypocet tthlu dopadu « (sin(«) = d/a)

3. Vypocet tihlu lomu S (sin(a) = n, sin(3))

4. Vypocet thlu rozptylu &, (vztah (I))

V ¢asti b) navazoval 5. krok vypoctem intenzity ze vztahu . V ¢ésti ¢) byl
prvni krok preskocen a tihel o byl stanoven ze vztahu . V ¢&asti d) byly secteny
vSechny piispévky z ¢asti b), kazdy s vdhou 2xd.

Pri spravném vykresleni pozadovanych zavislosti mély vyjit grafy podobné tém
na obrazcich [Th-d.

Jediny nepfimocary krok byl vyzadovan v tloze d), kde bylo potfeba nejdiiv
spocitat intenzitu a az poté ji priradit bodu na vodorovné ose.

Na obrézku d) je dobfe vidét, Ze intenzita vystupujiciho svétla diverguje v bo-
dech danych vzorcem . V pripadé k = 3 je to d3 = 138°, coz znamend 42° od
protilehlého bodu vici zdroji. V pripadé k = 4 je divergence v bodé §, = 230°,
coz je 50° od protilehlého bodu vici zdroji. Protoze je svétlo promitano do celého
kruhu, vidime, ze sekundarni duha skutecné lezi zhruba 8° nad duhou primarni.
V pripadé k = 5 intenzita diverguje v bodé 65 = 327°, coz je 43° vici zdroji, tedy
skuteCné na opacné strané oblohy nez duha primarni a sekundérni. Krom toho
zde vSak divergenci pozorujeme také v bodech d5 = 0° a 65 = 360° (které jsou
samoziejmé na obloze ekvivalentni). Tato vedlejsi divergence je rovnéz disledkem
vztahu , kde se pii sin(d;) = 0 objevuje nula ve jmenovateli. Z toho zdrovei
plyne, Ze by se tato divergence méla vyskytovat nejen v bodé §, = 0°, ale také
O = 180°, a to u vsech tii zavislosti. Nevyskytuje se proto, ze paprsek po prodé-
lani £ — 2 vnitrnich odraz muze byt stocen jen o thel §; z néjakého omezeného
intervalu. Divergenci tedy nevidime, protoze pod thlem, ktery by ji odpovidal,
paprsek nemtize vystoupit a v daném sméru je intenzita nulovid. Nicméné tato
divergence je z hlediska duhy stejné spiSe nezajimavé, protoze se vyskytuje vy-
hradné na pifimce protinajici Slunce a stfed kapky a projevuje se podobné jako
¢ocka, kterd sméfuje paprsky do ohniska. Zadné dalsi duhové tikazy timto mecha-
nismem nevzniknou.

Na obrizku a) lze vidét, do kterych sméri se ktery paprsek ldme, na obrdzku
b) pak stejnou divergenci jako na obrdzku d), jen tentokrat v zévislosti na poloze
paprsku. Obrézek c) prokazuje, zZe s vétsim indexem lomu kapky se duha rozsiruje,
ackoli z grafu jiz nejsou patrné dalsi aspekty zavislosti na indexu lomu, které jisté
odhalite sami pti feseni tlohy 4.6@

SPouzité znaceni uloh se tyks tohoto tématka. Zapis ,uiloha X.Y“ &téte ,uloha Y z téméitka
Atmosférické jevy z ¢isla X“.
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Dil 4: Dopliujici tlohy

S politovanim oznamujeme, ze ¢tvrté ¢islo M&M je posledni, ve kterém vyjdou
k tomuto témétku novéd zadéni (alespon pokud se nestane zazrak, o kterém budete
samoziejmé v patém Cisle zpraveni). S prihlédnutim k této okolnosti nebudeme
nacinat novou kapitolu optickych jevii, nybrz rozvedeme a uzavieme tfi kapitoly
predchéazejici, ve kterych jsme si povédéli o astronomické refrakci, o duze a o ha-
lovych jevech. Doplnime k nim tlohy, které se do predchozich ¢isel nevesly, nebo
které navazuji na tehdy jesté tajnd vzorova reseni nékterych tloh. Déle zde nalez-
nete napovedu k nékterym drive zadanym problémim, ke kterym dosud nedoslo
tolik tispésnych reseni, kolik by si tyto problémy zaslouzily.

V prvnim ¢isle bylo slibeno, ze feseni vSech problémt bude mozné odesilat
v prubéhu celého ro¢niku, to plati naddle. Ke kazdému problému Ize odeslat li-
bovolny pocet Feseni. Tato reseni se mohou vzajemné doplnovat, hodnoceni vSech
jejich neduplicitnich ¢asti se budou scitat.

Koho by presto zadny z probléma nezaujal, miize k tomuto tématu sepsat
clanek. Atmosférické jevy timto zdaleka nejsou vycerpany, za blizsi sezndmeni
urcité stoji z nejzndméjsich napt. korony a glorie, jevy probihajici v oblacich,
elektrické vyboje nebo treba i zvuk, ktery se v atmosfére ohyba podobné jako
svétlo. K nastudovani viele doporucujeme knihu Pozoruhodné jevy v atmosfére
od prof. Jana Bednare, kterou za hlavni zdroj vyuzivalo také toto tématko.

Nyni vSak vzhiiru do feseni, zacnéme jednou tlohou na rozehiati.

Uloha 1 [2b]:

Trajektorie paprsku ovlivnéného astronomickou refrakci na proni pohled vzbu-
zuje dojem analogie se sikmym vrhem v gravitacnim poli a mozZnost svrchniho zr-
cadlent tento dojem jesté podporuje. V souvislosti s tim se nabizi otdzka, zda neni
mozné najit analogii také v podobé existence kosmickijch rychlosti. Prilis strmé
stoupajict paprsek opusti atmosféru, mdlo strmy paprsek prodeéld svrchni zrcadlend
a putuje zpét k zemskému povrchu. Je pripustny néjaky mezipripad, kdy paprsek
Lzustane na obéziné drdze*, jako je tomu v analogii gravitace?

Néktera teSeni tlohy 1.2 upozornovala na to, ze predepsany teplotni model
ve velkych vyskach selhava, protoze zac¢ne udavat zdpornou teplotu. Tato feSeni
maji samoziejmé pravdu, teplotni modely byly uréeny k demonstraci vzniku in-
verze (viz vzorové feSeni tlohy 1.2) a v redlném svété je lze uplatnit nejvyse
lokalné. Nyni vsak dostanete prilezitost odvodit, jak se teplota s vyskou vyviji
doopravdy.

Problém 2: Experimentdlné zmeérte zdvislost teploty na vysce nebo ji odvodte z dat
z libovolného zdroje. Aproximugjte ji teoretickym modelem. Odvodit ji lze napr.
z vyskové zdavislosti tlaku, hustoty apod., tato data lze s pomoci internetu snadno
dohledat. Pokud pouzivdte zdroje, které hledanou zdvislost primo wvddéji, neopi-
sujte ji, je ovsem zddouci vyuZit ji k overeni vasich vysledku. Vzhledem k tomu,
ze je vysledek obecné zndm, hodnocen bude predevsim postup a to jak z hlediska
spravnosti, tak i elegance a kreativity.
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Krom omezené platnosti teplotniho modelu prinasi dalsi omezeni také pro-
blém 1.4. Kazda teorie, ktera pracuje s indexem lomu vzduchu, totiz predpoklada,
Ze svétlo vzduchem prochézi pomaleji nez vakuem (z definice indexu lomu), coz je
dusledek interakce s molekulami vzduchu a vlnové povahy svétla. Pii dostateéné
nizkych koncentracich molekul n jsou ovsem interakce s nimi natolik vzacné, ze se
na rychlosti svétla témér nemohou projevit, a takové jevy, jako je astronomicka
refrakce, pak nelze ocekavat.

Prechod mezi obéma témito situacemi pochopitelné neni ostry, obé nastavaji
pouze v néjakych limitnich pripadech a problém 1.4 se zabyva tim, jak tyto limitni
pripady definovat.

Jednou z veli¢in uzivanych k vy¢isleni ¢etnosti interakei je tzv. stfedni volnd
draha. Zna¢i se A a uddvd drdhu, kterou ¢édstice (v nasem piipadé fotony tvo-
Fici paprsek) priumérné uleti mezi dvéma interakcemi s dalsimi ¢ésticemi. S jejim
odvozenim jste se mohli mimochodem setkat uz pfi feseni tlohy 3.1.

Velikost stfedni volné drahy by sama o sobé méla stacit k dobrému definovani
podminek v daném prostiredi. Pti experimentech ve vakuové aparature omezenych
rozméru bézné rozlisujeme mezi tzv. viskdznimi podminkami (vzduch je spojité
prostiedi) a molekuldrnimi podminkami (molekuly se pohybuji nezévisle na sobé).
Oznac¢ime-li D typicky rozmeér aparatury, o viskéznich podminkach mluvime v pri-
padd’| A < D a o molekuldrnich v ptipadé A > D.

V nasem pripadé je problém, ze mame rozméry neomezené. Nadchazi proto
vhodny cas na tvahu, jak znadmy popis rozsifit na neznamou situaci. Nase tivaha
nemusi byt nezbytné jedind spravna, ani nejlepsi, od toho je to taky Problém a ne
Uloha. Jako fyzici se viak mizeme drzet zésady, e pokud ndm tvaha pomize
problém vytesit a pritom nevyjdou najevo skuteénosti, které nase feseni prokazuji
jako vyloZené Spatné, je v poradku se takové uvahy drzet.

Nase tvaha onen chybéjici referenéni rozmér D odvozuje z pohybu svételného
paprsku. Zafixujme polohu paprsku [zg,yo] v Case tg, koncentrace okolnich mo-
lekul je ng a stfedni volna draha Ag. Béhem néjakého hodné kratkého casového
intervalu délky At paprsek urazi vzdalenost Al, ve svislém sméru Ay, ¢imz se
snizi okolni koncentrace molekul o An a zvysi stiedni volnd drdha o AX. Nahodné
srazky paprsku s molekulami lze modelovat jako tzv. Poissonuv procesE| pro ktery
plati, Ze budouci vyvoj systému je plné dan okamzitym stavem systému, nezavisi

7Znaceni a < b zavidime, kdyz chceme ¥ict, Ze a je FAdové mensi nez b. V praxi se jako exaktni
definice vétsinou pouzivd b/a > 10, tj. ,mensi nejméné o Fad“, ackoli zélez{ na konkrétni situaci,
nékdy byva potfeba rozdil vice nez jednoho fadu. Piipad a > b je analogicky. Obcas se pouziva
také a = b jako ,a je Fadové srovnatelné s b“, ackoli je to ponékud zavadéjici, protoze tento vyraz
témér vzdy znadi pfibliznou rovnost, ne jen fddovou srovnatelnost (viz tloha 4.4). Porovndvani
radu je uzitecné predevsim pri vysetfovani aproximaci, tj. kdyz chceme néjaky slozity vyraz
upravit tak, aby bylo snazsi vypocitat jeho ¢iselnou hodnotu a zaroven aby se takto vypocitana
hodnota prilis nelisila od skute¢né hodnoty neupraveného vyrazu. V takovém ptipadé je potieba
provést jindy matematicky nepripustné tpravy, které nejcastéji spocivaji v polozeni nékterych
ymalych® ¢lent za rovny nule. Pravé zapis a < b, resp. a > b ndm umoznuje stanovit, které
¢leny jsou to ty ,,malé“.

8https://en.wikipedia.org/wiki/Poisson_point_process
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na stavech minulych. Proto si mtzeme Ay predstavit jako vzdalenost, ktera pa-
prsku v okamziku ty zbyvd do pomyslné nejblizsi srazky. Za cas At se nejblizsi
ocekdvana srazka paprsku s ¢dstici vzdali o AX od polohy [xg,yo], ale paprsek se ji
mezitim priblizi o Al, takze vzdélenost paprsku od nejblizsi o¢ekavané srazky se
ve skutec¢nosti zvysi jen o AX — Al. Je-li A\ < Al, paprsek se srazkam priblizuje
rychleji, nez se ony vzdaluji, a ke kolizim dochézi casto. Je-li AX > Al, oceka-
vané srazky se vzdaluji prilis rychle a paprsek se s zddnou castici dle ocekavani
jiz nikdy nesetka.

Prijmeme-li vySe uvedenou tvahu jako fakt, cely problém 1.4 se redukuje na
jedinou primocarou ulohu rozdélenou do nékolika kroki.

Uloha 3 [2b+42b+2b+2b+bonusy:

a) Odvodte zdvislost stredni volné drdhy paprsku na koncentraci molekul, tj. fun-
kei M(n).

b) Odhadnéte zdvislost koncentrace molekul na vysce, tj. funkci n(y). MuZete
k tomu wvyuzit 1. termodynamicky zdkon pV = NkgT a budto dohledané
zawvislosti p(y), T(y), nebo treba i viastni vysledky ziskané pri Tesend problému

4.2.

¢) Veliciny AN a Al se vztahuji k néjakému neurcitému, velmi malému caso-
vému posuvu At a samy o sobé je nelze vycislit. Navrhnéte, jak podminky
AN < Al a AX > Al prepsat pomoci zndmich méritelngch velicin, jako
je sklon paprsku nebo rozmeéry molekul vzduchu. Vyuzijte k tomu zdvislosti
nalezené v krocich a) a b).

d) Odhadnéte, v jakych vyskdch je splnéna podminka AN > Al, tj. v jakych
vyskdach lze mluvit o jakési analogii molekuldrnich podminek.

Pti TeSeni dlohy 3 by se vAm mohla hodit nésledujici ¢asto uzivana aproxi-
mace.

Uloha 4 [2b]: Necht a = 1/b. Zméni-li se b o malou hodnotu Ab < b, na a se to

projevi zménou o hodnotu Aa < a. Dokazte, Ze a + Aa =~ % - %.

Problém 5: Inspirujte se vijse uvedenou tvahou a pokuste se najit jinou, lepsi
definici podminek, pri nichZ je koncentrace molekul prilis nizkd, nez aby dochdzelo
k astronomické refrakci. Nebo uvedenou dvahu napadnéte, zdivodnéte, proc¢ podle
vas neni spravnd a v idedlnim pripadé ji zdrovern opravte tak, aby sprdvnd byla.
Pripadne se muzete zamérit také na jind omezeni nasi teorie, definovat podminky
pro ne a diskutovat, zda tato omezeni treba neprijdou v platnost driv nez vyse
uvedené omezeni dané koncentraci molekul.

Nyni se vratme k tlohdm, které se tykaly duhy. Pfipomenme z druhého ¢&isla,
ze paprsek, ktery v kapce prodéla k — 2 vnitinich odrazu, vystupuje z kapky
vychylen o tihel

0 = (k —2)m + 2[a — (k- 1)3], (4)
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kde « je thel, pod kterym paprsek dopada na rozhrani kapky, a 8 je thel, pod kte-
rym se na tomto rozhrani ldme. Svdzdny jsou Snellovym zdkonem sin(«) = n,. sin(3),
kde n, = na/ny je relativni index lomu.

Vystupujici paprsek ma ve vzdalenosti r od kapky intenzitu

I, = G—ZIOTQRk_Q sin(20) (5)
472 : _ k—1 cos(a) ’
sin(dy) |1 o )

kde a je polomér kapky, T je koeficient pruchodu (tj. éast paprsku, kterd na roz-
hran{ prostiedf projde skrz) a R je analogicky koeficient odrazu (tj. ¢dst paprsku,
kterd se na rozhrani odrazi), plati pro né T,R € [0,1] a T+ R = 1.

Uloha 6 [3b]: Pro jaké hodnoty koeficienti odrazu a prichodu T a R bude mit
k-ty rad duhy nejvétsi intenzitu?

Déle pripomenme, Ze svétlo vystupujici z kapky po k — 2 vnitinich odrazech
se silné koncentruje do sméru charakterizovaného podminkou

cos(a) = (1:;2—_22) (6)

Uloha 7 [3b+2b+2b+3b]:

a) Dokazte, Ze je intenzita vystupujiciho svétla Ij, skutecné koncentrovdina prdavé
do smeru daného podminkou @

b) Pro které hodnoty indexu lomu n, je podminka @ platna?
¢) Popiste, co se déje v situacich, kdy podminka @ platnd nend.

d) Vykreslete dhlové rozdélent intenzity vystupujiciho svétla v situaci, kdy pod-
minka @ platnd nend.

V tloze 2.8 jsme se zabyvali otdazkou, zda muze vzniknout tikaz podobny duze
také na vzduchovych bublindch ve vodé. Z hlediska teorie jde o uplné stejny
postup jako v pripadé kapek popsaném ve druhém cisle, jen je relativni index
lomu n, < 1. Zda tato skutecnost staci k naruseni mechanismu vzniku duhy, to
neni na prvni pohled vibec zjevné. Protoze se to zadnému z doslych feseni zatim
nepodafrilo potvrdit ani vyvratit, zistava problém nadéle otevien.

Problém 8: Rozhodnéte, zda vznikne duha nebo jing zajimavy dkaz, prochdzi-li
svétlo vzduchovou bublinou ve vodé. Své rozhodnuti podporte tvahou, numerickym
vypoctem, nebo erperimentem.

Doplnujeme k nému pouze nasledujici napovédu.
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1. Pojem ,bublina“ je v Cestiné ponékud mnohoznaény. Abychom mohli tuto
tlohu fesit, musime se omezit na homogenni vzduchovou kouli obklopenou
homogenni masou vody, ve které se v idedlnim pripadé nachazi pozorova-
tel. Je-li pozorovatel za sklem, nicemu to zvlast nevadi, ale napf. mydlova
bublina tuto definici nespliuje.

2. Pro vznik duhy nenf ani tak kli¢ové ono ,duhové“ zabarveni (i kdyZ se mu
asi nevyhneme) jako schopnost opravdu silné koncentrovat svazek rovno-
béznych paprsku do pevné daného sméru. Abychom prokézali, ze duha na
bubliné vznikne, musime prokazat, ze bublina dokaze svétlo koncentrovat
také. K tomu je potfeba silny zdroj svétla jdouci z jediného sméru.

3. Intuice nam asi fekne, ze v atmosfére, ktera obsahuje jedinou, byt sebevétsi
kapku, bychom asi duhu nepozorovali. Pokud se tedy vénujete experimen-
talni ¢asti tlohy, je vhodnéjsi zkoumat prostiedi s mnoha mensimi, husté
rozmisténymi bublinkami, nez s mensim pocétem velkych.

4. 7 navrzenych metod nabizi v této situaci nejjistéjsi vysledky numericky vy-
pocet. Obnasi to pouze po vzoru ulohy 2.5 vykreslit intenzitu vystupujictho
svetla v zavislosti na vzdalenosti paprsku od osy kapky nebo na rozptylo-
vém uhlu §;. Pokud jsou hledané jevy pritomné, mély by byt vidét na obou
téchto zavislostech.

Ackoli jak duha, tak halové jevy jsou tikazy, které vznikaji na obrovském mnoz-
stvi malych ¢éstecek (kapek nebo krystalki), velmi zajimavé jsou také projekéni
vlastnosti kazdé takové castecky samotné. Kdyz posvitime na kapku nebo krys-
talek baterkou, svétlo se ndm promitne na okolni objekty a casto se také rozlozi
na slozky. Pozorovatel v bodé, na néjz je svétlo promitnuto, neuvidi duhu, uvidi
jen jednu konkrétni barevnou slozku, ostatni slozky pochéazeji s kapek dalsich.
Tato skutecnost vcelku hezky nézorné demonstruje mechanismus vzniku duhy
a halovych jevu, presto jsme ji doposud opomijeli. V nésledujicim problému to
napravime.

Problém 9: Posvitte na sklenénou kulicku baterkou (idedlné ve tmée). Popiste,
co vidite, a pokuste se to uvést do souvislosti s tim, co jste se dozvédeli pri cteni
tohoto témadtka. Experiment opakujte také s jinymi sklenénymi objekty.

Na zacatku zadani bylo zminéno, ze lze nadale odesilat feseni ke vSem do-
sud zadanym problémim. Zadani téch, ke kterym jsme se blize nevyjadrili, je ve
struc¢nosti zrekapitulovano nize. Pro prehlednost jsou nékteré problémy preformu-
lovany nebo spojeny do jednoho, nicméné jejich zadani se tim nijak neméni. Komu
to tak vyhovuje vic, muze pfi feSeni vychéazet z puvodni formulace.

Problém 10: V prirodé naleznéte jevy zminované v predchozich sériich a vy-
fotte je. Jmenowvité to jsou: Astronomickd refrakce, Spodni a svrchni zrcadlent,
Zeleny zdblesk, Primdrni duha jako cely kruh, Sekunddrni duha, Tercidrni duha,
Podruzné duhové oblouky, Halové jevy zndzornéné na obrdzku [§ Dopliime také
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drive nezminované cervené zabarveni spodni cdsti vychdzejictho ¢i zapadajiciho
slunce, u néjz si urcité dovedete sami domyslet, ¢im je zpiusobeno.

Pozn.: Tento problém nahrazuje problémy 1.5, 1.6, 2.7 a 3.9

Obrazek 8: Hlavni halové jevy: S — Slunce; 1 — Malé halo; 2 — Velké halo; 3 — Horizontalni
kruh (parhelicky kruh); 4 — Halovy sloup; 5 — Parhelia (vedlejsi slunce malého hala); 6
— Lowitzovy oblouky; 7 — Paranthelia (vedlejsi ,stodvacetistupniova“ slunce); 8 — Horni
a dolni dotykovy oblouk malého hala; 9 — Parryho oblouk; 10 — Dotykové oblouky velkého
hala; 11 — Antihelium (protislunce); 12 — Horni cirkumzenitalni oblouk

Problém 11: Napiste program, ktery vykresli trajektorii paprsku svétla prolétd-
vajictho atmosférou. Vstupem necht je thel 8y, pod kterym paprsek dopadd na
povrch Zemé, a parametry atmosféry, tj. typicky vyskovd zdvislost indexu lomu,
nebo jingch velicin, ze kterych lze index lomu dopocitat. Visledky posilejte v podobé
okomentovanych grafi, z nichZ bude patrné, Ze program déld, co md. Technickd
stranka programu hodnocena nebude, nicméné za pripadné uZivatelsky privétivé
provedeni bude urcité velky bodovy bonus.

Program ddle zdokonalujte dle vlastniho uvdZent, pro inspiraci navrhujeme nd-
sledujict dpravy:

e Co kdyzZ je index lomu zdvisly nejen na vysce ale také na zemepisné sirce
a délce?

o Upravte program, aby bral v dvahu zakiiveni zemského povrchu (viz uloha 1.3).

o Je mozné ve vasem programu demonstrovat svrchni zrcadleni?
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o Vyzkousejte, co se stane, kdyz vykreslite trajektorii svétla velmi dlouhou,
zamyslete se, jestli je vysledek programu realisticky, a pripadne program
upravte, aby jeho vysledek realisticky byl.

o Jednim ze wvstupu programu je thel, pod kterym paprsek dopadd na zem.
Upravte program, aby jednim z vystupid byl dhel, pod ktergm by na povrch
Zemeé dopadal paprsek ve vakuu.

o Vykreslete zdvislost ihlu dopadu paprsku ve vakuu na thlu dopadu paprsku
v atmosfére. Vysledek diskutugjte.

o Vykreslete deformovanou trajektorii kosmickijch objekti, kterou byste mohli
pozorovat pri Tesentd problému 1.5.

Pozn.: Tento problém nahrazuje tlohu 1.2 a problém 1.7. Uloha byla sice jiz
uzavrena, to ale platilo spiSe po strance vyuziti programu k vykresleni zadanych
modelt, které slouzily k demonstraci inverze. Samotné napsani programu je zéle-
zitosti kreativni a zustava otevieno v ramci tohoto problému.

Problém 12: Ezperimentdlné dokazte, Ze stred duhy lezi na poloprimce dané
sluncem a pozorovatelem. Pokuste se prijit s origindlnim resenim.

Pozn.: Tento problém nahrazuje tlohu 2.2.
Problém 13: Vytvorte duhu v domdcich podminkdch a své vysledky vyfotte. Zkuste

menit rizné parametry uspordddni a pozorujte, jak se duha méni. Své visledky
porovnejte s rovnicemsi, kterymi se duha 7idi.

Pozn.: Tento problém nahrazuje problémy 2.3 a 2.4.

Problém 14: MiizZete v prirodé pozorovat primarni duhu i tehdy, kdyzZ je slunce
vice nez 42° nad obzorem? Navrhnéte, v jaké situaci by k tomu mohlo dojit a vy-
svétlete proc. Idedln€é se pokuste takovy jev vyfotit.

Pozn.: Tento problém nahrazuje problém 2.6.

Problém 15: Vytvorte krystalky ledu (napr. v mrazdku) za rizngch teplot. Pozo-
rujte, jak se mént jejich tvar v zdvislosti na teploté a na materidlu podkladu, na
kterém vznikaly.

Pozn.: Tento problém nahrazuje problém 3.4.

Problém 16: Modelujte lom svétla na ledovych krystalcich pomoct pocitacové si-
mulace nebo numerického Teseni. Své vysledky porovnejte s informacemi uvede-
ngmi ve tretim cisle tohoto témdtka (pripadné v jingch zdrojich) nebo s vlastnim
experimentem. Visledky posilejte ve forme grafi s komentdrem.

Pozn.: Tento problém nahrazuje problémy 3.7 a 3.8.

Evzen & Karel; Janskvara@email.cz
e-mailovd konference: |atmosfera@mam.mff.cuni.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka
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Téma 5 — Nekonecna

V minulém dile jsme si popovidali o limitach, tedy o tom, jak poznat, Ze se néco

nékam ,blizi“. Toho ted vyuzijeme ke s¢itani nekonecné mnoha malych kouski.
A tfeba dnes i Achilles dobéhne zZelvu. Nejprve vsak feseni 2. dilu:

Vzorova fedeni 2. dilu
Uloha 1

Zadani:
Necht je n prirozené a necht q je kladné raciondlni. Dokazte, Ze

q-lel:n:Nl.

Reseni od Doc.MM Martina Fofa:

Nejdiive dokdzeme, ze Ny +n = N;. Hosty, ktefi bydli v pokoji, ktery ma
nejdifve néjaky pocet bilych ¢ar (tfeba i nulovy) a po ném nekoneéné mnoho
cernych car, posuneme do pokoje, ktery zacind na o n vice bilych car. Tak se
nam uvolni pokoje, které zac¢inaji na nula az n — 1 bilych car a pak maji cernou
¢aru. A vsechny ostatni pokoje budou stéle zaplnéné. Volnych pokoju je pravé
n, takze do nich muzeme nastéhovat n lidi.

Rovnost Xy —n = Ny muzeme dokéazat velice podobné. Akordt budeme pie-
stéhovavat do pokoje, ktery zacind na o n méné bilych car. Takto nam vznikne
n ,bezdomovcu“, které prestéhujeme do neexistujicich pokoji.

Daéle dokézeme k - Ny = Ny, pro pfirozené k. Ptijel nam autobus plny lidi
oznacenych ¢arovym kédem. VsSechny hosty z hotelu posleme do pokoje, ktery
zaCina bilou ¢arou, a za ni ma ,nazev“ pokoje, ze kterého host prichazi. Hosty
z autobusu podobné posleme do pokoji zacinajicich ¢ernou. Takto jsme doka-
zali, ze 2 - Ny = ¥y, a diky indukci musi platit i k£ - Ny = Ny,

Uz nam staci ukézat jen to, ze plati % - Ny = Ny, Mame tedy plny hotel
a hosty chceme rozdélit mezi k — 1 autobust a porad zanechat hotel plny. V ho-
telu nechame ty hosty, ktefi zacinaji na alespon jednu ¢ernou. Prestéhujeme je
do pokoje, ktery tuto cernou ¢aru nema. Tim zacpeme vSechny pokoje a do au-
tobustt mizeme poslat vSechny, kteri zacinaji alespon na jednu bilou. Do i-tého
autobusu posleme lidi z pokoju, které maji presné ¢ bilych ¢ar, a poté alespon
jednu cernou. Sedadlo v autobuse budou mit takové, jako pokraCovani jejich
pokoje po vSech bilych a prvni ¢erné ¢afe. Tam uz nejsou ¢ary nijak omezeny,
a tak musime obsadit vSechna sedadla ve vSech autobusech.

Dohromady, spojenim jednotlivych ,stéhovani“, dostavame ¢-R;4+n = N;.
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Obrazek 9: Reseni tlohy 2

Uloha 2

Zadani:
Porounejte obéma zpiisoby pocet trojmistnych carovych kodi a pocet moznosti, jak
obarvit dvé rizné veci, kaZdou prdvé jednou ze tri barev.

Reseni:
Tady jsem chtél pouze libovolna prifazeni jako napiiklad ta na obrazku[9] a tak
ukdzat na néfem uchopitelném (koneénych mnozindch), jak funguje porovnavéni:
v prvnim pfipadé je podet hostu (tj. pofet moznosti jak obarvit dvé ruzné véci
tfemi barvami) vétsi roven poctu pokoju (trojmistnych ¢arovych kédu), jelikoz
existuje zobrazen{ hostu do pokoju, které je na.

V druhém pripadé je pocet hosti (tj. pocet trojmistnych ¢drovych kédu) mensi
roven poctu pokoju (tj. pocet moznosti jak obarvit dvé ruzné véci tfemi barvami),
jelikoz existuje prosté zobrazeni hostu do pokoju.

Uloha 3

Zadani:
Pomoci Cantorovy-Bernsteinovy véty ukazte, Ze nekonecnich cdarovych (dvouba-
revngich) kodi je stejné jako nekoneéngch trojbarevnych kédi.

Reseni od Mgr.™M Daniela Skypaly:

Kazdy dvojbarevny kod je zaroven kédem trojbarevnym, takze ho muzeme
rovnou priradit:
#Dvojbarevny < #Trojbarevny
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A jaky dvojbarevny kéd priradime trojbarevnému? Vezmeme si prvni ¢islo
z trojbarevného a podle tabulky zjistime, jak maji vypadat prvni dvé cislice
v dvojbarevném:

Trojbarevny  Dvojbarevny

0 00
1 01
2 10

S tim, Ze to samé potom budeme opakovat pro vSechna zbyl4 ¢isla. Napi:
2012... — 10000110...

Proc¢ nejsou ke stejnému dvojbarevnému kédu prirazené dva rizné trojbarevné?
Vezmeme si prvni ¢islici, ve které se kody lisi. Podle prvniho ¢isla bude na
pozicich 2n — 1, 2n zobrazené k1[n], ale podle druhé tam bude zobrazené ks |[n].
Projitim v8ech ptipadii pro ki[n], ko[n] mizeme dojit k zavéru, ze pokud se
rovnaji obrazy ki[n] a ko[n], tak
kl [TL] = kz[’n],
coz ale neplati, protoze v této ¢islici se kody mély lisit. Tedy:
#Dvojbarevny > #Trojbarevny.

Kdyz obé nerovnosti ddme dohromady:

#Dvojbarevny = #Trojbarevny.

Uloha 4

Zadani:
Ukazte, Ze X1 > Rg > n pro libovolné prirozené n.

Reseni:

Nejprve ukdzeme druhou nerovnost a to Ry > n. ¥y je mohutnost mnoziny priro-
zenych ¢isel a n je mohutnost n-prvkové mnoziny, naptiklad mnoziny {1,2,...,n}.
Tedy muZzeme napi. najit prosté zobrazeni {1,2,...,n} do pfirozenych ¢&isel, tj.
tieba identitu (id(z) = z). Tudiz n < N,.

To, zZe neplati rovnost, vyplyva z Dirichletova principu, protoze kdyby existo-
valo prosté zobrazeni prirozenych ¢isel na mnozinu mohutnosti n, pak z libovol-
nych n + 1 prirozenych ¢isel nemize byt néjaké zobrazeno. Tedy n < V.

Druhé nerovnost se dokaze tak, Ze zobrazime prosté prirozend c¢isla na ne-
konecné carové kédy, napriklad kazdému prirozenému cislu k priradime carovy
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kéd, kde jsou vsechna pole bila, jen k-té bude cerné. A ze Ny # N; jsme doké-
zali v prvnim dilu témdtka (pfipomenme Cantorovu diagondlni metodu). Tedy
Ny > Ng.

Uloha 5

Zadani:

Nyni uz umime plné porovnat pocet prirozenych a redlnych cisel. Ukazte jak!
Reseni:

V prvnim dilu témaéatka jsme ukazali, ze redlnych ¢isel neni stejné jako prirozenych
(vzpomente si na Cantorovu diagonalni metodu)ﬂ Tedy nam staci dokézat, ze
pocet prirozenych c¢isel je mensi roven poctu redlnych.

To ukazeme tak, Ze najdeme néjaké prosté zobrazeni. Takovym zobrazenim
je napiiklad identita, tedy id(z) = =z, jelikoZ pfirozend &isla jsou podmnozinou
realnych.

Tudiz pocet prirozenych ¢isel je mensi roven nez pocet redlnych a zaroven
nejsou stejné, tedy pocet prirozenych cisel je ostte mensi nez pocet redlnych.

Dil 4: Rady

Jak uz jsem naznacil, dnes se budeme vénovat souctu. A to souctu bud vsech
prvka posloupnostim ten nazyvame rada, nebo jejich prvnich n ¢lent, tomu pak
rikame Castecny soucet. Ze skoly urcité umime scitat koneény pocet prvki, tedy
se pojdme podivat na néjaké zédkladni ¢asteéné soucty.

Konstantni posloupnost: Pokud mame posloupnost, kde kazdy ¢len je roven
a, pak soucet prvnich n ¢lent bude a - n, protoze soucet

a+...+a
—_——
n—krat
je presné to, co takové nasobeni znamena.
Aritmeticka posloupnost: Takovou klasickou posloupnosti je tzv. aritmeticka

posloupnost, kde kazdy ¢len je o néjakou konstantu (takzvanou diferenci) vétsi
(pripadné mensi) nez predchozi, tedy

nt1 =anp+d=(ap_1+d)+d=apn_1+2d=...=a;+n-d,

9Dokonce jsme dokézali, Ze neexistuje prosté zobrazeni redlnych ¢isel do pirozenych, tedy Ze
pocet redlnych ¢isel neni mensi roven poc¢tu prirozenych. Ale to za prvé chtélo takto rozepsat (to
mi v nékterych fesenich chybélo) a za druhé formélné dokézat, ze pokud neni nekoneény pocet
mensi roven jinému, pak je vétsi, neni aplné trividlni.

10Posloupnost je funkce (tedy néjaké piifazeni) piirozenjch éfsel do redlnych (obecné i do
¢ehokoliv jiného, ale zde do redlnych ¢isel). Mizeme si ji predstavit jako nekoneény seznam
ocislovany 1., 2., ... Tedy -ty ¢len posloupnosti a (neboli funkéni hodnotu v %) oznacujeme a;
misto a(i).
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kde ay je prvni ¢len a d diference. Soucet prvnich n ¢lenti pak spocitame jako
n krét prumér téchto ¢lent. K tomu si mizeme vSimnout (graficky si to lze pro
kladnd d predstavit jako na obrazku , ze prumér vsech ¢lent je roven priumeéru
prvniho a posledniho ¢lenu. Tedy a1 + ...+ a, =

n(n—1)

7 -d.

a1+ ...+ ay a1 + an a+ar+(n—-1)-d
n- =n- 5 =n- B =a;-n-+
n

ai + a,

—

v

ay Qp,

Obrazek 10: Casteény soucet aritmetické posloupnosti

Uloha 1 [1b]: Rikd se, Ze kdyz byl Carl Friedrich Gaus (jeden z nejslavnéjsich
matematiki) na zdkladni skole, otravoval svého uditele matematiky natolik, Ze
dostal za trest secist cisla 1 aZ 100. Gauss vsak béhem chvile prinesl spravny
vysledek.

K jakému cislu se maly Gauss dopocital a jak to udélal?

vevs

Geometricka posloupnost: Casto se ndm stavéa, ze konstantu nepricitame, ale

nasobime s niFZl Pak mluvime o geometrické posloupnosti, jejiz ¢leny jsou tedy
_ n
Ont1 = ¢ ap = ... = q" - a1 a CasteCné soucty jsou a; + ... +a, = ag - 11_qq =

q" -1
q—1

ay - , k ¢emuz se Ize dostat kuprikladu rozkladem
l—q"=1"-¢"=(1-q¢)(1+q+¢@+... +¢" ).

Uloha 2 [2b]: Ukaste jak.

11Ihttps ://cs.wikipedia. org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss|
12Naptiklad inflace ndm nefikd, ze se ceny za rok zvednou o 10 korun, ale zvednou se tieba
o Sest procent, tedy na 1.06 nasobek.
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Rada: Doted jsme séitali vzdy jen koneéné mnozstvi séitanct. S nadi znalosti
limit si uz ale jednoduse zadefinujeme nekonecny soucet. Pokud oznacime s, n-ty
Castelny soucet posloupnosti a; (tj. soucet prvnich n élent), pak fada Z:':Of a;
mé soucet limy, 4o sy, =limy 40001 + a2+ ... +ay.

Muze se stat, ze tato limita neexistuje. Da se vsak ukazat, ze pokud vsechna
a; jsou kladnd, pak limita vzdy existuje. Naopak pokud a; jsou kladna i zdporna
(nebo jen zdpornd), tak se bud fada dd vyjadrit jako rozdil souctu kladnych
a souctu absolutnich hodnot zdpornych ¢lent (pro to potfebujeme, aby alespon
jedna z téchto fad méla koneény soucet), nebo jsou soucet kladnych i soucet
zapornych ¢lentt nekoneéné (tj. v predchozim piipadé bychom dostali co — c0),
pak ale zéleiﬂ na potadi Cisel v posloupnosti a;. Prvni piipad muzeme vytesit
jako dveé rady kladnych ¢isel. Druhy pripad tu rozebirat nebudeme.

Uloha 3 [3b]: Spocitejte soucet fady

LS S S
1.2 2.3 3.4 i (i+1)

Hint: Rozlozte kazdy zlomek na dva a vyjddrete cdstecné soucty.

Ted uz muzeme prozkoumat soucet zminénych rad: Pokud je posloupnost a;
konstantni, pak ¢astecné soucty jsou ay - n a tedy soucet celé rady je

400, pokud a; >0,

ngrfoo a;-n=<0, pokud a; =0,

—o0, pokud a; < 0.

Takze rada konstantni posloupnosti neni moc zajimava, protoze jeji soucet je bud
nekonecny nebo nula. Presné tak, jak bychom cekali.

O trochu zajimavéjsi (ale spise vypoétem) je soucet aritmetické fady (predpo-
kladejme, ze d # 0, protoze jinak by to byla konstantni posloupnost):

‘(n—1
lim al.n+w,d:
n——+oo 2
d d d d
ngr}rloon.<al2+n'2>AL+OO'<a12+OO'2) = 4o0.

(Znaménko nekonecna je podle znaménka d). Tedy soucet aritmetické fady je
dokonce vzdy nekonecny.

vvvvv

q = 1, protoze je to konstantni posloupnost)

lim a 1—q" AL alll_foqo = +00, pokud ¢ > 1
1 — _ [eS]
n—s+o0 —q a;l 1{; = all—iq, pokud |g| < 1.

3Dokonce se d4 ukézat, ze pokud limy, oo an = 0 a soudet kladnych i zapornych ¢lenti je
nekonecny, pak se da ¢isla a; v fadé prohdazet tak, aby vyslo libovolné realné ¢islo.
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v oo 1 M +oo 1 1 M +oo 1 1
(a) Soucet s =1 (b) Soucet zw = 5 () Soucet anl =3

n=1 2" n=1 3" 2

Obrézek 11: Soucty vybranych geometrickych rad

Pokud ¢ < —1, tak fada nemé soucet (pro ¢ = —1 jsou ¢asteéné soudty stiidavé
1 a 0, takze limita neexistuje, pro ¢ < —1 se st¥idavé blizi obéma nekoneéntim,
takze limita také neexistuje).

Geometrické fady s koeficienty % (tu asi potkdme nejéastéji), % a % se dokonce
daji hezky ilustrovat graficky jako na obrazku Na prvnim mame soucet polo-
viny, poloviny poloviny, poloviny poloviny poloviny, ... ¢tverce, coz nam ocividné
dévé cely étverec, nebot (a = ¢ = 3)

=1 1 1 1
Y=o ———=22=1
2 2 1-1/2 2

n=1

Ve druhém pripadé rozdélime obdélnik na tfetiny, jednu obarvime jednou bar-
vou, druhy druhou, tfeti zase rozdélime na ttetiny, atd. Tedy mame soucet tfetiny,
tretiny tretiny, ... A rozdélime tak obdélnik na dvé ¢asti, tedy soucet této geome-
trické Fady je jedna polovina, jak ndm potvrdi i (a = ¢ = %)

LI SR S
3n 3 1-1/3 3 2 2

n=1

=
N~—

Obdobné délime i trojihelnik na ¢tvrtiny a dostaneme tietinu (a = ¢ =

+i"’1_1 114 1
4n 4 1-1/4 4 3 3

n=1

Problém 4: Vymyslete dalsi geometrické zndzornéni geometrické ¢t jiné rady.
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Achilles a zelva: Jak to vlastné bylo s Achillem a Zelvou? Timto zndmym
pribéhem /paradoxem dokazoval Zénén z Eleje nemoznost pohybu. Mluvi o zévodé
Achilla a zelvy, kdy Achilles dé Zelvé naskok a pak ji dohéni. Kdyz vSsak Achilles
dobéhne na misto, kde zelva stala, zelva uz je o kus dale. A poté zase, kdyz Achilles
dobéhne na misto zelvy, ta uz je dal. Tedy je nemozné, aby Achilles Zelvu dobéhl.
A nebo ne?

Kdy?z si takovou situaci predstavime, tak pokud Achilles bézi rychleji nez zelva,
tak z nasich zkusenosti ji nékdy predbéhne. Totiz vzdy, kdyz Achilles dobéhne na
misto, kde byla zelva, vzdéalenost, kterou za tu dobu ubéhne zelva, bude v néjakém
poméru (napiiklad o polovinu, kdyz Achilles bézi dvakrét rychleji) mensi. To je
ale presné geometrickd posloupnost s kvocientem mensim nez 1, tedy mé koneény
soucet. V konecné vzdalenosti, tj. v kone¢ném case ubéhne tudiz Achilles vsechny
,useky* a dobéhne zelvu.

Realna cisla: Uz jsme se setkali s neintuitivnosti desetinného zapisu realnych
¢isel. Desetinny zapis ag,aiasas ... neni nic jiného, nez rada

ap-10°+ a1 -107 +as- 1072 +az- 1073 + ...

MuZeme tak jednoduse vysvétlit problém 0,99999... = 1 (obdobné se spocita,
kdyz budou devitky az od néjakého desetinného mista). To je totiz geometrickd
fada s a; = 0.9 a ¢ = 0.1, tudiz jeji soucet je 19‘31 = % =1

D4 se vsak ukézat, ze ¢isla koncici na nekonecéné devitek jsou jediny problém
takového zdpisu (specidlné vsechny koneéné zapisy jsou jednoznacné), takze pro
praktické pouziti je vhodny. Je vSak tfeba si ddvat pozor na tento jev a na to,
ze pokud napiseme jen kone¢né mnoho ¢islic nekoneéného zapisu, tak jsme se

dopustili (zaokrouhlovaci) chyby. Ta je vsak nejvyse

9-10-C+H 0.9,

2T PNt = 107
1—10-1 0.9O o



ERES  XXVIII/4 35

pokud ¢islo ukon¢ime na i-té desetinné ¢islici, protoze zbylé cifry mohly byt nej-
vyse vsechny 9.

Uloha 5 [3b]: Spocitejte obsah tzv. Kochovy vlocky (na obrizku . Ta vznikne
tak, Ze doprostred kazdé usecky rovnostranného trojiuhelniku priddme rovnostranny
trojiuhelnik o tretinové strané. Tim zvysime pocet usecek na cétyrndsobek (a zkrd-
time je na tretinu) o doprostied kaZdé priddme trojihelniky o tretinové strané,
a tak ddle.

Obrazek 12: Kochova vlocka

Konvergence tad

O radé, kterd ma konecny soucet, fekneme, ze konverguje. Muzeme si vSimnout
a jednoduse rozmyslet, ze pokud posloupnost nemé limitu nula, tak fada bude
nekonecnd, nebo nebude viibec existovat (jelikoz se od né&jakého bodu budou po
sobé nésledujici ¢astecné soucty lisit alesponi o 1). Aby fada konvergovala, musi
mit tedy prislusna posloupnost limitu nula. Staci to ale?

Odpovéd je jednoduché. Nestaci. Protiprikladem nam mize byt tzv. harmo-
nickd rada, tedy % + % + % +...4+ % + ... = 400. O takové fadé bez pokrocilych
znalosti asi na prvni pohled nic fict neumime. Muzeme si vsak vzpomenout na
to, ze konstantni posloupnost méa nekonecny soucet a zkusit zmensit harmonic-

kou fadu tak, aby nam vznikla fada konstantni posloupnosti nésledujicim trikem
(graficky na obrazku [L3):

> +->-+

Y
| —

)

| —
| —
W
>~ =
> =
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ot =
+
| =
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Obrazek 13: Harmonicka fada, kazdy ¢erny obdélnik m4 obsah jednu polovinu, protoze
je sice o polovinu uzsi, ale dvakrat delsi

Takto dostaneme, ze harmonicka fada ma vétsi soucet, nez % + % + % +...=+00.
Nebo to lze také Tict tak, ze 2™-ty ¢asteCny soucet je vétsi nez n - % Soucet rady
je nekonecny, prestoze ma posloupnost limitu nula.

Tedy musime hledat jiné postupy, jak zjistit, ze posloupnost konverguje. Ty
jsou vsak vétsinou dosti obtizné a vraci odpovéd jen ano nebo ne, neumi odpovédét
kolik. Proto se jimi nebudeme déle zabyvat, ale vézte, Ze nékolik z nich se zaklada
na geometrické posloupnosti (lze naptiklad porovnavat n-tou odmocninu n-tého
¢lenu, nebo podil po sobé jdoucich ¢lent s jednickou).

To uz je konec dnesniho dilu. Pristé se podivame zpét na limity, s pomoci
téch muzeme spocitat i fady, které nejsou geometrické, ale umime vyjadrit jejich
castecné soucty. Konkrétné se zamérime na to, jak ,rychle® se funkce blizi ke své
limiteé.

Jidds; |jonas.havelka@volny.cz
e-mailovd konference: nekonecna@mam.mff .cuni.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka

Téma 6 — Rist monokrystali

Tentokrat je zde prvni ochutnévka vasich vlastnich krystal! Na obrézcich si mu-
zete prohlédnout ukézky nékterych krystald, které se podafilo vyrist ostatnim
resitelim. Pokud mezi nimi neni ten vas, nezoufejte. Péknych prispévki se se-
slo tolik, ze nebylo mozné je v jednom ¢isle vsechny otisknout. Vas zajem o rtst
monokrystali nds velmi potésil, dékujeme a jen tak d&l!

Po precteni vasich doslych feSeni pro vas mame par dalSich tipu. Zkuste se
nad nimi zamyslet a svoje uvahy sepsat a odevzdat, odména ve formé bodu vés
samoziejmé nemine.

e U problému 1 néktefi z vas vypsali spoustu vyuziti, ale nenapsali jste, proc¢
je dobré mit zrovna monokrystal a pro¢ zrovna z této latky. Zkuste si vybrat


mailto:jonas.havelka@volny.cz
mailto:nekonecna@mam.mff.cuni.cz
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jedno zajimavé vyuziti, zjistit o ném néco vice do hloubky a své poznatky
nam poslat.

e Spousta z vas v problému 2 zminovala Czochralského metodu a metodu
floating zome. Jak ale zminil Be.MM Lada Vavra ve svém feSeni, metod exis-
tuje mnohem vice: metoda horkého dritu, metoda VLS, metody rustu gelu,
Stockbargerova metoda, Bridgmanova metoda ¢i Verneuilova metoda. Jaké
jsou jejich vyhody a nevyhody? Pro které latky je vyhodné pouzit kterou
z metod? Urcité nemusite popsat vSechny, staci jedna, nad jejimz vyuzitim
se poradné zamyslite.

(a) Vit Faltus (b) Be.MM Lida Vavra (c) Bc.MM Radim Novék

Obrazek 14: Ukazky krystalt od ruznych autoru. Jde opravdu o monokrystaly?

o Jak byste v domacich podminkach poznali, Ze se jedna o monokrystal, a ne
o polykrystal a obracené? Umite to identifikovat z néjakého kroku v pri-
béhu krystalizace nebo ze vzhledu findlniho krystalu? Be.MV Mikulds Smrcka
ucinil nasledujici pozorovani: ,,Dobry a pouzitelny monokrystal, jakozto za-
rodek, pozname tak, ze z ného opravdu, ale opravdu neroste dalsi krystal,
je prusvitny a bez viditelnych prasklinek.*“ Souhlasite s nim? Umite najit
néjaky postup, ktery vam polykrystal a monokrystal umozni rozlisit?

Obrazek 15: Ukézka krystald, autor Be.™ Mikul4s Smrcka

e U spousty z vas by se u feSeni problému 3 hodily komentare k vysledku
vaseho pokusu, napriklad pro¢ se stalo, ze nevyrostl monokrystal, ale jen
polykrystaly. Jak se takovychto nezdart vyvarovat pro pristé?
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Nize se miiZete pustit do ¢tenf élanku o ristu krystal od Dr.MM Jitiho Kvapila.

Velmi vam ho doporucujeme, Jirka presné popsal, jak pri praci postupoval, a jeho
vysledky jsou skvélé. Opét plati, ze hezkych prispévkia k tématu dorazilo vic,
nékteré dalsi se mozné objevi v pristich cislech.

Problémy od minule jsou stéle oteviené, zadani véetné par tipu pro rust krys-

taltl si muzete precist v predchozim éisleE

Pdja; pavla.trembulakova@seznam.cz

Fanik; fandazajic@gmail.com

e-mailovd konference: krystaly@mam.mff.cuni.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka

Krystaly 8 bodi
Dr.MM i Kvapil

Uz nékolik dni jsem premyslel o rustu krystalt z posledniho ¢isla M&M. Napad
mé tak zaujal, Ze jsem se rozhodl takovy krystal vyrust.

Streda 27. 10.

Pri prokrastinaci béhem uceni jsem po nékolika videich o bismutu nasel i tato
dvé Vide o rustu krystalu ze siranu draselno-hlinitého. Hned jsem si uvédomil,
Ze touto slouCeninou vskutku oplyvam, objevil jsem nékolik sacku v zapomenuté
krabici z cyklu Hraj si a pozndvej, konkrétnéji v sadé Krystaly.

Stal jsem pred problémem: ve videich byla zminéna destilovana voda, kterou
jsem doma nemohl najit, a neméli jsme ani filtrac¢ni papir nebo cokoliv, co by ho
mohlo s dostatecnym tispéchem suplovat. Proto jsem sedl do auta a destilovanou
vodu dojel koupit. S ni i filtry do kédvovaru, které jsem se rozhodl pouzit misto
filtra¢niho papiru.

Doma jsem pod vrstvou prachu nasel nékolik kadinek a rtutovych teplomeériu
pamatujicich sametovou revoluci. Vse jsem vodou z kohoutku s jarem o teploté
nad 50 °C umyl a dikladné vysusil. Byl jsem tak pripraven podniknout kli¢ovou
akei celého projektu a to rozpusténi KAI(SO4)s - 12H20 v HoO. Zvolil jsem velkou
kadinku a ponoftil ji do vodni 1azné se 150 ml destilované vody.

Kolik tam ale zvolené latky dat? Pokud roztok pri vysoké teploté nasytim,
tak kamenec pri zchladnuti zkrystalizuje do polykrystalt a bude po monokrys-
talu. .. Nakonec jsem se rozhodl pro 20 g kamence na 150 ml vody. Na vypocteni
jsem pouzil informaci z brozury k sadé Hraj si a pozndvej a doporuceni ve videu.

Nakonec jsem vsypal 20 g KA1(SO4)2-12H50 do kddinky ve vodni lazni a jal se
latku rozpoustét (vizte obrézek. Rtutovy teplomér ma stupnici pouze do 50 °C,
proto jsem vzdy pockal, az teplota lazné prekroci posledni ¢arku, vytahl teplomeér

Mhttps://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/28/28-3.pdf
15https ://www . youtube . com/watch?v=gsC039;p0TO
https://www.youtube.com/watch?v=_0FOI3XKi0Y
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z vody a prepnul plotynku do vypnutého stavu. Takto jsem lazen zahtival, dokud
nebyl kamenec tplné rozpustén.

Néjaky dalsi den

Prvni krystalizace si kladla za cil vytvorit takzvany seed krystalu. Muzu s hrdosti
Fict, Ze tento ucel byl dokonce trojndsobné naplnén. J4 vybral svého favorita (na
obrazku a ostatni v jeho prospéch rozpustil, a pokracoval v zatim tspésné
krystalizaci.

Dalsi rano jsem vsSak zpozoroval nelibou véc zptisobenou moji vlastni blbosti —
— pTes noc se puvodni monokrystal nékam ztratil s misto néj se objevil nechutny
polykrystal. Protoze vody od prvni krystalizace ubylo, tak krystalizace nabrala
poradné tempo, coz mému monokrystalku nesvédcilo.

Obrazek 16: Vodni lazen Obrazek 17: Seed na niti

Musel jsem tedy vSechny prebyvajici krystaly rozpustit a roztok smisit s desti-
lovanou vodou. Mnozstvi jsem odhadl takzvané jod oka“. Seed jsem nenechal
ztratit se iplné, nybrz jsem jej vyjmul a pouzil jako seed na dalsi pokus.

Vychytavky

Seed jsem pri nevydafeném pokusu zavésil na nit a doufal, ze diky této inovaci
bude krystal rist do vSech sméru stejné. Rano jsem vsak vystrizlivél, uvédomil si,
Ze by tam ta nit ztstala a nesla by bez rozpusténi krystalu vytahnout. Dalsi rtst
jsem tedy provadél striktné bez nité, kterd by mohla ohrozit vyzkum vlastnosti
krystalu.

Kdyz uz roztok filtruji, tak by bylo celkem hloupé nechat do néj padat rtzné
castecky vyskytujici se v okoli policky v mém pokoji. Z tohoto divodu jsem ne-
chaval kus papiru polozen na kadince. Papir jsem pouzil stary potisknuty. Diky
tomu, ze jsem situaci takto ekologicky vyresil, muzu dat dalsimu rastu krystalu
zelenou.

Kadinku s papirem a seedem na niti muzete vidét na obrazku
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Finalni rast
Na obréazku [I§] jsou zachyceny momenty dokonce i s datem pofizeni, kde krystal
spokojené odpociva v kadince na drevéné policce v pokoji. Je hezky vidét, jak
silil a rostl do krésy. Véera mi tam zacala rist spousta dalsich krystalka a po
minulych zkuSenostech jsem se nakonec rozhodl roztok pouze prefiltrovat a vzniklé
minikrystalky jsem uschoval. Vysledny monokrystal pravé ted méri asi 2cm na
délku a 1,5 cm na Sitku.

8. 11. 15:09 8. 11. 15:10

Obrézek 18: Rust krystalu

Pro dalsi rist zvolim polohu vzhiiru nohama (on zaddné nohy nem4, takze to je
spiSe poloha vzhiiru spodkem) a nechdm ho rust déle. Tfeba se tim jeho asymetrie
srovnaji a on tak bude symetricky. Od zapoceti rustu nebyl nikdo v mé rodiné
nemocen, to klidné mize byt zptsobeno tim, Ze po byté muze vysilat pozitivni
viny. Moznéa tedy opravdu bude 1é¢ivy, avsak toto odvazné tvrzeni si iikd o dalsi
vyzkum.

Dékuji vsem, ktefi byli schopni do¢ist az sem. Timto se prozatim lou¢im, avsak
nezoufejte, mozna prijde pokracovani, kde se ukaze, jak moc jsme jesté schopni
krystal zvétsit.
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Poznamka redakce: Verzi clanku rozsitenou o Jirkovy historky z celého procesu
a pozndmky pro pobaveni si miZete precist na nasem webum

Obrazek 19: Detail seedu Obrazek 20: Vysledek 10. 11. 01:04

Téma 7 — ZmensSené modely

Pojdme spolu zkusit zmensit svét! V novém témétku se budeme zamyslet, jak
si poridit zmenseny model néjakého procesu tak, abychom v ném mohli zkusit
simulovat jevy, které nas zajimaji.

Predstavme si tfeba modelovou Zeleznici. Jisté si mtuzeme postavit model ¢eské
zelezni¢ni sité v néjakém méritku, tedy vSechny délky zkratit ve stejném poméru.
Ale délka neni jedind fyzikalni veli¢ina — co muzeme udélat tieba s casem? Muzeme
ho nechat plynout porad stejné rychle, nebo ho také néjak upravit, v tomto pripadé
nejspis zrychlit.

Obé varianty mohou davat smysl: zatimco u nezménéného ¢asu muzeme ,zob-
razovat® na kolejisti aktualni stav na skutecné zeleznici, pokud ¢as zrychlime,
lépe se na vlacky kouka, nebot jim cesta z modelové Prahy do modelového Brna
nezabere nékolik hodin.

U takového zmenseného modelu nas nejcastéji bude zajimat, jak souvisi jevy
v modelu se skutecnymi jevy, tedy tfeba jestli se zrychlovani a brzdéni modelové
lokomotivy néjak podoba skutecnému vlaku. Dalsi otdzkou muze byt, jak moc
je mozné co zmensit, aby byl model sestrojitelny. Ani na oné modelové Zeleznici
totiz vlaky nemohou jezdit tplné libovolné rychle.

Samoziejmé se viibec nemusime drzet zrovna Zzeleznice. Vyberte si libovolny
obor ¢i objekt, ktery vis nadchne, a zamyslete se, jestli jej 1ze zmensit a co pak
pujde pozorovat. Pokud vas napadne, jak na zmensovani pohlizet obecné, téz sva
pozorovani sepiste.

Par otézek pro inspiraci:

Problém 1: Jakymi zpisoby se v modelové Zeleznici mize chovat zrychleni? Lze
vérohodné nasimulovat jizdu lokomotivy do kopce?

16Ihttps ://mam.mff.cuni.cz/media/prilohy/28/clanek_Kvapil. pdf|
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Problém 2: Bylo by v néjakém prostredi ve stavu beztize mozné postavit model
slunecni soustavy, kde by planety skutecné obihaly diky gravitaci?

Problém 3: Mize ddvat smysl ménit jednotky v modelu nelinedrné, tedy jinak,
nez Ze zmensend jednotka je jen néjaky ndsobek ¢i zlomek té pivodni?

Nebojte se hledat naméty a podklady na internetu a v literature, nicméné
ale budte kreativni a inventivni. Své zavéry posilejte idedlné ve formé élénkuE]
Pokud navic chcete inspirovat ostatni (chcete!), posilejte své prispévky k prvnimu
deadlinu.

Pokud budete mit k témétku néjaky dotaz, nebojte se zeptat! E-mail vedouciho
i e-mailové konference k tématu najdete na konci. Na Teseni mutzete samoziejmé
spolupracovat, at uz prostfednictvim e-mailové konference, nebo jinak. Stejné tak
pokud budete mit néjaky namét, ktery vam prijde zajimavy, ale nebudete jej chtit
rozvijet, téZ ho poslete do konference a tieba se ho ujme nékdo jiny.

Pavel; pavel.turinsky@matfyz.cz

e-mailovd konference: zmensovani®mam.mff.cuni.cz
pro prihldseni do konference napiste Pavlovi
odevzddvejte do odevzddvdtka

7Par tipt, jak psit ¢lanek, najdete na https://mam.mff.cuni.cz/jak-resit/jak-psat-
clanek/. Zejména se snazte popsat, co jste se snazili simulovat a jaké vyhody a nevyhody
vas pristup ma.


mailto:pavel.turinsky@matfyz.cz
mailto:zmensovani@mam.mff.cuni.cz
https://mam.mff.cuni.cz/jak-resit/jak-psat-clanek/
https://mam.mff.cuni.cz/jak-resit/jak-psat-clanek/
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Priibézné vysledky
Témata
Po¥. | Jméno R.|> .| 1 2 3 4 5 6 |20l
1. | Doc.M M. Fof 4 1293,3122,0 2,0 12,0 36,0 81,9
2. |Dr.M™ A, Opl 4 1106,3 23,0 2,0 25,0 67,0
3. | Mgr.™ P. Simov4 1| 65295 9,5(65,2
4. | Mgr.™ 7. Mares 3| 57,11 8,7 12,8 21,5(57,1
5. | Mgr.™ J. Polach 3| 55,2190 3,9 2,0 14,9 55,2
6. | Dr.™ V. Tichy 2 | 167,6 6,0 6,0(53,9
7. Dr.M J. Kvapil 4 107,7 1,0 8,0 | 9,0]53,2
8. |Mgr.M D. Skypala | 4 | 82,0 7.5 8,0 15,5 48,9
9.|Be.™ J. Skopek 3| 48,0[12,5 4,0 16,5 48,0
10. | Mgr.™ K. Petrlikova | 4 | 94,6 7,0 7,0 46,1
11. | Be.™ L. Vévra 3| 352 5,0 10,0 11,0 | 26,0 35,2
12. | Be.MM P. Jendele 3| 44,1 4,0 1,0 9,0 14,0318
13.-14. | Dr."™™ T. Flidr 4 1133,8 30,9
Dr.™ D, Ctvrtecka | 2 1281 30,9
15. | Be.™M A Kolnik 3| 30,0 6,0 6,0130,0
16. | Be.™ V. Verner 1| 26,5/10,0 45 1,5 3,0 35 (22,5|26,5
17.|Be.™ O. Popovsky | 2 | 24,3 9,0 | 9,0]/24,3
18. | Be."™M R. Novék 2| 23,7 11,5 |11,5|23,7
19. | Dr.™M J. Knillov4 3 1109,8 3,7 3,7122,0
20. | Be."M M. Smréka 2| 21,6 10,0 [10,0|21,6
21. | Be."™™ J. Krejéi 2| 21,3] 55 5,5(21,3
22. | Be."™M M. Haikl 31 20,9 1,0 10,4 2,0 |13,4]20,9
23.|Bc."™ M. Chrostek | 2 | 26,0 0,5 1,0 | 1,5]18,5
24. | V. Faltus 2| 18,3 6,0 | 6,0/18,3
25. | Mgr.MM P. Hladik 41 60,1 17,1
26. | Be."M J. Kfimsk4 31 27,0 17,0
27.| A. Bejdovéd 4| 16,7 6,2 9,0 1,5 [16,7]16,7
28. | Be.™ V. Poldgkovd | 3 | 45,9 16,4
29. | J. Rypl 3| 15,6 15,6
30. | Mgr.™™ M. Bocek 3| 72,5 13,4
31. | M. Steinhauserova Z8 | 11,51 2,0 0,0 6,0 8,0(11,5
32. | Dr.™™ O. Piroutek 4 1104,9 10,5
33. | V. Bartdkova 2 8,0 8,0 8,0] 8,0
34. | Be.M M. Vicha 3| 19,9 7,5
35. | Mgr.™ V. Jazkova | 4 | 58,2 73
36. | Be.™M M. Valtrové 3| 43,2 6,0
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Témata
Po¥. | Jméno R (> .| 1 2 3 4 5 6 20|22
37. | R. Z&branska 1 5,2 2,0 2,00 5,2
38.|J. Tregler 2 3,9 3,9
39. | R. Mayerova 79 3,0 3,0
40. | M. Plevova 3 22| 0,2 2,0 2,2 2,2
41. | L. Poljakova 2 1,4 1,4

Sloupecek 271 je soucet vsech bodu ziskanych v nasem semindri, Zo je soucet bodu

v aktualni sérii a 21 soucet vSech bodu v tomto ro¢niku. Tituly uvedené v predchozim
textu slouzi pouze pro tcely M&M.

Vysledkova listina obsahuje vsechny body za feseni zaslana do 1. deadlinu predchozi
série. Body za feSeni zasland pozdéji obsahovat nemusi.

Casopis M&M je zastfeen Matematicko-fyzikalni fakultou Univerzity Karlovy. S ob-
sahem casopisu je mozné nakladat dle licence CC BY 4.0. Autory textu jsou, neni-li
uvedeno jinak, organizatori M&M.

Kontakty: }‘4

M&M, OPMK, MFF UK E-mail: mam@matfyz.cz l
Ke Karlovu 3 Web: mam.matfyz.cz
121 16 Praha 2 FB: casopis.MaM matfyz
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