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MATEMATIKA FYZIKA INFORMATIKA
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Uvnitf najdete nékolik témat a s nimi souvisejicich Gloh. Zamyslete se nad nimi a poslete
nam sva feseni. My vam je opravime, posleme zpét s dalSim Cislem a ta nejzajimavéjsi
z nich otiskneme. Nejlepsi feSitele zveme na podzim a na jafe na sousttedéni.
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Mily ctenari,

pravé ctes 3. ¢islo 28. ro¢niku casopisu M&M. Bohuzel pro novou vinu nékazy
jsme museli upravit plany a tak se planovana témaéatkova vikendovka neuskutecnila
v prezencéni varianté. Stejné tak bohuzel i nase kazdoro¢ni vanoéni setkéni se
nemohlo konat v tradi¢ni formé, ale bylo nahrazeno vyletem 11. prosince, na
kterém jsme se setkali v pratelské atmosfére.

Navzdory slozité situaci jsme mohli usporadat podzimni soustfedéni bez pro-
blému a doufame, Ze jste si ho uzili stejné jako my a vracite se domu plni zazitki,
dovednosti a novych pratelstvi. Tésime se, az vas zase uvidime. Tteba na jarnim
soustiedéni, které snad, da-li osud, probéhne 2. az 10. dubna.

Treti ¢islo je posledni roku 2021. Ro¢nik ale nekonéi! Stejné jako nase touha
po vasich ¢lancich. Premysleli jste o nécem zajimavém, mate chytry napad ¢i
postteh? Nevahejte, sepiste ho a poslete. Za svoji pili budete odménéni nejen
hlubsim pochopenim problematiky, ale i bodiky a také velkou Sanci na vyhru
dortu za nejlepsi ¢lanek.

Na zavér bychom vam radi poprali stastné Vanoce a krasny novy rok.

Vasi organizdtori

Téma 1 — Elektrické sit&............ ..o i, B
TEMA 2 — OWATE . ..ottt ettt et 22
Téma 3 — Lingvistika...... ..
Téma 4 — Pozoruhodné jevy v atmosfére...............................
Téma 5 — NeKONeENA ... .......oitii ittt [46]

Téma 6 — Riast monokrystalti...............c..oo i,
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Zadani a resSeni témat
1. deadline: 4. ledna 2022 | 2. deadline: 1. Gnora 2022

Téma 1 — Elektrické sité

Vzorova teseni zbytku tloh 1. dilu
Uloha 6
Zadani:
Vypocitejte odpor mezi dvéma protilehlymsi vrcholy:
a) pravidelného osmisténu
b) pravidelného dvandctistenu

¢) pravidelného dvacetisténu

Odpor kazdé hrany je opét 1 ).

ReSeni a) osmisténu od Mgr.™M Alese Opla:

Tento pripad jesté neni tak slozity. Zasadni je zde opét vyuziti symetrii.
U osmisténu si dokonce muzeme vybrat, zda chceme pouzit dvé zrcadlové sy-
metrie, ¢i vyuzit opét rotacni symetrii, ale at si vybereme jakkoliv, tak dojdeme
k zavéru, ze vsechny Ctyri vrcholy osmisténu, které lezi mezi zdrojem a stokem,
maji pravé diky symetrii stejny potencidl, a tak je mtzeme opét spojit do jed-
noho. Osmistén tedy muzeme prekreslit na nédsledujici sit (obrazek , v niz
prostredni bod reprezentuje pravé spojeni ¢tyr bodu.

Obrazek 1: Zjednoduseni osmisténu tlohy 6a)

Nyni jiz odpor muzeme spocitat jednoduse. Nejdiive spocitame celkovy od-
por ¢tyt paralelné zapojenych odporii:
1 1

1
=4 — = Ry =-1
Ry 10 n=t Ty

Celkovy odpor pak odpovidd zapojeni dvou téchto odport do série:

1
RC = 2]%71,:4 = 5 Q
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Reseni b) dvanactisténu od Mgr.™ Kristyny Petrlikové:

Obrazek 2: Dvanéctistén

V pifpadu dvanéctisténu (obrézek [2)) se proud nejdiive rozdéli rovnomérné
do t¥f vétvi (vrcholy L, A, N), pticemz kazda vétev se nasledné rozdél{ jesté na
dalsi dvé (ve vrcholech H, C, K, M, J, D). Dvojice proudi se nakonec slouc{
v jeden ve vrcholech B, O, Q, viz obrdzek [3] Vysledny odpor mezi Z a S je tedy
0
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Obrazek 3: Sit ulohy 6b)
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Reseni c) dvacetisténu od Be.MM Ji¥iho Polécha:

Obrazek 4: Dvacetistén

Ve dvacetisténu si muzeme vsimnout, Ze po zanedbani dvou protéjsich vr-
cholii ziskdme ttvar s pétithelnikovou podstavou. Vrchni podstava je oproti té

spodni otoc¢ena o 36° a tim vzniklo 10 hran mezi nimi. Cely dtvar bude tedy
mit po vrstvach 5, 10 a 5 hran.

D o S

= P

*10 R10
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Obrazek 5: Sit tlohy 6¢)

o=

1 1 1
Rs = 5 1 1 1 =T T T T T o9

1 1 1

Rig=—+5= T =—
10-4 101 10

1 1 1

R=2-Rs+Rig=2--+—==
5 + o 5+10 2

Po vypocitani dostaneme %Q



Uloha 9

Zadani:
Pomoci hvezdicovych transformaci vypocitejte odpor mezi stredy dvou sousedicich
hran v pravidelném dvandctisténu.

ReSeni od Mgr.™M Alege Opla:

Myslim, zZe je dobré se ze vseho nejdrive zamyslet nad tim, zda nemuzeme
vyuzit néjakou symetrii. A mame Stésti, jelikoz mtizeme. Dvanactistén i se zdroji
je totiz zrcadlové symetricky podle roviny, ktera lezi ve stfedu spojnice zdroje
a stoku a je na ni kolmé. Diky tomu muzeme spojit vsechny body, které na ni
lezi, do jednoho. Nasledné muzeme jeSté dalsim zpusobem vyuzit toho, Ze obé
poloviny grafu (nad rovinou a pod rovinou) jsou stejné. Diky tomu ndm totiz
staci vypocitat odpor jedné poloviny a celkovy odpor poté ziskdme zapojenim
dvou takovychto odpora do série. Stac¢i nam tedy si prekreslit polovinu grafu,
a kdyz to udélame, tak dostaneme situaci z obrazku @ (Hrany, u nichz nenf
napsany odpor, maji odpor 1 2.)

Obrazek 6: Polovina dvanéctisténu

Nyni muzeme zacit transformovat. Transformovat zde mtuzeme dva trojuhel-
niky, pricemz oba dva maji dvé hrany s odporem a’ = b’ = 1 a jednu s odporem
¢ =0,5. Po transformaci tedy budou mit nové hrany odpor:

1 1
Q= = —
YT b+ 5
b — aycy 1
a+v+d 5

o — ay by _ 2
a +b+¢, 5

Nyni tedy obvod vypadé jako na obrazku [7}
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Obrazek 7: K tloze 9

Zde muzeme secist sériové zapojené odpory a obvod trochu prekreslit a do-
staneme sit jako na obrazku [§]

1,4 1

1 1,4
0,2

1,2
0,5

°
YS 02

Obrazek 8: K tloze 9

Nyni jiz mtizeme zfetelné zpozorovat, ze zde mame dalsi trojihelnik tvoreny
odpory ¢/ =1, = 0,2 a ¢/ = 1,2, ktery muzeme transformovat na hvézdu.
o mg 1
T a b+, 10

b — abhch 1
YT+ +d, 2

501 1

g = a0 _ L

ah+ byt 12

Kdyz seCteme sériové zapojené odpory a opét prekreslime schéma obvodu,
tak dostaneme obrazek
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5
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1,2

0,5
e 0,2

A

Obrazek 9: K tloze 9

Ve vrchni ¢asti opét najdeme trojihelnik, ktery transfigurujeme (aj = b5 =
1,5,¢5 = 1):

a5 = bsch _3
ay +bs+c5 8

by — alch _3
as+b5+c5 8

LUl 9
c;;zL:—

d+ b, +cp 16

A kdy7 zase seCteme sériové odpory, dostaneme obvod, v némz najdeme ve
vrchni ¢éasti opét trojihelnik, ktery mizeme transformovat na hvézdu (obrazek

10).

7o, 11 6

CLZL: @,b4=§70£1=g

aq = 0,38, by = 0,49, cs = 0,56
Vysledek nakonec miZeme prekreslit na obvod, ktery zobrazuje obrazek

jehoz odpor uz jsme schopni spocitat pouze s vyuzitim vztaht pro sériové a pa-
ralelni odpory.
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Obrazek 10: K uloze 9

0,38 0,49

0,5 0,56 0,2

0,5
Obrazek 11: K tloze 9
Nejdiive muzeme secist sériové zapojené odpory:
Ry =0,5+0,38=0,88

Ry = 0,49 + 0,2 = 0,69

Déle muzeme spocitat odpor paralelniho zapojeni v pravé horni ¢ésti:

Tim ndm opét vznikne sériové zapojeni:
Ry=Ri+R3=119
A nakonec nam zbudou dva paralelné zapojené odpory:

05 Ry .
Rp= 2" - 035
P05+ R

Celkovy odpor mezi dvéma sousednimi hranami dvanactisténu tedy je:

Rc=2Rp =07
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Uloha 10

Zadani:
Vypocitejte odpor mezi libovolnymi dvéma vrcholy v uplném grafu Ks na ob-
rdzku . (Hrany se nikde neprotinaji, i kdyZ to tak miZe vypadat. Vedou nad

sebou a pod sebou.)
ﬁ

Obrazek 12: Uplny graf na 5 vrcholech.

Reseni od Be.MM Zdenika Marese:

Pocitam v Q. Nejdrive si zvolime, mezi kterymi vrcholy budeme odpor po-
citat. I kdyz to tak nevypadd, je to jedno. Kazdy vrchol je spojen s kazdym
jingm vrcholem pravé jednou. Vrcholy si mizeme libovolné pojmenovat, aby se
nam s nimi lépe pracovalo (obrazek .

Cc

R
A_ =1\ B
01\\1.%'
1

Obréazek 13: Pojmenovani vrcholu

Hranami mezi body C'a D, C'a E a D a E neprotece zaddny proud, protoze
vrcholy C, D a E maji stejny potencidl. Proto hrany CD, CE a DE muZeme
z obvodu uplné vynechat. Poté jiz mtzeme pokracovat ve zjednodusovani jako
v mnoha predeslych tlohach.

Celkovy odpor naseho uplného grafu K5 je tedy % Q.

e A
<= 1 Vo

Obrazek 14: K tloze 10

NN
ain

4

m o0 O
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Uloha 11

Zadani:
Dokazte, Ze odpor mezi libovolnymi dvéma vrcholy v uplném grafu K, je % Q.

(Uplny’ graf K, je takovy graf o n vrcholech, ktery md hrany mezi kaZdymi dvéma
vrcholy.)

Reseni od Be.MM Ji#iho Policha:

V jakémkoli iplném grafu K, je pfesné jedna hrana vedouci pfimo od zdroje
ke stoku a presné n — 2 (pfes vSechny vrcholy krom S a Z) cest pres pravé
1 vrchol (tedy skladajici se ze 2 hran). Zbylych (g) —1—2-(n—2) hran pouze
spojuje cesty pres 1 vrchol. Jelikoz vSechny hrany maji stejny odpor a podminky
splnuji pravidla pro symetri¢nost, miazeme téchto (g) — 2n — 5 hran zanedbat.
Z Gplného grafu K5 ndm tedy zbyde pouze toto (obrazek :

—>

Obrazek 15: Zredukovani grafu K

Odpor mtizeme vypoéitat nasledujicim zptisobem. Cislo 2 je ve jmenovateli
pravé casti, protoze odpor cesty vedouci pres 1 vrchol se skldda z 2 hran sériové
zapojenych, tzn. jejich odpor se s¢itd. Vzorec obsahuje (n — 2), protoze je to
pocet, kolikrat se tam objevuje cesta pres 1 vrchol (vSechny vrcholy krom Z
a s).

P 1 11 12
C1t(-2) g 1P EEE 5o

Vzorova fedeni 2. dilu

Neustéle pracujeme s Kirchhoffovymi zdkony, opét si je pripomeneme.
Prvni Kirchhoffiv zédkon o proudu a smyckach rika, ze soucet rozdilu poten-
cialt v cyklu vrchold x1, 2 az xy je roven nule.

Paurws + Prgws T+ Pap_yap, T Pz, =0 (1)
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Druhy Kirchhoffuv zdkon se tyka proudu prochazejiciho jednim vrcholem. Sou-
¢et proudi vstupujicich do vrcholu A a proudu z néj vystupujicich je nulovy.

IArl + IAmg + -+ IAxk + IAOO = 07 (2)

kde x1 az xj jsou vrcholy, do nichz vede hrana z A nebo z nichz vede hrana do
A, a Ixo je proud, ktery vychdzi ze sité pry¢ ve vrcholu A. (Analogicky T4 je
proud, ktery do sité v daném vrcholu vstupuje.)

Princip superpozice v této situaci zni nasledovné. Kdyz budeme mit vice pti-
fazeni proudu hrandm, kterd vSechna splnuji Kirchhoffovy zdkony, a vytvoiime
nové prirazeni proudi jako soucet néjakych nasobki nasich pfifazeni (mohou tam
byt i zdporné ndsobky), tak toto nové také spliiuje Kirchhoffovy zdkony.

Uloha 1
ZadAani:
Algebraicky dokazte, Ze plati princip superpozice pro nase Tovnice a @

(Ndpovéda: Pokud nevite, jak na to, zkuste si princip superpozice dokdzat pro
néjaky maly konkrétni pocet vrcholi a hran. Predstavte si, Ze mdte dvé ruznd
pritazend (tedy potencidly a proudy), kterd vyhovuji témto rovnicim. Co se stane,
kdyz rovnice vyndsobite néjakgm cislem? Budou pordd platit? A cemu se bude
rovnat soucet viech potencidli obou pritazeni (nebo vsech proudi hran)? Pokud si
nejste jisti, tak pripomindame, Ze mizZete vyuZit pravé strany masich rovnic — jsou
tam nuly.)

Reseni od Be.™M Jitiho Policha (zkraceno):
Nejdriv jsem se snazil dokazat druhy Kirch. zdkon a az potom prvni.

Druhy Kirchhoffav zakon: Na kazdém vrcholu plati, Ze soucet vstupujicich
a vystupujicich proudt je roven 0. Tedy:

k
Z IAlzi =0
i=1

To plati i pro druhé pfifazeni. Pokud obé strany pfendsobime jakymkoli koefi-
cientem ¢, dostaneme:

k
61~ZIA1% 201'0:0
i=1

Pokud se¢teme tuto moznost s moznosti pro druhé pritazeni, dostaneme

k k
c1-> Taa, 2 Taye, =04+0=0

i=1 i=1

Toto muzeme rozepsat jako:

cllAlilll +CQIA2£D1 +01[A11E2 +C2IA2£D2 + : '+c].IA1$k +C2IA2wk +61[A100+IA200 = O
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Jelikoz je tato rovnice opét homogenni, je toto dalsi moznosti prifazeni proud
a mezi vrcholem A a x; bude prochdzet proud la,, = c1la,z, + c2la,a,;
c1,c2 € R, z pfedpokladu, ze ve zbytku obvodu opét pouzijeme shodné ¢y, co.

Prvni Kirchhoffav zakon: Obdobné muzeme udélat i dikaz o potencialech.
Kde sumu Zle 14,5, nahradime @g, 40 + Quows + ** + Pupa, - Na konci dosta-
neme, ze rozdil potencidlu na vrcholech x; a x5 je roven jejich rozdilu v jed-
notlivych pritazenich prenasobené stejnou konstantou c¢; a ¢y jako u druhého
Kirchhoffova zakonu.

Uloha 3
Pti dokazovani jednoznacnosti feseni jsme zkonstruovali cyklus ABC'... A, kde
tece kladny proud ve vSech hrandch AB, BC, ..., tedy v jednom sméru.
Zadani:

Rozmyslete si, pro¢ takovy cyklus nemize existovat. (Ndpovéda: Podivejte se na
potencidly v jeho vrcholech.)

Reseni od Mgr.™M Pavly Simové:

Rozdil potencialt vypocitame jako IR, kde R nebude nikdy zdporné. V pii-
padé okruhu, kde jsou vSechny proudy kladné, budou i vsechny rozdily potenci-
alta kladné, tim paddem nemohou splnit prvni Kirchhoffiv zdkon, ze jejich soucet
je 0.

Uloha 4

Zadani:
Dokazte, Ze kazZdy souvisly graf md kostru.
Reseni:
Oznac¢me nas souvisly graf G. Budeme postupovat matematickou indukei podle
poctu cyklu.

Pokud G nemé zadny cyklus, je to jiz strom. Je tedy zaroven svou kostrou.

Nyni méjme n > 1 a predpokladejme, ze kazdy souvisly graf s nanejvys n
cykly mé kostru. Ukazeme, ze také kazdy souvisly graf s n + 1 cykly mé kostru.
(Tomuto kroku se fikd indukéni krok.) Mdme tedy souvisly graf G, ktery ma n+1
cyklta. To, Ze méa souvisly graf G cyklus, je ekvivalentni tomu, Ze mezi kazdymi
dvéma vrcholy existuji alespon dvé cesty. Proto, kdyz odstranime libovolnou hranu
z nékterého z cykla, graf bude stale souvisly, nebot mezi dvéma vrcholy, které
hrana spojovala, musela vést jesté néjaka cesta. A pro tento novy graf G’ mizeme
pouzit indukéni predpoklad, jelikoz mé urcité alespon o jeden cyklus méné (ten,
ktery jsme rozpojili), coZ znamend, ze ma nanejvys n cykli. Tedy m4 kostru. Tato
kostra je souvisly graf bez cykll, ktery obsahuje vSechny vrcholy G’, jez jsou vSak
shodné s vrcholy G. Je to proto také kostra G.

Ukéazali jsme indukci, ze kazdy souvisly graf ma kostru.
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Uloha 5

ZadAani:
Nakreslete vsechny kostry dplného grafu na 4 vrcholech. (Pokud netusite, co je to
dplnyg graf, podivejte se na zdvér predchoziho dilu témdtka.)

Reseni od Mgr."M Pavly Simové:

Protoze je graf uplny, tedy ma vSechny hrany, které by jen mohl mit, tak
vlastné jen hleddme vSechny stromy o 4 vrcholech. Mtzeme pouze spojit 4
vrcholy za sebou, nebo je spojit do tvaru hvézdy. Pokud rozlisSujeme od sebe
jednotlivé body grafu, vyjde ndm 16 moznosti.

X AKINPX

1IN
>< Z/ Z\ Z/

Obrazek 16: Vsechny kostry na 4 vrcholech

Doplnéni k tloham 6 a 11

Dokazovali jsme vétu o existenci feSeni.

Pro danou hranu AB znadime N(Z, A, B, S) pocet koster grafu G, ve kterych
(ta jedind) cesta ze Z do S obsahuje vrcholy A, B v tomto poradi.

Obdobné jsme pojmenovali N(Z, B, A, S) tj. cesta ze Z do S prochdz{ hranu
AB smérem z B do A. Dale K znaci celkovy pocet koster a

N(Z,A,B,S)— N(Z,B, A, S)
Iap = = .

Potom plati véta, kterou jsme minule ukazali:

Kdyz rozmistime do kazdé hrany AB grafu G proud Iap, aby tekl ve smeéru
z A do B, pak celkovy proud ze zdroje Z do stoku S ma velikost 1 a vyhovuje
Kirchhoffovym zdkondm.
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Uloha 6

Zadani:
VyuZijte to, Ze zndte vsechny kostry uplného grafu na 4 vrcholech z minulé dlohy
5, a urcete proudy vsech hran na obrdzku[I7, kde vsechny hrany maji odpor 1,

pomoci vzorce z této véty.
1A 2
/N
A/ 10 \B
<T&°s

Obrazek 17: Urcete proudy pomoci koster!

Reseni od Mgr.™M Pavly Simové:

Sit na obrazku ma o hranu méné nez Gplny graf, proto celkovy pocet koster
K = 8. Graf je symetricky podle os Z.S a AB, takze proud Iz4 = Izp = Ias =
Ips. Pocet koster grafu, ve kterych cesta ze Z do S obsahuje vrcholy Z, A
v tomto pofadi je N(Z,Z, A, S) = 4, stejné tak pro ostatni tfi hrany. Vsechny
Ctyri hrany maji jeden z krajnich vrchol zdroj nebo stok, takze v opac¢ném
sméru cesta vést nemiize.

4-0 1
Iza=1Izp =1as=1Ips= TAZ §A

Pro hranu AB je kvili symetrii grafu v obou smérech pocet koster
N(Z,A,B,S)=N(Z,B,A,S) =1.

1-1
Lip=—5—A=0A

Pfipomenuti z minulého dilu

Vétu jsme pomoci spleti dokézali a nasledné rekli, ze plati i pro libovolné odpory.

Pro kostru T definujme vdhu T jako prevracenou hodnotu soucinu odpori
jejich hran. Oznacime K* soucet vah ptes vSechny kostry grafu G, dile oznac¢ime
N*(Z, A, B, S) souCet vah pfes vSechny kostry, kde je na cesté ze Z do S nejdiive
A a hned potom B. A definujme N*(S,B,A,Z) = N*(Z, A, B, S). Potom plati
nasledujici tvrzeni:



16

Rozmisténi proudi, ve kterém je velikost proudu v kaZdé hrané AB ddna jako

N*(Z’A’B’S)I;*N*(Z’B’A’S), splniwje Ohmaiv a Kirchhoffovy zdkony a velikost proudu

vstupujictho do sité v Z a vystupujictho v S je 1.

Tato véta ma krasny duisledek formulovany v nasledujici dloze.
Uloha 11

Zadani:

Napiste, proc¢ plati ndsledujici tvrzeni: Pokud jsou odpory vsech hran raciondlni
a celkovy proud prochdzejici siti md velikost 1, pak md proud na kazZdé hrané
raciondIni hodnotu.

ReSeni od Mgr.™M Pavly Simové:

Pokud jsou odpory racionalni, tak jejich soucin pro kostru 7' je také raci-
onalni. Prevracend hodnota racionalniho ¢isla je opét raciondlni, neboli vaha
pro kazdou T je raciondlni. S¢itanim vah ndm vyjdou raciondlni ¢isla. A déle-
nim raciondlnim ¢islem zrovna tak. VSechny operace, které pti vypoctu proudu
provadime ndm zachovévaji ¢iselny obor!

Zbylé dlohy
Stale muzete posilat feSeni neotisténych tloh! Obcas k nim nyni zvefejliujeme
napovédu a mirné snizujeme pocet bodi.
Uloha 2 (28.2) [3b]: Ukaste pomoci principu superpozice, e libovolny proud siti,
ktery je vysledkem pritomnosti vice zdroju a stoku, lze ziskat skldddnim proudi

prislusejicich vZdy jen jednomu zdroji a stoku.

Nésleduje série uloh tvoricich ¢asti dikazu existence feseni, konkrétné splnéni
potencidlového zdkona. Pro zavedené znaceni se muzete podivat do 2. dilu na
strany 20 a 21.

Uloha 7 (28.2) [2b]: Zdivodnéte, ze N(Z, A, B, S) je pocet spleti F = Fz U F,
pro které A € Fy a B € Fs. (Novd ndpovéda: Zkuste priddvat a ubirat hranu
AB.)

Uloha 8 (28.2) [2b]: Rozmyslete si, Ze F+AB je kostra pravé tehdy, kdys A € Fy
a B e Fg, nebo A€ Fs a B € Fy. Jak moc je tato dloha podobnd iloze 77

Uloha 9 (28.2) [3b 2b]: Ukaste, ze
T F
> Iis =Ty,
T F

kde druhd sumace je pres vsechny spleté F. (Ndpovéda: PouZijte tvrzeni predcho-
zich dvou tloh a ukaZte, Ze levd strana < pravd a zdrover pravd < levd.)



ERES  XXVIII/3 17

Uloha 10 (28.2) [3b 2b]: Ukaste, Ze Zle Iéfgm = 0 pro kazdou splet F. (Nd-
poveda: Zamyslete se nad zapocitdvanim hran cyklu vedoucich mezi obéma cdstmi
spleti.)

Dil 3: Perfektni déleni étvercii

Vitejte u posledniho dilu se zaddnim tloh tématka Elektrické sité. V minulych
dilech jsme si predstavili elektrické sité, naucili se pocitat jejich odpor a zamysleli
se i nad jejich teoreti¢téjSim pojetim a spojenim s informatickymi kostrami grafa.
V tomto tématku se podivdme na ¢tverce.

Predstavte si, ze mate tabulku ¢okolady a chcete ji rozdélit vasi rodiné. Avsak
kazdy z rodiny je perfekcionista a pozaduje, aby jeho celistvy kousek cokolady
mél stejné rozméry na Sitku i délku (neboli chee, aby dostal ¢tverec). Jak byste
¢okoladu rozdélili?

Mozna si tikdate, jak souvisi ¢tverce s elektrickymi sitémi. Zkuste se zamys-
let nad nasledujicim problémem: Méjme obdélnik velikosti 33 x 32 a chceme ho
rozdélit na nékolik (kone¢né mnoho a alesporii dva) ¢tvercu riznych velikostﬂ Je
tento problém vyresitelny?

Mizeme vam prozradit predem, Ze ano, a také, ze ¢tvercovani muzeme hledat
i pomoci nasich znamych elektrickych siti a odport v nich.

18 15

14 190 |

Obrazek 18: Perfektni déleni ¢étvercu obdélniku 33 x 32

Roku 1925 prisel Polak Zbigniew Moron s perfektnim rozc¢tvercovanim obdél-
niku 33 x 32, které vidite na obrézku [I8 Tento rozdéleny obdélnik m4 rad 9, je

ICtverce obecné nemuseji mit celoéiselné délky stran.
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zde totiz 9 ruznych ctverci. Tento rozétvercovany obdélnik pouzijeme, abychom
si ukazali, jak mtzeme ctvercovani prevést na elektrickou sif. Zkusme si predsta-
vit, Ze ho vyfizneme z nichromu (materidl, jenz je mélo vodivy) a ddme na néj
2 elektrody, jednu nahoru a druhou dolu. Co se stane, kdyz na horni elektrodu
umistime potencial 32V a na dolni 0V (bude mezi nimi napéti 32V)?

Proud potece ze shora doli a potencidl v daném misté obdélniku bude zaviset
jen a jen na tom, jak je to misto vysoko. Déle vime, ze proud se nezméni, ani
kdyz ddme pésové elektrody na horni a spodni ¢dsti jednotlivych ¢tverct (po celé
jejich délce). Z predchozich tloh jsme si také odvodili, Ze pokud jsou dva vrcholy
stejného potencidlu, tak mezi nimi proud nepotece, muzeme si tedy vrcholy se
stejnym potencialem sloucit. Dalsi véci, kterou provedeme, je rozrezani obdélniku
na mensi ¢tverce. Timto dostaneme sestaveni jako na ¢asti 2 obrazku Jelikoz
proud tece jen mezi elektrodami (neboli mezi misty s riznymi potencidly), tak si
cely obdélnik muzeme prekreslit na elektrickou sit (¢ast 3 obrazku [19)).

b {:

[ 3

A
/!

*
¢
*
o )
0e
X
/o

:

Obrazek 19: Vytvareni sité ze ¢tverct

mlr
[ ]
)
(f).

Nyni mame elektrickou sit, podobnou tém, se kterymi jsme se seznamili jiz
v predchozich dilech. Potencidly vrcholu jsou urceny velikostmi ¢tvercu (,,vyskou
vrcholu“). Mame tedy

pz =32
wa =17
pp =14
c =10
$p =9
ws =0

Méjme Ctverec o strané [ a tloustce d, z materidlu o mérném odporu g (coZ je
néjakd konstanta), ktery slouzi jako vodi¢ (proud protéka ze shora doltt). Obecné
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pro odpor vodice plati R = p - é, kde S je prurez vodice rovinou kolmou na

protékajici proud. Pokud budeme chtit spocitat odpor ¢tverce, mame R = p- é =
0- ﬁ = 2. Vidime, Ze odpor nezavisi na velikosti ¢tverce, tento odpor si tedy
bez Gjmy na obecnosti uréime jako R = 1 pro kazdy étverec (tedy i hranu nasi
sité).

Nastéva ¢as na znamou otdzku: Jaky je celkovy odpor sité (mezi zdrojem Z
a stokem S)? Odpory na hrandch jsou jednotkové, napéti na hrané je stejné jako
proud prochézejici hranou dle Ohmova zékonu I = % = U. Napéti vsak zname,
je rovno rozdilu potenciald vrcholt hrany. Umime tedy urcit proud pro kazdou
hranu. Proud prochézejici obdélnikem odpovidd souctu proudu vstupujicich do
stoku, coz znamena 14 A + 10 A + 9A = 33 A. Je zfejmé, Ze proud si muzeme
predstavit i jako velikost strany obdélniku. Napéti ma velikost 32V a tedy odpor

P _ U _ 32

celé sité je roven R = T = 32 ().
\LZ
@

T
15A
18 A
®
e 4 A 7y
8 A
\.{

14 A

Do

Obrazek 20: Proudy v siti

Kdyz uz dokazeme udélat z rozdéleného obdélniku sit, tento postup muzeme
provést i obracené a udélat ze sité déleni obdélniku. Kazdy perfektné rozdéleny
obdélnik (nebo Ctverec) mize byt nakreslen z néjaké sité, ale ne kazdd sit od-
povida perfektnimu ¢tvercovani. Musime si tedy pro sité urcit néjaké podminky;,
které nam reknou, zda by dana sit mohla byt ¢tvercovanim. Vezmeme souvisly
rovinny graf (rovinny znamend, Zze se hrany pri nakresleni nekiizi). Kdyby byl
graf nesouvisly, tak by na sebe malé ¢tverce nenavazovaly, a kdyby nebyl rovinny,
tak by se dokonce prekryvaly. Kazdé hrané ddme odpor 12 a vypocitdme celkovy
odpor mezi zdrojem a stokem. Pokud je tento odpor kladny racionédlni, muze sit
odpovidat déleni obdélniku. Pokud je tento odpor roven jedné, tak tato sit muze
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odpovidat déleni ¢tverce (nebot mame stejné velké strany). Déale potifebujeme,
aby vSechny potencidly hran byly rozdilné, coz by znamenalo rozdilné velikosti
vSech malych ¢tverci. Poté bychom mohli z této sité najit perfektné rozdéleny
¢tverec/obdélnik.

rozdéleny Ctverec musi existovat. Avsak mame jiz alespon postup, jak muzeme
tento ¢tverec hledat.

Nyni uz tedy vime, Ze nékterych pfipadech ndm muze znalost existence kon-
krétnich siti pomoci vytvorit novy perfektné rozétvercovany ¢tverec. V nésleduji-
cim oddilu se presuneme k déleni obdélniku. Jelikoz ty nemaji obé strany stejné
dlouhé, muzeme zkusit zjistit néjaké omezujici podminky ohledné délek stran na
obdélniky, které by mohly byt perfektné rozétvercovany. Zde nam opét prekvapivé
pomuze znalost elektrickych siti!

Pfipomenime si tvrzeni ze zdvéru prvniho dilu témétka (to, které lehce vyply-
nulo z celého minulého dilu):

Pokud jsou odpory vsech hran raciondlni a celkovy proud prochdzejici siti md
velikost 1, pak md proud na kaZdé hrané raciondini hodnotu.

7 tohoto tvrzeni nyni odvodime néasledujici dusledek — Nutna podminka
pro existenci rozdéleni obdélniku na ¢tverce:

Pokud muze bijt obdélnik rozdélen na ctverce, tak pomér rozdilnych stran ob-
délniku je raciondlni.

Uloha 1 [3b]: Dokaste predchozi disledek z daného tvrzend.

Uloha 2 [4b]: Zkuste rozdélit ctverec 112x112 na obrdzku|21| na étverce nestejnych

velikosti. (Ndpovéda: Vidy se snazte doplnit co nejuétsi ctverec, ktery se na dané
misto jeste vejde. Ctverci bude 21.)

Uloha 3 [2b]: Nakreslete sit odpovidagici rozdéleni étverce z lohy @

Uloha 4 [b]: Prekreslete sit z obrdzku |29 na rozdélent ctverce.

Kacka Vokdlovd; |katerina.vokalova@matfyz.cz

Lucka Kundratovd,; kundratova@karlin.mff.cuni.cz
e-mailovd konference: |elektricke-site@mam.mff.cuni.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka
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Obrazek 21: Obrazek k tloze

27 A
30 A
3A_9
.// 13
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Obrazek 22: Obrazek k tloze
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Téma 2 — Oware

Vitejte u tietiho dilu. V pfedchozich dilech moc textu nebylo, tak jsme se to roz-
hodli trochu napravit a to jak otisténim textu, ktery se jiz s pfedstihem objevil na
GitHubuE| tak zbrusu novym kouskem zacinajicim nadpisem: , Kolik toho vlastné
stihnu?“

Pokud teprve chcete zacit fesit toto tématko, tak si prectéte prvni dﬂE| kde
se o Oware dozvite vic. Porad muzete ziskat body i za porazeni organizatorskych
programu z druhého ¢isla, k ¢emuz vam jisté pomuze nasledujici text.

V tomto dilu tedy jisté najdete radu, jak porazit Agamemnona, Bellerophona
i Cadma. Mozné se vam jako jedném z mala dokonce podaii porazit Diomeda,
jehoz porazil zatim pouze Mgr.MM Daniel Skypala, ¢i jesté neporazeného Erechthea
(obrazek . Také muzete zkusit sesadit Bc.™ Adama Kolnika z prvniho mista,
které jiz ¢tyTi turnaje vytrvale drzi, k cemuz mu samoziejmé velmi gratulujeme.

Obrazek 23: Predvanocni nadilka organizatorskych programu k porazeni.

Nejnovejsi vysledky, informace a vylepSeni skripti pro turnaj naleznete na
GitHubulY] A ted uz se miizete vrhnout do svéta hrani her pocitacem!

Dil 3: Uvod do hrani her pro poéitace

Pojdme se zamyslet nad tim, jak bychom mohli naucit pocita¢ hrat Oware. Lidi
se snazili naucit stroje hrat sachy jesté pred vynalezem pocitaci, takze mame
spoustu napadt, kterymi se miizeme inspirovat. Oware, stejné jako Sachy, je
v mnoha ohledech hra jednoduché pro pocitace: mame kompletni prehled o stavu
hry, nejsou pritomné zadné nahodné prvky a hraji jenom dva hraci piimo proti
sobé.

?https://github.com/JoHavel/Turnaj-v-0ware/blob/main/NegaMax .md
Shttps://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/28/28-1.pdf#section*.11
“https://github.com/JoHavel/Turnaj-v-0Oware
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https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/28/28-1.pdf#section*.11
https://github.com/JoHavel/Turnaj-v-Oware
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V tomto tématku nebudeme moc zabihat do formalismt. Pokud chcete zjistit
vic o teorii her, podivejte se na tématko Hry, jez nas provazelo celym 26. roc¢ni-
kem.

Kde vlastné jsem?

Prvni véc, co by pocita¢c mél umét, je zjistit, v jak dobré pozici se nachazi. Pak
uz bude snadné poznat dobré tahy (to jsou ty, co vedou do lepsich pozic) a odtud
uz néjak celou hru zvladneme vyhrat. Jednoduché, ne?

Meérit, jak dobra dana pozice je, vSak neni viibec jednoduché. Umime na konci
hry poznat, kdo vyhral, ale ¢im dél konec hry je, tim mlhavéjsi je nase predstava
o stavu hry. V Sachu se hrac¢i koukaji treba na to, kolik figurek komu zbyva na
Sachovnici. V Oware mame jesté primocarejsi metodu — mizeme se koukat na
skore.

Problém 1: Skore v Oware je dvojice cisel vyjadrujici pocty sklizenijch seminek.
Zamyslete se, jak dobré je které z ndsledujicich skore pro pruniho hrdce. Jak byste
je usporddali? Proc?

10:10, 15:20, 20:15, 10:15, 15:10, 25:10, 25:20, 30:10

Koukanim na skére rozhodné nedokazeme urcit vyhodnost pozice dokonale,
ale i ptiblizny odhad se ukaze byt dosti uziteénym. Tomuto ohodnoceni situace se
rika heuristika a tradi¢né se vyhranym hram pfirazuje hodnota plus nekonecno,
prohranym hram minus nekonecno, a jesté nerozhodnutym hram se pripisuji hod-
noty nékde mezi témito extrémy.

Problém 2: Jak by mohla vypadat heuristika pro OQware lepsi nez jen koukdni na
skore?

Kam chci jit?

Pokud uz tusime, jak ohodnotit situaci, zbyvd nam ,jenom“ najit dobry tah.
Tohle je myslenka, kterou jste mohli vidét v agentovi nejlepsi_po_mem, a¢ ten
pouzival velmi jednoduchou heuristiku. Nase heuristiky nejsou taky nijak doko-
nalé, budeme se tedy muset snazit poznat dobry tah néjak lépe.

Snad se shodneme na tom, ze pokud existuje tah do vyrazné lepsi pozice, tak
nase aktualni pozice asi neni moc Spatnd. Naopak pokud vsechny tahy vedou do
Spatnych pozic, tak na tom asi nejsme dobie. Pokud jsme na tahu, tak vybereme
tah, ktery vede do pro néds nejvyhodnéjsi pozice. Heuristické ohodnoceni této
pozice by tedy mélo odpovidat maximu z ohodnoceni pozic, do kterych se umime
dostat jednim tahem. Tuto myslenku budeme chtit porddné rozvinout, ale na to
se nejdrive musime vcitit do role naseho soupere.

Nas souper se snazi vyhrat, tedy abychom my prohréli. Je-li na tahu, muze
vybrat tah vedouci do pro nas nejhorsi mozné pozice. Heuristické ohodnoceni
pozice, kde je na tahu souper, by tudiz mélo odpovidat minimu z ohodnoceni
pozic, do kterych nds umi souper dostat jednim tahem. Pokud se tedy pokusime
dohlédnout déale do budoucnosti, tak ohodnoceni nasi aktualni pozice by mélo
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odpovidat ohodnoceni nejlepsi z pozic, do kterych se umime dostat jednim ta-
hem, a ohodnoceni téchto pozic by naopak mélo odpovidat ohodnoceni nejhorsich
pozic, do kterych je nas poté schopen dostat souper. Této myslence se Fika Mini-
Maxﬂ protoze se stiidaji kroky, kde dochazi k maximalizovani a minimalizovani
heuristiky.

Jesté nez se ale pustime do programovani, pojdme si ukazat jeden elegantni
trik. Souperova snaha minimalizovat nasi heuristiku se da také popsat jako snaha
maximalizovat jeho heuristiku, kterd je k té nasi opa¢nd. V praxi dokonce heuris-
tiky tradicné byvaji takové, aby ohodnoceni dané pozice obéma hraci se secetla
na nulu. Tohle je nejen celkem rozumny zpusob jak o heuristice uvazovat, ale také
vede k algoritmu znamému jako NegaMax.

NegaMaxové ohodnoceni nasi aktualni pozice je tedy maximum z nasich ohod-
noceni pozic, do kterych se umime dostat jednim tahem. Nase ohodnoceni téchto
pozic je pak vzdy negace souperova ohodnoceni, kde souper se ridi stejnym algo-
ritmem.

Oware je prilis slozitd hra na to, abychom dohlédli ze zacatku az na jeji ko-
nec. Snazit se dopracovat se NegaMaxem az k vyhranym ¢i prohranym situacim
by trvalo prilis dlouho. Po¢ty moznych pozic rostou exponencidlné. Porad je ale
mozné nahlédnout nékolik tahti do budoucnosti a tam situaci ohodnotit heuris-
tikou. Zkuste to! V zavislosti na rychlosti vasich programt byste méli vidét asi
tak pét taht do budoucnosti a zvladnout porazit Agamemnona a moznd i Belle-
rophona.

Kolik toho vlastné stihnu?

V predchozi Casti jsme si ukézali, jak pomoci algoritmu NegaMax prohledavat
budoucnost. Zel mame na kazdy tah jen omezené mnozstvi ¢asu, a tudiz musime
nékde nase hledani ukoncit. Tentokrat si ukdzeme par triku, jak dohlédnout o néco
dal a tim ziskat vyhodu nad soupefem.

Pri popisu NegaMaxu vyvstala otdzka, kolik krokt do budoucnosti se tedy
mame koukat. Chceme to stihnout v ¢asovém limitu, ale zase se nechceme zby-
tecné omezovat. Toto je dale komplikované tim, ze nevime, jak presné bude rychly
hardware, na kterém pobézime, a navic se slozitost prohledéavani méni béhem hry:
Na zacatku existuje mnoho moznych taht a vsechny prohledat trva dlouho. Ke
konci hry je moznosti méné, ¢ehoz bychom chtéli vyuzit a koukat o to dal.

Reseni tohoto problému se jmenuje iterativni prohlubovani (iterative deepe-
ning). Algoritmus je az prekvapivé jednoduchy — nejdiive pusti NegaMax s hloub-
kou 1, zapamatuje si nejlepsi nalezeny tah, zvysi hloubku o jedna a cely proces
opakuje. Kdyz mu dojde cas, tak se pouzije vysledek posledniho NegaMaxu, ktery
se stihl cely.

Urcité vas zajimé, zda ndm tohle pomuze. Ano, pokud je moznosti maélo,
tak se spusténi NegaMaxu stihne vice, ale o kolik ¢asu nas pripravi vSechna ta
»zZbyteéna* spusténi s prilis malou hloubkou? Inu, ukazuje se, ze malo. Pokud

Shttps://en.wikipedia.org/wiki/Minimax
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mé kazdy hraé¢ (tfeba) dva mozné tahy, tak kazdé dalsi spusténi NegaMaxu bude
uvazovat dvakrat tolik moznych budoucnosti a tudiz bude trvat alespon dvakrat
tak dlouho. Ve vysledku tudiz vSechny pfedchozi spusténi dohromady nezabiraji
ani tolik ¢asu, co to posledni stihnuté.

Teorie je sice pékné, ale nam jde o to vyhravat. Zkuste iterativni prohlubo-
vani implementovat a zjistéte, jak si vede oproti predchozi verzi. Urcité dokéazete
i vymyslet néjaka zlepsSeni, jak nékde jesté trochu vypoctu usetiit. Pri testovani
si vSimnéte, zZe iterativni prohlubovani vzdy spotifebuje veskery cas, ktery mu
date.

Ne, tudy fakt ne

Druhé vyznamné zlepseni by bylo, kdybychom si néjak dokazali usetiit prohleda-
vani nékterych budoucnosti. Tomuto triku se fikd alfa-beta ofezdvani a dovoluje
nam o tahu tict, zZe je zarucené Spatny, diiv nez projdeme vSechny z néj vedouci
budoucnosti.

Priddme nasemu NegaMaxu dva dalsi parametry — tradi¢né se jim rika alfa
a beta — které budou urcovat jaké nejhorsi a jaké nejlepsi tahy nas jesté zajimaji.
Uzite¢nost alfy je snad zfejmé — kdykoliv zjistime, ze tah je horsi nez néjaky jiny,
tak uz nas vlastné nezajima, jak moc Spatny skutecné je. Vyznam bety je mozna
trochu zahadnéjsi. Pro¢ by mél byt tah prilis dobry?

Celé to bude ziejméjsi, pokud si predstavime, jak takové alfa-beta orezavani
funguje. Na zacatku spustime NegaMax s alfa = —oco a beta = +00. O své pozici
nic nevime, tak nas zajimaji vsechny tahy. Prohledavani se podiva na prvni mozny
tah (t¥eba 1) a ohodnoti jej hodnotou z. TudiZ nové nastavime alfa = x a za¢neme
vyhodnocovat tah 2. NegaMax se vciti do protivnika a zavola sam sebe na situaci
po tahu 2. V této situaci jsou ale alpha a beta prohozeny — pokud je situace po
tahu 2 pro protivnika lepsi nez —z, tak nas nezajima jak moc dobra vlastné je,
nebot tah 2 hrat nebudeme a protivnika do této situace viibec nepustime.

Alfa-beta orezavani umi vyrazné zrychlit NegaMax, diky ¢emuz se obcas stih-
neme podivat az dvakrat tak daleko do budoucnosti. Zrychleni je ale promeén-
livé, coz vede k praktické nutnosti pouziti iterativniho prohlubovani, které tuto
rychlostni vyhodu vyuzije naplno. Zkuste si alfa-beta ofezavani implementovat
a porovnejte jej s predchozi verzi. VAs program by nyni meél byt schopen suve-
rénné porazit Cadma a (pokud jej dobie vyladite) mate Sanci na tspéch i proti
Diomedovi.

Matej; lieskovsky.matej+mam@gmail . com
Jidds; |jonas.havelka@volny.cz

Borek; bOr3k@matfyz.cz

e-matlovd konference: oware@mam.mff .cuni.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka
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Téma 3 — Lingvistika
Bohuzel v tomto dile neméame nové zadani lingvistického tématka. Prinasime

alespon Teseni k prvnimu ¢islu. Pokud byste se preci jen chtéli téméatku dale veé-
novat, tak muzete resit problém z minulého ¢isla:

Problém 4 (28.2): Vymyslete vlastni systém pro zdpis ceského jazyka, snaZte se
minimalizovat jeho sloZitost, jak ve smyslu poctu potrebnijch grafémai, tak i mnoz-
stvi tahi na jeden grafém. Takovd novd abeceda by se také méla dobre cist. Dlouhé
texty sloZené pouze z krdtkych rovnych car se nebudou cist uplné prijemné, natoZ
rychle.

Nezapomernite porddné zduvodnit, pro¢ jste se rozhodli prdvé pro tento zdpis
a proc je dobry pro cteni a zdpis.

Reseni 1. dilu
K 1. dilu nam pftisla spousta krasnych feseni. Jejich mnozstvi nds samotné mile

prekvapilo. Néktera z nich se nam zdéla velmi hezka, a tak jsme se je rozhodli
otisknout.

Problém 1 (28.1): Podivejte se na priklady vyse a pokuste se z nich vypozorovat
poradi podmeétu, predmeétu a prisudku. Nedd se z ukdzek zjistit jesté néjakd dalsi
informace o chetitské gramatice?

S problémem jste se vsichni popasovali. Takze nikoho nepiekvapi, kdyz rek-
neme, ze chetité méli pevnou stavbu véty s podmétem na zacatku a prisudkem na
konci véty. Predmeét stal vzdy uprostied. Ted, co se jesté dalo vypozorovat?

Docela napadny byl zadpor v podobé slova ul a také to, ze predlozka se pise
az za slovo, ke kterému se vaze. Dtlezité pro dalsi tlohy bylo ¢asovani slova byt
v piitomném ¢ase. Koncovky nalezla tieba Be.MV Véra Poligkova.

Reseni:

osoba | jednotné ¢islo | mnoZné cislo
1. esmi esuwani
2. esszi esteni
3. eszi assanzi

Tabulka 1: Casovéni slovesa byt v chetitstiné

Sloveso byt se casuje pravidelné a ostatni slovesa maji stejné ¢i velmi po-

dobné koncovky.

osoba | jednotné ¢islo | mnozné cislo
1. -mi -wani/weni
2. -si -eni
3. -7i/7a -7i/7a

Tabulka 2: Koncovky pravidelného ¢asovani sloves pro pritomny ¢as v chetitStiné
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Dalsi uziteéné pozorovani udélal Lada Vévra, ktery si vSiml, Ze pfivlastek (pii-
davné jméno) se stejné jako v CeStiné stavi pred slovo, ke kterému se véze.

Uloha 2 (28.1) [1b]: Dopliite tabulku@ sklotiovdni zdjmen. Strucne zddvodnéte
volbu tvaru zdjmena.

ja ty my vy
nominativ zik anzas
genitiv sumel
dativ/lokdl | ammuk anzas
akuzativ tuk anzas
ablativ tuedaz sumedaz

Tabulka 3: Sklonovani zajmen

Vétsina doslych feseni se drzela podobného predpisu. Jifi Rypl se s tim popral
nasledovné

¢ V nominativu se volba ammuk zdala jasna, objevuje se Casto v textu
e V genitivu jsem tvar zadjmena odhadl z tvaru zdjmena vy, koncovka -el

e Dativ a akuzativ jsem odhadl od tvaru zdjmena my, jelikoz jsou stejné,
tak by mély byt stejné i zde

e Ablativ jsem odhadl podobné jako genitiv, s koncovkou -édaz

A vysla mu nésledujici spravna tabulka [d] My jesté upozornime na nepravi-
delnost u nominativu pro zajmeno ty.

Reseni:
Jja ty my vy
nominativ | ammuk zik anzas | sumas/sumes
genitiv ammel tuel anzel sumel
dativ/lokdl | ammuk tuk anzas | sumas/sumes
akuzativ ammuk tuk anzas | sumas/sumes
ablativ ammedaz | tuedaz | anzedaz sumedaz
Tabulka 4: Sklonovani zajmen vyplnéné

Jini se tohoto problému ujali po svém! Be.MM Jan Skopek si fekl, pro¢ by se
nemohla sklonovat stejné jako podstatnd jména, a tabulku doplnil podle jejich
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koncovek. Vzhledem k nedostatku informaci o jazyce to neni Spatny napad. Po-
kud se ale nékde dale bude vyskytovat chetitstina, tak budeme uvazovat tvary
z tabulky [] nahote.

Reseni:
ja ty my vy
nominativ | ammuk zik anzas | sumas/sumes
genitiv ammas tas anzas sumel
dativ/lokdl | ammuk ti anzas sumas
akuzativ ammuk tuk anzas sumus
ablativ ammaz | tuedaz | anzas sumedaz

Tabulka 5: Sklofiovani zajmen podle Be.™ Jana Skopka

Tvary vypsané tucné jsou doplnény na zdkladé tvartt uvedenych v prikla-
dovych vétach (tyto tvary byly v alespon jedné vété). Zbyvajici tvary, napsiny
kurzivou, jsou odvozeny z tabulky sklonovani podstatnych jmen, v pripadé padu
ablativ podle jiz ze zadani doplnénych tvari.

Problém 3 (28.1): Mohli jste si povSimnout, Ze jsme vibec nic nezminili o, pro
nds béznych, pddech vokativu (5. pdd) a instrumentdlu (7. pdd). Zapomnéli jsme
na né, nebo je snad Chetité nepotrebovali? Jak byste tyto pddy nahradili? Jsou pro
osobni zajmena vibec potreba?

Ondfej Popovsky si vsiml, ze 5. pad se da docela v klidu nahradit.

Slo by ho totiz nahradit ¢eskym hej + 1. pad zajmena. Takové souslovi by
bylo na pozici predmétu, aby byl dodrzen podmét na 1. misté ve véte.

Okolo tohoto néapadu se tocila velkd vétsina feSeni. Rebeka Zabranskd uvazo-
vala o intonaci.

Vokativ bych pravdépodobné nahradila splynutim s prvnim paddem (nomi-
nativem), podobné jako napiiklad ve slovenstiné. K upoutdni pozornosti lze
vyuzit jind intonace, vétsi diiraz na slovo.

Intonace inspirovana slovenstinou by méla vyplyvat z kontextu véty, je vSak
odlisna od intonace nominativu.

Pro zjednoduseni bych zavedla intonaci jednotnou, napiiklad se zvySenou
posledni slabikou. V jednoslabi¢nych slovech se da vyjadrit linedrnim zvysova-
nim ténu.

Neékteri se rozhodli poradné vrhnout do 7. padu. Jeden z ¢astych napada byl
nahradit ho nominativem a spojkou a. To sice néjak funguje, pokud se 7. pad
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vyskytuje ve vyctech véci, ale v Cestiné to bohuzel neni jeho jedind funkceﬂ Toho
si nékteri z vas také v§imli a pokusili se to vyTesit pfiddnim néjaké nové predlozky
a sloucenim 7. padu do jiného.

Uloha 4 (28.1) [2b]: Podivejte se na ndsledujici priklady vét a ty, u ktergch
preklad chybi, prelozte:

e Bohové maji radi modry chléb.
e Krdl cekd na rdno.

e (Clizinci sli doma.

e V adoli je zima.

Vétsina z vas se s ulohou spojujici poznatky z celého tématka néjak tispésné
poprala. Dr.MM Tom4s Flidr se do toho pustil nisledovné.
Reseni:

Bohové maji rddi modry chléb. — Siuzaas anataran nindan iwarezzi.

— bohové — siuzaas (Bohové se na nds zlobi)

— maji rddi — iwarezzi (Spinavy dum knéz{ nebudou mit rédi)

chleba — nindan (Soused jedl jelena a chléb)

— modry — anataran (Modré voda je dobrd)
o Kral ¢eka na rano.— Lugals lukta istandaizzi.

— kral — lugals (Kral hazi zub)
— ¢ekdm — instandaimi (Cekdm na tebe.)

— réano — lukta (Rano jsme sli do mésta)
¢ Cizinci sli domii.— Arahzenes eri andan yiazzi.
— cizinci — arahzenes (Vy jste cizinci)
— 8li (1. osoba) — yiaweni = §li (3. osoba minuly ¢as) — yiazzi
— domu — eri andan

e V tdoli je zima.— Ekun hari anda eszi.

— v tdoli — hari anda (Otec a matka jsou v tdoli.)
— je — eszi

— zima — ekun (KdyZ je ¢isté nebe, v noci se ochladi. = ekuneszi —
ochladi, snad muzeme odebrat eszi — je)

6Jesté se Casto pouzivé jako vyjadieni prostiedku kondni akce. Napt.: ,Tesal do kamene
dldtem.” Kde dldtem je v 7. padu, ale stoji samo ve vété.
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Pro tplné prelozeni ¢tvrté véty nebylo nikde k nalezeni slovo zima. Vétsina z vas se
pokusila néjak pretransformovat slovo ochladit se, coz byl rozhodné dobry napad.
Be.MM Véra Polaskova se rozhodla vyzkousSet i trochu jiny pifstup s vyuzitim
negace slova zhavy.

e Hari anda anta ul eszi.

Véta sice mé jiné gramatické nedostatky, ale zdkladni vyznam v ni jde potfad
najit.

Problém 5 (28.1): Vratte se na zacdtek dilu a s pomoct nové nabytych znalosti
se pokuste prelozit chetitsky text v obrdazku. Nemusite preloZit uplné cely text; body
muzete ziskat i za cdstecny preklad.

Posledni problém v sobé skryval slouceni vSech nabytych znalosti o chetitstiné.
Ackoliv jsme to necekali, tak k 5. problému ndm dosla spousta FeSeni, kterd se
velice blizila spravnému prekladu. Cely text pielozila Mgr.MV Kristyna Petrlikova,
ktera se s pomoci nékolika iteraci dostala k vysledku. Nejprve si prelozila vsechny
znamé vyrazy, poté se pokusila doplnit chybéjici slova a nakonec prevedla text do
srozumitelné podoby.

Vcerejsi noc byla neklidna. Byli jsme v domé mého otce. Z nebe padaly
zhavé meteority a sousedni vojska tahla pryc.
Otec i matka odesli se sousednimi rodinami. Zpétky se uz nevratili. Babicka mi
fekla: ,,Vidim nas, jak prichdzime do nového mésta.
Véerejsi noc byla neklidna. Réno jiz brzy prijde. Ceka néds nové mésto. Tak
pojdme.

Honza; |jan@piroutek.eu

Lucka; lucy.kuncarova@gmail . com

e-mailovd konference: lingvistika@mam.mff.cuni.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka
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Téma 4 — Pozoruhodné jevy v atmosfére

Vzorova feseni k Glohdam 1. dilu
Uloha 1
Zadani:

Odvodte vztah
nm—1_ pi T

np—1  pp Ty’
ze stavové rovnice idedlniho plynu, pokud vite, Ze Z;j = z—; (p je hustota vzdu-

chu,).
ReSeni dle Dr.MM Daniela Ctvrtecky

Vyjdeme ze stavové rovnice idealniho plynu:

p1V1 = anTl
mi mq
— = —IRT
[PV
pg‘/g = ngRTQ
mao mo
—2 = —ZRT.
LS Ve

kde M je molarni hmotnost, p je tlak, T je teplota, R je molarni plynova kon-
stanta, p je hustota a m je hmotnost plynu. Z toho muzeme vyjadrit hustotu
(hmotnost plynu se ndm vykrati):

_ Mp, _ Mps
P=rry, "7 RD
A kdyz dosadime do zadané rovnice Z;j =50
Mp,

ni—1 pils
ne —1  pTh

Uloha 2
ZadAani:
Napiste ,,program“ (staci i numerické resent v tabulkovém editoru, napr. MS Ex-
cel), ktery vykresli trajektorii paprsku svétla prolétdvajiciho atmosférou. Vstupem

necht je uhel ag, pod kterym paprsek dopadd na povrch Zeme, a zdvislost teploty
vzduchu na nadmorské vysce, tj. T(z).
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Tlak v k-té vrstve urcete rekurzivné jako

g
= ._16ex — = AZ 5
Pk = Pk—1€Xp ( RT, >
kde exp(zx) je alternativni zdpis funkce e, g je tihové zrychlent, R mérnd plynovd
konstanta vzduchu o hodnoté priblizné R = 287.1 Jkg7'K~1, Az je tloustka jedné
vrstvy a T}, je teplota v k-té vrstve. Tlak v nulté vrstvé je po = 10° Pa.
Vykreslete trajektorii paprsku prochdzejiciho atmosférou pro teplotni zdvis-

losti:
a) T(z) = (300 — 0.012) K
b) T(z) = (300 — 0.0342) K
¢) T(z) = (300 — 0.052) K

A

Vykreslené trajektorie porovnejte s primkou, po které by se paprsek siril ve vakuu.
Vysledky diskutugte.
Reseni:
Samotné vykresleni trajektorii svétla bylo vcelku primocaré, vsechna dosla reseni
si s nfm poradila bez vétsich potizi. Uloha zaéind byt zajimava, teprve kdyz dojde
na jejich interpretaci. Pii spravném vykresleni jsou totiz vSechny tii trajektorie
pouhym okem takika nerozeznatelné od primky, kterd odpovida trajektorii ve
vakuu, i od sebe navzijem. To ovSem pouze znamena, ze je vliv astronomické
refrakce za normaélnich okolnosti zanedbatelny, nikoli Ze neni pritomen. Pokud
chceme astronomickou refrakci pozorovat, je vhodné vykreslit si rozdil zkoumané
trajektorie od referencni trajektorie ve vakuu. Takovou kalibraci ziskame grafy
uvedené na obrazku 241

Jak je patrno, v ptipadé a) je Tyrduch > Tvakuum, tz1. Pri pevné daném z je
paprsek ve vodorovném sméru dal, nez by odpovidalo primce, tzn. trajektorie je
konkavni. V piipadé b) je pii stejném z stejné z, takze jde skutecné o piimku,
a v pripadé ¢) je Tyrduch < Tvakuum, tzn. jde o opacny pripad nez a), tzn. tra-
jektorie je konvexni. D4 se totiz matematicky odvodit, ze pokud je pokles teploty
s vyskou vétsi nez konstanta g/ R ~ 0.034K'm™', dochézi k takzvané inverzi, p¥i
které index lomu vzduchu s vyskou roste a paprsek tak pii priuchodu atmosférou
k zemskému povrchu prodélava lom od kolmice. To je mimochodem duvod, proc¢
dochézi ke spodnimu zrcadleni v okoli horkych predmétu, napiiklad v 1été na roz-
palené vozovce. Vzduch se zde prudce ohriva pri kontaktu s vozovkou a soucasné
ochlazuje pri kontaktu s dalsimi vrstvami vzduchu. Nam se diky tomu zda, jako by
na vozovce byla louze, ackoli jde jen o spodni zrcadleni. Odvozeni vzniku inverze
zde uvadét nebudeme, protoze prekracuje ramec tohoto semindie. Koho by presto
zajimalo, necht se ozve na e-mail uvedeny na konci tématka.

Dr.MM Daniel Ctvrtecka se rozhodl tuto tlohu pojmout po svém. K vypoétu
indexu lomu si dohledal postup, ktery nevyplyva z postupu uvedeného v tomto
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031

Lyzduch — Lvakuum
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Obrazek 24: Vyskova zavislost rozdilu z-ové souradnice svétla ve vakuu a svétla v at-
mosféfe s danym rozloZenim teploty: a) T(z) = (300 — 0.01z) K — ervend kiivka; b)
T(z) = (300 — 0.034z) K — zelena kiivka; ¢) T(z) = (300 — 0.05z) K — modra kiivka

¢asopise, a presto i v jeho vysledcich lze pozorovat jiz zminovanou inverzi. Ackoli
to v feSeni pfimo nezminuje, v nizkych vyskach také jim vypocteny index lomu
v piipadé a) s vyskou klesa, v pripadé b) je konstantni a v pripadé c) roste. Na
jeho grafickém zndzornéni astronomické refrakee v pfipadé c) si lze vSimnout, Ze
v jednom bodé vystoupi trajektorie v atmosfére do vétsi vysky nez trajektorie ve
vakuu, coz je znovu disledek zminéného rtstu indexu lomu. Ve vyssich vyskach
se nase vysledky v pfipadech b) a c) rozchézeji, coz je ale v pofadku, nebot tyto
dva pripady se v prirodé stejné nevyskytuji ve vyskach vétsich nez nékolik metra.
Reseni Dr.MM Daniela Ctvrtecky je v kracené podobé otisknuto nize.

Pro vypocet indexu lomu prvni vrstvy jsem pouzil Gladstone-Daleiv vztah
pro vypocet indexu lomu suchého vzduchu:

n=1+78607-10"7. 2
Tedy pro nas model (p = 10° Pa, T = 300 K):
n = 10.000262

Samotné modely trajektorii nejsou tiplné vypovidajici, jednak kvili malému
poddteénimu indexu lomu vzduchu (trajektorie svétla ve vakuu se podobd tomu
ve vzduchu — pifmka) a kvili tomu, Ze kazdy model mé omezeni vysky, kterou
kdyz prekrodi, tak teplota jde do zdpornych ¢&isel (coz, jelikoz pocitdme s jed-
notkou kelvin, neddvd smysl), proto posledni model ndm vykresli trajektorii do
mensi vysky. K ukdzce spravného fungovani programu muzeme nastavit vetsi
pocdtecni index lomu n = 1.2  nfair]:
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A k porovnani teplotnich funkei je lepsi vynést graf zavislost indexu lomu
na vysce (v grafech je na svislé ose vynesen index lomu minus jedna):

+1 graf zavislosti indexu lomu na vysce - 0.01z

0.00025 -

0.00020 A

0.00015 A

0.00010 A

0.00005 -

0.00000 -

0 5000 10000 15000 20000 25000
vyska
+1 graf zavislosti indexu lomu na vysce - 0.034z

0.00025 A

0.00020 A
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0.00010 A

0.00005 -
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0 5000 10000 15000 20000 25000
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+1 graf zavislosti indexu lomu na vysce - 0.05z

0.00025 -

0.00020 A
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0.00010 -
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0.00000 -

0 5000 10000 15000 20000 25000
vyska
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Po porovnani s grafem publikace [1] vychézi jako nejlepsi teplotni model ten
prvai (T'(z) = 300 — 0.01z)

Jinak z modelu trajektorii mizeme vidét, ze, kdyz se divime naptiklad na
nebeské objekty, tak pravé refrakce zptisobuje, ze se nam jevi tthlové blize ze-
nitu.

Problémy

1. Zjistovani zavislosti miry refrakce na vysce, porovnani s empirickymi
vztahy, vlastni empiricky vzorec (polynomidlni).

Problém, ktery jsme Ttesili v souvislosti s urcovanim polohy pomoci
sextantu na Astronomické expedici, bylo zapoc¢itani chyby vlivem refrakce.
Existuji razné empirické vztahy, ve kterych vystupuje vyska objektu.
Chtél jsem proto si zkusit porovnat vysledky mého modelu a také zkusit
vytvorit vlastni empiricky vzorec. Jako prvni jsem tedy pomoci modelu
vytvoril graf zdvislosti refrakce (tj. rozdilu dhlu, ktery vstupuje do mo-
delu a dhlu v posledn{ vrstvé — pfi posledni iteraci) na vysce objektu nad
obzorem a porovnal s empirickym vztahem vytvorenym Ssemundssonem

[2].

Graf zavislosti refrakce na vysce

35 A —— model

empiricky vztah
30 A
25 A
20

15 A1

10 A

mira refrakce v Uhlovych minutach

0 20 40 60 80
vyska objektu nad obzorem ve stupnich
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Dalsim krokem je fitovani kiivky polynomem pomoci Pythonu:

—— fit (vzorec podle modelu)
0.008 4 ——— empiricky vzorec (Seemundssonem)
=
]
c 0.006
\©
B
e
>
o 0.004
o
L4
o
©
0.002 -
0.000 -

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6
vyska v radidnech

Je vidno, ze v néjakych intervalech je toto feSeni vici empirickému vztahu
nepresné — prave kvili tomu, zZe je to néjaky polynom, nicméné pro refrakeci
(0) plati zhruba vztah (polynom 10. stupné):
f[rad] = 1.117426042'° — 9.141252592° 4 32.20620192° — 63.93466862"
178.5668745x° —61.83729542°4-31.19375952* —9.823509022:° 4+-1.82749769x2
—0.183933857x + 0.00910868573

Jesté porovnani se samotnym modelem, ze kterého vychézi:

0.010 A —— fit (vzorec podle modelu)
~—— model
0.008

0.006 -

0.004 -

refrakce v radidnech

0.002 -

0.000 A

00 02 04 06 08 1.0 12 14 16
vyska v radidnech
2. Zéavislost refrakce na vinové délce.

Chtél jsem zjistit, jak moc se lis{ lom svétla pro rizné vlnové délky. Obecné
se da index lomu pro néjakou vlnovou délku v néjakém prostredi urcit
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pomoci Cauchyho rovnice [3]:

B
n=1+ A4, <1+)\;>

kde A1 a By jsou konstanty pro dané prostredi a A je vinova délka. Bohuzel
se mi uz nepodarilo zjistit néjaky vztah, jak se tyto konstanty A, By lisi
v zavislosti na tlaku a teploté, proto jsem porovnaval modely jen s jinymi
pocateénimi indexy lomu. Modely jsem délal pro 500, 600 a 700 nm.

30.00

| — 500 nm
“ —— 600 nm
| —— 700 nm

N N

o 0

© ©
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3. Dalsi moznosti zpresnovani modelu prichodu svétla.

Rad bych ted provedl kratkou diskuzi o presnosti modelu. V prvni fadé
jsme vychéazeli ze stavové rovnice idealnitho plynu, kterd zanedbéava rtzné
vlastnosti redlného plynu. To miZeme odstranit pomoci van der Waal-
sovych korekci, kde zapocitivame i objem castic a pritazlivé sily mezi
Casticemi, tim muzeme zpresnit nas model. Déale jsme uvazovali linearni
teplotni model v atmosfére, ktery taktéz neni aplné presny. V souvislosti
s atmosférou jsme zanedbali i turbulentni proudéni a vlhkost vzduchu
a urcité dalsi minoritni jevy ovlivnujici index lomu. Nicméné vzhledem
k tomu, jak jednoduché vztahy a zavislosti jsme pouzili, vychazi v porov-
nani s ovérenymi empirickymi vztahy pro refrakci nas model velice dobfe.
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Obrazek 25: K zadani tlohy 3 prvniho cisla
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Uloha 3
Zadani:
V' dostatecné vysce zacind hrat roli zakriveni Zemé a tim pddem i zemské at-

mosféry. Pak lze odvodit, Ze pro dvé sousedici vrstvy plati vztah nirysino; =
narg sinag (viz obr. . Odvodte tento vztah.

Reseni dle Dr.™M Daniela Ctvrtecky
Ze Snellova zakona plati:
n1 sin oy = ng sin By
Déle ze sinové véty vime, ze:

sin (6%} o sin 180° — 61 N sinﬁl

T1 T2 ]

Kdyz si z druhé rovnice vyjadiime sin 8 a dosadime do prvni rovnice, vyjde
nam, ze:
. T2 .
N1 SN p = Nog— SN (2
1
n171 Sin v = naora sin a
S tim byl spojeny problém vizualizace trajektorie svétla pfi zakfiveném po-

vrchu. Ten jsem Fesil zase pomoci pythonu a tentokrdt poldrniho grafu (pro
stejné vychozi parametry jako pfi zanedbéani zakiiveni povrchu).
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Poldrni graf Sifeni svétla v atmosfére pri uvazeni zakriveni Zemé
90°

120°

150° \

—— trajektorie svétla
povrch zemé

60°

180° 0°

270°

Problém 5

K Problému 5 doslo velmi pékné feSeni, shodou okolnosti také od Dr.MM Da-
niela Ctvrtecky. Timto pripominadme, ze na néj muzete vlastnim feSenim navazat
nebo reagovat. Vsechny problémy zadané k tomuto tématku ztstavaji nadale ote-
viené.

Pro tenhle problém jsem pouzil snimek startrails, tedy snimek slozeny z né-
kolika expozic vykreslujici trajektorie hvézd. Snimek jsem délal tak, aby byl na
snfmku i severni svétovy pdl (pobliz Polarky). Délka expozice byla zhruba 2
hodiny.

Vykreslil jsem si soustfedné kruznice se stfedem v severnim svétovém polu
(Gervené) a porovnal je s trajektoriemi hvézd, u hvézd thlové vzdélenéjsich od
severnfho svétového pdélu je odklon lépe vidét (obrazek . Dalsi jev, ktery by
mohl mit vliv na trajektorii hvézd, je pohyb Zemé kolem Slunce.

Dil 3: Halové jevy

V predchozich dilech tématka jste se mohli docist o optickych tkazech, které
se vyskytuji v ¢isté atmosféfe (astronomickd refrakce, svrchni a spodni zrcadleni)
a v atmosfére, kterd obsahuje kapicky vody (duha a jeji variace). Jak je ale zndmo,
za vhodnych podminek se v atmosfére zac¢inaji objevovat také krystalky ledu.
Protoze ty maji o néco komplikovangjsi tvar nez kapky vody, jejich pritomnost
se projevi celou skédlou vice ¢i méné zretelnych optickych tkazu, které souhrnné
nazyvame Halové jevy.

Podminky, pri kterych ledové krystalky vznikaji, bohuzel neni snadné dobie
definovat. Ze znamého fazového diagramu plyne, Ze voda pritomna v atmosfére
o dostatecné nizké teploté a dostatecné vysokém presyceni vodni pary by méla byt
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Obrazek 28: Trajektorie hvézdy dale od svétového pélu
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vzdy v pevné fazi. Ve skutecnosti je vSak tvorbu takové pevné faze potreba ché-
pat spis jako skladani molekul do krystalové mtize, pricemz iniciace takového déje
vyzaduje néjaky pevny zdklad. Jako zdklad krystalové mtize, tzv. krystalizacni ja-
dra, mohou poslouzit uz existujici krystaly ledu, které tim rostou, nebo i pevné
necistoty v atmosfére, prevazné krystaly soli. Z tohoto divodu vodni kapky pre-
vazuji nad ledovymi krystalky az do teplot okolo —42 °C, pii nizsich teplotach uz
dochéazi ke spontanni krystalizaci.

Kapka vody o poloméru R, kterd pada rychlosti v, je dle Stokesova zakona
zpomalovana silou o velikosti F' = 67nRv, kde n je dynamické viskozita vzdu-
chu. Srazi-li se tato kapka s jinou kapkou o poloméru r, obé dvé kapky se spoji
v jedinou, pricemz jejich celkovy objem ziistane zachovan.

Uloha 1 [3b+3b]: Predpoklidejme, Ze vsechny kapky v atmosfére maji polomeér r
a jejich objemovd koncentrace je n. Dodejme do takové atmosféry padajici kapku
o poloméru R. Vypocitejte stredni vzdalenost, kterou tato kapka wuleti pred po-
hicenim jiné kapky, pokud a) vsechny kapky padaji stejngm smérem. b) vlivem
vzdusniych proudi je pohyb kapek ve vsech smérech rovnocenny.

Molekuly vody drzi v kapce pohromadé povrchova sila F' = ol, kde o je
povrchové napéti vody o = 73- 107N - m~!, a [ je délka elementu, na ktery sila
pusobi, v nasem pripadé lze dosadit 27 R kapky. Kdyz kapka naroste do prilis
velkych rozmért, povrchova sila ji uz neudrzi pohromadé a kapka se rozpada na
mensi kapky.

Uloha 2 [2b]: Jaké nejvétsi velikosti mize kapka vody dorist, nez dojde k jejimu
rozpadu? Vysledek staci radove.

Kdyz se kapka srazi s krystalizacnim jadrem, zmrzne a stane se sama krys-
talem. Krystaly se pfi vzajemné srazce uz dale nespojuji, ale ani nerozpadaji.
Takto mohou v atmosféfe vyriast i ledové krystaly pomérné velkych rozmeér,
napt. kroupy.

Uloha 3 [2b]: Odhadnéte, co by se stalo, kdybychom do atmosféry dodali dosta-
tecné mnozstvi krystalizacnich jader (napr. cdstic soli). Navrhnéte, k demu by to
mohlo byt dobré.

Krystalky, které nas budou predevsim zajimat, dosahuji velikosti v fadu jed-
notek mikrometra. Voda krystalizuje v Sestere¢né soustaveé, krystalky maji proto
zpravidla tvar Sestiihelnikovych desti¢ek (typicky pfi teplotdch 0 az —5°C nebo
—10 az —25°C nebo pii vysokych presycenich) nebo sloupki se Sestitthelnikovou
podstavou (pii teplotdch —5 az —10°C nebo —25 az —40°C nebo pfi nizkych
presycenich). V tzkém teplotnim intervalu okolo —14°C vznikaji pfi vysokych
presycenich také ttvary podobné Sesticipé hvézdici, tzv. dendrity.

Problém 4: Vytvorte sami krystalky ledu (napt. v mrazdiku) za rizngch teplot.
Pozorugjte, jak se meéeni jejich tvar v zdvislosti na teploté a na materidlu podkladu,
na kterém vznikaly.
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= - N

(b) (c)

(a)

Obrazek 29: Zikladni tvary ledovych krystalki: a) sloupek; b) desti¢ka; ¢) hvézdice
(dendrit)

(b)

Obrazek 30: Lom sluneénich paprsku podilejicich se na vzniku malého a velkého hala.

Podobné, jako to bylo u vodnich kapek (viz pfedchozi dil tématka), paprsek
svetla se pri dopadu na povrch krystalu zéasti zrcadlové odrazi a zcasti lame
vuci puvodnimu sméru o thel, ktery oznacime ¢. Vnitini odrazy mtzeme v tomto
pripadé zanedbat. Takto muzeme halové jevy rozdélit do dvou skupin. Ty, které
vznikaji pouhym zrcadlovym odrazem, jsou prevazné bélavé, zatimco ty, jejichz
vznik zahrnuje také lom svétla, vykazuji lehce duhové zabarveni.

My se zaméfime predevsim na mechanismus vzniku tzv. malého a velkého hala.
Ty se jevi jako duhové zbarvené kruhy okolo slunce. Jejich thlové vzdalenosti
od Slunce jsou 22° a 46°. Malé halo vznikd v situaci, kdy paprsek vstupuje do
krystalku jednou ze stran pldsté a vychdzi stranou vuci ni pootocenou o 60°.
V pripadé velkého hala jde o situaci, kdy paprsek vstupuje podstavou a vystupuje
plastém. Obé situace jsou znazornény na obrazku

Uhel vychyleni § je samozfejmé pevné svizan s thlem dopadu aq, ktery je
zase pevné dan orientaci krystalku. Pfedpoklddejme, Ze je krystalkti v atmosféte
dostatecné mnozstvi, aby byly vSechny jejich orientace zastoupeny ve stejné mite.
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Presto je vystupujici svétlo nejvice koncentrovano do tthlu odpovidajictho nejmen-
stmu vychyleni & = pin-

Uloha 5 [1b]: Prostou tvahou vysvétlete, proc je vystupujici svétlo koncentrovdno
prave v uhlu § = Gpin .

Uloha 6 [3b]: Pro situaci zndzornénou na obrdzcich @a a b odvodte rovnici
Pro Omin, ve které jako jediné parametry vystupuji relativni index lomu pro led
n. = ny/ng a ldmavy dhel ¥ = 60°, resp. ¥ = 90°.

Problém 7: Oveérte vysledky predchozich dvou tloh pomoci pocitacové simulace
nebo numerického Teseni. Své vysledky posilejte ve forme grafi s komentdrem.

Problém 8: Overte vysledky predchozich dvou iloh pomoci experimentu. Potrebu-
jete k nému stinitko, laserové ukazovdtko a hranolek s lamavym whlem 60°, resp.
90°. Hranolek miZe byt napr. ze skla, nebo si miZete vyrobit skutecné ledovy krys-
talek zamrazZenim vody ve vhodné formé. Posvitte ukazovdtkem na hranolek tak,
aby vystupugict svétlo dopadalo na stinitko, a zaznamenejte thel lomu § (ten bude
rizny pro cervené a pro fialové svétlo). Krystalkem pomalu otdcejte a zaznamend-
vejte thel § v zdvislosti na orientact krystalku. Vsimejte si také intenzity. Visledky
diskutugte.

Malé a velké halo jsou jenom dva zastupci halovych jevi, na ledovych krys-
talcich jich ve skutec¢nosti vznika daleko vice. Nejvyznamnéjsi z téchto jeva jsou
zndzornény a popsany na obrazku [3I] Pfibliznd cetnost jejich vyskytu a mecha-
nismus jejich vzniku jsou dale uvedeny v tabulce [6]

Problém 9: Naleznéte halové jevy uvedené na obrdzku[31] v prirodé a vyfotte je.
U kazdé fotografie uwvedte, o ktery halovy jev se jednd.

Evzen € Karel; Janskvara@email.cz
e-mailovd konference: atmosfera@mam.mff.cuni.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka


mailto:Janskvara@email.cz
mailto:atmosfera@mam.mff.cuni.cz
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Obrazek 31: Hlavni halové jevy: S — Slunce; 1 — Malé halo; 2 — Velké halo; 3 — Hori-
zontdlni kruh (parhelicky kruh); 4 — Halovy sloup; 5 — Parhelia (vedlejsi slunce malého
hala); 6 — Lowitzovy oblouky; 7 — Paranthelia (vedlejsi ,stodvacetistupiiovd“ slunce); 8 —
Horni a dolni dotykovy oblouk malého hala; 9 — Parryho oblouk; 10 — Dotykové oblouky
velkého hala; 11 — Antihelium (protislunce); 12 — Horni cirkumzenitdlni oblouk

Téma 5 — Nekonecna

V minulych dvou dilech jsme si povidali o nekone¢nych poctech. Mluvili jsme
o tom, Ze existuje vice nez jedno nekonecno, a tato rtizna nekonecna jsme porov-
navali. V dnesnim dile si vystac¢ime s dvéma nekonecny, +oo, které je veétsi nez
libovolné realné ¢islo, a —oo, které je naopak mensi. Ale stejné jako pro vSechna
predchozi nekonecéna bude i pro +oo platit pro vSechna kladnéd redlnd cisla r
a viechna reélna s{7]

+o0 - r = +00, +00 - (—1) = —o0, —00 - T = —00, —00 - (—1) = +o0,
+00 +00 —00 —00
7:—%00, — = —0Q, — = =0, 7:""007
r —r r -
+00 £+ 5 = +00, —00+ s = —00, +00 4+ 00 = +00, —00 — 00 = —0Q.

Oproti predchozim nekone¢ntiim si také zavedeme pro redlnda a > 1al1l > b > 0:

1
— =0, a™® =400, a”® =0, bT>® =0, b > =400, 07 =0.
+o00

"Misto z + (4+00) nebo x — (—oo) piseme x + co a misto 2 — (+-00) a x + (—oo) piseme = — co.
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Rad bych upozornil, Ze mocnéni zapornych ¢isel na nekonec¢na, déleni nulou,

+o0 +o0 _
+o00-0, 400 — 00, —00 + 00, —_— —_— 1%, 0~
0 +oo
neni definovéano.
IR R S U 15 15 157 Lt
- T T } | HLLL_UUH | } | T | T | | >
—00 -3 -2 -1 0 1 2 3 +00

Obrazek 32: Redlna osa s nekonecny a operacemi s nimi

Funkce jsme v rychlosti vidéli v minulém dile, ted ndm dokonce budou sta-
¢it jen ty, které pfifazuji redlnym Céislim redlnd Cisla (resp. néjaké podmnoziné
realnych ¢isel, protoze naptiklad funkce % neprifazuje nic nule), a ty, které pfi-
Fazuji prirozenym Cislim redlnd. Funkcim prirozenych ¢isel do redlnych fikdme
také posloupnosti, jelikoz je muZeme zapsat jako prvnich pér ¢lentt (obrazu 1, 2,
3, ...) a tfemi teckami. U posloupnosti ¢asto misto a(n) piSeme a,,. Abychom to
nemuseli porad psat: v tomto tématku n znaci vzdy prirozené cislo a x redlné,
tedy funkce s n budou funkce prirozenych ¢isel a funkce s x funkce redlnych.

Dil 3 — Limity

Kdyz se podivate z okna, urcité uvidite néjakou lampu, strom, stozar, cokoliv.
Za tim moznd vede néjaka silnice/feka. Ale my nevime, zda tam opravdu vede,
vzdyt tam nevidime. Jsme ale zvykli na to, Ze silnice/feka se chovd ,hezky“ (tzv.
spojité), tedy ze kdyz se za prekdzku blizi zleva i zprava, tak v tom daném misté
opravdu pokracuje, nema tam diruﬁ

(a) Cesta zakrytd vézickou (b) Jak vede cesta ve svété (c) Jak vede cesta ve svété
wza vézickou“, ktery je spo- ,za vézickou“, ktery neni
jity spojity, nebo kde projektant

hnul s pravitkem

Podobné je to i v matematice. Podivejme se na funkei (na obrazku [34))
x
(0.2 + 1)2°

Ta neni v 0 definovand, protoze bychom tam délili nulou. Ale jsme v matematice,
co neni, muzeme si dodefinovat. A to dokonce tak, aby se funkce ,,chovala hezky“

8Tedy v Cechéch jsme mozna zvykli na diru, ale poféd je to silnice a ne bazina.
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Obrazek 34: Redlna osa s nekoneény a operacemi s nimi

s

(byla spojitd). Z obrézku vime, Ze se f v bodé nula blizi 1, tedy polozme f(0) = 1.
Ale jak vime, Ze se tam bliZ{ (tedy Ze s novou definici, kde jsme pfidali f(0) =1
je spojitd), i kdyz se podivame dostateéné blizko? A co v bodé —5, tam nevidime
uz vibec, co déla. Jde tam do +oo, které jsme si definovali vyse, nebo tam prosté
konc¢i tak vysoko, zZe ji jen na tomto obrazku nevidime?ﬂ

Druhym pripadem, ktery se hodi na pouziti limit, a tim, se kterym se prav-
dépodobné setkéite difve (protoze zatimco pfedchozi mluvi o funkcich realnych
Cisel, tento pasuje i na posloupnosti), je ten, kdy se divdte nékam na ,konec*.
Napriklad kdyz se podivate na hvézdy a zamyslite se nad tim, kolik energie byste
potiebovali, abyste byli schopni vyslat raketu kamkoliv ve vesmiru (zanedbejme
vSe kromé Slunce a Zemé), tedy kolik energie potfebujete na vystieleni rakety ,do
nekonecna*, zjistite, ze i kdyz potiebujete s rostouci vzdalenosti vic energie, tak
,v nekonecnu“ je tato energie koneéné@ (a ne +00). Do koneéné hodnoty roste
i tfeba funkce ,populace®, jelikoz zdroje jsou omezené.

Kdyz uz jsme mluvili o posloupnostech, tak posloupnost s hezkou a zna-

9Je to opravdu tak, ze tato funkce jde do +oo, kdy# se = blizi —5. Ale nésledujici funkce
vypadd na obrizku uplné totozné a jde v —5 pouze do 100:

x
2((0.22 4+ 1)2 4+ 0.01)

0Tato skuteénost je spojend s nékolika tzv. kosmickymi rychlostmi: https://cs.wikipedia.
org/wiki/Kosmicky,C3%A1_rychlost, které nejsou nic jiného, nez rychlosti, pri kterych mé dané
téleso dostatecnou energii na odlet ,,do nekonecna“.


https://cs.wikipedia.org/wiki/Kosmick%C3%A1_rychlost
https://cs.wikipedia.org/wiki/Kosmick%C3%A1_rychlost
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123 45 67 8 91011121314 151617 18 19

(a) Funkce energie nutné na (b) Funkce ristu populace (¢) Velikost droku v zdvis-
¢im d&l vétsi vzdélenost do- s omezenou kapacitou losti na poc¢tu troceni za rok
letu

mou limitoﬂ (i kdyz si ji kvili komplexnosti nebudeme dokazovat) je: Kdyz
urocite penize jednou rocéné dvaceti procenty (20% = 0.2), tak se kazdy rok
vase jméni zndsobi 1 4+ 0.2 = 1.2. Co kdybyste ale chtéli trocit castéji. Tieba
1—12 z dvaceti procent za meésic. Tak to za rok dava (1 +0.2- %)12 = 1.21939.
Dnes ale mame rychlé pocitace, tak miazeme pocitat trok klidné kazdou sekundu:
(1 +0.2- M)n 896.000° - 4 99140. Tak a ted budeme pocitat nekonecné
rychle: lim,, o (1 + 0.2%)” = 1.22140. Z toho je vidét, ze arocit rychleji uz nema
smysl, jelikoz i kdyz se s kazdym dalsim rozdélenim hodnota nepatrné zvysi, ve
vysledku uz neptrekond 1.2215. Naopak pokud byste misto rozdéleni troceni pre-
mysleli nad tim, co se stane, kdyz budete urocit nekonecné dlouho, tak ano, budete
mit +oo penéz.

Koule a prstencové okoli: Jesté nez se vrhneme na limity, potiebujeme védét,
co znamena ,blizko“. Definujeme si tedy okoli bodu: kouli

B(z,r):={y: |y —z| <r},

coz je v redlnych ¢islech interval (x — r,x + 1), se stfedem v bodé x a poloméru
r, a prstencové okoli

P(z,r) := B(z,r) \ {z}
se sttedem v bodé z o poloméru r. Prstencové okoli je tedy vlastné koule, kde
vynechame StfedE To ur¢ité funguje pro x libovolné redlné (a tim padem i pfi-
rozené), ale pro nekone¢na se musime smifit s jinou definici:

B(+o0,r) := (i,—i—oo) , B(—o0,r) := (—oq—i) ,

17Znsmé limity jsou limity, které se ¢asto objevuji, ale o kterych je obvykle tézké dokazat,
ze plati, avSak vime, ze takovy dukaz existuje, tfeba nékde ve skriptech. Nékteré muzete najit
napf. na fhttps://cs.wikipedia.org/wiki/Seznam_z%C3%A1kladny,C3%ADch_limit.

12K dyz absolutni hodnotu nahradime velikost{ (tzv. normou, napf. \/x% + r%), nebo vzdéle-
nosti (tzv. metrikou), tak dostaneme definici koule, prstencového okoli a nésledné i limity pro
obecnéjsi prostory nez realnd cisla, naptiklad pro bézny 3D prostor.


https://cs.wikipedia.org/wiki/Seznam_z%C3%A1kladn%C3%ADch_limit
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P(-5,2) B(0,1) B(400,1) = P(+00,1)
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Obréazek 36: Koule a prstencova okoli

\j

Obrézek 37: Pro € jsme vybrali spravné §, aby byly v § prstencovém okoli * funkéni
hodnoty v € okoli A

. o Y v/ v 1 1 v « v . ve
tedy jako vSe v&tsi resp. mensi nez . resp. —, coZ plesné spliiuje nasi predstavu

o tom, ze kdyz zmensime r, tak se ,priblizime* ke stredu.

Limita: Limitu poté deﬁnujemﬂ nésledujicim zpisobem (pro jak redlné tak
prirozené « a redlnd nebo nekoneénd ¢isla x a A):

Oléigl*f(a) =A=Ve>030>0V3 € P(x9): f(B) € B(4,¢).

Nelekejte se, slovy to neznamend nic jiného, nez ze ,limita f v bodé a je A“
definujeme tak, ze prﬂ libovolné malé okol bodu A umime najit dostatecné
malé ¢ prstencové (k x se pouze chceme blizit) okoli tak, ze funkéni hodnoty na
tomto prstencovém okoli lezi pravé v e okoli bodu A (tj. dostatecné blizko A).

D4 se ukézat, Ze limita miZe v redlnych ¢islech existovat nejvyse jedna (kdyby
byly 2, tak zvolime e jako polovinu jejich rozdilu a dojdeme ke sporu). Naopak

Ti, co vidéli (tfeba v minulém roéniku) topologii, by mohli podotknout, Ze pojem ,okoli“
v topologii opravdu néco znamend. Ano, ale v prostorech, kde miuzeme definovat kouli, jako jsme
ji definovali zde, jsou koule ta ,reprezentujici® skupina okoli, a proto ndm sta¢i. Samozrejmé
muzeme limitu definovat i jako

lim f(a) = A=VU €UA) IV €U() Vo € V\ {+} : f(2) €U,

kde jsme kouli se stfedem v #*, resp. v A, nahradili libovolnym okolim *, resp. A, ale tento pohled
ma dalsi, zde pro nds nevhodné, vlastnosti. Napiiklad to, Ze takova limita nemusi byt jedind, tj.
ze f mize mit v bodé * vice limit.

13Symbolem = znaéim definici, kde na levé strané je formule, ktery definujeme, zde limita f
v bodé ..., a na pravé strané je to, jak to definujeme.

¢ okolim resp. ¢ prstencovym okolim myslime kouli o poloméru e resp. prstencové okoli
o poloméru 4.

5Pro A = 400 resp. A = —oo to znamend, e pro libovolné velké % resp. —é umime zvolit
prstencové okoli * tak, aby byla funkce vSude na tom okoli vétsi nez %, resp. mensi nez 75
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(a) Funkce sin(z) (b) Funkce z cos(x) (c) Funkee sin (l) (d) Funkce

z

8|

funkee sin(z), x cos(x), apod. nemaji limitu v nekoneénu, sin (%), % zase nemaji
limitu v nule.

Nyni uz si muzeme péar limit spocitat pfimo z definice. Naptiklad plati
limg s 400 ¢ = 400, jelikoz pro libovolné e si muzeme zvolit § = € a pro z > %
opravdu plati = > % = %. Trochu slozitéjsi je limg, 400 2%. Ta se 1isi podle toho,
zda je a = 0, a > 0 a a < 0. Pokud a = 0, tak je funkce konstantné 1, coz
znamend, ze pro libovolné ¢ muzeme zvolit libovolné §, protoze funkce je vsude
rovna 1, takze je vSude v libovolné kouli se stfedem v 1.

Pokud je a > 0, tak jednodus$e pro libovolné e zvolime § = ¥/, tj. % = %\/g,
kdyZz = € P(+00,d), tak je = > %\/g, tedy z% > é a 2% € B(oo,e), takze
lim, 400 2% = +00. Ted to vypadd, ze pro a < 0 a libovolné ¢, zvolime také
0 = e a vysledkem bude zase +oo. Kdyz se vSak podivime na graf (obré-
zek [39), muZeme si vSimnout, Ze funkce klesa k nule. No ono nenf pravda, ze kdyz
T > =, tak 2% > %, protoze kdyZ umociiujeme nerovnost na zéporné ¢éislo (tedy
aplikujeme na obé strany klesajici funkei), tak musime otoéit nerovnost. Ted uZ
tusime, ze limitou bude 0. Jaké ale musime zvolit d, kdyz mame zadané £? Chceme,
aby

1
x € P(+00,8) = z* € B(0,¢), coz prepiseme jako x > 5 = 0<z®<e,

tedy zvolime 3 = {/z, nacez pro viechna x € P(c0,d) mame |z + 0] < €.

Uloha 1 [2b]: Spoctéte z definice (tedy ne z aritmetiky limit, kterou popisujeme
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Obrazek 39: Funkce z, pro a = —0.5, tj. funkce ﬁ

dal v textu) limity (pro kladné celé a)

lim z?—z, lim x°.
r—+0o0 T——00

Aritmetika limit (AL): Pocitat vSechny limity z definice by ob¢as bylo velmi
zdlouhavé, proto se ndm hodi rtzna pozorovani, co o limitadch plati. Prvnim ta-
kovym pozorovanim je, Ze muzete ,prohazovat® aritmetické operace. Tedy pro
libovolné funkce f, g a libovolny redlny nebo nekoneény bod # plati (tzv. aritme-
tika limit)

lim (f(x) £g(x)) = lim f(x)%1im g(x),  lim (f(x)-g(x)) = lim f(2)- lim g(x)

T—rx T T—r* T—r* T—rk

o f(x)  lime, f(z)
Jim g(x)  limg . g(z)’

pokud je prava strana definovana; tj. neplati, ze pokud je vyraz vpravo nedefi-
novan, tak limita neexistuje. (Na tuto podminku je tfeba nezapominat. My jsme
si rikali, ze nékteré vyrazy s nekonecny a déleni nulou nejsou definované, tak to
je presné kvuli tomuto, kde kdyz nédsobime funkci rychle rostouci k +oo a funkci
pomalu klesajici k 0, tak ndm méa vyjit 0 - co = 400, kdezto opacné (pomalu
rostouci a rychle klesajici) by mélo vyjit 0- oo = 0.)

Uloha 2 [2b]: Energie potiebnd k odletu clovéka o hmotnosti 65 kg ze Zem do
vzddlenosti x (pro jednoduchost pocitejme vzddlenost od stredu Zemé) se spocitd
jako (integrdl, neboli soucet, ktery vyjde)

11 1 1
E(z)=k-My- — — ) ~667-107".6-10*-65- [ ————— — = ).
(@) = r- Mz m(RZ :z:) 6.378-106 =z

JelikozZ se tato energie s rostouci vzddlenosti zvétsuje, muzeme energii potrebnou
na odlet kamkoliv spocitat jako lim,_, 4~ F(x). Spocitejte tuto hodnotu. Visledek
muzete porovnat s hodnotou Ej = % 65 - 111862 ~ 4 - 10°, spocitanou z unikové

rychlosti[|

16Zanedbejme vse ostatni, véetné rakety, paliva a hlavné Slunce, ¢fm# jsme se naprosto vzdalili
od reality, ale stejné tak bychom mohli spocitat energii pro odlet od Slunce, Galaxie, ...
Thttps://cs.wikipedia.org/wiki/%C3%9Anikov¥C3%A1_rychlost


https://cs.wikipedia.org/wiki/%C3%9Anikov%C3%A1_rychlost
https://cs.wikipedia.org/wiki/%C3%9Anikov%C3%A1_rychlost
https://cs.wikipedia.org/wiki/%C3%9Anikov%C3%A1_rychlost
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Spojitost (Spoj.): Také uz jsme se tu zminili o spojitych funkcich a o tom, Ze
jsou néjakym zpusobem hezké. Funkce je spojita v bodé xg, pokud se jeji limita
v tomto bodé rovna jeji funkéni hodnoté v xg. (Neboli, Ze pokud se nékam ,blizi“,
tak tam i ,je“.)

Jim f(x) = f(o).

Pokud je funkce spojitd ve vSech bodech néjaké mnoziny (napt. intervalu), tak
fikame, Ze je spojita na té mnoziné. Funkci, ktera je spojitd vsude, rikaime spojita
funkce. Jeden z diivodi, pro¢ se nam spojité funkce libi, je ten, ze pokud mame
limitu ze spojité funkce (a z néceho dalsiho, takze ¢asto musime pouzit aritmetiku
limit), tak misto limity muZeme pouZit funkén{ hodnotu v daném bodé. Navic
spojité jsou vSechny casto potkévané funkce (mocnina, odmocnina, sinus, kosinus,
tangens ve svém defini¢nim oboru, atd.) a sou¢tem, rozdilem, souc¢inem a podilem
(s nenulovym jmenovatelem) dostaneme zase spojitou funkci, takze napi:

=4

lima:\/334+(x—4)2+1S;i)j.3\/3>4+(3—1)2+1_27+4+1_
ao3 a2 —\/x—2 B 2—-3-2  9-1

Bézné upravy (BI]'): Jelikoz nas zajimé funkcni hodnota pouze na prstenco-
vém okoli, tak muzeme délat pravy jako rozsifovani a kraceni i s vyrazy, které
v bodé, kde hleddame limitu, jsou 0, 00, nebo z néjakého divodu nedefinované
(ale v jeho néjakém prstencovém okoli uz ano!):

r BU 1

lim — = lim — =0,
r——400 I x——+oc0 I

10 _ 5_3) (25 +3) nr
im z 9 = lim (x )(33 ) U Jim 5 4+3 =6,
1:~>\5/§ 335_3 1:~>\5/§ 1‘5_3 z~>\5/§

. Vr+1-1 . Vr+1-1 Joe+1+1
lim — = lim . —
n—0 x z—0 x ve+1+1

y \/x—|—12—|—\/x—|—1—\/a:+1—12 y x BU
= 11m = 1m —-— =
z—0 z(vVx+1+1) e=0 (v +141)

BU Sij.

1
= 1. _—
Ig%\/x—kl—&—l

Z— = lim

62’ +32% 4wy, 62" +3a+a 5 6437
lim ————~ = lim ————————— . - - z
w—oo T3 +52% —2  w—oo T3 +525 —2 L& aveo 7.5 45-2-

3 _ 6+4+3-0+0
+5-2-L  7-0+5-2-0
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Uloha 3 [7b]: Spocitejte ndsledujict limity a odivodnéte veskeré upravy, dosazeni
apod. (hint: (A — B)(A? + AB + B?) = A3 — B3):

5at + 223 . 825 + 222 . bzt 4273 o 8z 4222

im —— im —m— im —— im ————
=400 3z + 1024’ z—+oo 2 4 B’ =0 3z + 104’ =0 2 4 5t
) V2 —nm—x o Vr=3+1 o Va3 —-27-3

lim —————, lim ———— lim —M—.

x—+o00 x r—4 (;z: — 4) ’ x—0 x

Mizejici krat omezena (0-C): Dvé dalsi tvrzeni se tykaji toho, kdyZ umime
funkei néjak odhadnout: prvni (mizejici krét omezend) ¥ikd, Ze pokud je funkce f
omezend (tj. umime najit K € R tak, ze |f(x)| < K) na néjakém okoli bodu, kde
hledame limitu, a funkce g ma v tomto bodé limitu nula, tak f - ¢ ma v tomto
bodé také limitu 0. Naptiklad

T—+oo I z—0 x

1 . 1 .
lim —sin(x) 0 0, lim z sin <) .

O dvou straznicich (straznici): Druhé tvrzeni (o dvou strdznicich) ik, ze
kdyZ umime funkci f ohrani¢it (na néjakém okoli vySetfovaného bodu) dvéma
jinymi, které maji obé stejnou limitu, pak f ma taktéz tuto 1imitul§| Napri-
klad {/2" + 3" umime sevift mezi /3" =3 a /3" + 3" = {/2-3" = 33{/2, kde
lim, 0 ¥/2 = 1 je jedna ze znadmych limit, tedy /27 + 37 = 3. Pokud je li-
mita 400 respektive —oo, tak ndm dokonce stac¢i jen spodni resp. horni odhad:
22 4+ 100 sin(x) umime zespodu odhadnout % — 100, tedy

lim 22 4 100sin(z) *"2"

T—+00

Uloha 4 [4b]: Spocitejte ndsledujici limity (a zdivodnéte spravnost vipoctu,):

lim 2° — 22, lim z° + 22 sin(z),
r—+o0 Tr—+o0

lim /57 + 27, lim /57 — 2m.

n——+oo n—-+4oo

18Tj. pokud pro né&jaké § > 0 je Vx € P(x0,0) : gi(z) < f(z) < ga2(x) a navic plati
limg 00 g1(2) = limg—s o, g2(z) = L, pak limg 2, f(z) = L.
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Véta o limité slozené funkce (VoLSF): Nékdy se ndm muze stét, Ze mame
néjakou spojitou funkei (napiiklad odmocninu), kterou budeme oznacovat jako
vnéjsi funkei, a v té mame néco velmi slozitého, coz budeme oznacovat jako vnitini
funkci. Potom se ndm muze hodit, Ze pro spoc¢itani limity muzeme spocitat nejprve
limitu vnitini funkce a nasledné tuto limitu dosadit do vnéjsi funkce. Napiiklad

lim

2 + 2% — 2% vorsy [ . da®+a?—a? 44278 —a172 AL
z—+o0 3xt + 72 z—+o00

li _— =
3z4 4 Txb e

z—o+oo 3147
AL limg oo 4 +lime o3 —limgy o2 [44+0-0 \/Z
N limy 1003 liMy o0 @ L+ limy 00?7V 3:0+7 VT
Toto ale opravdu vyzaduje, aby byla vnéjsi funkce spojita v hodnoté limity vnitini
funkce. Limity ale casto mohou byt nekonecno a bézné se uvazuje, ze v nekone¢nu
funkce nedefinujeme, takze tam nemohou byt ani spojité. Pak se mizeme podivat
na vnitini funkei, a pokud své limity nenabyvéd (nekonecéna jisté nenabyva nikdy),
tak muzeme ,dosadit“ limitu vnitini funkce do vnéjsi, tedy pocitat limitu pro
vnéjsi funkei jdouci k limité vnitini funkce:

lim 23 4+ 1 "= lim Vy= lim /y=+o0.

r— 400 y—limg oo 2341 Yy——+00

Heineho véta: Celou dobu jsme pocitali s x, prestoze jsme fikali, Ze limitu mu-
Zeme zavést 1 pro n. Ono je to jednoduché. Pokud plati, Zze lim,_, ; » f(z) = A, pak
ilimy, 400 frn = A. Dokonce obecnéji, pokud si vezmeme libovolnou posloupnost
a tak, aby lim,,_, 4 o a, = *, pak lim,_,, f(x) = A implikuje lim,,_, y o f(a,) = A.
Toho se dé vyuzit, kdyz dokazujeme, Ze limita neexistuje: napt. lim,_, 4 sin(x)
neexistuje, jelikoz pro posloupnosti a,, = 7 + 2n7 a b, = 37 + 2n7 jsou limity
puvodni funkce:

lim sin(m+2n7)= lim 1=1%#—-1= lim —1= lim sin(37+ 2nm).
n——+oo n—-+4oo n——+oo n——+oo

Opacné to také funguje, ale musime Tict, ze pro kazdou posloupnost a je
lim, 400 fa,) = A, coZ z tohoto déld témér nepouzitelné tvrzeni. Muzeme si
vSimnout, Ze kdybychom nefekli pro kazdou, tak vyjde lim, 4 cos(2zm) = 1,
protoze lim,,_, 1 o cos(2nm) = lim,, y-o 1 = 1 pfestoZe cos (2zm) ofividné limitu
nema, coz je také divod, pro¢ musime rozliSovat, jestli je limita pres realna cisla,
nebo pouze pres prirozena.

Uloha 5 [2b]: Dokaste, Ze lim,_, ;o xsin(z) neezistuje.

Déleni nulou: V prvnim dile bylo zminéno, ze si nemuizeme jednoduse obecné
definovat %. V limitach je tomu totiz hezké priblizeni limx_,oé a takova limita
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Obrazek 40: cos(2zm) (sinusoida bez limity) a cos(2nm) (jednotlivé body s limitou 1)

neni definovana, protoze kdyz si vezmeme posloupnosti a,, = % ab, = —%, tak
limy, o0 @ = limy, o b, =0, tedy a i b mizeme ,dosadit® za x, ale:

. 1 . .
lim — = lim n=+40c0# —oc0o= lim —n= lim —.
n—-+oo an, n—-+o0o n—-+oo n—-+oo bn

Co vsak muizeme, miizeme r1ct ze 0 je 400, kdyz se k nule blizime z kladného
sméru (a znadit si to tieba 0+ = +00) a obdobné ze zdporného. Potom opravdu

1 1
25072 or
Tim jsme se dostali az na konec tohoto dlouhého a dosti obtizného dilu. Pristé
se podivame na obdobny problém, a to, kdyz nas nezajima jenom limita posloup-
nosti, ale také jeji soucet (az do nekoneéna). Také se mizete tésit na vzorova
feseni minulého dilu.

Jidds; |jonas .havelka@volny.cz
e-mailovd konference: nekonecna@mam.mff.cuni.cz
odevzdavejte do odevzddvaitka

Téma 6 — Rist monokrystali

I v tomto ¢isle budeme pokracovat ve studiu riastu krystala z roztoku. Problémy
zustavaji stejné jako v minulém ¢isle, na zakladé vasich doslych feSeni a ustnich
konzultaci prinasime navic nékolik navrhi a modifikaci rustu:

e Pokud jste rostli stl, vyzkousejte kamenec. D4 vam podstatné snadnéji pod-
statné vetsi krystaly. Pulkilové baleni kamence stoji asi 50 K¢, pripadné se
domluvte s FrantiSkem Zajicem na nize uvedeném mailu na predani.

o Kdy7 pfipravujete nasyceny roztok, nalijte vodu a nasypte materidl do (peé-
livé vymyté) sklenice od majonézy, se kterou budete t¥ast po dobu asi dvou
dni pokazdé, kdyz kolem ni puajdete. Roztok se zbytky materidlu potom
prefiltrujte pres filtracni papir.

o Pokud shénite filtraén{ papir nebo modrou skalici, zkuste oslovit svého/svou
ucitele/ucitelku chemie. Filtra¢nich papirid i modré skalice maji prehrsel.
Pokud jim ukézete zadani M&Mka, radi vam ¢ast zasob vénuji.


mailto:jonas.havelka@volny.cz
mailto:nekonecna@mam.mff.cuni.cz
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e Dbejte na ¢istotu. Piipadné zakaleni krystalu je skoro vzdy zpusobeno necis-
totami bud v materialu nebo ve vodé. Pokud vam rostou zakalené krystaly,
pravdépodobné méate doma prili§ tvrdou vodu; zkuste destilovanou.

o Prirastu nezapomente dbat na stalou teplotu. Mélo by stacit zavrit sklenici,
ve které rostete krystaly, do skiinky daleko od topeni.

e Pokud se vam povedlo vyrist malé krystalky, pokracujte! Pouzijte malé
krystaly jakozto zarodek téch vétsich.

e Pokud se chcete pridrzet soli jakozto hlavniho materidlu, pro dosazeni vét-
sich a hezcich krystali by vAm mohly pomoci tyto dva élénkyE Pokud vam
¢lanky pomohou, nezapomente je zminit ve vasem feSeni. Nezapomente také
pouzit ¢istou stl bez obsahu jédu!

At rostou!

UPOZORNENT: Piiprava krystali je ¢asové velmi naroéné, neni tedy dobry
napad pustit se do tloh tésné pred deadlinem.

Problém 1 (28.2): Monokrystaly se kromé studia vlastnosti materidli pouziva-
i ¢ v praxi. Najdi néejaky priklad, kde se monokrystaly pouZivaji, a napis ndm
o tom. Napis, jaky materidl se pouZivd, jaky je jeho ucel a proc je potreba, aby byl
monokrystalicky. Pro¢ ndm nestaci polykrystal?

Problém 2 (28.2): Zajimd té, jak jesté jinak lze monokrystaly pripravovat? Zkus
najit na internetu nebo v ucebnici néjakou metodu pripravy monokrystali a sepis
ndm o ni cldnek, ktery si potom budou moci precist ostatni resitelé! Napis, jak
priprava probihd, jaké materidly se touto metodou pripravuji a jaké to md vyhody
¢1 nevyhody.

Velky problém 3 (28.2): Zkuste vyrist co nejuétsi krystal z roztoku!
Méme pro vas nékolik rad:

1. Material

Volba materidlu je na vas, doporucujeme ale tyto tii materidly: kuchynska
stl (NaCl), modr4 skalice (CuSO4-5H30) a siran draselno-hlinity (kamenec,
KAI(SOy4)2 - 12H50), které se vSechny rozpousti ve vodé. Modra skalice se
pouziva v zemédélstvi a ¢isténi bazént, siran draselno-hlinity v potravinar-
stvi. Bud tyto materidly mate doma, nebo se daji koupit, nebo doporucu-
jeme poprosit vaseho ucitele nebo ucitelku chemie. Zejména pokud budete
pripravovat krystaly ve vasi skole, véfime, ze vam radi vyjdou vstiic. Stl po-
uzijte, pokud nemate k dispozici nic jiného. Modra skalice tvori lepsi a vétsi
krystaly a siran draselno-hlinity roste tplné nejlépe.

https://crystalverse.com/sodium-chloride-crystals
https://hackaday.com/2021/11/20/the-sodium-chloride-crystal-method
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. Nasyceny roztok

Neni nasyceny roztok jako nasyceny roztok. Pro nejlepsi vysledky je potieba
zajistit, aby byl roztok skute¢né nasyceny — tedy aby se v ném jiz opravdu
zéddné dalsi mnozstvi latky nemohlo rozpustit. Takovy roztok pripravite roz-
pousténim a pravidelnym michanim roztoku s mnozstvim nerozpusténého
materialu alespon po dva dny. Po dvou dnech nasyceny roztok prelijte do
sklenice (ve které pak bude probihat krystalizace) tak, aby v ném nebyla pii-
tomna zadna nerozpusténa latka. Lze pouzit naptiklad prekapéavaci kdvové
filtry.

. Kolisani teploty

Jisté ze skoly vite, Ze rozpustnost zavisi na teploté rozpoustédla. I sttidani
teplot mezi dnem a noci vam muze zpusobit prudkou krystalizaci a tedy
vytvoreni polykrystalu nebo zakalenych krystal. Doporucujeme proto dat
nadobku s roztokem na néjaké misto, kde je teplota stald. Nabizi se bud
sklep, nebo uzavrend skrinka, dvere skrinky jsou dostatecnd izolace.

. Vibrace a otfesy

Pottebujete docilit stalych podminek. Dejte si pozor, abyste neméli nadobu
poloZenou tfeba na ledni¢ce nebo nékde, kde lidé ¢asto chodi.

. Trpélivost

Rist krystalu je velmi pomaly a obvykle plati, ¢im pomaleji a prirozenéji
roste, tim vétsi a hezci kousky nakonec ziskate. Takze budte hlavné trpélivi
a dejte krystalim potiebny Cas na rust. Neruste je, poradi si samy!

. Jak vypada spravny krystal?

Idedlni vysledek je alespon nékolik milimetra (jesté lépe centimetrir) velky,
pruhledny krystal. Pokud budete mit hezky krystal, schovejte si ho, az to
situace dovoli, zkusime o ném néco zjistit na tématkové vikendovce.

Fanik; fandazajic@gmail.com
e-mailovd konference: krystaly@mam.mff.cuni.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka
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Témata
Po¥. | Jméno R.|> | 1 2 3 4 52024
1. | Mgr.MM P. Simova 1| 55,7|38,5 17,2 55,7 | 55,7
2.|Dr.MM V. Tichy 2 1161,6(/10,0 5,0 6,0 8,0 [29,0147,9
3.|Doc.MM M. Fof 4 1257,3|27,5 9,4 36,9 (45,9
4.|Dr.MM J Kvapil 4 | 98,7 7,0 7,0 (44,2
5. Mgr.MM A. Opl 4| 81,3 42,0
6.| Mgr.MM K. Petrlikova | 4 | 87,6 39,1
7. Be.MM J. Polich 3| 38820 2,0(38,8
8.|Bc.MM Z. Mares 31 356/ 3,0 9,0 12,01 35,6
9.|Mgr.MM D. Skypala | 4 | 66,5 10,5 10,5(33,4
10. | Be.MM J. Skopek 3| 31,5|16,7 8,9 25,6 31,5
11.-12. |[Dr.MM D. Ctvrtecka | 2 [128,1 23,0 23,0(30,9
Dr.™ T Flidr 4 1133,8 2,0 44 8,0 [14,4]30,9
13. [ Be.MM A Kolnik 31 24,0 12,0 12,01 24,0
14. | Dr.MM J. Knillové 3 1106,1(10,0 6,3 2,0 18,3]18,3
15.|Bc.MM P. Jendele 3| 30,1 1,0 1,0(17,8
16. | Mgr.MM P, Hladik 4 | 60,1 70| 70[17,1
17.-18. | Bc.MM M. Chrostek 2| 24,5 17,0
Be.MM J. Kfimska 31 27,0 6,5 6,5(17,0
19. | Be.MM V. Polaskova | 3 | 45,9 3,9 3,9(16,4
20. | J. Krejci 2| 15,8 15,8
21.|J. Rypl 31 15,6 15,6
22.1 0. Popovsky 2| 15,3 15,3
23. | Mgr.MM M. Bocek 3| 725 13,4
24. | V. Faltus 2| 12,3 12,3
25. | R. Novak 2| 12,2 12,2
26. | M. Smrécka 2| 11,6 11,6
27.| Dr.MM Q. Piroutek 4 1104,9 10,5
28. | L. Vavra 31 92 1,0 1,0 9,2
29.-30. | M. Haikl 31 75 7.5
Be.MM M. Vicha 3| 19,9 7,5
31. [ Mgr.MM V. Juzkova | 4 | 58,2 0,8 0,8 7,3
32.|Bc.MM M. Valtrova 3| 43,2] 6,0 6,0| 6,0
33.|V. Verner 1 40| 2,5 2,5 4,0
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Témata
Por. | Jméno R.|>_1| 1 2 3 4 5202
34.|J. Tregler 2 3,9 3,9
35. | M. Steinhauserova Z8| 3,5/ 0,0 0,0 3,5
36. | R. Zabranskd 1 3,2 1,0 1,0 3,2
37.|R. Mayerova 29| 3,0 3,0
38. | L. Poljakova 2 1,4 1,4

Sloupecek ), je soucet vSech bodu ziskanych v nasem seminéfi, ), je soucet
bodu v aktudlni sérii a ), soucet vSech bodi v tomto ro¢niku. Tituly uvedené
v predchozim textu slouzi pouze pro ucely M&M.

Vysledkova listina obsahuje vSechny body za feseni zasland do 1. deadlinu
predchozi série. Body za Teseni zaslana pozdéji obsahovat nemusi.

Casopis M&M je zastfeen Matematicko-fyzikalni fakultou Univerzity Karlovy. S ob-
sahem casopisu je mozné nakladat dle licence CC BY 4.0. Autory textu jsou, neni-li
uvedeno jinak, organizatori M&M.
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