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Uvnitf najdete nékolik témat a s nimi souvisejicich Gloh. Zamyslete se nad nimi a poslete
nam sva feseni. My vam je opravime, posleme zpét s dalSim Cislem a ta nejzajimavéjsi
z nich otiskneme. Nejlepsi feSitele zveme na podzim a na jafe na sousttedén.
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Mily ctenari,

v rukou drzis jiz druhé ¢islo korespondenéniho seminaie M&M. Pokud jsi novy a
nikdy jsi zddny korespondenc¢ni seminar neresil, nevis si tedy rady co a jak, podivej
se namam.mff.cuni.cz/jak-resitl Udélej to co nejdiive, at na to nezapomenes.
Resit se urcité vyplati.

Své si v kazdém pripadé najdes. Letos mutzes prozkouméavat krasy Nekonecen,
Elektrickych siti, Lingvistiky, hry Oware, Pozoruhodnych atmosférickyjch jevi a
nakonec i nového tématka s ndzvem Riust monokrystali.

Stalo se a stane se! Skoncily prazdniny a to i dokonce ndm, univerzitnim stu-
denttim. Béhem nich jsme nezahéleli. Prvni feseni nam tak jiz prisla skrze novy
web. Libi se vam? Uz jste ho cely prosmejdili? Prosli jste kazdou stranku? Mozna
néco skryva? Poklad? Sifru? Milostné basné z davngch dob? Ci snad jen pohledné
obrazky vasich orgi?

Co ale vime urcité, je, ze nékteri z vads uz vybojovali svou prvni ponozku.
Nezbyva nez pogratulovat a pobidnout k dalsimu snazeni, aby vam do schranky
dosly i dalsi.

A kdyz uz jsme u toho posilani, nebojte se sepsat i néjaky ten ¢lanek. Neni to
zas tak pracné a ani tézké. Pokud byste nevédéli, jak na to, urcité se nebojte a po-
divejte se na mam.mff.cuni.cz/jak-resit/jak-psat-clanek/. Odmeéna urcité
stoji za to. Respekt, slava, Cest, a nakonec i ty povrchni a svétské body.

A nejenom ty muzete ziskat. Nové tématko o rustu monokrystali nejenze
otevird cestu k domacimu péstovani rubinu, ale také i k moznosti zucastnit se
vikendovky konajici se 19. az 21. listopadu. Mist ale neni neomezené, je tedy
potfeba aktivné resit.

Zavérem bychom vam radi pripomnéli staré turecké prislovi, které pravi:

,Kdo své myslenky zapiSe, ten je bude mit zapsané.“

Vasi organizatori

Téma 1 — Elektrické sit&......... ... it 3
TEMA 2 — OWATE .. ...ttt e et 22|
Téma 3 — Lingvistika...... .o
Téma 4 — Pozoruhodné jevy v atmosfére...............................
Téma 5 — NeKONeENA ... .....o.ii ittt [31]

Téma 6 — Rist krystal@i..........ooo i
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Zadani a reseni témat

1. deadline: 9. 11. 2021 | 2. deadline: 7. 12. 2021

Téma 1 — Elektrické sité

Nejdrive si uvedeme feseni tloh dilu minulého, kde jsme se naucili urcovat proudy
v Sitich a diky tomu také celkovy odpor dané sité. V tomto dﬂe se pak zaméﬁme na

vvvvvv

v siti je jednoznacné a pro souvislé sité vzdy existuje. Z toho Vyplyne zajimavy

teoreticky dusledek o racionalité, ktery se nam bude hodit pristé. Nakonec zkusime
nahrazovat ¢asti sité jinymi, ¢i stithat nebo ,scucavat“ jednotlivé hrany.

Vzorova reseni 1. dilu

Uloha 1

Zadani:

Zkusime si vypocitat, jaki odpor je mezi Z a S v grafu na obrdzku kdyZ touto
siti prochdzi celkovy proud 1 A a mezi vrcholy jsou rezistory o odporu 1, 2, 3, 4
a 5.

Rozmyslete si, proc¢ jsou hrany zorientovdny pravé tak, jako na obrdzku [I0.
Mohli bychom je zorientovat i jinak? Napiste ndm, pro¢ me, nebo uvedte jinou
orientaci. Pokud zjistite, Ze ano, zkuste si priklad vypocitat s touto orientaci.
Vyjde vam vysledek stejné?

B4 15,2
/ \ p+q 1-p-q
A AY o B
<7 °s
(a) Zadani prikladu. (b) Orientace hran. (¢) Proudy na hranach.

Obrazek 1: Pocitani odport.

Reseni od Mgr.MM Alese Opla:

Ano, hrany muzZeme orientovat naprosto libovolné. Vyhoda uvedené orien-
tace je v tom, ze hrany jsou vzdy orientovany z bodu s vysSim potencidlem



do bodu s nizsim potencidlem, v ¢ehoz diisledku nam s takovouto orientaci vy-
jdou na vsech hranédch kladné proudy. Nic ndm vSak nebrani v tom, abychom
nékteré hrany orientovali opac¢né. Poté nam na nich sice vyjde zaporny proud,
ale na tom neni nic Spatného, nebot to pouze znaci fakt, ze proud tece opac¢né
proti orientaci hrany. Napiiklad tedy muZeme pouZit takovouto orientaci (viz
obrdazek @)

Obrazek 2: K tloze 1.

Myslim si, ze co se tyce odporu a potenciala vrchola, tak bychom méli dostat
stejné vysledky. Jediné, co by se mélo lisit, je znaménko u proudt na hranach
SB a BZ.

7 posledniho pozorovani lze odvodit tvrzeni, Ze proudy na hranéch jsou v dané
siti uréeny jednoznacné. Dikaz tvrzeni si ukdzeme pravé v tomto dilu tématka.

Minule jsme si zavedli znaceni a doplnili proudy, ¢imz jsme ziskali obrazek
Zacali jsme pocitat potencidly pomoci Ohmova zakona.

Uloha 2

Zadani:
Napiste rovnice dle Ohmova zikona pro sit z obrdzku dopocitejte potencidly
jednotlivijch vrcholi (nejprve si je vyjddrete pomoci p a q) a celkovy odpor sité.
(Ndpovéda: Mdame 5 nezndmych véetné p a q a 5 rovnic, tedy dlohu lze jedno-
znacné vyresit. Abyste spocetli potencialy vrcholi, musite nejdrive vypocitat p a q.
Ndpovédu k vgpoctu celkového odporu naleznete v zamyslent vyse.)
Reseni:
Vsechny rovnice dle Ohmova zdkona:

pa—ps=1Q-p

pp—ps=2Q-(1-p)

pa—pep=38¢

vz —¢pa=5Q(p+q)

vz —pp=4Q-(1-p—gq)
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Soustavu miuzeme Fesit napiiklad takto: o4 = p + ¢g (z 1. rovnice) a pg =
2 —2p+ s (z 2. rovnice) dosadime do 3. rovnice ndsledovné:

(p+¢s)—(2-2p+ps) =3¢
3p—2=3q

Dale mtzeme vyjadiit ¢z jako oz =5p+5q+ pa a pz =4 —4p — 49+ ¢B
(ze 4. a 5. rovnice). Zkombinovdnim dostaneme

p+5q+pa=4—4p—4q+ ¢p

a pokud opét pouzijeme vyjadieni ¢4 a @p z prvnich dvou rovnic, muzeme do-
sadit
5p+5q+ (p+ps) =4—4p—4g+ (2 —2p+ ¢s)

a po upravach
4p — 2 = 3q.

Nyni méame 2 rovnice o 2 neznamych, kde ndm vyjde p = % aq = 7?2%.
Potencial ¢g si zvolime 0 a zbytek dopocitame, tedy 4 = %, pYp = =
Celkovy odpor sité vypocteme dle rovnice

62
p_o¥z—9¢s ;-0 _ 62,

I 1 21

Uloha 3

Zadani:
Doplrite do kazdé casti obrdazku odpory na jednotlivé hrany odpovidajici danému
kroku vypoctu. Pripomindme, Ze v pruni édsti (pred sloucenim vrcholi) je na kazdé
hrané odpor 1 ).
Reseni:
Viz obréazek Bl

Uloha 4

ZadAani:

Vratte se k obrdzku[Id a s nové nabytymi znalostmi vypocitejte odpor mezi vrcholy
A a B. Uvazujte A jako zdroj a B jako stok, proud prochdzejici siti je 1 A.
Reseni:

Sériové odpory na hrandch AZ a ZB muzeme sloucit do jednoho odporu veli-
kosti 9 €, stejné tak muzeme sloucit odpory na hranidch AS a SB do odporu
velikosti 3 . Nasledné spocitame vysledny odpor pomoci vzorce pro paralelni
odpory jako % = % + % + % neboli R = % Q.



Z § Dp=F }
|
s 3 A=C }
z 1 = z 3 = Z Zz
>, 2 PD=F >, 2 PDFF —> —>
1 )2 1 g 1 &
ST ST 3 A< TS 3 AC S s
Obrazek 3: Vypocet odporu v krychli — tloha 3.
oZ
% y s
o 30 .B ./—3_(2\.8 ° %Q .B
A AN A
10 2Q 8
°s
Obréazek 4: K tloze 4.
Uloha 5
Zadani:
Vypocitejte odpor mezi kaZdou dvojici vrcholi v krychli. KaZdd hrana md odpor
19Q.
Reseni:

Pojdme si rozebrat jednotlivé pripady dvojice vrcholl, které si mizeme vybrat.

Zvolime si vychozi vrchol A. Vrcholy mohou:

a) byt sousedni na stejné sténé (vrcholy B, D a E),

b) byt na stejné sténé a nebyt sousedni (neboli jsou to krajni body sténové

uhlopricky, vrcholy C, F a H),

¢) nebyt na stejné sténé (coz znamend, Ze jsou krajni body télesové dhlopficky,

vrchol G).
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E/. f/.G
| D, /

Obrazek 5: Nakres k tloze 5.

Maéme tedy jen 3 ruzné p¥ipady dvojic, které musime vypocéitat. Piipad a) jsme
si jiz vypocitali v predchozi tloze, vysledek je 1—72 Q. Piipad b) zredukujeme dle
obrazku [6] - vrcholy BD a FH tvoif dvé osy soumérnosti. Déle pouZijeme vzorec
pro paralelni a sériové zapojeni a vznikne nam sit, kterou znadme jiz z tilohy 1. Tu
pak dopocitame klasickym zptusobem. Vysledné potencidly jsou oprpc = ¢Bp =

%, A = g a ¢ jsme si zvolili rovno nule. Odpor mezi témito vrcholy je roven

R:gQ

3 HF 3 G H=F
3 M 3
/ 3
3 i Ae 2 e
\/\/\L % BeD % \LC B;D 2

Obrazek 6: K uloze 5, pfipad b).

Posledni sit 1ze také Tesit transformaci trojﬁhelm'k hvézda, kde se jeden z troj-
thelnik zméni na hvézdu s odpory Q, 130 Qa5 Q.
Mgr.M Ales Opl hezky popsal mozny trik se steJnyml potencidly. (Znaceni

v TeSeni je upraveno, aby odpovidalo nasemu.)

1,5 1,5
A B,D,H,F C

Obrazek 7: K dloze 5, ptipad b), odstranéni hrany.

ReSeni od Mgr.™M Alege Opla:

Nyni si mizeme vSimnout, ze obvod je symetricky podle osy prochazejici
body B a F', tudiz maji tyto body stejny potencial, a tak je mizeme spojit do
jednoho bodu (obrdzek [7).



Nyni uz nam tedy stac¢i jen spocitat, jaky je odpor paralelniho zapojeni, a
poté dvou za sebou sériové zapojenych téchto odpori.
1 1 1

B isatosa

ool w

Q

3
RS:RP‘FRP:EQ

Coz je tedy nas vysledek.

Pro ptipad ¢) si uvédomime, Ze vrcholy BDE (dle obrézku tvori jednu
rovinu soumérnosti (nebo mizeme mluvit o 3 jednotlivych osidch soumérnosti) a

vrcholy C'F H tvori dalsi rovinu soumérnosti. Tedy sit krychle si mazeme zjedno-
dusit, viz obrézek Vysledny odpor je % Q.

- |

=E=D H=F=C 1
/A./N.G

N

m

I
W)
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T

I
a
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O
®

%

(1[5}

(a) Roviny soumérnosti.

—e >
<0

(b) Zjednoduseni sité.

Obréazek 8: K tloze 5 c).

Uloha 7

Zadani:
Odvodte vzorce pro vgpocet odpori hvézdy (a,b,c) z odpori trojuhelniku (a’, V,

¢’ ). Neboli vyjadrete a,b,c pomoci a’, V', .
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Reseni od Bc.™M Jiiiho Polacha:
Tyto vzorce jsou uvedeny v zadani:

s =ab+bc+cb

s
a ==
a
y="1
b
s
==
¢

Zavedeme R 4p jako odpor mezi body A, B. Z hvézdového zapojeni vyplyva

Ragp=a+b.
A z trojihelnikového
1
vt
Spojenim téchto vzorci dostaneme
1
atb=5——75—
7T T
1
at+b= g
c’(a’+b")
a4+
at a+b+cd (1)
Obdobné mtuzeme odvodit vztah pro Rpc a Roa
RAB —b=a
RBc —c=b

Ragp—a=c.
Po dosazeni dostaneme
a=Rap— Rpc+Rca—a
2a = Rap — Rpc + Rca
o Rap — Rpc + Rca

2
C/a,+6/b/7a/b/7alcl+a/b,+b/6/
a= a’4+b'4c’
2
20
h 2 +V + )
by
a =

o +b +c’
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Stejnym zpusobem muzeme odvodit i vzorec pro b a c.
a'd
a/ + bl + C/
a't

A+t

K rovnici pro soucet a+b se dalo dospét také fyzikdlni ivahou, jak popsala
Mgr.MV Kristyna Petrlikova.

Vybér z feSeni Mgr.™M Kristyny Petrlikové:

Chceme, aby se odpor mezi body A, B (a symetricky pro ostatni dvojice
okrajovych vrcholit) v hvézdé rovnal odporu na trojihelniku.

Na hvézdé se tento odpor rovna a + b.

V trojthelniku vedou mezi A a B dva paralelni odpory: (V' +a') a ¢, coZ se
da zjednodusit na Zl,i;f,‘ig Odpory ve hvézdé a v trojihelniku takto polozime
rovné pro vsechny mozné dvojice bodi:

ve +a'cd
b= —n——
a+ a/+b/+cl
fe— Ve +ad't
a C_a/—‘rb/—l—cl
- a'c +a't
c= ———.
a +b+cd
Uloha 8
C
o
1
]
X, 5
1/ Do,
2 b\
A . B
5

Obrazek 9: Zadéani dlohy 8.
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Zadani:
Vezméte si graf z obrdzku[9 a provddéjte pouze operace se vzorci na paralelni a
sériové zapojeni. Vypocitejte odpor mezi zdrojem a stokem.

Reseni:
Viz obrazek

OC OC
1 1 X
x‘/\ N\, °
o 4 o 4 3
1/ TN N 1 < 3 2
2/ 2 pX 2 3
Ao/ E\os A B A/S B
T | \L T | i T | i

1 [ T

Obrazek 10: Reseni tlohy 8.

Zbylé dlohy

Stale se muzete zamyslet nad lohou 10, jako ndpovéda se vam miize hodit Feseni
ulohy 7. Také ulohy 6, 9 a 11 budou vyfeseny v dalsim cisle.

Uloha 6 (28.1) [3b+3b+4b]: Vypocitejte odpor mezi dvéma protilehlymi vr-
choly:

a) pravidelného osmisténu,
b) pravidelného dvandctisténu,
¢) pravidelného dvacetisténu.

Odpor kazdé hrany je opét 1 Q.

Uloha 9 (28.1) [3b]: Pomoci hvézdicovjch transformact vypocitejte odpor mezi
stredy dvou sousedicich hran v pravidelném dvandctisténu.
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Uloha 10 (28.1) [3b]: Vypocitejte odpor mezi libovolngmi dvéma vrcholy v diplném
grafu K5 na obrdizku . (Hrany se nikde neprotinaji, i kdyZ to tak miZe vypadat.
Vedou nad sebou a pod sebou.)

At

Obrazek 11: Uplny graf na 5 vrcholech.

Uloha 11 (28.1) [5b]: Dokazte, Ze odpor mezi libovolngmi dvéma vrcholy v dplném,
grafu K, je % Q. (Uplng graf K, je takovy graf o n wvrcholech, ktery md hrany
mezi kazdgmi dvéma vrcholy.)

Dil 2: Jednoznacnost a existence reSeni
A nyni jiz nasleduje pokracovani témaétka.
Princip superpozice

Nejprve si odvodime princip, pomoci néhoz si dokdzeme jednoznac¢nost. Bude se
tykat vlastnosti Kirchhoffovych zdkont, jez si nyni pfipomeneme.

Prvni Kirchhoffiv zdkon o proudu a smyckach rika, ze soucet rozdili poten-
cidlu v cyklu vrchola x1, x2 az xj je roven nule.

Prizs T Pagws T+ Qa1 T Papa, = 0 (2)

Druhy Kirchhofftv zakon se tyka proudu prochazejiciho jednim vrcholem. Sou-
Cet proudu vstupujicich do vrcholu A a proudi z néj vystupujicich je nulovy.

Lagy + Lagy, + -+ Lagy + Lace =0, 3)

kde x1 az xj jsou vrcholy, do nichz vede hrana z A nebo z nichz vede hrana do
A, a T4 je proud, ktery vychdzi ze sité pryé¢ ve vrcholu A. (Analogicky o4 je
proud, ktery do sité v daném vrcholu vstupuje.)

Vsimneme si, ze rovnice Kirchhoffovych zékoniﬂ jsou linedrni (proménné jsou
jen v prvni mocniné neboli nevyskytuje se tam zadna proménnd na druhou,

1Prvni Kirchhofftv zédkon , kde se vyskytuji potencidly ¢, budeme obcas oznacovat jako
potencidlovy a druhy , kde se pouzivaji proudy I, jako proudovy.
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tfeti, ...) a homogenni (na pravé strané rovnic je 0) ve vSech proudech I a roz-
dilech potenciali ¢. Kdyz tedy budeme mit vice pfifazeni proudd hranam, ktera
vSechna splnuji Kirchhoffovy zdkony, a vytvorime nové pritazeni proudi jako sou-
¢et néjakych ndsobkl nasich pfifazeni (mohou tam byt i zdporné nasobky), tak
toto nové také splnuje Kirchhoffovy zakony. Tomuto se iika princip superpozice.

©
'\ ° ° 3 ° o»{;\
o » Vil
e 1 4 PY 2 7 e 225 )
" o0
3 +2 = & ¢
4 6 . ) V*{-(\_l
° ° e y
1 2 2 3 v
/ \ / \ x‘lj'/ X
° ° ° ° N'e ?_\.3\\.
<

Obrazek 12: Kombinace proudi spliiuje princip superpozice

Prikladem mize byt kombinace prifazeni na obrdzku [I2] Pokud je v obou
prirazenich na dané hrané stejné orientovany proud, tak proudy jednoduse secteme
a smér proudu zakreslime stejny. Pokud jsou proudy na dané hrané opac¢ného
sméru, tak si zvolime smér proudu, ktery budeme brat jako kladny. Tento smér
si zakreslime do findlntho pritazeni. Velikost proudu na hrané vypocitame tak, ze
proud stejného sméru jako ten findlni bude mit kladné znaménko, proud opac¢ného
sméru ma znaménko zaporné.

Uloha 1 [2b]: Algebraicky dokazte, Ze plati princip superpozice pro nase Tovnice
@ e @

(Ndpovéda: Pokud nevite, jak na to, zkuste si princip superpozice dokdzat pro
néjaky maly konkrétni pocet vrcholi a hran. Predstavte si, Ze mdte dvé ruznd
pritazend (tedy potencidly a proudy), kterd vyhovuji témto rovnicim. Co se stane,
kdyz rovnice vyndsobite néjakygm cislem? Budou pordd platit? A cemu se bude
rovnat soucet viech potencidli obou pritazeni (nebo vsech proudi hran)? Pokud si
nejste jisti, tak pripomindme, Ze mizZete vyuZit pravé strany nasich rovnic — jsou
tam nuly.)

Uloha 2 [3b]: Ukazte pomoci principu superpozice, Ze libovolny proud siti, ktery
je vysledkem pritomnosti vice zdroju a stoku, lze ziskat skladanim proudi prislu-
sejicich vZdy jen jednomu zdroji a stoku.
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Jednoznalnost

Nyni se jiz dostavame ke slibené jednoznacnosti. Pfedstavme si, ze mame zadanou
sit’E| do které vtéka jednotkovy proud ve vrcholu Z (zdroj) a vytékéd jednotkovy
proud ve vrcholu S (stok). Presné takto vypadaly ptiklady v prvnim dilu —a u téch
jsme uméli urc¢it proudy v kazdé hrané. Je toto prifazeni proudu jednoznacné?
Tedy, muze byt pro stejnou sif jesté néjaké jiné prirazeni, které splnuje Ohmuv
a Kirchhoffovy zakony? Umime na tuto otdzku odpovédét obecné pro libovolnou
sit? Zjistime, Ze ano:

Pro sit s danymi odpory hran a s dangm rozmisténim zdroji a stoki (maize
Jich byt vice) véetné proudii v nich vtékajicich/vytékajicich existuje nanejuys jedno
resent.

Tuto vétu nyni dokdzeme sporem. Piedpokladejme tedy, ze mame dvé rizna
feseni (pro danou sit), a podivejme se na jejich rozdil. Ten je také FeSenim, diky
principu superpozice (prvni pfifazeni secteme s minus druhym pfifazenim, tedy
vysledek spliiuje Kirchhoffovy zdkony). Navic je to takové feseni, kde zddné proudy
nevstupuji do sité ani ji neopousti: Proud vstupujici do sité byl stejny (jinak by to
byla jind tloha) pro obé ta feseni ve vSech zdrojich, takZe se ode¢te — ve vysledném
reseni bude proud vstupujici do sité 0. A stejné tak pro vystupujici.

Pokud pro spor byla nase ptvodni feSen{ ruzné (existuji néjaké vrcholy A a
B, ze proudy pfedtim v hrané AB nebyly stejné), tak v tomto feseni je v hrané
AB kladny (tj. nenulovy) proud. Pak z proudového zdkona musi jit kladny
proud také z B do néjakého vrcholu C (do B néjaky kladny proud vtekl, tak musi
i vytéct = pritéct zaporny, protoze soucet vtékajicich proudu do kazdého vrcholu
mé byt nulovy), pak z C' do D a tak déle. To ndm d4 posloupnost vrcholii a hran,
kde se vrcholy mohou opakovat a hrany ne (takzvany tah) ABCD ... Jelikoz je
sit konecnd, musi se tento tah vratit do vrcholu, ktery jiz navstivil. Tedy existuje
cyklus, kde tecou kladné proudy jednim smérem.

Uloha 3 [1b]: Rozmyslete si, pro¢ takovy cyklus nemize existovat. (Ndpovéda:
Podivejte se na potencidly v jeho vrcholech.)

Kostra

Nyni odbocime od siti k ¢isté teorii grafi a uvedeme si nékteré definice a vlastnosti,
které za chvili pouzijeme. (Pokud vite, co je kostra grafu, muzete presko¢it na dalsi
sekei.)

Zavedeme si nejprve znaceni pro lepsi vyjadritelnost pismenky. Budeme psat
G = (V,E) a tikat, ze graf G md mnozinu vrcholi V' a mnozinu hran E. Po-
jmy zde definujeme pro neorientované grafy, avsak vétsinou se daji pouzit i pro
orientované.

2Vime tvar sité, odpory kazdé hrany a kde do/z ni vtéka/vytéks jaky proud.
3ReSenim rozumime piifazeni smért a velikosti proudi véem hranim sité.
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Méjme graf G = (Vg,Eq). Grat H = (Vy,Eg) je podgraf grafu G, pokud
mnozina hran H je podmnozinou hran G a mnozina vrcholi H je podmnozinou
mnoziny vrcholi G, coz se zapise Fy C Eq a Vg C V.

Cesta v grafu G je posloupnosiﬂ (Vo,e1, Vi, e, Va, ... ex, Vi), 2e Vo,..., Vi
jsou navzajem ruzné vrcholy a pro kazdé i je e; hrana mezi V;_1 a V.

Kruznice, neboli cyklus v grafu je definovan obdobné s tim, ze prvni a posledni
vrchol je stejny (Vo = Vi) a hrana e, vede mezi Vi1 a V.

.

(a) Podgraf. (b) Cesta. (¢) Kruznice.

Obrazek 13: Nami vyuzivané podgrafy.

Graf G je souwvisly, pokud pro kazdé dva vrcholy U, V existuje cesta v G z U
do V.

Komponenta souvislosti grafu G je maximdlni souvisly podgraf. Tedy mezi
kazdymi dvéma jejimi vrcholy existuje cesta, ale kdyz si vezmeme libovolny vrchol
z ni a libovolny mimo ni, uz mezi nimi cesta nevede.

(a) Souvisly graf. (b) Graf, ktery ma 3 komponenty

souvislosti.

Obrazek 14: Souvislost.

4Pokud budou z kontextu jasné hrany e;, mizeme psat pouze Vo,Vi,... V.
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Strom je souvisly graf bez cykli. Méjme graf G s mnozinou vrchola V' a mno-
zinou hran E. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni, neboli pokud o grafu plati
jedno, tak o ném plati i vSechna ostatni:

e G je strom.

e Mezi kazdymi dvéma vrcholy u,v € V existuje pravé jedna cesta.

e (G je souvisly graf, ale po odebrani libovolné hrany prestava byt souvisly.

e (G je bez cykla, ale po pridani libovolné hrany cyklus vznikne.

Les je mnozina navzdjem nepropojenych stromu.

70

/

(b) Les.

(a) Strom.

Obrazek 15: ,Rostliny.“

Nyni prichézi definice hlavniho pojmu, ktery budeme pouzivat.

Necht G je souvisly graf. Pak jeho podgraf T' se stejnou mnozinou vrcholt je
kostrou grafu G, pokud je T strom.

Formélné: Necht G = (V,E) je souvisly graf. Necht F' C E je takova pod-
mnozina jeho hran, ze T' = (V,F) je strom. Pak fikdme, ze T je kostra grafu G.
Vsimnéte si, ze T je souvisly podgraf G, ktery neobsahuje zadnou kruznici.

Uloha 4 [2b]: Dokazte, e kaidy sowvisly graf md kostru.

Uloha 5 [1b]: Nakreslete vsechny kostry dpiného grafu na 4 wvrcholech. (Pokud
netusite, co je to dplny graf, podivejte se na zdver predchoziho dilu témdtka.)
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Obrazek 16: Kostra.

Existence — tézka véta, kterou budeme potfebovat

Jednoznacnost feseni ulohy jsme si jiz dokdzali, nyni se zaméfime na existenci.
Ta je z fyzikdln{ interpretace zfejmd — pustime proud do (souvislé) sité a stejné
velky proud nékde vytece, tedy néjak tou siti protékd. Z matematického hlediska
to vSak jiz tak zrejmé neni a pouzijeme elegantni trik, aby to bylo zrejméjsi.
Nakonec z dikazu vyplynou zajimavé teoretické dusledky.

Kdyz siti protéka proud velikosti 1A, proud protékajici danou hranou lze
vyjadrit pomoci poctu urcitych koster.

To, Ze ,rozmisténi proudt v grafu vyhovuje Kirchoffovym zakonum*“ znamena,
ze pro kazdy vrchol je splnén proudovy zakon a pro kazdy cyklus je splnén po-
tencidlovy zakon.

Budeme pro jednoduchost predpoklddat, ze graf G nasi sité je souvisly, kazda
hrana méa odpor 1 2, proud 1 A vstupuje do sité ve zdroji Z a vystupuje z ni ve
stoku S. (Poznamenejme, ze odpor kazdé hrany rovny 1 Q znamend VA, B € V :
Iap = @ap, coZ je rovnost velikost{ proudu a napéti (v ampérech a voltech) na
kazdé hrané. Tato rovnost plyne z Ohmova zdkona.)

Pro danou hranu AB oznaéime N(Z, A, B, S) pocet koster grafu G, ve kterych
(ta jedind) cesta ze Z do S obsahuje vrcholy A, B v tomto poradi.

Ae Ae -

- )
Obrazek S 17: Obrazek S 18: Obrazek S 19: Obrazek > 20: Obrazek S 21:
Graf s hranou Kostra T7, kde Kostra T, kde V této kostie se V této kostre
AB. se prochdzi AB se hrana pro- hrana AB pii hrana AB neni.
z A do B. chézi z B do A. cesté ze Z do S
neprochézi.
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Obdobné pojmenujeme N(Z, B, A, S) tj. cesta ze Z do S prochdz{ hranu AB
smérem z B do A. Déle necht K znadi celkovy pocet koster a
N(Z,A,B,S) — N(Z,B,A,S)
e :

Iap =

A nase véta zni:

Kdyz rozmistime do kazZdé hrany AB grafu G proud Ip, aby tekl ve sméru
z A do B, pak celkovy proud ze zdroje Z do stoku S ma velikost 1§ a vyhovuje
Kirchhoffovym zdkondm.

Uloha 6 [3b]: Vyuzijte to, Ze zndte vSechny kostry dplného grafu na 4 vrcholech
z mianulé dlohy [3, a urcete proudy vsech hran na obrdzku kde vsechny hrany
maji odpor 1), pomoci vzorce z této véty.

A
A/

Obrazek 22: Urcete proudy pomoci koster!

Nyni si ukédzeme, pro¢ to tak dopadne obecné. Pro zjednoduseni situace vyna-
sobime vSechny proudy krat K. Pro kazdou kostru T" a hranu AB € Eg oznacime
I proud velikosti 1 podél té jednoznaén cesty ze Z do S takto:

1 pokud se v T vyskytuje cesta Z...AB... S,
Ifg =< —1 pokud se v T vyskytuje cesta Z... BA...S,
0 jinak.

Tedy pro danou kostru a hranu se zapocitd proud za tuto hranu +1, nebo

—1, kdyZ ta hrana lez na cesté mezi Z a S, a znaménko je podle orientace (viz

obrazek .

Plati nasledujici rovnost

N(Z,A,B,S)—N(Z7B7A’S ZI(T)—I(TI (%)‘f‘

kde s¢itdme pies vSechny kostry T € {T1,Ts,...} grafu G. Podivdme se, co se
objevi na jednotlivych strandch rovnosti pro jednu danou hranu AB. Do vyrazu

5Kostra je strom a mezi kazdymi dvéma vrcholy stromu je pravé jedna cesta.
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Obréazek 23: Graf, tuéné vyznacena vybrand kostra, pro nékteré hrany kostry ukéazano,
jak se zapocitavaji.

vlevo zapocitame jednou vsechny kostry, jejichz cesta obsahuje hranu v poradi
AB. A déle také minus jednou ty kostry, pro néz je to naopak (BA). To je v8ak
to samé, jako vpravo, nebot zde zapocitame pro kazdou kostru +1, pokud byla
hrana prosld ze Z do S jako AB, a —1, pokud naopak.

Chceme tedy ukazat, ze kdyz posleme proud velikosti ). If;g) z A do B
kazdou hranou AB, tak dostaneme celkovy proud velikosti K ze Z do S splnujici
Kirchhoffovy zakony.

Kazdy 1T (skladajici se z jednotlivych 1 na hranach p¥islusejicich cesté) je
proud velikosti 1 ze Z do S spliujici Kirchhofftiv proudovy zdkon (soucet proudii
vstupujicich do vrchold mimo cestu je 0 a pro ty v cesté vzdy pravé +1 vstoupi
a +1 vystoupi za ty dvé hrany v cesté, viz obrazek . Takze soucet téchto K
proudi je proud velikosti K (pri¢teme 1 za kazdou z K koster) ze Z do S splitu-
jict proudovy zékon (kdyz si zafixujeme vrchol, tak pridévanim novych zistane
celkovy soucet proudt ve vrcholu stéle 0 — to je dfive pouzity princip superpo-
zice).

Nyni nam staci ukdzat, ze potencidlovy zakon je také splnén. Jelikoz vsechny
hrany maji stejny odpor, potencidlovy zdkon ¥ikd, Ze celkovy proud (tj. soudet
jednotlivych proudu, kdyz velikosti proudii s opacnou orientaci odéitdme) v cyklu
s néjakou orientaci je nula.

Poustime do kazdé hrany AB proud ), Ifg. Chceme tict, ze kdyz je secteme
v néjakém cyklu, daji 0.
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1>
1

0
1-17‘
1-1=0 e t— 1 3

/ S
11//

v

S8
Obrazek 24: Graf. Obrazek 25: Vybrand kostra Obrazek 26: Vybrana
T a Ig%) pro vSechny hrany. kostra T> a I,(z;%) pro

vSechny hrany.

Obrazek 27: Scitani jednotlivych proudu.

Nejdfive se podivdme jinym pohledem na definici N(Z, A, B, S). Podgraf F
grafu G, pro ktery Er = Eg a ktery je les, nazveme splet, pokud méa prave dvé
komponenty souvislosti Fiz a Fg, ze Z je v Fz a S je v Fs. Tedy F obsahuje
vSechny vrcholy G a skladd se ze dvou stromt, které nejsou propojeny zadnou
hranou a které obsahuji kazdy po jednom z vrcholi Z a S.

Uloha 7 [2b]: Zdiwodnéte, e N(Z, A, B, S) je pocet spleti F = FzUFs, pro které
A€ Fy aBekFg.

Také N(Z, B, A, S) je definovatelné podobné.
Pouzijeme jednoduchy a mocny kombinatoricky princip pocitani dvéma zpt-

soby a prevraceni poradi s¢itani.
Pro splet F' = Fz U Fs a hranu AB € E(G) méjme:

(F) IX;AB) pokud F' + AB je kostra,
Iyp =

0 jinak.

Uloha 8 [2b]: Rozmyslete si, e F + AB je kostra prdavé tehdy, kdy: A € Fy a
B € Fg, nebo A € Fs a B € Fy. Jak moc je tato loha podobnd loze []?

Uloha 9 [3b]: Ukaste, Ze
T F
> - i
T F
kde druhd sumace je pres vsechny spleté F.

Mizeme tedy zaménit tyto dvé sumy, pricemz ta prvni vyjadiuje proud, ktery
poustime do hrany AB a o té druhé budeme za chvili néco umét fict. Oznac¢ime
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néjaky cyklus v grafu G jako zixo ...z, kde 511 = x1. Dostavame, ze celkovy
proud v tomto cyklu je

k
: :: : z‘Lz+l _: :: : 11»’/14»1

F i=1

kde sumace s F' je pres vSechny spleté F' grafu G. Sumy muzeme prohodit — jen
s¢itdme konecné mnoho ¢lent v rizném poradi (to je ten trik) — a k posledn{
rovnosti pouzijeme tlohu [I0}

Uloha 10 [3b]: Ukaste, e El 1 beS T7+1 =0 pro kaZdou splet F.

Tim jsme dokézali existenci feseni nasi ilohy a dokonce vime presné vyjadieni
toho, jaky proud tece po jaké hrané.

Libovolné odpory

Predchozi zduvodnéni lze prepsat, aby nam poskytlo feseni také v pripadé, ze
hrany maji libovolné odpory.

Pro kostru T definujme vdhu T jako prevracenou hodnotu soucinu odporii
jejich hran. Oznacime K* soucet vah ptes vSechny kostry grafu G, dile oznac¢ime
N*(Z, A, B, S) soucet vah pres vSechny kostry, kde je na cesté ze Z do S nejdiive
A a hned potom B. A definujme N*(S,B,A,Z) = N*(Z, A, B, S). Potom plati
nédsledujici tvrzeni (které nebudeme dokazovat — délalo by se to obdobné jako
existence pro piipad s jednotkovymi odpory):

Rozmisténi proudi, ve kterém je wvelikost proudu v kaZdé hrané AB ddna jako
N (Z’A’B’S)I;N (£.5.4.5) , splnuje Ohmiv a Kirchhoffovy zdkony a velikost proudu
vstupugictho do sité v Z a vystupujiciho v S je 1.

Diisledek? Néco je racionalni!

Vime uz, zZe pii dané siti a jednotkovém proudu do ni vstupujicim a z ni vystu-
pujicim lze vzdy jednoznaéné (pokud pozadujeme platnost Ohmova a Kirchhoffo-
vych zékont) urcit proudy protékajici kazdou hranou — budou mit pravé hodnotu
(s N*) z minulého tvrzeni.

A v nésledujici tloze si rozmyslite, Ze tato hodnota je racionélni!

Uloha 11 [1b]: Napiste, proc¢ plati ndsledujict tvrzeni: Pokud jsou odpory vsech
hran raciondlni a celkovy proud prochdzejici siti md velikost 1, pak md proud na
kazdé hrané raciondlni hodnotu.

Tento vysledek je hezky a bude se nam jesté hodit.

Kacka Vokdlovd; katerina.vokalova@matfyz.cz

Lucka Kundratovd; kundratova@karlin.mff.cuni.cz
e-mailovd konference: elektricke-site@mam.mff.cuni.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka
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Téma 2 — Oware

Dil 2: Turnaj

Zahajujeme konani turnaju. Aktudlné planujeme turnaj kazdé dva tydny, presny
harmonogram a vysledky probéhlych turnaji budeme prubézné uverejnovat na
GitHubulfl

V turnajich se vas$ program utkad s programy ostatnich resiteld. V zavislosti
na jeho umistnéni muzete ziskat 2,5 bodu za prvni misto, 2 body za druhé a 1
bod za treti. Nebojte se posilat ,nedokonalé* programy — zaporné body v turnaji
ziskat nejde a vzdy budete mit moznost nahradit je lepsimi programy.

Kromé turnaju se vas program utka s riznymi programy, které jsou dilem
organizatorti. Odménu za porazeni kazdého z nich najdete na obrézku (hodnota
mince znac¢i po¢et bodu za poraZeni), dalsi odmeény se budou pribézné objevovat
na [GitHubu/®

(il
I - """7/,,,'

Obréazek 28: Nabidka organizatorskych programu k porazeni.

Zavérem bychom vam chtéli pfipomenout, ze muzete posilat i sva sepsand
pozorovani. Dostanete za né body a mozna tim pomuZete ostatnim Tesitelim
s prekonavanim organizatorskych algoritma.

Matej; lieskovsky.matej+mam@gmail.com
Jidds; |jonas.havelka@volny.cz

Borek; bOr3k@matfyz.cz

e-matlovd konference: oware@mam.mff .cuni.cz
odevzdavejte do odevzddvaitka

Shttps://github.com/JoHavel/Turnaj-v-0ware
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Téma 3 — Lingvistika

Jesté predtim, nez se vrhnete na ¢teni a reseni nasledujictho tématka o lingvistice,
bychom vés chtéli poprosit, abyste pii feseni nepouzivali internetové vyhledavace
ani zadnou literaturu. Jejich pouzitim byste si nékteré tlohy bud ptilis zjedno-
dusili, nebo naopak udélali tézsi. Néktera zakouti gramatiky zde vibec nezminu-
jeme, protoze by se nam to neveslo ani do celého ro¢niku. Nejde uplné o znalost
jazyka, ale o logické premysleni a hledani spojitosti v textu. Proto radéji ode-
vzdejte Spatné feSeni se zdivodnénim, nez bezchybné prelozeny text, ktery jste
nemohli vypozorovat z naseho tématka. Ted uz vam prejeme Stastné resendi.

Dil 2: Pismenkovy gulas

V minulém dile jsme se zabyvali chetitstinou, zkracené se podivali na zaklady jeji
gramatiky a nékterd slovicka. Ale jak jste si urcité vsimli, vynechali jsme jednu
dilezitou ¢ast jazyka. Jeho zapis.

Latinka, abeceda, kterou piSeme my dnes, v té dobé nebyla jesté zndma, a tak
si Chetité museli pomoci jinym pisemnym systémem. V oblasti Malé Asie v té
dobé bylo velice populdrni pismo klinové. Jednalo se o sadu grafémi, kterd ale
nebyla mezi narody jednolita. Grafém je nejmensi jednotka zapisu jazyka. Muze
to byt jedno pismenko, slabika nebo v nékterych systémech i celé slovo. Jejich
skladanim se pak tvoii slova nebo i vétsi jazykové struktury.

Jak uz jste mozna nékde zaslechli, v mluvené feci jako nejmensi jednotku mame
hlasky, které tvori slabiky a z nich se skladaji slova. Pro jejich zaznamenani my
v dnesni dobé pouzivame hliskovy pisemny systém, latinku. Grafémy chetitstiny
vSak odpovidaji celym slabikdm. Slabiky se sklddaly ze samohlasek a/nebo sou-
hlasek. Samohlasky, které pouzivali, byly a, e, i a u. Mohli jste si vSimnout, ze zde
chybi samohlédska o. Ne, neni to chyba tisku. Chetité tento zvuk jen nepotiebovali
pouzivat. Souhlasky meéli podobné jako my, sem tam se néjaké ztratila a nebyla
potieba, toho jste si mohli vSimnout v prikladech minule. Jen pozor na strasdka
y. V nasich konéinadch bézna samohlaska byla pouzivana jako souhlaska, a tak ji
i my budeme pouzivat v dalsich prikladech a dlohach.

Slabiku mohla tvorit bud samotna samohlaska, dvojice samohlaska-souhlaska
nebo souhldska-samohlaska, pfipadné i trojice souhldska-samohlaska-souhlédska.
Tento zpusob zapisu ma v porovnani s nasim vyhody i nevyhody. Sice nepotiebuji
tolik grafému na zapis jednoho slova, ale tento pisemny systém je daleko bohatéjsi
na znaky, nez nase latinka. A to i pTfesto, Ze maji méné hlasek! Pojdme se na
nékteré klinové znaky chetiti podivat.

Uloha 1 [2b]: Na obrdzku se nachazeji ceskd slova zapsand v chetitstiné s po-
moci klinového pisma. PreloZte do chetitstiny tato slova a zapiste je s pomoci
klinového pisma:

1. pojd
2. zub
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3. modrd
4. jsou

V minulém dile se obcas objevily zdvojené souhldsky ve stejné slabice jako 11,
tak ty se pocitaji jako jedna souhldska 1. Podobné se vyskytly riuzné samohldsky
s prehldaskou apod. Ty také zjednodusime a prehldsky nebudeme vibec uvaZovat,
tedy a budeme povazovat za to samé jako a.

Zije (on) otec matka

) g - % —

dorazil (on) posel cizinci

FJH& B et i @R

jelen krali hranice

Dimi=ott 3= E B & A
zhavy dim
* B Hd

Obrazek 29: Uloha 1.

Hmmm, chetitské symboly nevypadaji moc jednoduse a jejich psani jisté dlouho
trvalo. Navic na zapamatovani znaku pro kazdou slabiku by bylo tfeba spousta
paméti a usili. Nastésti, nebo mozna bohuzel, se pismo stale vyviji a jiz v té dobé
existoval daleko jednodusf slabi¢ny pisemny systém v Recku, konkrétné v Myké-
néach, ktery je znamy jako linedrni pismo B.

Uloha 2 [1b]: Na obrdzku naleznete ndsledujici vety zapsané v mykénském
pismau.

1. Unikame pord(d) na zdpa(d).
2. Doma je zakdzdno utikat.

3. Mykény okupuji (K)rétu.

4. Domdi je ndro(¢)nd (t)rasa.

5. Je nu(t)né se (v)rdti(t).



EREA  XXVIII/2 25

Pokuste se ke kazdé véteé priradit jeji zdpis. Zkuste svoji volbu alespor strucné
zduvodnit. Zapisovat cestinu v linedrnim pismé B dplné nejde. Véty uvaZujte bez
diakritiky a pokud se ve vétdch vyskytuje pismeno v kulatych zdvorkdch, tak neni
vibec zapsdno (nepatii do Zadné slabiky).

TE x 1oty Me
K HT F kA
Ty X 5)
VT NxdT T9

]
W

—t]]
_+.
—ll

[fToF 5L 7 14

Obrazek 30: Uloha 2.

Rekové pozdéji pfisli s vlastni abecedou, ktera inspirovala pisemny systém
Rimant a nasledné i latinku, kterou dnes piSeme. Kromé Rima se viak v Evropé
vyskytovala jesté jedna velka skupina obyvatel, kterd potfebovala vlastni systém.
NiZe (na obrdzku se muzete podivat na systém pisma Anglosast, runy.

F N b F R L X P

T 1o MO

t b em | o d a

Obrazek 31: Runy anglosaské.
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Anglosasové nebyli jedingm nérodem, ktery pouzival runy. Ve skutecnosti jich
byla spousta, nejzndméjsi jsou asi runy vikingt. VSechna runova pisma si jsou
nékdy vice, nékdy méné podobna.

Uloha 3 [1b]: Podivejte se na text na obrdzku zapsany pomoci gotskijch run.
Zkuste tento text prepsat do latinky jen se znalosti run anglosaskiych. Text je
v cesting, takze by vdm melo vyjit néco smysluplného.

BAMIMPFIM RF ME - ER<NK
PR RMEMET CREMMTM
PM PRRAFTN [XP

BAMIM TR KM PF?

NMYKM
Obrazek 32: Uloha 3.

Cesta od klinového pisma byla spletita, ale jak je vidno uz z runového pisma,
tak tspésnd. Grafémy uz dnes nejsou tak moc slozité na psani a ani jich neni tolik
na zapamatovani. Ale neslo by to jesté 1épe?

Problém 4: Vymyslete vlastni systém pro zdpis ceského jazyka, snazte se mini-
malizovat jeho sloZitost, jak ve smyslu poctu potrebnich grafémai, tak i mnoZstvi
tahi na jeden grafém. Takovd novd abeceda by se také méla dobre cist. Dlouhé
texty sloZené pouze z krdatkijch rovngch car se nebudou cist uplné prijemné, natoZ
rychle.

Nezapomernite porddné zdivodnit, proc jste se rozhodli prdve pro tento zdpis a
proc¢ je dobry pro cteni a zdpis.

Honza; |jan@piroutek.eu

Lucka; lucy.kuncarova@gmail . com

e-mailovd koference: lingvistika@mam.mff.cuni.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka
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Téma 4 — Pozoruhodné jevy v atmosfére

Dil 2: Jak vznika duha

V minulém dile jsme se vénovali optickym jeviam, které se vyskytuji v idedlni Cisté
atmosfére. Nyni se podivame na atmosféru, ve které se nachazi drobné castice
kapaliny, nejcastéji destové kapky.

7Z fyziky si jisté pamatujete, ze kdyz paprsek svétla dopada na rozhrani dvou
prostfedi s indexy n; a ng, ldme se podle Snellova zédkona n; sin(a) = ng sin(f5)
(a je thel dopadu, 8 thel lomu). Ve skuteénosti to neni tak uplné pravda. Pa-
prsek o intenzité Iy se na rozhrani rozdéli na dvé ¢asti. Cast o intenzité RI, se
od rozhran{ zrcadlové odrézi pod thlem rovnym thlu dopadu (« = 3), zatimco
druhé ¢ast o intenzité T'Iy se na rozhrani lame a prochézi do druhého prostiedi.
Koeficienty R a T nazyvame koeficient odrazu a koeficient priichodu a plati pro
né R+ 7T =1 (tj. zddnd Cast intenzity se nikam neztrati). Jejich ¢iselné hodnoty
jsou dané tzv. Fresnelovymi vzorci, ve kterych R a T obecné zavisi na thlu do-
padu a na polarizaci paprsku, my vSak budeme pro nase ucely predpokladat, ze
jde o konstanty.

Uvazme jediny paprsek, ktery z homogenni atmosféry s indexem lomu n; do-
padd na idedlné kulovou kapku vody s polomérem a a indexem lomu ng (viz
obréazek . Do kapky pak prochézi jen jista jeho ¢ast, ktera se pti kazdém dal-
$im kontaktu s rozhranim prostfedi (tj. s okrajem kapky) znovu rozdéli na ¢ast,
ktera vystupuje z kapky ven, a na Cast, kterd prodéla vnitini odraz a postupuje
dal kapkou k dalsimu rozhrani, kde se znovu déli stejnym zpisobem. Ozna¢me
si trajektorie jednotlivych ¢asti paprski indexem k. Trajektorie k = 1 prislusi té
Casti paprsku, ktera se od kapky rovnou odrazi. Trajektorie k = 2 prislusi ¢ésti,
kterda do kapky projde, ale hned pti dalsim kontaktu s rozhranim zase vystoupi
ven. Trajektorie k > 2 prislusi té casti, kterd prodéla v kapce prave k —2 vnitinich
odrazi, po kterych vystupuje ven (viz obr. . Jako 0 ozna¢me thel, ktery svira
koncova ¢ast trajektorie k se svou pocatecéni ¢dsti, tj. s ptivodnim paprskem (viz
obr. .

Obecné se dé odvodit, ze pro thel §; a k > 2 plati
0k = (k= 2)m + 2[a — (k- 1)B], (4)

kde « je thel, pod kterym paprsek dopadéd na povrch kapky ze strany atmosféry,
zatimco [ je uhel, pod kterym z tohoto rozhrani vystupuje na strané kapky.
Pozor, oba uhly jsou dle konvence odecitany od kolmice k rozhrani a dosazovany
v radidnech.

Uloha 1 [3b]: Dokazte vjse uvedeny vztah pro dy.

Zavedeme-li relativni index lomu n, = na/n1, dd se o néco méné primodarym
zpusobem dokéazat, ze paprsek, ktery vychazi z kapky po prodélani k —2 vnitinich
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Obréazek 33: Lom svételného paprsku na kapce pro k € {1, 2, 3,4}. Paprsek do kapky

vstupuje vzdy vodorovné zleva a vystupuje z ni vychylen o thel §; oproti puvodnimu
sméru.

odrazt (k > 2), ma ve vzdalenosti r od stfedu kapky intenzitu

2 in(2
Iy = 5 IR 2T i) ®)
I sin(6) 1 - 51ty

a ze pro n, > 1 je tato intenzita maximalni ve sméru charakterizovaném splnénim
podminky

oy nZz—1
cos(a) = (k2 — Zk)' (6)
Jako n,. jsme zde oznadili relativn{ index lomu, tj. no/ny.

A jak néktefi mozna pochopili, toto je mechanismus, kterym vznikd duha.
Bézna duha, kterou vidame na obloze, tzv. primarni duha, vznikd konkrétné jed-
nim vnitfnim odrazem, tj. k£ = 3. Po ném je intenzita vystupujiciho svétla nejvice
koncentrovand okolo sméru o 42° vychylenému viaci sméru pavodnimu. Diky sy-
metrii kapky se toto pozorovateli jevi jako kruh na obloze se stfedem v opa¢ném
bodé oblohy, nez je slunce.

Uloha 2 [3b]: Experimentdlné dokazte, Ze stred duhy leZi na poloprimce dané
sluncem a pozorovatelem.

Protoze se index lomu pro jednotlivé vinové délky svétla mirné lisi, pozorovany
kruh se rozlozi na jednotlivé slozky viditelného spektra a ziskava zbarveni, jaké
u duhy zndme z bézné zkusenosti.

Problém 3: Nyni, kdyz vite, jakymi rovnicemi se 7idi nasobny rozptyl v kapce,
zamyslete se bez toho, abyste néco pocitali, jak zdvisi vzhled duhy, kterou pozoru-
jeme, na velikosti kapek, na fyzikdlnich vlastnostech vody (Cistota, teplota atd.),
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na vzdalenosti kapek od pozorovatele a pripadné na dalsich parametrech, které vds
napadnou.

Problém 4: Pokuste se vytvorit duhu v domdcich podminkdch. Potrebujete k tomu
pouze dostatecné mnozstvi padajici vody a dostatecné silng zdroj svétla. FExperi-
ment vyfotte. Pokud se vdm to povedlo, pokuste se ménit parametry vaseho uspord-
ddni, vyzkouSejte napriklad vice ruzniych zdroji svétla, vic riuzngch kapalin kromé
vody, nebo se pokuste zmenit velikost kapek. Diskutujte, jak se vami pozorovand
duha meéni v zdavislosti na téchto parametrech.

Uloha 5 [2424243b]: S vyuZitim vyse uvedengch vztahi vykreslete ndsledujici
zavislosti v programu dle vlastni volbgﬂ. Ciselné konstanty a, r, Iy miiZete poloZit
rovné 1, Fresnelovy koeficienty R a T wvycislete napr. jako R =1/2 = T. Neni-li
uwvedeno jinak, za index lomu dosazujte hodnotu pro vodu n, = 1,33.

a) Zdvislost 6y na vzddlenosti pivodniho paprsku od osy kapky pro k € {3,4,5}.
[2b]
b) Zavislost I, na vzddlenosti pivodniho paprsku od osy kapky pro k € {3,4,5}.

[2b]

¢) Zavislost 0y, pri kterém intenzita proslého paprsku nabgvd mazima, na in-

dexu lomu kapaliny pro k € {3,4,5}. [2b]

d) Zdvislost I, na O za predpokladu, Ze na kapku dopadd Siroky svazek paprski
svétla o stejném sméru a intenzité pro k € {3,4,5}. [3b]

Problém 6: MiiZete v prirodé pozorovat primdrni duhu i tehdy, kdyZ je slunce
vice nez 42° nad obzorem? Navrhnéte, v jaké situaci by k tomu mohlo dojit a
vysvétlete proc. Idedlné se pokuste takovy jev vyfotit.

Pobliz primarni duhy muzeme obcas vidét také duhu sekundarni, kterd vzniké
dvéma vnitrnimi odrazy. Nachézi se priblizné 8° nad duhou primarni a ma vaci
ni prevrdcené pofadi barev (rozmyslete proc).

Trem vnitinim odraztim odpovida velmi vzacna duha terciarni, ktera se na-
chazi 43° okolo slunce, tedy na opacné strané oblohy nez dvé duhy predchozi.

Duhy vyssich fadu byvaji vétsinou tak slabé, Zze je pouhym okem nelze zazna-
menat. Na vnitini strané primarni duhy a na vnéjsi strané duhy sekundarni se
vsak obcas objevuji jesté podruzné duhové oblouky, které se jevi jako nékolika-
nasobné opakovani slabnouciho spektra barev. Jejich vznik souvisi s interferenci
paprskt na kapce pobliz trajektorie odpovidajici maximu intenzity.

Problém 7: Najdéte v prirodé dplnou duhu jako cely kruh, sekunddrni duhu a
podruzné duhové oblouky a vyfotte je. Velky bodovy bonus dostanete, pokud se
vam podari vyfotit také tercidrni duhu.

"Reseni této tlohy prosim posilejte ve formé graf s komentéfem, neposilejte kéd, nejde za
néj dostat plny pocet bodi.



30

Na zavér tohoto dilu se zamyslime nad jakousi inverzni situaci. Dosud jsme
uvazovali, ze mame kapky kapaliny v atmosfére tvorené vzduchem, tj. n; < no. Co
by se ale stalo, kdyby nastal opaény ptipad, tj. no < n;? Napriklad kdybychom
uvazovali vzduchovou bublinu ve vodé? Co by za takovych podminek nastalo, se
dozvite pri feseni nasledujici tlohy.

Problém 8: Rozhodnéte, zda vznikne duha nebo jing zajimavy tdkaz, prochdzi-li
svétlo vzduchovou bublinou ve vodé. Své rozhodnuti podporte uvahou, numerickym
vypoctem, nebo experimentem.

Evzen & Karel; Janskvara@email.cz
e-mailovd konference: latmosfera@mam.mff.cuni.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka
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Téma 5 — Nekonecna

Nejprve jedna omluva: Uloha 4 a problém 5 minulého dilu nebyly stavény na
feseni ,Postupné cislujeme, a kdyz narazime na jiz pouzité raciondlni ¢islo, tak
jej preskoéime a cislujeme dal.“ Toto FeSeni je uplné spréavné (i kdyz ne uplné
formalni), ale v tloze 4 o néco jednodussi nez feseni pivodné zamyslené (viz
nize). Problém 5 je timto naprosto bezpredmétny a proto bych ho rad doplnil:

Problém 5 (28.1): Dokazte, Ze je racionédlnich éisel stejné jako pfirozenych,
a to tak, ze kazdému racionalnimu c¢islu priradite néjakym ,vzoreckem* ¢islo
prirozené tak, Ze zddné prirozené ¢islo neztistane neptirazeno. (Neboli feéi tohoto
2. dilu, naleznéte bijekci f : Q — N.)

,Vzoretkem“ je mysleno napiiklad: Cisltim % pritadime 2n a c¢islim
priradime 2n + 1.

Jesté bych doplnil, ze ditkaz 82 = Ry z minulého dflu neposild hosty do né&ja-
kych neznamych pokojt, ale mtzeme si pomoci souctu aritmetické rady spocitat,
ze host z a-tého sedadla b-tého autobusu ptjde do pokoje ¢islo

(a+b—2)-(a+b—1)
2

2n
2n+1

+a

Vzorova reseni 1. dilu
Uloha 1

Zadani:
Tak co, uz vite, jestli je vice prirozengch, nebo celjch cisel? Odpovéd zduvodnéte.

Obrazek 34: K reseni tlohy 1.
Reseni:
Zde bylo uplné nejjednodussi rict, ze zapornd ¢isla jsou vlastné totéz co prirozena,

jen se znaménkem minus. Celd ¢isla se sklddaji z pFirozenych, zdpornych a nuly (na
tu vétsina fesiteli, ktet{ zvolili toto TeSeni, zapomnéla), tedy jich je 2Rg+1 = V.
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Samozrejmeé slo i piimo ukazat, ze pokud prijdou hosté oc¢islovani celymi ¢isly,
tak hosta s ¢islem n > 0 ubytujeme do pokoje 2n a hosta s ¢islem n < 0 posleme
do pokoje —2n + 1.

Uloha 2

Zadani:

Necht je n prirozené. Pokud Ry = g + n, tak zrejmé Rg — n = Ng. Stejné tak
pokud Ng = n - Ny, potom Ry = % Specidlné tedy vime, Ze kdyz q je kladné
raciondlni, pak q - Nog £ n = Rg. DokdzZete to ukdzat bez pouZiti dpravy rovnic,
pouze s ,hotelovym argumentem “?

Reseni od Mgr."M Jifiho Kvapila:

Jeden z hostu prisel dnes velmi brzo rdano v podnapilém stavu do hotelu
a vzbudil témér celé patro. Toto chovani je urcité nevhodné, a proto nas Hil-
bert pozada o vyhozeni tohoto hosta. Dikaz Ry — 1 = Xy provedeme obdobné
jako pri¢teni (ubytovani). Vyhodime hosta a vSechny lidi za nim prestéhujeme
do pokoje i/ = ¢ — 1. Takto jsme ukdzali, jak miZeme jednoho hosta vyho-
dit. Matematickou indukci potom muzeme vyhodit n hosti. To ndm da vztah
k vyhozeni n hosti: Ng —n = V.

V textu bylo ukézano, jak ubytovat nekoneény autobus. Zijezd je ale
u konce, a tak hosty potrebujeme dostat zpét do autobusu. V textu jsme ubyto-
vavali do lichych pokoji. Ted ale vSichni z lichych pokoji odjeli a my tedy pre-
stéhujeme vSechny zbyvajici hosty do pokoje i’ = % Timto ndm sice ,,polovina“
hostt odjela, ale jesté Ry zbylo, tedy %No = Ny. Podobné ndm muze zbyt i %NO:
kazdy tieti v hotelu zlstane a prestéhuje se do pokoje i’ = %, zbytek odjede
pryc¢. Z toho vyplyva %No = Ny. Analogicky zjistime, Ze toto bude platit obecné
i pro %NO = No.

Rovnici ¢ - Rg £ n = N mizeme piepsat na ¢ - Rg £n = Ng, kde a a b
jsou prirozena nesoudélna ¢isla. Vime uz, ze Xy - a = Ny a dokézali jsme, ze i
%NO = Np. Rovnici tedy upravime na Ryo +n = Xg. V textu je dokdzana varianta
No +n = Ny a varianta s minus je dokdzana v prvnim odstavci. Takto jsme
,hotelové“ dokazali celou rovnici.

Uloha 4

Zadani:
Je vice prirozenych, ¢i raciondlnich cisel?
Reseni:
prifazenim to muzeme ukazovat rovnou pro vSechna, ale pro¢ si to délat tézsi) a
nasledné stejné jako v prvni tloze pouzijeme 2Ry + 1 = N.

Pfirozend éisla jsou podmnozinou (kladnych) raciondlnich, tedy raciondlnich
¢isel je alespoii tolik jako prFirozenych. Naopak kazdé (kladné) raciondlni ¢islo lze
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vyjadiit jako ¢, kde a, b jsou pfirozend nesoudélnd. Tedy raciondlnim ¢islim mi-
zeme priradit dvojice prirozenych ¢isel. Nékteré dvojice prirozenych ¢isel ztistanou
neptirazeny, ale to ndm nevadi, my jsme priradili néjakou podmnozinu dvojic pri-
rozenych ¢isel (jen ty dvojice, kde jsou ¢isla nesoudélnd), tedy tato mnozina ma
nejvyse tolik prvkiu, kolik je dvojic.

Tedy jsme ukazali, Ze raciondlnich &isel je nejméné Ry a nejvyse N2 = R, tudiz
podle faktu ze zadani, znamého jako Cantor-Bernsteinova véta, je racionalnich
Cisel Ny, tj. stejné jako prirozenych.

Uloha 6

Zadani:

Cantorovu diagondlni metodu lze pouZit pro dokdzant, Ze redlngch cisel (pro jed-
noduchost z intervalu [0,1), tedy mensich neZ 1 a vétsich rovno 0) neni stejné
jako prirozengch. Ukazte, jak na to.

Reseni:

Naésledujici feseni je velmi pékné, ale stejné jako ostatni se nechalo nachytat na
malou drobnost. Ctéte pozorné:

Reseni od Mgr.MM Daniela Skypaly:

Redlné ¢islo v intervalu [0, 1) je vlastné presné déno svou desetinnou Casti.
A desetinnd ¢ast je jen nekoneénd posloupnost ¢islic 0 az 9 (pokud konéi, pro-
hlasime zbytek za nekonefnou posloupnost nul). A pokud si z nich udélame
tabulku (tj. o¢islujeme je prirozenymi ¢isly a napiSeme pod sebe v tom poradi)
a vezmeme Cislice na diagonéle, aplikujeme na kazdou ¢fslici funkei f(z) = 9—x,
potom tato posloupnost v hotelu neni, protoze se lis{ v prvnim radku na prvni
bunce, v druhém fadku na druhé, ...

Tak. Pojdme si oc¢islovat redlna ¢isla v potadi 0.9, 0.1, 0.01, 0.001, atd:
0.90000000. . .

0.10000000. . .
0.01000000. . .
0.00100000. . .
0.00010000. . .
0.00001000. . .

Cislo, o kterém Teseni tvrdi, Ze v této posloupnosti neni, je 0.099999... Ale
ja s nim nesouhlasim. Jisté mi vérite, ze 0—:;)1 -3 = 0.1. Ale kdyz se podivame na
% = 0.033333. .. a nasledné to vynasobime tremi: 0.033333...-3 = 0.099999. ..
Tedy zfejmé 0.1 = 0.099999. ..
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Co je na tom feseni tedy Spatné? Jenom myslenka, ze kazdé redlné ¢islo odpo-
vid4 pravé jednomu (nekoneénému) desetinnému zdpisu. Vice o vztahu desetin-
nych zapist a realnych ¢isel si povime ve ¢tvrtém dile.

Ted vSak potfebujeme feseni opravit. Problém je zpusoben ¢islem konc¢icim na
nekonec¢né mnoho devitek. Muzeme tedy ¢islice ménit jen treba na jednicky a nuly
(nuly zménime na jednicky a vSe ostatni na nuly). Stéle ale budeme mit problém,
pokud se takové ¢islo vyskytne v tabulce. To vyfesime tak, Zze pfi vyjadiovani
redlného ¢isla (v pripadé, Ze mame na vybér) vezmeme vyjadieni, které nekonéi
na nekonecné devitek.

Uloha 7

Zadani:

Ukazte, Ze kdyby do plného hotelu s pokoji oznacenymi carovymi kody prijel auto-
bus se sedackami ocislovanymi prirozenymsi cisly, tak by se novi hosté mohli bez
problému nastéhovat, tedy Ze Ny + Ng = Ny.

Reseni od Mgr.™M Martina Bocka:

K ubytovani ndm staci pouze velice mala ¢ast pokoji. A to pokoje jejichz
kédy pomoci binarni soustavy popisuji ptrirozena ¢isla. To jsou kédy, které konci
nekonecné mnoha bilymi ¢arami. Tedy naptiklad kédy:

1000000000000 . .
0100000000000 . ..
1100000000000 . .
0010011000000.. ..
1011010110000. . .

Kazdy z téchto kédu budeme vnimat jako ¢islo, které vyjadiuje. A kazdého
z hosti v pokoji s ¢islem n posleme do pokoje s Cislem 2n. Nové prichoziho
s ¢islem n ubytujeme do pokoje 2n — 1.

Dil 2: Vétsi? Mensi? Rovno?

V minulém dile jsme se podivali na nekonecno jako mnozstvi. Definovali jsme si
No (yalef nula®) jako pocet pfirozenych ¢isel a nasledné ukazali, Ze se rozumnym
prictenim, odectenim a vynasobenim nezméni.

Nakonec jsme objevili, Zze existuje i dal${ nekoneéno (pocet nekonecnych ¢a-
rovych kodi), které jsme si oznadili R;. Pro procvicen{ muzete nahlédnout, ze se
vici prirozenym c¢islim chova stejné jako Ry:
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Uloha 1 [4b]: Necht je n prirozené a necht q je kladné raciondlni. Dokazte, Ze

q- Ny £n =Ny

ODbé nekonecna se tedy chovaji podobné, ale také uz jsme si ukazali, Ze nejsou
shodna. U dvou mnozstvi bychom ale ocekavali, Ze pokud se nerovnaji, jeden bude
vétsi a druhy mensi. Jak ale porovnat nekonecné pocty?

V dloze 7 z minulého cisla si mizete dokazat, ze N; + g = N;. Z toho plyne
Ny + N1 # Ny. Tedy mohli bychom definovat vétsi z pocta tak, ze se pri¢tenim
mensiho nezméni. To sice odpovidd tomu, Ze ve velkém poctu (napf. 1000000) se
maly (napf. 13) ztrati (1000000413 ~ 1000000), ale pro koneéné mnoziny (hlavné
ty podobné velké) to vibec nefunguje (8 4+ 7 = 15 % 8). Tak se muZeme zamyslet,
jak porovnavame bézné:

Vezméme si tfeba takova cisla 2021 a 2013. Zac¢indme od nejvyssiho radu,
kterym jsou zde tisice. Ty mame v obou ¢islech 2, tedy vezmeme 2000 z jednoho
a 2000 z druhého ¢éisla (mtZeme si je predstavovat jako pocet hostll a pokoji) a
sparujeme tyto 2000 (ubytujeme 2000 hostt do 2000 pokoji). V fadech stovek nic
neni, takze muzeme pokracovat na desitky. Tam je v druhém c¢isle 1 a v prvnimi
2, proto 2 rozlozime na 1+ 1. Tedy vezmeme 10 a 10, které sparujeme, a zbude
nam v prvnim ¢isle jedna desitka a néjaké jednotky, v druhém c¢isle jen jednotky.
Tady bychom mohli skonéit, protoze vime, Ze ¢islo fadoveé vétsi (10) je i vétsi (nez
néjaké jednotky), nebo muzeme pokracovat:

Z prvniho ¢isla nam zbyva 11 = 8 + 3 a z druhého 3. Sparujeme 3 a z prvniho
nam zbude 8, zatimco z druhého nic, tudiz prvni je vétsi nez druhé. Tedy konecné
pocty porovnavame tak, ze vSe sparujeme a cislo, ze kterého néco zbude, je to
vétsi. Jen u nekonecCen si musime dat pozor, Ze i pri porovnavani Ry s Ny nam
muze néco Zb}’/tﬂ ackoliv jsou porovnavané velikosti jsou stejné velké. Proto nelze
fict, Ze néceho je vice nez néceho jiného, ale musime pouzit neostrou nerovnost.

V nasi hotelové terminologii to znamend, ze hostu je nejvyse tolik co pokoji
(tj. pocet hostli je mensi roven poc¢tu pokojui) tehdy, kdyz umime hosty umistit
do préazdného hotelu tak, aby v kazdém pokoji byl nejvyse jeden host (tj. pokoj
mize zustat i prazdny), avSak umistili jsme vSechny hosty.

Druhy smér, tj. to zZe je hostii alespon tolik co pokojlii, mizeme samoziejmé
definovat tak, Ze pokoju je nejvyse tolik co hostu. Existuje ale i jiny pohled:
zrekonstruujeme hotel tak, aby v jednom pokoji mohl byt libovolny pocet hosti
(tj. abychom mohli ubytovat vSechny hosty, i kdyz jich je ostfe vic nez pokoju). Pro
zrekonstruovany hotel mizeme rict, Ze pocet hostt je vétsi roven poctu pokoju,
kdyZ existuje ubytovan{ (vSech) hostti do prazdného hotelu tak, ze v kazdém
pokoji bude ubytovan alespon jeden host.

Tim jsme dostali neostré nerovnosti (alespoi tolik, nejvyse tolik), kdybychom
v8ak chtéli ostré (vice, méné), tak nenf nic jednodussiho, nez fict, Ze plati neostrd

8V minulém dile jsme si ukdzali, ze g + 1 = Rg. P¥i porovnavani g = 1+ Xg a Rp se ndm
sparuji Xg a u prvniho ¢éisla (které je vsak stejné jako druhé) ndm zbude 1.
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nerovnost a zaroven neplati rovnost. Dale miizeme ziskat jinou ,,definici“ rovnosti,
a to pomoci Cantorovy—Bernsteinovy véty, ktera ika, ze je-li néc¢eho alespon tolik
a zaroven nejvyse tolik co néceho jiného, tak je toho stejné.

Uloha 2 [1b]: Porouvnejte obéma zpiisoby pocet trojmistnych édrovych kédi a pocet
moznosti, jak obarvit dvé rizné véci, kazdou prdavé jednou z tr1 barev.

XXXXXXXXX

R

Uloha 3 [3b]: Pomoci Cantorovy-Bernsteinovy véety ukazte, Ze nekonecnych cdro-
vych (dvoubarevnych) kddi je stejné jako mekonecnich trojbarevnych kodi.

LR EEAEAE M-

Obrazek 36: K uloze 3.

Uloha 4 [3b]: Ukaste, e X1 > Rg > n pro libovolné prirozené n.
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Zavér nekoneéného mnozstvi — a ted vSechno formalné

Mnoziny formalné definovat nebudeme, o tom je cely predmét na Matfyzu, ndm
stadi jen predstava, ze mnozina je jakdsi ,skupina“ ¢ehokoliv (¢isel, ovoce, aut,
domd, ... ).

Funkci jste uz nejspise potkali, tak jen ve struénosti: Funkce (neboli zobrazeni)
f mnoziny A do mnoziny B (znaceno f : A — B) kazdému prvku mnoziny A
prifazuje pravé jeden prvek mnoziny B (znadeno f(a) =b, a € A, b € B).

A

B (]
Obrazek 37: Funkce, ktera neni prostd ani na.

A o

B ]

Obrazek 38: Priklad néceho (relace), co nenf funkce. Prvnimu bodu A nenf nic pfifazeno
a druhému jsou ptirazeny dva body.

Takto definované funkce tedy mluvi o kazdém prvku mnoziny A a nékterych
prvcich mnoziny B. MuZe se vsak stat, ze kazdy prvek mnoziny B je (alespon
jednou) pfifazen nékterému prvku z mnoziny AE] V takovém piipadé mluvime
o funkci ,na® (mnoZinu B). To odpovidd nasemu rekonstruovanému hotelu a
pozadavku, aby byl v kazdém pokoji alespon jeden host.

A

Obrazek 39: Funkce, ktera je na.

9Tj. pro véechna b € B existuje a € A takové, ze f(a) = b.
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Funkce obecné mohou zobrazovat vice prvku na jeden. Pokud vsSak mame
funkei, kterd kazdy prvek mnoziny B pfifad{ nejvyse jednomu prvku mnoziny A,
nazyvame ji ,prosta“ a odpovida pivodnimu hotelu, kde v jednom pokoji byl
ubytovan nejvyse jeden host.

S

Obrazek 40: Funkce prostd.

Koneckoncu casto potkdme i funkce, které jsou prosté i na, tedy dobfe paruji
prvky mnoziny A s vSemi prvky mnoziny B. Takové funkci fikdme bijekce. To
odpovida nasemu tplné nejptivodnéjsimu hotelu, kde nejenom v kazdém pokoji
byl pouze jeden host, ale vSechny pokoje byly obsazené.

A

B

Obrazek 41: Bijekce.
Nase predchozi definice se tak daji prepsat jako:
o Mnoziny A, B jsou stejné mohutné (maji stejny pocet prvki), pokud mezi
nimi existuje bijekce.
e Mnozina A mé nejvyse takovou mohutnost jako mnozina B, pokud existuje

prosté funkce A do B.

e Mnozina A mé alespon takovou mohutnost jako mnozina B, pokud existuje
funkce A na B.

Tot vse k nekoneénému mnozstvi a pravdépodobné i vse, co kdy potkate,
kdyz se nebudete zajimat piimo o teorii mnozin. V dalsich dilech se podivame na
nekonecna, ke kterym se véci ,blizi“.

Uloha 5 [2b]: Nyni uz umime plné porovnat pocet prirozengch a redlnijch cisel.
Ukazte, jak! (MiZete vyuzit ulohu z minulého dilu, i kdyZ jste ji nevyresili.)

Jidds; |jonas.havelka@volny.cz
e-mailovd konference: nekonecna@mam.mff.cuni.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka
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Téma 6 — Rist monokrystali

Krystaly jsou krasné, fyzikalné zajimavé a nezbytné pro spravnou funkci mnoha
zafizeni! V tomto experimentalnim tématku vam ukazeme, jak se krystaly pfi-
pravuji — péstuji. K tomuto téméatku planujeme usporadat jesté béhem prvniho
pololeti témétkovou vikendovku v Praze, kde budou prednasky o krystalech, ale
hlavné velkd exkurze k pecim na pripravu monokrystalit na Matfyz. Spolecné
v téchto pecich roztavime materialy, vypéstujeme monokrystaly a pomoci difrakce
rentgenového zareni ovérime, ze jde opravdu o monokrystaly a nase experimenty
byly tspésné. Urcité se pokusime o rist syntetického rubinu a mozné zkusime
i kfemik. Kapacita na této vikendovce bude omezend a ti z vas, kteri uz poslou
feseni, budou mit pfednost. Je na co se tésit! Pustte se tedy s vervou do studijniho
textu a pripravy krystali!

UPOZORNENI: Piiprava krystalii je ¢asové velmi ndro¢nd, neni tedy dobry
napad pustit se do tloh tésné pred deadlinem.

Dil 1: Rast z roztoku

Atomy vétsiny pevnych latek jsou usporaddny do krystalové miizky v pravidelné
se opakujicich vzorcich. Takovym latkam fikame krystalické latky. Kazdy atom
ma své pevné dané misto, okolo kterého kmitd v zavislosti na své teploté. Uspo-
radani atomi pak urcuje spoustu fyzikalnich vlastnosti — tvrdost, pevnost v tahu,
elektrickou vodivost, magnetické vlastnosti, rychlost svétla v krystalu a dalsi.

Krystalické latky se mohou vyskytovat bud ve formé monokrystalu, nebo po-
lykrystalu. Monokrystal méa periodickou strukturu v celém svém objemu. Existuje
tam néjaky motiv, ktery se opakuje na vSechny strany — predstavte si napriklad
¢tvereckovany papir. Naopak polykrystal se skladé z mensich, monokrystalickych
¢asti, které jsou na sebe ndhodné nalepeny. Témto ¢astem se fikd domény nebo
zrna. Vétsina béznych materidli je pravé v polykrystalické formé.

T o

L
1 e

monokrystal polykrystal

Obrazek 42: Rozdil mezi monokrystalem a polykrystalem.

Studium monokrystali je velmi zajimavé mimo jiné kvuli jejich anizotropii.
Rekneme-li, ze jsou krystaly anizotropni, znamen4 to, e se jejich vlastnosti lisi
v zavislosti na tom, v jakém krystalografickém sméru je mérime. Typickym pii-
kladem je grafit, neboli tuha.
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Grafit je slozen z vrstev atomt uhliku usporddanych do rovinnych sestithelni-
kovych siti. Ve svislém sméru je pak grafit velice mékky a krehky — kdyz s tuzkou
prejedete po papiru, tak se vrstvy grafitu ulamuji a ztistavaji na papire. Kdyz ale
vezmete pouze jednu vrstvu, jednd se o tzv. grafen, materidl, jehoZz pevnost je

vétsi nez pevnost oceli.

Obrazek 43: Grafenové vrstvy tvorici grafit.

Anizotropii mizeme dobfe pozorovat jenom u monokrystali. V polykrystalech
se fyzikalni vlastnosti zpriméruji skrze jednotliva mikroskopicka zrna, ktera jsou
na sebe nalepena v ndhodném sméru. Proto u vétsiny béznych materialt v poly-
krystalické formé nepozorujeme zadnou smérovou zavislost fyzikdlnich vlastnosti.
Studium fyzikalnich vlastnosti ¢istého materidlu je proto obecné mozné jenom na
monokrystalech.

Problém 1: Monokrystaly se kromé studia vliastnosti materidliu pouZivaji i v praxi.
Najdi néjaky priklad, kde se monokrystaly pouZivaji, a napis nam o tom. Napis,
jaky materidl se pouzivd, jaky je jeho ucel a proc je potreba, aby byl monokrysta-
licky. Pro¢ ndm nestaci polykrystal?

Jak se monokrystaly pripravuji? Spoustou rtznych a velmi zajimavych zpt-
sobu! Zde si fekneme nékolik zakladnich informaci o rastu krystali a potom pro-
bereme, jak se krystaly rostou z roztoku.

Problém 2: Zajimd té, jak jesté jinak lze monokrystaly pripravovat? Zkus najit
na internetu nebo v ucebnici néjakou metodu pripravy monokrystali a sepis ndm
o ni cldnek, ktery si potom budou moci precist ostatni resitelé! Napis, jok pri-
prava probihd, joké materidly se touto metodou pripravuji a jaké to md vyhody ¢i
nevyhody.

Nasi velkou vyhodou je, Ze pokud je materidl ve formé monokrystalu, je to
energeticky vyhodnéjsi usporadani atomi, nez kdyz je ve formé polykrystalu.
Céstice v pFirodé chtéji mit co nejmensi energii. Pokud tedy vytvoifme vhodné
podminky, atomy si na prislusna mista posedaji samy.
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Rist monokrystalt probihd velmi pomalu. Kazda prudka zména teploty, tlaku
nebo jinych parametria typicky vyvola prudkou krystalizaci a tedy vznik polykrys-
talu. Pri ristu monokrystali musime tedy dat atomtm cas, aby si posedaly na
spravnd (a energeticky nejvyhodnéjsi) mista.

Jak se roste krystal z roztoku? Vybereme materidl a rozpoustédlo. Vytvorime
nasyceny roztok. Do nasyceného roztoku vlozime maly krystal zddaného mate-
ridlu, tzv. zdrodek neboli seed. Na povrch tohoto krystalku budou potom sedat
atomy z roztoku a krystal bude dale rist. Roztok se zarodkem ddme na misto
se stalou teplotou a nechame roztok pomalu vyparovat. Kdyz se vypafi malé
mnozstvi rozpoustédla, roztok se najednou stane presycenym, atomy posedaji na
povrch zarodku a krystal nam o néco vyroste.

Velky problém 3: Zkuste vyrist co nejuétsi krystal z roztoku!

Maéme pro vas nékolik rad:

1. Material

Volba materialu je na vas, doporucujeme ale tyto t¥i materidly: kuchynska
stl (NaCl), modré skalice (CuSO4-5H20) a siran draselno-hlinity (kamenec,
KAI(SOy4)2 - 12H50), které se vSechny rozpousti ve vodé. Modra skalice se
pouziva v zemédélstvi a ¢isténi bazént, siran draselno-hlinity v potravinar-
stvi. Bud tyto materidly mate doma, nebo se daji koupit, nebo doporucu-
jeme poprosit vaseho ucitele nebo ucitelku chemie. Zejména pokud budete
pripravovat krystaly ve vasi skole, vérime, ze vam radi vyjdou vstiic. Siul
pouzijte, pokud neméte k dispozici nic jiného. Modra skalice tvori lepsi a
veétsi krystaly a siran draselno-hlinity roste tplné nejlépe.

2. Nasyceny roztok

Neni nasyceny roztok jako nasyceny roztok. Pro nejlepsi vysledky je potreba
zajistit, aby byl roztok skute¢né nasyceny — tedy aby se v ném jiz opravdu
zadné dalsi mnozstvi latky nemohlo rozpustit. Takovy roztok pripravite roz-
pousténim a pravidelnym michanim roztoku s mnozstvim nerozpusténého
materidlu alespon po dva dny. Po dvou dnech nasyceny roztok prelijte do
sklenice (ve které pak bude probihat krystalizace) tak, aby v ném nebyla p¥i-
tomna zadnda nerozpusténd latka. Lze pouzit napriklad prekapavaci kavové
filtry.

3. Kolisani teploty

Jisté ze skoly vite, Ze rozpustnost zavisi na teploté rozpoustédla. I stiidani
teplot mezi dnem a noci vam miize zpusobit prudkou krystalizaci a tedy
vytvoreni polykrystalu nebo zakalenych krystali. Doporucujeme proto dat
nadobku s roztokem na néjaké misto, kde je teplota stald. Nabizi se bud
sklep, nebo uzaviend skiinka, dvefe skiinky jsou dostatecna izolace.
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4. Vibrace a otresy
Pottebujete docilit stalych podminek. Dejte si pozor, abyste neméli nadobu
polozenou tfeba na lednicce, nebo nékde, kde lidé ¢asto chodi.

5. Trpélivost

Rist krystalu je velmi pomaly a obvykle plati, ¢im pomaleji a pfirozenéji
roste, tim vetsi a hez¢i kousky nakonec ziskate. Takze budte hlavné trpélivi
a dejte krystalim potiebny Cas na rust. Neruste je, poradi si samy!

6. Jak vypadd spravny krystal?

Idedlni vysledek je alespon nékolik milimetra (jesté 1épe centimetrir) velky,
pruhledny krystal. Pokud budete mit hezky krystal, schovejte si ho, zkusime
o ném néco zjistit na tématkové vikendovce.
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Priibézné vysledky

Témata
Por. | Jméno R.[>1] 1 2 3 4 5 | 20| 21
1. [Mgr.M A Opl 4 | 81,3/33,0 9,0 42,0 (42,0
2. | Mgr.MM K. Petrlikova | 4 | 87,6 (27,6 11,5 39,1(39,1
3. | Mgr.MM J. Kvapil 41 91,7116,8 8,0 12,4 [37,2|37,2
4.|Be.MM J. Polach 3| 36,8/26,4 10,4 |36,8 (36,8
5. Dr.M™ D, Ctvrtecka | 2 |126,1 21,0 7,9 28,9289
6.|Bc.M Z. Mares 3| 26,6/20,8 3,8 2,0 26,6 | 26,6
7.|Mgr.MM D. Skypala | 4 | 56,0 5,0 17,9 122,922,9
8.|Bc.MM M. Chrostek | 2 | 20,0|11,1 5,9 [17,0[17,0
9.|Bc.MM P. Jendele 31 29,1/10,9 5,9 [16,8(16,8
10. | Dr.MM T Flidr 4 1119,4 3,0 13,5 | 16,5 (16,5
11. [J. Krejei 2 | 15,8/10,8 50 [15,8[15,8
12.|J. Rypl 3| 15,6/11,3 2,3 2,0 15,6(15,6
13.|O. Popovsky 2| 15,3 6,6 1,5 7,2 [15,3[15,3
14. | Mgr.MM M. Boéek 31725 0,5 12,9 |13,4[13,4
15. | Be.MM V. Polagkova | 3 | 42,0 9,5 3,0 [12,5[12,5
16. | V. Faltus 2| 12,3112,3 12,3]12,3
17. | R. Novak 2| 12,2 1,0 4,0 72 [12,2/12,2
18. | A. Kolnik 3] 12,0| 4,0 8,0 12,0(12,0
19. | M. Smrcka 2| 11,6 9,1 25 11,6{11,6
20. | Dr.MM V. Tichy 2 [124,6 10,9 (10,9 (10,9
21. | Mgr.MM P_ Hladik 4| 531 1,6 8,5 [10,1|10,1
22. | Doc.MM M. Fof 4 12204 0,0 9,0 | 9,0 9,0
23.|L. Vavra 31 82 7.8 04 | 82| 82
24.-25. | M. Haikl 31 75 75 | 75| 7,5
Be.MM M. Vicha 3| 19,9 75 | 75| 7.5
26. | Mgr.™M V. Juzkova | 4 | 57,4 6,5 | 65| 6,5
27.1J. Skopek 31 59 59 | 59| 59
28. | J. K¥imska 31 55 4,8 0,7 | 55| 55
29. | J. Tregler 2 3,9 39 | 3,9 3,9
30. | M. Steinhauserova 78| 3,5 2,7 0,8 | 3,5/ 3,5
31.|R. Mayerova 79| 3,0| 2.2 0,8 | 3,0/ 3,0
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Témata
Por. | Jméno R.> 1| 1 2 3 4 5 |20 20
32. | R. Zabranskd 1 2,2 1,9 0,3 | 2,2| 2,2
33.| Mgr.MM J. Knillova 3| 89,8 2,0 2,01 2,0
34.|V. Verner 1 1,5 1,5 | 1,5] 15
35. | L. Poljakova 2 1,4 0,7 0,7 | 1,4| 14
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