STUDENTSKY CASOPIS A KORESPONDENCNI SEMINAR

Roénik XXVII
Cislo 6

MATEMATIKA FYZIKA INFORMATIKA

Uvnitf najdete nékolik témat a s nimi souvisejicich Gloh. Zamyslete se nad nimi a poslete
nam sva feseni. My vam je opravime, posleme zpét s dal$im Cislem a ta nejzajimavéjsi
z nich otiskneme. Nejlepsi feSitele zveme na podzim a na jafe na sousttedén.
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Mily ctenari,
do rukou se ti dostava posledni ¢islo 27. ro¢niku, a tak nam nezbyva nez se slzou
v oku zavzpominat na minuly rok a nakonec i vyhlasit vysledky.

Bohuzel po druhé viné Nemoci prisla tfeti a po ni i ¢tvrta, a tak jsme se po cely
rok nemohli setkat tvari v tvar na tradi¢nich soustfedénich. Akce se tak musely
presunout na internet. Doufame, Ze jste si je i tak uzili. Nezbyva nam nez si prat,
abychom se pristi rok se jiz mohli setkavat osobné a abychom mohli vas, nase milé
ucastniky, poznat i mimo obrazovky pocitaci.

Nastésti jste i pres neprizen osudu k nasi velké radosti v hojném poctu resili
ulohy i psali ¢lanky. Zabrouzdali jsme tak do hlubin pocitacu, kalkulacek a jinych
vypocetnich pristroju. Lamali jsme svétlo i jsme zapinali zipy na latkach ¢i staveéli
plynovody na toru a nakonec jsme trénovali na kralovnu matematickych sporta,
na matematickou olympiadu. Doufame, ze kazdy se snazil tak, jak mohl, a ze jste
se naucili né¢emu novému.

PrestoZze se nas seminar nese v pratelském duchu, stale ztustava soutézi. A je
nam tedy potésenim za vitéze vyhlasit Doc.MM Kliru Grinerovou s tictyhodnymi
284.,3 body. V zavésu za ni se pak umistil Doc.MV Martin Fof a tietim se stal
Dr.MV Jan Engler. Vy ostatni najdete své vysledky na konci éisla. M&Mvsak jen
a pouze o Teseni uloh, ale také o psani ¢lanka o problémech, se kterymi se pii své
pouti seminafem setkavate. V této soutézi o nejlepsi text zvitézil Mgr.MV Vojtéch
Gadurek, ktery ve svém clanku navrhnul a popsal jednoduchy pocita¢. Svoji pili
si tak vybojoval chutny dort od nejlepsich M&Mich cukrai.

Nakonec vzpomenme na ty, pro néz byla tato vyprava za vzdélanim posledni.
Nesmutnéme vsak, protoze vSechno ma svého konce a kazdy musi nékdy opustit
zékladni tdbor, aby dobyl horu, o jejiz pokoreni v nocich snil. A nékteri se doza-
jista vrati, aby pomohli vam zac¢inajicim i pokroc¢ilym dobrodruhtim ve vasi cesté
krajinou poznani a doprovazeli vas na nasich vypravach.

Vasi Organizdtori

P. S. Pomozte nam M&MdAl zlepsovat! Vypliite prosim anketu k 27. roéniku

naseho seminate https://forms.office.com/r/BBCenkzbfB.

Téma 1 — Topologie. ... ..o
Téma 2 — Optika. ... ..o
Téma 3 — Olympiddni matematika......................................

Téma 4 — Poéitac¢ z nul a jedniCek ..............................oon..


https://forms.office.com/r/BBCenkzbfB
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Reseni témat

Téma 1 — Topologie

Dil 6: ZAavérem

V prubéhu tohoto tématka jsme si udélali predstavu o tom, ¢im se zabyva topo-
logie. Nejdiive jsme si trochu pohrali s Mobiovou paskou a dimenzemi prostoru.
Poté jsme si predstavili variety a operace nad nimi. Ve tfetim dile jsme si ukazali
pomoci zapinani zipl, ze vSechny rozumné se chovajici plochy mutzeme popsat
¢isté pomoci poctu kiizitek a usi. V nasledujicim dile jsme téchto znalosti vyuzili
a naudili se na plochy kreslit grafy. Zjistili jsme, zZe kiizitka a usi ndm umoznuji
nakreslit bez kiizeni grafy, které se do roviny bez kiizeni nakreslit nedaji. Nakonec
jsme se v patém dile ponorili hloubé&ji do toho, jak mizeme formalné matematicky
zadefinovat topologii, protoze pod tuto formalni definici toho spadd mnohem vice,
nez jsme si do té doby stihli ukazat.

Doufam, ze vas vylet do tohoto zajimavého zdkouti matematiky zaujal a bavil.
Pokud chcete o topologii zjistit vice, najdete nize nékteré zdroje, ze kterych jsem
pri pripravé tématka cerpala. Vétsina z nich je pochopitelnd se stredoskolskymi
znalostmi.

Nyni jiz slibené zdroje:

o Série prednasek Topology €& Geometry od doktora T. Tokiedy [I] je velice
pékna a srozumitelné podana. Poskytla volnou inspiraci pro prevazné prvni
dva dily tématu.

o Clanek Convay’s zip proof od G. K. Francise a J. R. Weekse [2] jsme probrali
ve tretim dile, jak uz bylo uvedeno u vzorového feseni. Mimo jiné obsahuje
velmi pékné ilustrace.

o Prezentace Grafy na plochdch od profesora Z. Dvotédka [3], obsahuje ndzorné
zavedeni potfebnych pojmt a mnoho nazornych obrazku. Spolecné s casti
uciva z predmétu Kombinatorika a grafy II se stala ¢aste¢nou inspiraci pro
¢tvrty dil tématu.

o Texty k pfedndsce Matematické struktury od profesora A. Pultra [4] patii
k hutnéjsim texttim z téch zde uvedenych, ale je jednim z maéla rozumnych
Ceskych zdroju. Pouzila jsem jej k pripomenuti si definic uvedenych v patém
dile tématu.

o Kniha Topology Now! od R. Messera a P. Straffina [5] obsahuje nékolik
témat souvisejicich s topologii popsanych pomérné pristupnym zptusobem
a mnozstvi relativné snadnych tloh k procviceni. Cést této knihy slouzila
jako zdroj k patému dilu tématu.



e Knizka Mathematics++: Selected Topics Beyond the Basic Courses od
I. Kantor, M. Matouska a R. Sdmala [6] se vénuje nékolika matematickym té-
matum, kterd maji aplikace v informatice. Tato velmi pékné napsand kniha
a odpovidajici pfednasky na MFF UK stoji za ndpadem na vznik tohoto
tématu a stala se inspiraci pro Casti nékterych dila. Téz stoji za nékolika
tlohami.

o Kniha A Topological Picturebook od G. K. Francise [7] inspirovala vzorovou
verzi vizualizace objektu dunce hat, ale obsahuje mnoho nazornych a vy-
borné propracovanych ilustraci dalsich ztresténych topologickych objektii.

e Kniha Computational topology: An introduction od H. Edelsbrunnera
a J. Harera [8] obsahuje také pomérné ptistupny ivod do topologie, zejména
pro informatiky. Od teorie grafti a teorie uzli pokracuje zavedenim ploch
a jejich triangulace az ke slozitéjsim pojmam typu homologie. Vse je ilustro-
vano pomeérné nazornymi obrazky.

Jestlize se budete chtit pustit do zkoumani nékterého ze zdroji, ale narazite na
néjakou ¢ast, kterd vam nebude jasnd, nebo budete-li mit problém s dostupnosti
nékterého ze zdroju, nevahejte mi napsat.

Krasnou zimu preje

Anet; |aneta.pokorna@matfyz.cz
Zdroje

[1] T. Tokieda Topology € Geometry. https://youtube.com/playlist?list=
PLTBqohhFNBE_09L0i-1f3fYXF5woAbrzJ (Youtube, 2014)

[2] G. K. Francis & J. R. Weeks Conway’s ZIP Proof. The American Mathema-
tical Monthly. 106, 393-399 (1999)

[3] Z. Dvoiak Grafy na plochdch. https://iuuk.mff.cuni.cz/~rakdver/prez/
plochy.pdf| (MFF UK, 2016)

[4] A. Pultr Matematické struktury. https://kam.mff.cuni.cz/~pultr/ms.pdf
(MFF UK, 2005)

[5] R. Messer & P. Straffin Topology Now! (Classroom Resource Material). (Ame-
rican Mathematical Society, 2006)

[6] 1. Kantor, J. Matousek & R. Samal Mathematics++: Selected Topics Beyond
the Basic Courses. (American Mathematical Society, 2015)

[7] G. K. Francis A Topological Picturebook. (Springer-Verlag New York, 2007)

[8] H. Edelsbrunner & J. L. Harer Computational Topology: An Introduction.
(American Mathematical Society, 2009)
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Vzorova fedeni 4. dilu

Uloha 1

Zadani:

V wlici stoji tri nové postavené domy, které je potreba pripojit k elektriné, vodé
a plynu. Pripojky elektriny, vody a plynu jsou na druhé strané ulice. KazZdy dum
musi byt pripojen ke kazdé pripojce vlastnim vedenim, které se memiZe vétvit.
Domy stoji na turdé skdle, do které meni mozné vedeni zahloubit. Vzhledem k sil-
nygm bourkdm a hurikdnim v dané oblasti neni mozné vést vedeni vzduchem. Ve-
deni je mozné vést pouze v 10 cm wvysoké vrstvé stérku, ktery je masypany na
hrubé skdle. JelikoZ maji trubky vsech vedeni vnéjsi prumér 10 c¢m, nemizZou se
ve stérku krizit, protoZe jinak by jedna z trubek couhala ven, kde by ji mohla pre-
jizdet auta a poslapdvat chodci, ¢imz by se znicila. Je mozné za téchto okolnosti
pripojit vSechny domy ke vsem pripojkdm? Svou odpoved (pokud mozno formdiné)
zduvodni.

? HUP H,0

Obrazek 1: Ilustrace k tloze 1

ReSeni:
Nerovinnost bipartitniho grafu K33 je mozné dokazat pomoci Eulerovy formule
a faktu, ze bipartitni grafy neobsahuji liché cykly, tudiz ani trojihelniky a kazda
sténa je tak ohranicena alespon ¢tyimi hranami.

Doc.M Martin Fof v§ak dikaz provedl piimo pomoci nésledujici jednoduché
tuvahy:

Podivame se, jak by tloha vypadala, kdybychom nemuseli pfipojovat plyn.
V takovém piipadé ndm staci zakreslit bipartitni graf K3 o. Tento graf mé cel-
kem t1i stény a kazda se dotyka pravé dvou domt. Pokud tedy vrchol s plynem
umistime do kterékoliv stény, tak pripojka k jednomu z domi bude prochézet
jiz existujici pripojkou.



Uloha 3

Zadani:

Nakresli K33 na torus bez kriZeni hran.

Reseni:

Rovinné nakresleni K3 3 na reprezentaci toru podle feSeni Mgr.MM Veroniky Jiiz-
kové ukazuje obrazek

<

Obrazek 2: Rovinné nakresleni K33 na toru

Uloha 4

Zadani:

Nakresli Petersentiv graf (jok vypadd si mizes prohlédnout na obrdzku@ na pro-
jektivni rovinu bez kriZeni hran. Dva body navic za nakresleni v obou mozngch
reprezentacich projektioni roviny.

Obrazek 3: Petersentv graf z tlohy 4 nakresleny v roviné
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Reseni:
Zde otiskujeme feSeni Dr.M Jana Englera.

V Petersenové grafu jsou dva ,dulezité“ cykly: vnitini hvézda a vnéjsi pétii-
helnik. Vrcholy ,uvniti*“ ozna¢im A, B, C, D, E tak, aby byla hvézdice popsana
cyklem ACEBDA. Ve vngjsim pétithelniku si oznacim vrcholy A’, B', C', D',
E' tak, aby A’ sdilel hranu s A, B’ s B atd. a aby byl pétitthelnik popsadn cyklem
A'B'C'D'E'A'. Zavedené znaeni je ilustrovano na obrdzku

Nakresleni grafu na projektivni roviné je na obrazku

Nyni budu tento obrazek naivné brat jako rovinu a provedu na ni kruhovou
inverzi okolo kruhu s malym polomérem, ktery lezi cca uprostied pétithelniku
A'B'C'D'E’. Prostor ,mimo“ obdélnik se zobraz{ na diru uprostied, vrcholy
A, B, C, D, E se zobrazi blizko diry a vrcholy A’, B’, C', D', E’ se zobrazi dal
od diry.

Vysledek popsané operace je zobrazeny na obrazku [f]

Obrazek 4: Petersentiv graf s vrcholy oznacenymi pismeny a vybranymi hranami ozna-
¢enymi ruznym stylem car

Obrazek 5: Nakresleni Petersenova grafu na projektivni rovinu reprezentovanou pomoci
zipu, oznaceni vrcholu a hran je stejné jako na obrazku El



c' B'

Obrazek 6: Nakresleni Petersenova grafu na projektivni rovinu reprezentovanou jako
plocha s kiizitkem, oznaceni vrcholui a hran je stejné jako na obrazku E|

Uloha 5

Zadani:

Nakresli K¢ na Kleinovu lahev bez krizeni hran.

Reseni:

Nakresleni K na reprezentaci Kleinovy lahve z feeni Mgr.™ Anny Cmielové
miZete vidét na obrazku [T

4|>
‘ 7/
/
L_ — _ 4
—
/-
4|>
Obrézek 7: Reseni tlohy 5

Uloha 6

Zadani:
Uved, které nejvétsi uplné grafy je mozné nakreslit na projektivni rovinu, torus
a povrch nafouknuté cislice 8 podle ndsledujici véty:

Uplny graf s L”i Vl;'%gj vrcholy lze nakreslit bez krizent na libovolnou plochu

rodu g ruznou od Kleinovy lahve.
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Reseni:
Vyuzijeme tvrzeni z textu, ze uplny graf s

VJF\/WJ

2

vrcholy je mozné bez kiizeni hran nakreslit na libovolnou plochu rodu g s vyjimkou
Kleinovy lahve. Také pouzijeme fakt, Ze rod plochy je roven 2u+ k, kde u je pocet
uch a k je pocet krizitek.

Projektivni rovina obsahuje jedno krizitko a tedy mé rod g = 1. Dosazenim
do vzorce dostavame, ze na ni dokadzeme nakreslit uplny graf na Sesti vrcholech

Ke:
73]

Torus je homeomorfni sféfe s jednim uchem, jeho rod je tedy g = 2. Dosazenim
do vzorce dostavame, ze nejvétsi uplny graf nakreslitelny na torus je K7:

V+mJ B V+\/Z9J _ r‘lJ —7.

2 2 2

Nafouknuta osmicka, neboli dvojity torus, je homeomorfni sféfe se dvéma uchy,
rod g je tedy 2 -2 = 4. Opét pouzijeme vzorec:

L7+\/12+mJ _ VBWJ g

Na nafouknutou osmicku tedy mizeme rovinné nakreslit Kg.
Uloha 7

Zadani:
UkaZ, Ze spojovdnim zipt z obrdzku [§ vznikne stejnd plocha. Kterd plocha to je?
Jakou md orientovatelnost?

— —

—> <+—

Obrazek 8: Dvé rtzné reprezentace plochy z tlohy 7
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-2 - 27

Obrazek 9: Rozfiznuti plochy a prevraceni jedné ¢asti

S — S —
A
= =
B
D — D —

Obrazek 10: Slepeni transformovanych c¢asti podle jiného typu zipu

Reseni:
Toto feSeni ndm zaslala Doc.MM Klara Grinerova.

Jelikoz z predchoziho dilu vime, ze na pofadi spojovani zipi nezilezi,
muzeme homeomorfismus obou ploch dokézat pravé tim, Zze druhou plochu
rozrizneme a opét spojime, jen to udéldm jinou dvojici zipu. Tedy po tuhlo-
pricce jsem druhou plochu rozdélila na plochy A a B, ¢imz vznikl jeden novy
zip. Plochu A pak pfesuneme a prevratime tak, ze se zaméni ,rub a lic“ jako
na obrazku [

Poté spojime zip, ale jiny nez ten, ktery vznikl rozdélenim na dvé plochy.
Dostaneme tak kosoc¢tverec, ktery snadno muzeme pomackat na ctverec. U da-
ného Ctverce pak vidime, ze mé dvé protilehlé dvojice zipt, kdy jedna dvojice je
souhlasné orientovana a druhé dvojice je nesouhlasné orientovand, jak muzeme
vidét na obrazku[I0] Dostaneme tak ekvivalentni plochu k té prvni, jelikoz prvni
plocha m4 také souhlasnou a nesouhlasnou dvojici protilehlych zipi.

Tim jsme dokézali, Ze spojovanim zipu v obou pripadech vznikne stejné plo-
cha. Pokud spojime nejprve souhlasné orientované zipy, ziskdme povrch vélce
bez podstav, na jehoz koncich jsou nesouhlasné orientované zipy, jak je znazor-
néno na prvni ¢dsti obrdzku [II} V predchozim dile jsme si ukédzali, ze spojenim
téchto zipu vznikne Kleinova ldhev. A jelikoz Kleinova lahev obsahuje krizitko,
je neorientovatelna.
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O

Obrazek 11: Spojenim souhlasnych zipi ziskdme plast valce ohraniceny nesouhlasné
orientovanymi kruznicemi, ktery je z predchoziho dilu homeomorfni Kleinové lahvi
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Vzorova fedeni 5. dilu
Uloha 1

Zadani:
Meéjme body v Tovine reprezentované pomoci dvojice jejich x-ovych a y-ovijch sou-
radnic. Ukaz, Ze funkce

1 ((x1,91), (v2,92)) = max{|zy — y1|, |22 — ya|}
je metrikou v rovine.
Reseni:
Do zadéni se ndm vloudila chyba ve znaceni, a tak funkce, o které jste méli doka-
zat, 7e je to metrika, ve skute¢nosti metrikou neni. Doc.MY Martin Fof nejenom

opravil tuto chybu, ale dokonce uhodl, jak jsme chtéli ilohu pivodné zadat, a no-
vou ulohu vyresil. Uvadime adaptaci jeho povedeného reseni.

BliZe se podivame, co tato funkce vlastné déld. Bere maximum dvou hodnot,
kde kazd4 z&visi pouze na jednom z bod. Hodnotu |21 —y; | miizeme popsat jako
o kolik musime zménit jednu ze souradnic, aby platilo 1 = y1, a bod tedy lezel
na piimce x = y. Vysledek vyrazu |z; — y1] je tedy pfimo dmérny vzddlenosti
bodu od pfimky x = y, coZ znamend, Ze hodnota max{|zy — y1],|z2 — y2|} je
primo tmérna vzdélenosti vzdalenéjstho bodu od primky x = y.

Nyni uz muzeme pomérné jednoduse vidét, ze symetrie i trojuihelnikova ne-
rovnost plati, ale prvni podminka nikoliv. Protoze metrika dvou bodu vychazi
nula pravé tehdy, kdyz oba lezi na primce x = y, a nemusi byt nutné stejné
(naptiklad metrika boda (0,0) a (1,1) vychédzi nula).

7 této funkce muzeme udélat metriku, pokud budeme brat hodnotu

max{|z1 — 22, [y1 — Y2}

Jelikoz bereme maximalni hodnotu absolutnich hodnot, tak zfejmé musi metrika
vzdy vyjit nezaporné, a nula vyjde pravé tehdy, kdyz maji body stejnou jak
x-ovou, tak y-ovou soufadnici, a jsou tak stejnym bodem.

Symetrie taky zfejmé plati, protoze obé absolutni hodnoty vyjdou stejné,
minek, a to trojihelnikovou nerovnost. Pro tcéely toho uvazujme obecné body
u = (z1,41), v = (z2,y2), w = (x3,y3). Chceme dokdzat, Ze plati p(u,w) <
p(u,v) + p(v,w). Bez Gjmy na obecnosti muzeme Fict, ze p(u,w) = |1 — x3|
(pokud tomu tak neni a naopak plati u(u,w) = |y1 — ys|, pak celou rovinu
zobrazime podle osy = = y a dostaneme rovnost, kterou chceme). Nyni vSechny
body zobrazime na z-ovou osu. Jelikoz pu(u,w) = |1 — x3/, tak tim vzdalenost
bodu u a w nezménime, a vzdalenost vSech ostatnich bodi mozna zmensime,
ale rozhodné nezvétsime. Takze pokud nyni plati

plu, w) < p(u,v) 4 p(v, w),
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pak tato nerovnost musela platit i pfed zobrazenim na osu x. Po zobrazeni
na osu z je ale vzdélenost jiz definovdna tak, jak ji zndme (absolutni hodnota
rozdilu z-ové souradnice) a trojihelnikova nerovnost v ni plati.

Uloha 2

ZadAani:
Meéjme diskrétni metriku § definovanou jako

5z, y) 0 pokud x=y
T,y) =
Y 1 pokud x#y

Ukaz, Ze 0 je metrika.

Reseni:

Pro ditkaz prvnich dvou podminek jsme si vypijéili pékné feseni Doc.MM Klary
Grinerové, pro trojihelnikovou nerovnost zase elegantni ditkaz Doc.M Martina
Fofa:

Prvni podminkou je p(z,y) > 0, kde rovnost nastava préavé tehdy, kdyz
x = y. Jelikoz pro  # y je 6(z,y) = 1 a pro = y je §(z,y) = 0, je tato
podminka splnéna. Druhou podminkou je p(z,y) = p(y,z). Jelikoz hodnota
0(x,y) zdvisi pouze na tom, zda jsou si hodnoty x a y rovny nebo ne, jisté plati,
ze 6(z,y) = §(y,x), protoZe rovnost je symetrickd. Trojihelnikovou nerovnost
w(x, z) < plx,y) + u(y, z) dokdZeme sporem. Predpoklddejme néjaké tii body,
pro které trojuhelnikovd nerovnost neplati. Jelikoz je hodnota levé strany maxi-
malné jedna a hodnota pravé strany je nezapornd, tak aby nerovnost neplatila,
musi byt levd strana jedna a prava strana nula, a tedy = = y a zaroven y = z.
To ale znamend, ze plati i x = z, a tudiz leva strana nevyjde jedna. Pro vSechny
trojice bodu tedy musi trojithelnikova nerovnost platit.

Uloha 3

Zadani:
Pomoct aziomu Ay az Ay dokaz ndsledujici silnéjsi verzi axiomu Ay:

(A}) pro kaZdou U € U(z) existuje W € U(z), W C U takové, Ze pro kazdéy € W
je Wel(y)

Ndpovéda: Polozte W ={y | U € U(y)}.
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Reseni:
Otiskujeme vystizné feseni od Dr.M Jana Englera.

Necht W = {y : U € U(y)}. Pak z A; plyne, Ze vSechna y € W patii do U,
tedy W C U. Z A4 plyne, Ze pro jakékoliv U € U(y) existuje jeho podmnozina
W’ € U(y) takova, ze U je okolim vSech jeho prvki, tedy W’ je podmnozina
mnoziny {y' : U € U(y')}, coz je ale evidentné mnozina W, protoZe je jedno,
jestli prvkim ¥kam y nebo y’, takze W/ C W. Z axiomu Az plyne, Ze pokud
W' e Uly) a W C W, pak W € U(y). Pro jakékoliv okoli U bodu z tedy
mnozina W = {y : U € U(y)} spliuje:

W cCU,

o« Vye W : W el(y),

coz znamena, ze plati i A).

Uloha 4

ZadAani:
Necht X = {a,b,c} je prostor obsahujici t7i body a necht

O ={0,X,{a}, {b},{a, b}, {a,c}}.

Over, Ze tento prostor spliuje axiomy Oy az Oz, neboli Ze se jednd o topologickiy

prostor.

Reseni:
Doc.MM Martin Fof ovéfil jednotlivé axiomy nésledovné:

(01)

(02)

Prazdna mnozina i cely prostor jsou otevienymi mnozinami, a prvni pod-
minka tak plati.

Pokud mame dvojici otevienych mnozin U a V takovych, ze U je pod-
mnozinou mnoziny V', pak jejich prinik bude U, a tim padem oteviend
mnozina.

Stac¢i nam tedy zkontrolovat dvojice mnozin, kde jedna neni podmnozi-
nou druhé. Nemusime tedy viibec kontrolovat dvojice, ve kterych je jedna
z mnozin prazdné, nebo cely prostor. Jediné dvojice, které musime zkon-
trolovat jsou mnoziny {a} a {b}, {b} a {a,c} a posledni dvojice je {a,b}
a {a,c}. Prinik prvnich dvou dvojic je prézdnd, a tim pddem otevien4,
mnozina. A prunik posledni dvojice je {a}, tedy také oteviend mnozina.

Pro sjednoceni opét plati, Ze pokud je jedna z mnozin podmnozinou té
druhé, pak bude vysledek stejny jako jedna z ptivodnich mnozin, tentokrat
ta vétsi z nich. To ale znamend, Ze nam zase staci zkontrolovat stejné tii
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dvojice. Sjednoceni mnozin {a} a {b} je {a, b}, kterd je jedna z otevienych
mnozin, a sjednoceni obou dvojic {b}, {a,c} a {a, b}, {a,c} je celd rovina,
tudiz opét oteviend mnozina.

Uloha 5

ZadAani:

Predpokldadejme, Ze mdme topologii definovanou pomoci okoli. Necht pro O plati,
z2eU € O <= U € U(x) pro vSechna x € U, neboli Ze mnoZina U je oteviend prdvé
tehdy, kdyz je okolim wvsech bodu, které do ni ndlezi. Ukaz, zZe takto definovand
mmnozina oteviengych mnozin spliuje axiomy O1 aZ Os.

Reseni:
Otiskujeme drobné upravené feseni od Dr.M Jana Englera.

Prazdna mnozina neobsahuje nic, takze je skutecné okolim vSech bodu, které
obsahuje a je tedy oteviend. Pro X dokazu axiomy A; az Ay:

(A1) do X pati{ vSechny body.
(As) pokud je U € U(z), pak X NU =U € U(x).

(A3) jedind mnozina v U(z) obsahujici X je X, takZe podminka se zjednodusi
na X e U(x) = X € U(x), coz plati trividlné.

(A4) vSechny prvky U(z) jsou bud X, nebo podmnoziny X. VSechny prvky
U(x) razné od X tedy splituji chténou podminku.

Ukézal jsem, ze prézdnd mnozina a X spliuji axiomy A; az Ay, ¢imz jsem
ukazal Oq.

Daéle si vsimnu, ze Ay a Oy jsou ekvivalentni.

O3 plyne z A3 velmi jednoduse: vSechna sjednoceni tvaru

v=Ju
i€l

spliiuji U; C U. Pokud U je sjednoceni otevienych mnozin (= vSechna U; jsou
oteviend), pak je z Az oteviend i U. Tim jsem ukézal Os, protoze je z As okolim
kazdého z bodu z kazdého U; a tedy okolimi vSech svych bodi.

Uloha 6

Zadani:
Predpokladejme, zZe mdme topologii definovanou pomoct otevrenych mnozin. Méjme
okoli U definované ndsledovné: U € U(x), pokud ezistuje V € O takovd, Ze
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x €V CU; neboli mnozina U je okolim bodu x, pokud obsahuje otevremou mno-
Zinu obsahujici x. Ukaz, Ze takto definovand okoli bodu splriuji axiomy Ay aZ Ay.

Reseni:
Postupné ovéfime axiomy A; az Ay:

(A1) Pro Uy € U(z) ze zadéni existuje Vi € O takovd, ze x € V5 a Vi C Uy,
z ¢ehoz plyne = € Us.

(A2) Opét ze zaddni pro Uy € U(z) existuje Uy € O,z € UL, U C Uy a pro
Vo € U(z) existuje Vi € O,z € V4, V) C V. Z axiomu Oy pro oteviené
mnoziny vime, ze existuje Wi = U, NVy C Us N Vo, WS € O a zéroven
x € Wj. Diky W3 tedy (Ux NV2) € U(z).

(A3) Kdyz mame Uz € U(z), pak existuje V3 € O, V3 C Us,z € V3. Pro kazdou
W3 2 Us pak ale mame V3 C W3, takze diky stejné oteviené mnoziné plati,
ze W3 € U(x).

(A4) Tento axiom vypadd nejslozitéji, ale ve skuteénosti plati z velmi jednodu-
chého duvodu. Pro Uy € U(z) je hledanym W pravé mnozina Vy € O takova,
ze x € Vi a V; C Uy. Stadi si uvédomit, ze pro kazdé y € V, je splnéna pod-
minka pro Uy € U(y) ze zadéni.

Uloha 7

Zadani:

Napis vSechny uzavrené mnoziny topologického prostoru z ilohy 4. Obsahuje tento
prostor néjaké mnoziny, které jsou otevrené i uzavrené? Najdes otevrenou mno-
zZinu, kterd neni uzavrend? A existuje v ném uzavrend mnoZina, kterd neni ote-
vrend?

Reseni:

Nize je spravné a pékné sepsané feseni této tlohy od Doc.M Martina Fofa.

Mnozina vSech uzavienych mnozin v tomto prostoru bude vypadat nasle-

dovné:
{0, X, {b}, {c}, {b,c}, {a,c}}

Prazdna mnozina a cely prostor jsou navzidjem své doplnky, a jelikoz jsou obé
mnoziny oteviené, tak musi byt ve vSech prostorech i uzaviené. V tomto pro-
storu jsou jak oteviené, tak uzaviené i dvé dalsi mnoziny, a to {b} a {a,c}.
Mnoziny {a} a {a,b} pak jsou pouze oteviené a {c}, {b, c} zase pouze uzaviené.
Mnozina, kterd by nebyla ani oteviend ani uzaviena v tomto prostoru neexis-
tuje.
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Uloha 8

Zadani:
Predpoklddejme, Ze mdme topologii definovanou pomoci otevrengch mnozin. Ukaz,
Ze
e konecné sjednoceni uzavrenych mnozin je uzavrend mnozina
e konecny prinik uzavrengch mnozin je uzavrend mnozina
Reseni:
Ze zaslanych spravnych feSeni nds nejvice zaujala néasledujici formulace od

Dr.MM Jana Englera.

Necht S je sjednoceni uzavienych mnozin topologického prostoru nad X,
které jdou vyjadrit jako

)("LH7)("Lha"'7)(47[LH

kde Uy, jsou oteviené pro 1 < k < n. Z de Morganova zakona o doplicich mnozin
plati

n n
S=lX-U=X-)Us
k=1 k=1
Z Os vime, ze ()._, Uy, je oteviend mnozina, takze S je uzavrena.

Nechf Z je prinik téchto uzavienych mnozin. Vyuzitim druhého de Morga-
nova zakona o doplncich dostanu

U:ﬁX—@:X-O@.
k=1 k=1

Z Os vime, ze |J;_; Ui je oteviend, takze Z je uzaviend.

Poznamka: O je zadana ve formé, kterd funguje jenom pro n = 2. Jedno-
duchou indukeci Ize ovsem zobecnit na jakékoliv n € N.

Uloha 9

Zadani:

Necht X = {a,b,c}. Nad X mizZeme definovat 29 topologii. Kolik jich dokdZes
najit a popsat? Zkus prijit na jednodussi a elegantnéjsi zpusob, jak je popsat, nez
pouhym vyctem.

Reseni:

Méme mnozinu X = {a,b,c} a nasim cilem je najit vSechny topologie nad touto
mnozinou. Budeme postupovat pres definovani otevienych mnozin, i kdyz podobné
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bychom mohli postupovat i pro definici pomoci okoli. Jelikoz mnozina otevienych
mnozin je podmnozinou mnoziny vsech podmnozin X, bude se nam hodit tyto
podmnoziny vypsat:

{0,{a},{b},{c},{a, b} {a, c}, {b, c}, X}

Déle potfebujeme zajistit platnost axiomt O; az Osz. Aby platil Oy, musi kazda
mnozina otevienych mnozin obsahovat ) a X. Déle tedy budeme uvazovat jen
to, jaké mnoziny k témto dvéma budeme pfiddvat a tim budeme definovat O
konkrétnich topologii.

o Nejdrive zkusime nepridat nic dalsiho. Prunik prdzdné mnoziny a celého pro-
storu je prazdna mnozina, kterd jiz je v nasem seznamu otevienych mnozin,
takze Os je splnén. Vsimneme si, ze toto plati pro prunik prazdné mnoziny
s libovolnou jinou mnozinou, ne jen s X. Sjednoceni prazdné mnoziny a X
je X, coz je téz oteviend mnozina a plati i Oz. Opét si vSimneme, Ze sjed-
noceni X a libovolné mnoziny vzdy spliiuje Os. Dostavame topologii, kterd
je minimalni z pohledu poc¢tu otevienych mnozin:

1) {0, X}

e Nyni zkusime pridat jednu mnozinu z potenéni mnoziny. Protoze méame vice
ruznych prvki, zavedeme misto konkrétnich mnozin typy mnozin, abychom
mohli mluvit trochu univerzélnéji. Tfeba piiddni pouze {a} se bude cho-
vat stejné, jako pridani {b} nebo {c}, takze misto konkrétnich pismen bu-
deme uvazovat mnoziny typu {z} pro z € {a,b,c}. Stejné tak {a,b} md
typ mnoziny {z,y}, z # y,z,y € {a,b,c}, do kterého spadaji i mnoziny
{a,b},{a,c}, {b,c}. Mizeme si vSimnout, ze pokud pfiddme pravé jednu
mnozinu k @ a X, tak diky pozorovdnim z pfedchoziho bodu budou O,
i O3 splnéné, takZze dostdvame topologie typu {0, {z}, X} a {0, {z,y}, X},
kterych je celkem 6:

2) {0,{a}, X}
3) {0,{b}, X}
4 {ct, X}
5 {a,b}, X}
6 {a,c}, X}
7) {0,{b,c}, X}

e V dalsim kroku zkusime k () a X pf¥idat dvojice mnoZin. Takovych dvojic je

(g) = 15. Muze se stat, ze abychom splnili Oy ¢i O3, budeme muset pridat
dalsi oteviené mnoziny. Nekteré dvojice by tedy mohly vygenerovat stejné

topologie. Nicméné uvidime, zZe se to nestane. Kazdd mnozina samostatné

)
) £
) {
) £
) £
)

0,
0,
0,
0,
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s () a X spliiuje Oy a O3, staci tedy zajistit, Ze tyto axiomy budou platit pro
konkrétni dvojici mnozin.

Jaké tedy mame typy dvojic? Prvnim typem je {z}, {z, y}. VSimneme si, Ze
O plati, protoze {z} C {x,y}, a O3 plati, protoze {z,y} 2 {«}. Topologii
tohoto typu je 6:
8) {0,{a},{a,b}, X}
9) {0,{a},{a,c}, X}
10) {0,{b},{a,b}, X}
11) {0,{b},{b,c}, X}
12) {0,{c},{a,c}, X}
13) {0,{c},{b,c}, X}
Druhym typem je {x},{y, z}. Vidime, Ze Oy plati, protoze {x} N {y,z} =0
a O3 plati diky {z} U {y, 2z} = X. Jsou 3 topologie tohoto typu:
14) {0,{a}, {b,c}, X}
15) {0,{b},{a,c}, X}
16) {0,{c},{a,b}, X}
Tretim typem je {x},{y}. Zde opét s Oz neni problém, protoze prinik je
prazdny. Pro splnéni O3 ale musime pfidat mnozinu {z,y}. Ziskdvdme né-
sledujici 3 topologie:
17) {0,{a},{b},{a, b}, X}
18) {0.{a},{c},{a,c}, X}
19) {0,{b},{c},{b,c}, X}
Ctvrtym typem dvojice je {z,y},{z,2}. V tomto pifpadé Oz plati diky
tomu, ze {z,y} U {x,2} = X, ale pro platnost O musime do otevienych
mnozin pridat jesté {x}. Tim ziskdme dal${ 3 topologie:
20) {0,{a},{a,b},{a,c}, X}
21) {0,{b},{a,b},{b,c}, X}
22) {0,{c},{a,c},{b,c}, X}
e Nakonec se zamyslime, jestli miazeme pridat trojici mnozin tak, aby nam

vygenerovala néjakou topologii, kterou jesté nemame. Jesté ndm zbyvaji
dva typy trojic, které maji tuto vlastnost.

)
)
)
)
)
)

Prvnim typem je {z},{y},{#}. Pro zajisténi platnosti O3 musime k témto
mnozindm piidat {z,y}, {z,2} a {y,z}. VSimneme si, Ze pro typ
{z,y},{x, 2}, {y, z} bychom museli kvili platnosti Oy pridat {z}, {y} a {z},
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¢imz dostaneme stejnou topologii, takze tento typ nebudeme rozebirat zv1ast.
Dostavame jednu topologii, kterd je maximalni co do po¢tu otevienych mno-
zin, protoze oteviené jsou zkratka vSsechny podmnoziny X:

23) {0,{a}, {0}, {c} {a,b},{a,c} {b,c}, X}

Dalsim typem trojice, ktery ndm nageneruje topologii, kterou jesté neméme,
je typ {z},{y}, {x, z}. Pozorujeme, 7e O, plati, protoze prunik dvojic z této
trojice je bud préazdny, nebo {z}. Aby platil O3, musime pfidat {x,y}. Tim
dostaneme poslednich 6 topologii:

24) {0,{a},{b},{a,b},{a, c}, X}
25) {0,{a},{c},{a,b},{a, c}, X}
26) {0,{b},{a},{a,b},{b, c}, X}
27) {0, {0}, {c},{a, b}, {b,c}, X}
28) {0, {c} {b},{a,c},{b,c}, X}
29) {0,{c}.{a},{a,c},{b,c}, X}

Tim jsme nasli vSech 29 topologii nad X = {a,b,c}.

Téma 2 — Optika

V tomto é&isle najdete vzorova feseni tiloh ze étvrtého éisla od Mgr.MV Jolany
Knillové a Doc.M Kliry Grinerové. MiiZete si poéist o spousté hratek s barvami,
které provedly, nafotily a poslaly. K 5. ¢islu nam zadnd feSeni neprisla.

Dale zbyva uz jen posledni véc, chtéli bychom vam podékovat. Dékujeme vam
vSem, kter jste se do naseho tématka zapojili, dékujeme za vSechna poslana fesent,
za vSechny provedené pokusy a za vSechny fotky, které jste poslali. Doufdme, ze
se nam povedlo naplnit cil, ktery jsme si na zac¢atku roéniku vyty¢ili a podatilo se
nam ukazat vaim optiku z experimentalniho pohledu. Kéz byste ted vidéli optické
jevy vsude kolem vés.

Redeni Mgr.™ Jolany Knillové
Uloha 1

Zadani:

Fotony s riuznou vinovou délkou se v oblasti viditelného svétla nelisi jen svou
barvou, ale i dalsimi vlastnostmi. Napriklad pri lomu na rozhrani dvou optickijch
prostredi se nekteré vinové délky ldimou vice nez jiné. Jednd se o primou nebo
neprimou uméru? Svij ndzor podporte teorii nebo experimentem.
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Reseni:

Abychom zvladli odpovédét na otdzku, jak se ldmou jednotlivé vinové délky
na rozhrani dvou prostiredi, podivime se na znamy pokus s optickym hrano-

lem.

Bilé svétlo prochdzi hranolem a dvakrat (kdyz do hranolu vstupuje a kdyz
z n&j vystupuje) se lame. K disperzi svétla dochdz{ pfi vstupu do hranolu a pfi
vystupu z néj. Z obrazku [I2) mizeme vy¢ist, Ze nejvice od ptivodniho sméru se

budou lamat fialové paprsky.

Nejvice se tedy budou lamat paprsky s vyssi frekvenci, tedy s mensi vlnovou
délkou. V tabulce I} kde jsou zapséany zvysujici se vinové délky a jejich absolutni
indexy lomun = 7, Ize vidét, Ze mezi vinovou délkou a indexem lomu je nepfimd

umeéra.
A(nm) n
400 1,0002983
500 1,0002943
600 1,0002931
700 1,0002910
800 1,0002902

Tabulka 1: Vlnova délka a absolutni index lomu

OPTICKY HRANOL

Obrazek 12: Opticky hranol

Cervena

Oranzova

—__ | Zluta

Zelena
Modra

Fialova



22

Uloha 2

Zadani:
Zkuste si vyrobit ,kacu“ ve tvaru kruhu, na které se bude pravidelné stridat neko-
lik vyseci rizngch barev (dvou, 71, celého spektra). Nasledné kdcu roztocte a po-
zorujte, jakd barva vznikne. Jakd hranice nejspis rozhoduje o tom, Ze pri nejaké
whlové rychlosti jsou jesté wvidét jednotlivé barvy a pri o néco vyssi uz splynou
v jednu?

Reseni:

Lidské oko je schopné vnimat zhruba 60 snimku za sekundu (coz odpovida
60 Hz). Jelikoz se kaca todi s ur¢itou uhlovou rychlosti, m4 i frekvenci. Jakmile
frekvence prekroci 60 Hz, lidské oko neni schopné vnimat jednotlivé barvy a ty
tedy splynou.

60 Hz odpovida dhlova rychlost pfiblizné 377 rad/s (w = 27 f). Jelikoz se
rychlost vypoéitd jako soucin thlové rychlosti a poloméru (v = wr), muZeme
usoudit, ze aby nase oko stdle vnimalo jednotlivé barvy, musi mit kaca se zvy-
sujici rychlosti v i vétsi polomér.

Uloha 3

Zadani:

Privedte k varu vodu v konvici a v zatemnéné mistnosti umistéte za konvici zdroj
svetla tak, abyste ho vidéli pres pdru. Meéli byste zpozorovat slabé duhové krouzky
okolo zdroje. Takové krouzky mizZeme nékdy pozorovat i kolem Slunce a Mésice.
Proc¢ a jak krouzky vznikaji?

Reseni:

V tomto ptipadé prosvitd svétlo vyzafované zdrojem (baterkou, Sluncem,
v piipadé Mésice svétlo odrazené) pres vrstvu drobnych kapek v oblaku. Vznik4d
soustava soustfedénych prstencti, které se rika koréna. Tento jev je zptusoben
ohybanim svétla na kapickdch, polomér prstenct je tedy zavisly na velikosti
kapicek a vlnové délce svétla. Protoze maji modré paprsky mensi vinovou délku
nez Cervené, bude prstenec nejblize zdroji zbarven modre. V pripadé, Ze jsou
kapicky ruzné velké, nevzniknou barevné krouzky, ale pouze slabé zbarveny
nebo bily kruh.

Tento jev muze byt zptusobeny i pylem. Podobnym pfipadem je halo, které
ale narozdil od korény vznikd lomem paprsku na ledovych krystalcich obsaze-
nych v oblaku.

Pti pokusu s vodni parou z varné konvice se bohuzel nepodafilo vytvorit
jasné barevné prstence, okolo zdroje byl viditelny jen slabé zbarveny kruh —
vizte obrazek
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Obrazek 13: Kordna kolem svételného zdroje

Uloha 4

Zadani:

Proc¢ je obloha modrd? Zjistit to muzZete i pomoci experimentu. Napliite akvdrium
(nebo jinou velkou nddobu) vodou s troskou rozmichaného miéka (pokus nemusi
vyjit hned napoprvé — zkuste zménit mnozstvi mléka a vice ho rozmichat). Pokud
ve tme akvdrium z jedné strany prosvitite sitlnym zdrojem svétla, tak byste méli
zpozorovat zabarveni vody s mlékem do modra. Z celniho pohledu bude akvdrium
zabarveno do cervena. Tomuto jevu se rikd Rayleighuv rozptyl. Popiste, jak se vam
pokus povedl a proc¢ je obloha modrd.

Reseni:

Za to, ze je obloha modrd, muze tzv. Rayleightv rozptyl. Svétlo se rozptyli
na molekulach plynu nebo na ¢asteckach mensich, nez je vlnova délka svétla.
K tomu, aby se svételné paprsky rozptylily, je potreba nahodilost rozptylovych
center. Molekuly se srazi, na nepatrnou dobu vzniknou shluky a svétlo mé ide-
alni podminky k rozptylu. A pro¢ neni obloha tfeba ¢ervend nebo fialova? Modré
paprsky se rozptyluji vice nez ty cervené. Slunce také vyzaruje vice modrého
(maximum vyzafovani je v zelené oblasti spektra, ale modra se lépe rozptyluje)
svétla nez fialového a navic lidské oko neni na fialovou tolik citlivé.

P1i pokusu jsem postupné prilévala mléko do prihledné nadoby s vodou.
Prvné se svétlo prochézejici nddobou zbarvilo do zlutooranzova, coz napodobilo
barvu Slunce, kterou vidime, kdyz se Slunce priblizi obzoru. Poté se svétlo zacalo
rozptylovat v nddobé a zbarvilo roztok vody a mléka do modra, jak muzete vidét
na obrazku [40

Zdroje

https://kof.zcu.cz/st/dp/hosnedl/html/index.html
https://cs.wikipedia.org/wiki/Sn/C3%ADmkov/C3%A1l_frekvence
http://ukazy.astro.cz/korona.php
https://cs.wikipedia.org/wiki/Rayleigh,C5%AFv_rozptyl
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https://cs.wikipedia.org/wiki/Sn%C3%ADmkov%C3%A1_frekvence
http://ukazy.astro.cz/korona.php
https://cs.wikipedia.org/wiki/Rayleigh%C5%AFv_rozptyl
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(a) Zacatek pokusu (b) Napodobeni zbarveni modré oblohy

Obrazek 14: Proc¢ je obloha modra

Regeni Doc.MM Klary Grinerové
Uloha 1

Zadani:

Fotony s ruznou vinovou délkou se v oblasti viditelného svétla nelisi jen svou
barvou, ale i dalsimi vliastnostmi. Napriklad pri lomu na rozhrani dvou optickich
prostredi se néekteré vinové délky ldimou vice nez jiné. Jednd se o primou nebo
neprimou umeéru? Svij ndzor podporte teorii nebo experimentem.

Reseni:

Zopakovala jsem pokus z minulého dilu — tedy lom bilého svétla na rozhrani
vody a vzduchu. Uhel dopadu 40° jsem zachovala a pokus jsem zopakovala
v tmavé mistnosti, takze dopadajici rozlozené spektrum bylo vyrazné lépe vi-
dét. Nameéfila jsem ruzné uhly dopadu pro jednotlivé Casti barevného svétla
a pokusila se urcit vice ruznych vinovych délek dopadajiciho spektra, diky 1épe
viditelnému rozkladu to slo o dost snadnéji.

7 tohoto experimentu jsme uz v minulém dile vidéli rozdil v lamavosti svétla
podle barvy. Jak muzete vidét v tabulce [2] s rostouci vinovou délkou se tihel
dopadu zmensuje, tedy vyssi vinové délky se lamou méné. Mezi vinovou délkou
a lomivosti svétla dané vlnové délky je tedy neprima imeéra.

barva vlnovd délka (nm) thel dopadu o  tihel lomu g

fialovd 420 40° 64°
modrd 450 40° 62°
modrozelend 480 40° 61°
zelend 525 40° 60°

zlutd 600 40° 58°
oranzova 630 40° 56°
cervend 650 40° 55°

Tabulka 2: Zivislost indexu lomu na vlnové délce
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Uloha 2

Zadani:
Zkuste si vyrobit ,kdcu“ ve tvaru kruhu, na které se bude pravidelné stridat néeko-
lik vyseci rizngch barev (dvou, 71, celého spektra). Ndasledné kdcu roztocte a po-
zorugjte, jakd barva vznikne. Jakd hranice nejspis rozhoduje o tom, Ze pri nejaké
uhlové rychlosti jsou jesté vidét jednotlivé barvy a pri o néco vyssi uz splynou
v jednu?

Reseni:

Pri roztoceni kaci se nam barvy sliji v jednu souvislou barvu. Jak kaca zpo-
maluje, zac¢indme v rychlém sledu pozorovat ,problikavani“ barev jednotlivych
vyseci ale ne prilis ostre, jelikoz kaca zadhy poté ztrati balanc a skutali se bokem
na stul. Z pozorovanych zmén v zavislosti na rychlosti otdc¢eni kd¢i muzeme od-
vodit, k ¢emu dochazi. Pfi pomalém otaceni by nase oko bez obtizi pozorovalo
stridani jednotlivych barev. S rostouci rychlosti se ale tato schopnost zhorsuje,
jelikoz oko ma jen omezenou schopnost vnimani v ¢ase. Pfrenos signalu z oka do
mozku néjakou dobu trva, proto pokud se pozorovany objekt méni rychleji, nez
jsou jednotlivé signaly vyhodnoceny, nevidime jiz jednotlivé zmény, ale jednolity
pohyb. Pokud tedy kica dosdhne urcité tihlové rychlosti, nase oko jiz ,,nestiha“
zpracovat vSechny zmeény barev a pozoruje tak ve své podstaté v jednom misté
vSechny barvy zaroven. Takto pro nase oko barvy splynou a pozorujeme barvu
vzniklou slozenim pouzitych barev. Limitujicim faktorem se tak stavaji schop-
nosti naseho oka a jeho setrvacnost.

Pouzila jsem jiz existujici kdcu, na kterou jsem pouze vyrabéla ruznd ba-
revnd kolecka. P¥i danych kombinacich vznikaly na kace rtizné barvy. Pti foceni
kaci je zde drobny zadrhel, kdy fotdk zachyti barvy ne uplné spojené, takze
misty vidime jednotlivé barvy vyseéi. Ale z pouzitych barevnych kolecek bylo
vidét, ze miseni barev zde funguje jako u svétel. Tedy Cervenozelené kolecko
vypada zluté, celé spektrum v zavislosti na pouzitych odstinech davéa Sedou az
bilou a podobné (vizte obrazek .

Uloha 3

Zadani:

Privedte k varu vodu v konvici a v zatemnené mistnosti umistéte za konvici zdroj
svétla tak, abyste ho videli pres pdru. Meli byste zpozorovat slabé duhové krouzky
okolo zdroje. Takové krouzky miZeme nékdy pozorovat i kolem Slunce a Mésice.
Proc¢ a jak krouzky vznikaji?
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Obrazek 15: Rotujici barevné kruhy

Reseni:

Tento jev muzeme pozorovat nejen pri tomto experimentu, kolem Slunce
a Mesice, ale bézné se s nim setkdme béhem mlhavého pocasi nebo mrholeni
u nejruznéjsich zdroju svétla, napiiklad u reflektoru vozidel nebo u lampy na
ulici. Ve vSech ptipadech k jevu dochazi diky drobnym kapickdm vody, pres
které dany svitici objekt pozorujeme. Tyto kapicky se stdavaji prekazkou pro
prochéazejici svétlo a dochazi na kazdé jednotlivé kapce k ohybu, diky némuz
se svétlo rozklada. Bilé svétlo zdroje se tak z pohledu pozorovatele rozlozi do
jednotlivych duhovych krouzki, které muze pozorovat kolem zdroje.
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Uloha 4

Zadani:

Proc¢ je obloha modrd? Zjistit to miZete i pomoci experimentu. Naplnite akvdarium
(nebo jinou velkou nddobu) vodou s troskou rozmichaného mléka (pokus nemusi
vyjit hned napoprvé — zkuste zmeénit mnozstvi mléka a vice ho rozmichat). Pokud
ve tmé akvdrium z jedné strany prosvitite silngm zdrojem svetla, tak byste meli
zpozorovat zabarveni vody s mlékem do modra. Z celnitho pohledu bude akvdrium
zabarveno do cervena. Tomuto jevu se Tikd Rayleighiv rozptyl. Popiste, jak se vdm
pokus povedl a proc¢ je obloha modrd.

Reseni:

Jelikoz akvarium nemame, vyzkousela jsem pokus s obyc¢ejnou vétsi sklenici.
Do vody jsem nalila trochu mléka, zamichala a posvitila baterkou do dna skle-
nice. Bylo vidét krasné mlécné bilo. Obsah sklenice jsem tak opakované redila,
svitila a zase Tedila, az tekutina vypadala na prvni pohled témér prithledné. Pri
posviceni v tmavé mistnosti pak pozorovany obsah konec¢né zménil barvu z bilé
na modrou.

V atmosfére dochazi stejné jako v nasi sklenici s mlékem k zminénému Ray-
leighovu rozptylu. Svétlo se muze rozptylovat z raznych davodt, k rozptylu
dochézi na zrncich prachu, shlucich molekul rtznych plyna, ¢asteckdch mléka
ve vodé, ...Rozptyl svétla zavisi na jeho vlnové délce a k nejvétsimu rozptylu
dochézi u malych vlnovych délek, které odpovidaji modrému a fialovému zbar-
veni.

V atmosfére se pohybuje mnoho molekul plynu, které se navzajem srazeji
a jejich shluky nasledné rozptyluji slune¢ni svétlo. Jelikoz se malé vinové délky
snadnéji rozptyluji, tak v rozptyleném svétle prevladaji modré a fialové vinové
délky. A to je duvod, proc¢ je obloha modra a fialova. Ale pockat, obloha prece
neni fialova. . .

Do hry tak vstupuje citlivost lidského oka i intenzita jednotlivych vinovych
délek slunecnich paprski. Nase oko ma vétsi citlivost na modrou barvu nez
fialovou, proto pri zastoupeni modré i fialové pozorujeme spise modrou. Slunec¢ni
svétlo ma nejvétsi zastoupeni ve vinovych délkach odpovidajicich zelené barvé
a s klesajici vlnovou délkou také znacné klesa intenzita. Modré vinové délky
jsou tak zastoupeny vice nez fialové a my pozorujeme modrou oblohu.

Problém 5

Zadani:

Zkuste si miseni barev s barevnymi papiry a barevngmi féliemi. Polozte folie na
papiry a pozorujte, jak se méng barvy. Experimentujte s ruznymi prekrytimi a kom-
binacemsi folit na rizniych barvdach papiru. Své pokusy zdokumentujte a popiste.
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Reseni:

Nasla jsem doma modrou, zelenou, Zlutou a rtzovou/éervenou f6lii. Chvili
jsem si s nimi hrala a prestalo mé bavit folie porad preskldadavat. Z kazdé barvy
jsem tedy ustiihla prouzek a ty jsem poslepovala dohromady tak, Ze vzniklo
16 policek, kde na kazdém policku je jind kombinace ¢ty f6lif a jsou tam obsa-
zeny vsechny mozné kombinace, jak znazornuje tabulka

. modra ,
modra i zelend
zelend,
, modra ,
s modré ) zelend,
zluta o zelend, 1z
zlutd L, zluté,
zluté,
, modra .
o modra 1. zelend
zluté 1. zluté o,
. , zluté , zluté
cervend | . , zelend, . ,
cervend | . , | Cervend
éervena
, modra ,
. . modra B zelena,
cervena | , zelend . ,
cervend | . , | Cervend
éervena

Tabulka 3: Vsechny mozné kombinace folii

V levém hornim rohu je tak vidét ptivodni barva papiru, na ktery f6lii polo-
Zime, a v ostatnich ¢tvereccich muzeme vidét, jak barvu ovlivni rizné kombinace
folii. Nafotila jsem pfekryti riizné barevnych papirt touto {6lif a vznikla z toho
velkd kupa pestrobarevnych fotek — vizte obrézek [16]

Celkem diilezity je poznatek, ze u barevnych f6lif a papirt pozorujeme trochu
odlisné miseni barev. Napiiklad ze zelené félie a ¢erveného papiru nevznikne
zluta, jako je tomu u skladani svétel, ale vznikne hnéda. A stejné tak u ¢ervené
folie a zeleného papiru. Tento zpisob miseni barev je blizky tomu, jak funguje
miseni barev, kdyz néco malujeme treba temperkami.

Barvy svétel, se kterymi jsme doposud pracovali, se totiz od barev na malo-
vani (a tim padem i prekryva f6lif) dost lisi. U svétel mame zékladni barvy RGB
— tedy cervenou, zelenou a modrou. U barev na malovani jsou zakladni barvy
zluta, modra a cervend, kromé nich jesté bila a cernd, které ze zakladnich barev
namichat nelze. Jiné nez zakladni barvy tak u svétel a u barevnych papiri a {6lii
vznikaji jinymi kombinacemi, jejich srovnani je zndzornéno tabulkou [

U barevnych f6lif je trochu skoda, ze pii vice vrstvach félie uz vidime pre-
vazné vrchni z f6lii, barva papiru jiz prilis neprosvita. Pokud pouzijeme vsechny
¢tyti folie, vidime témér jakoukoliv barvu jako sedohnédou. Jelikoz pokud smi-
chame zékladni barvy jako ¢ervenou, modrou a zlutou, dostaneme v zavislosti na
pomeéru hnédou, nebo Sedohnédoosklivou, kdyz pomér moc nevychytame. Jinak
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na fotkach (obrézek [16)) mtizeme vidét, Ze Cervend a zlutd ndm daji oranzovou,
zelend a cervend hnédou, modra a cervena fialovou a podobné.

R G B Barvy folii a papira®
bila 255 255 255 bil4
zlutd 255 255 0 zluté
oranzova 255 128 0 zluta + Cervena
cervend 255 0 0 cervena

ruzova 255 0 255 cervend + bila
fialova 128 0 255  Cervend + modra
modrd 0 0 255  modra

zelend 0 255 0 zlutd + modra
hnéda 100 50 O zlutd + modra + Cervena
cerna 0 0 0 cerna

?bila, zlutd, cervend, modra, cerna

Tabulka 4: Barvy jako kombinace barevnych félii

r

Obrazek 16: Michani barev pomoci f6lii
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Problém 6

ZadAani:
Zkuste na bilé pozadi svitit cervenym a zelenym svétlem. Experimentujte s michd-
nim barev. PouZit muZete také modré svétlo. Své pokusy zdokumentujte a popiste.

Reseni:

Jelikoz doma nemame moc néjakych barevnych svétel, pouzila jsem oby-
¢ejnou baterku. Nalepila jsem na baterku pruhlednou lepenku a lepenku jsem
barvila ¢ervenou, zelenou a modrou lihovou fixou. Chvili jsem si hrala s raznymi
barevnymi vzory, ale vysledek byl trochu zklamanim, jelikoz pii rozsviceni se
vzory dost slily do sebe a byla vidét jen kombinace danych barev. Na fotce (ob-
razek se ale povedlo zachytit, jak se misi barvy — kolecko jsem rozdélila do
modré, cervené a zelené vysece.

P1i sviceni témito tfemi barvami pak bylo krasné vidét miseni barev. Na
pomezi Cervené a zelené vznikla zluta, mezi modrou a Cervenou vznikla razova
a mezi zelenou a modrou mtizeme vidét zelenomodrou.

Obrazek 17: Miseni barevného svétla

Fanik; |frantisek.zajic@matfyz.cz
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Zadani:

Dokazte, Ze pro kazdé prirozené n > 3 plati 60 | n® — n?.

Téma 3 — Olympiadni matematika

Dil 6: Vzorova feseni teorie cisel
Uloha 1

2

Reseni od Mgr.™M Anny Cmielové

« Nejdifve si rozlozim vyraz n% — n? do tvaru n?(n — 1)(n + 1)(n? + 1)

¢ Dale rozkladem na prvocinitele zjistim, ze aby bylo ¢islo délitelné 60, musi
byt délitelné 3, 5, 4

e Pokud je jeden z ¢initelt délitelny urcitym cislem, bude jim délitelny cely
mnohoclen

e Sudan

Kazdé sudé n? bude vzdy délitelné 4 (sudé ¢islo = 2z, (2x)? = 42?)
Kazdé treti ¢islo je délitelné 3, a proto bud n—1, n+1 nebo n (a tedy
n?) musi byt délitelné 3

Pokud n konéi na 0, bude délitelné péti;

pokud konéi na 4 nebo 6, pak 5 | n + 1 nebo n — 1;
pokud konéi na 2 nebo 8, bude n? konéit na 4 a tedy 5 | n? + 1

Pro kazdé sudé n bude platit, ze n® — n? bude délitelné 60

e Licha n

Zadani:

Kazdé druhé sudé ¢islo je délitelné 4, a proto bud n — 1 nebon + 1
musi byt délitelné 4

Ze stejného diivodu jako u sudych n bude vyraz délitelny 3

Pokud n koné¢i na 5, bude délitelné péti;
pokud kond¢i na 9 nebo 1, 5 | n+ 1 nebo n — 1;
pokud konéi na 3 nebo 7, bude n? konéit na 9 a tedy 5 | n? + 1

Pro kazdé liché n bude platit, ze n® — n? bude délitelné 60

Uloha 2

Co maji spolecného vSechna sloZend éisla, kterd maji prdvé 3 (prirozeno-ciselné)

delitele?
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ReSeni od Be.™M Michaely Valtrové

Pokud ma ¢islo lichy pocet déliteld, pak je to druhd mocnina ¢isla. Kazdé
¢islo ma jako dva délitele 1 a samo sebe, pokud mé tedy tii délitele, prida se
jesté jeho odmocnina. Tato odmocnina ale nesmi byt slozené ¢islo, protoze tim
by pribyli délitelé hledaného ¢isla. VSechna ¢isla s pravé tfemi déliteli jsou druhé
mocniny prvocisel.

Uloha 4

Zadani:
Dokazte, zZe kazdé prvocislo vétsi rovno 5 lze napsat ve tvaru 6k £ 1, kde k je
prirozené cislo.
Reseni od Mgr.™M Anny Cmielové
Oznacime hledané ¢islo n.
e Zapis 6k £ 1 znamend, ze ¢islo n dava po déleni 6 zbytek bud 1, nebo 5

e Po déleni 6 muzeme kromé téchto dvou dostat zbytek 0, 2, 3 nebo 4

e Pokud bude zbytek 0, 2 nebo 4, znamena to, ze ¢islo n je sudé a musi byt
délitelné 2

e Pokud bude zbytek 3, musi byt ¢islo n délitelné 3

e Prvocislo tedy skutecné dostaneme jen tehdy, kdyz bude zbytek 5 nebo 1

Uloha 5
Zadani:
Proc se zbytky po déleni mocnin c¢isla b cislem a cyklicky opakuji? Neni potreba

formdlni dikaz, staci dostatecné rozumné zduvodnit. Klidné si pomozte tabulkou
nebo obrdzkem.

ReSeni od Dr.M™ Jana Englera

Nenulovych zbytkt po déleni a je pouze a—1. Kdyz budu umocnovat vice nez
a—1 krat, musim se dostat na zbytek, ktery jsem uz predtim dostal. Z vlastnosti
kongruence vyplyvd, ze jakmile dostanu dvakrat stejny zbytek, musi se opakovat
vsechny zbytky mezi nimi. Pokud je totiz néjaké k, [

VW=c (mod a), b'=c (mod a),

pak
pPrd =i (mod a)

Umocnovani tedy probiha cyklicky, cykly maji délku a — 1 nebo kratsi.
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Uloha 6

Zadani:

1. Jaky zbytek ddvd cislo 23°

po déleni 59

2. Jaky zbytek ddvd vijraz 2' 4 327 + 525 po déleni 227

ReSeni od Bc.MM Michaely Valtrové

1)

2! =2 (mod 5)
22 =4 (mod 5)
23 =3 (mod 5)
2*=1 (mod 5)
25 =2 (mod 5)

229 =2 (mod 5)
239 =4 (mod 5)

230 dava po déleni 5 zbytek 4.

2) 204327 + 525 si miizeme rozdélit na tfi samostatné mocniny, kde chceme
zjistit zbytek po déleni 22 a nasledné tyto zbytky secist. Muzeme to rozdé-
lit, protoze déleni se zbytkem je vlastné odecitani, s¢itani a odc¢itani nam to
umoznuje.

216 =920 (mod 22) opakovani zbytki (2,4, 8,16, 10, 20, 18, 14,6, 12)
327"=9 (mod 22) opakovani zbytku (3,9,5,15,1)
52 =1 (mod 22) opakovéani zbytkt (4,3,15,9,1)

216 1327 1 5% =20 +94+1 (mod 22)
216 1327 1 5% =8 (mod 22)

Vyraz dava po déleni 22 zbytek 8.
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Uloha 7
Zadani:
1. Najdéte vsechny celociselné nezdporné dvojice (m,n), pro které plati
142" =3".

2. Najdéte vsechny celociselné nezdporné dvojice (m,n), pro které plati
1+ 3™ =2",

Reseni:

1) Pfi feseni prvni z dvojice tloh vyuzijeme krom kongruenci i lehkou préci se
vzorci. Zacneme tim, ze spravné zvolime ¢islo, jehoz délitelnost budeme u obou
stran rovnice zkoumat. Jelikoz je jednoduché nahlédnout, Ze rovnice ma néjaka
trividlni reseni, budeme se snazit vybrat takové ¢islo, u kterého se jedna ze stran
rovnice bude chovat ,zajimavé“, tedy jinak, nez se jen klasicky cyklit. V tomto
pripadé je vhodna vyssi mocnina jedné ze dvou mocnin v rovnici (v tomto pfipadé
2, 3) — a za chvili uvidite pro¢. Nyni uz vadm prozradim, ze v tomto piipadé
pouzijeme délitelnost 4.

2! +1=3 (mod 4) 3' =3 (mod 4)
224+ 1=1 (mod 4) 32=1 (mod 4)
224+ 1=1 (mod 4) 33 =3 (mod 4)

Jak vidime, pouzitim kongruenci podle mocniny dvojky jsme po urc¢itém poctu
kroki ukondili cykleni zbytku a ustalili se na jedné hodnoté. To mize byt vyhodné
predevsim v piipadé, Ze chceme ukézat, ze tloha ma néjaky konecny pocet feseni
a zadné jiné.

A co ndm to fika v tomto konkrétnim pripadé? Pro n = 1 jednoduse ovérime,
Ze Teseni existuje — (m,n) = (1,1), mizeme tedy dale predpoklddat, ze n > 2.
V takovém pripadé musi byt m sudé, jinak se obé strany nemohou rovnat.

Pamatujete si, jak jsme na zacatku mluvili o Gpravé vzorcu? Nadesel spravny
cas. Necht existuje k takové, ze m = 2k.

142" = 3%k
2" =32 1
2" = (3F +1)(3F - 1)
Ted uz je Teseni ziejmé. Na levé strané mame néjakou mocninu dvojky, obé

zévorky na strané pravé tedy také musi byti mocninami dvojky. Tato cisla se
ovsem lis{ jen o 2 — a jediné dvé mocniny dvojky, které se 1isi pravé o 2, jsou 2 a 4.
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Po dosazeni

2" =4-2
n=3
8+1=3"
m =2

ziskavame druhou sadu TesSeni.
Uloha mé4 tedy pravé dvé feseni, dvojice (1,1) a (2,3).

2) I pfifeseni druhé z tloh pouZijeme stejny trik se spravné zvolenou kongruenci.
Tentokrat to ovSsem bude ¢islo 8.

3'+1=4 (mod 8) 2! =2 (mod 8)
324+1=2 (mod 8) 22=4 (mod 8)
34+1=4 (mod 8) 22 =0 (mod 8)

29 =0 (mod 8)

V této tloze nam to k feseni prakticky staci. Vidime, ze leva strana rovnice
nikdy nebude délitelnd 8 — plati tedy, ze n < 2. Stacéi tedy vysetrit tii jediné
mozné hodnoty n — 0, 1, 2. Jednoduse pak dostdavame opét dvé sady moznych
feseni — (0,1) a (1,2).

Uloha 8

Zadani:
Najdéte vsechna prirozend n, pro kterd plati

(11" 42" 4+ 1) | (117 4 2nFL 4 1),

Reseni:
Pro feSeni ulohy vyuzijeme jednoduchych kongruenci. Pokud mé platit, ze
(11™ + 27 4+ 1) | (117 + 27+ + 1) pro néjaké n, musi o¢ividné viechny déli-
telé 117 + 22 + 1 délit i 1171 4271 4 1.

Prvni vyuzijeme délitelnosti 3 a podivame se, jaké davaji vyrazy zbytky po
déleni 3.

1M'=2 (mod3) 2'=2 (mod3) 11'4+2'+1=2 (mod 3)
112=1 (mod 3) 22=1 (mod 3) 112422 4+1=0 (mod 3)
11?=2 (mod3) 2°=2 (mod3) 11°4+2°+1=2 (mod 3)
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Tedy vidime, ze pro kazdé sudé n trojka déli 11™ 4+ 2™ + 1. Pokud tedy takové
n ze zadani existuje, mus{ byt uréité liché — v opac¢ném piipadé 3 | 11" + 2™ + 1,
ale 31117+ 4 ontl 41,
Nyni jen snadno za pomoci délitelnosti 4 ukazeme, pro¢ n nemuze byt ani liché
¢islo vétsi nez 1.
11'=3 (mod4) 2'=2 ( y 1t 2tr1=2 | )
112=1 (mod4) 2°=0 ( ) 11242241 =2 )
11°=3 (mod4) 2°=0 (mod4) 11°4+2°+1=0 (mod 4)
11*=1 (mod4) 2*=0 ( )y 1t42tr1=2 )

Co ndm vyplyva z této délitelnosti? Pro kazdé liché n, které je vétsi rovno 3,
je vyraz 11" 42" 4+ 1 délitelny 4, ale vyraz 117+t + 271 41 uz ne — n tedy urcité
nemuze byt ani liché ¢islo vétsi nez 1.

Zbyva nam tedy jedna mozné hodnota pro n, u které lze jednoduse otestovat,
jestli délitelnost plati.

11+2+1]1214+4+4+1

14 | 126

Ziskavame tedy reseni, kdy jedina pripustna hodnota n je 1.

Uloha 9

Zadani:
Najdéte vsechna prirozend n, pro kterd plati

4"t 4+ 7.22 448 = n!
ResSeni od Doc.™M Klary Grinerové

41 4 7.92 4 48 = p!
41 4 98 4+ 48 = n!
A= 4 76 = n!

Pravou stranu rovnice tvori faktoridl, musi tedy platit
14" 476, 24" 1476, 3|4" 1 +76, ..., n|4"! 76

Nyni na chvili zanedbdme rovnosti levé a pravé strany a podivame se, ¢im je
levé strana délitelnd, pokud uvazime néjaké obecné n.
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2 | 4"~1 476 plati jisté pro viechnan > 1 (a pron = 1 nem4 cenu uvazovat).
Délitelnost 3:
4""1'=1 (mod 3)
76=1 (mod 3)
4" 14 76=2 (mod3) — 3 nikdy nedéli 4"~ + 76.

Tedy pro obecné n rovnice nema TeSeni, jelikoz pro n > 3 nelze a pro 1, 2
jednoduse vyzkousime, Ze neplati.

Uloha 10
Zadani:
Dokazte, Ze pokud je pro celociselnd a, b vijraz a® + 9ab + b2 délitelny 11, pak je
i vyraz a® — b2 délitelny 11.

ReSeni od Bc.MM Michaely Valtrové

11| a® + 9ab + b*

11| a* — 2ab + b* + 11ab

11| (a—b)*+ 11ab
Pokud je soucet dvou ¢lenu délitelny 11 a druhy ¢len je délitelny 11, musi byt
i prvnf €len délitelny, proto 11 | (a — b)%.

Protoze je 11 prvodislo, je samotny rozdil a a b délitelny 11 (délitelnost
u mocniny jinak neziskdme).

(a —b) =11k
a? —b> = (a—Db)(a+b) = 11k(a +b)
11| 11k(a + b)

Protoze dokazovany vyraz je souc¢inem dvou ¢lent, z nichz jeden je délitelny
11, je cely vyraz 11 délitelny také.

Jane; pallova. jane@gmail.com
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Téma 4 — Pocitac z nul a jednicek

Dil 6: Zavér

Je to tady. Pravé ctete posledni dil téméatka Pocita¢ z nul a jednicek. Na zacatku
ro¢niku jsme planovali, jak témétko pojmenujeme. Neni ten pocita¢ moc ambici-
6zni? Na co vSechno Tesitelé prijdou? Neskonc¢ime nahodou u hloupé kalkulacky,
které bude umét stézi nasobit?

Timto bychom vam tedy chtéli podékovat za nadseni, se kterym jste se do
feSeni pustili. Diky vdm, FeSiteltim, jsme z nul a jednicek (a hradel v prvnim ¢&isle)
ten pocitac nakonec postavili.

Vase navrhy pocitacli a v ¢em se lisi od téch realnych

V minulém &sle otistény navrh Mgr.MM Vojtécha Gadurka doplnil i procesor po-
staveny Dr.MM Viclavem Tichym. Jeho konstrukci vam dévime k dispozici ke
staienﬂ v odkazovaném archivu kromé samotné konstrukce naleznete i popis
prikaz, prekladac, ndvod k pouziti a ukazkovy program na pocitani Fibonacciho
¢isel. Vaclaviv navrh se od Vojtéchova casto 1isi, coz pfimo odpovida na zadanou
otazku, zda jde pocdita¢ postavit i jinak, nez jak jej Vojtéch predstavil ve svém
clanku.

Také bychom chtéli stru¢né porovnat oba navrhy s realistickou predstavou jed-
noduchého procesoru na drovni Arduinaﬂ Oba navrhy se shoduji s realitou v zéa-
kladni myslence, ze budeme tpravy dat néjak kédovat do jednicek a nul v podobé
instrukci. Instrukce pak budou tvorit néjakou posloupnost a v tomto poradi se
budou zpracovavat. Kromé zmény dat lze také ménit poradi vykonavani instrukei
bud nepodminénymi skoky (Vojtéchova instrukce LOOP, Viclavova JUMP_T), nebo
v zavislosti na néjaké podmince. Obé dosla feseni k tomu pouzivaji néjaky ukaza-
tel na aktudlni instrukci (u Vaclava pojmenovany INS_REF, v praxi ¢asto program
counter nebo instruction pointer), ktery se automaticky posouvd vzdy na dals
instrukci, jen pfi skoku je prepsan.

Oba nédvrhy oddéluji pamét s daty, kterou lze ¢ist i ménit (datovou pamét)
a pamét obsahujici instrukce, kterd se jen ¢te (programovou pamét). Tomuto prin-
cipu se odborné tika Harvardskd architektura a vedle ni existuje Von Neumannova
architektura, kdy jsou program i data ulozené ve spolecné paméti na riznych mis-
tech. Oba typy architektur se pouzivaji a ve skutecnosti mezi nimi neni ostra
hranice.

Modely se od sebe lisi v tom, jak maji ulozena data: Vojtéchtuv pocitac pracuje
primo nad datovou paméti, Vaclav pouziva ,pridavné“ pamétové buiiky (registry),
ve kterych provadi zmény dat, a jiz zpracovand data kopiruje do paméti pomoci

Thttps://mam.mff.cuni.cz/media/prilohy/27.6/tichy-procesor.zip, popis procesoru byl
mirné upraven
%https://www.arduino.cc/en/Guide/Introduction
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separatni instrukce. Ve svété Logisimu lze pouzit oba zpusoby, redlné je praktic-
téjsi navrh s registry, nebot pamét je oproti registrim vestavénym v procesoru
vyrazné pomalejsi. Je bézné, ze procesory maji i desitky registri.

Oba navrhy umi pracovat pouze s daty v paméti. Jak ale ovladat néjaka vnéjsi
zatizeni, jako jsou klavesnice a obrazovky? Jisté je mozné pridat néjaké dalsi
draty, po kterych bychom témto zafizenim posilali signdly (a néjak zakédovana
data). D4 se tomu ale vyhnout trikem: zafizeni se mize tvafit jako ¢dst paméti.
V takovém pripadé lze napriklad ¢ist data z klavesnice prostym ¢tenim z prislusné
casti pameéti a podobné zobrazovat vystup zapisem do pameéti. I presto se ale bude
hodit par dréta navic, aby ndm zafizeni mohlo poslat signdl (tzv. interrupt neboli
prerusent), ze mé néjakd data ke zpracovani.

Nasim modeltim ale prece jen jedna schopnost chybi — neumime volat funkce.
Konkrétné neni problém funkci zavolat — na to staci na néjak dohodnuté misto
ulozit parametry a pak skoc¢it na télo funkce — ale pak se z ni neumime vrdtit.
Neumime si totiz ulozit hodnotu program counteru do paméti (ani do jiného
registru), ani ji pak obnovit (tj. pokrac¢ovat tam, kde jsme pfed voldnim funkce
skondili). Skutecné procesory to fesi velmi pfimocate: maji zvl1ast instrukce pro
,skok s ulozenim program counteru® a pro ,skok na adresu ulozenou v paméti“.
Aby bylo mozné volat funkce i rekurzivné, tyto ndvratové adresy se ukladaji do
zdsobnikill

Procesory v pocitacich a telefonech se od vyse popsaného lisi predevsim v za-
budované podpofe pro stiidavy béh vice programu (multitasking) a pouzitim velmi
velkého mnozstvi trikl na zrychleni.

Samoziejmeé, vyse uvedené porovnani se skutecnymi procesory je do velké miry
zjodnoduécmﬂ Pokud byste méli zajem se dozvédét vic, mizeme doporucit bud
knizku Computer Organization and Design: The Hardware/Software Interface od
panu Pattersona a Hennessyho nebo predmét Architektura poéitaéﬁﬂ na MFF
UK.

Také je dobré podotknout, Ze to, Ze redlné procesory takhle funguji, viubec
neznamena, ze nemohou fungovat néjak uplné jinak. MozZnosti je mnoho, kazda
z nich ma své vyhody a sva tskali a rozhodné nejde obecné fict, ze je néktera
z nich lepsi ¢i horsi.

Mechanicka hradla naposledy

I tentokrat jsme obdrzeli prispévek k prvnimu problému ze ¢tvrtého cisla, ktery
vybizel ke stavbé mechanickych hradel. Doc.MM Klara Grinerova z provazki po-
stavila hradla NOT, AND a OR a dokonce i puls¢itacku Jeji prispévek se nam
moc libil, proto jej zde otiskujeme a velmi doporucujeme podivat se na prilozené

vided®]

3https://ksp.mff.cuni.cz/kucharky/zakladni-algoritmy/

4BéZné manudly na pouziti procesorti mivajf stovky ¢ tisice stran a popisuji stovky instrukci.
Shttps://is.cuni.cz/studium/predmety/index.php?do=predmet&kod=NSWI143
Shttps://youtu.be/LCdQ3Dq6Zbd
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Hradla z provazki 5 bodi

Doc.MM Klira Grinerovd

Pro reprezentaci mechanickych hradel jsem se inspirovala videen{l Vyuzila jsem
reprezentaci, kde se signal pfenasi pomoci provazku, na jehoz koncich jsou krouzky.
Ty jsou bud v poloze 0 nebo 1. Pti konstrukei jsem vyuzila korkovou nasténku,
na které jsem pomoci $pendlikti a zavazi (matidek) stavéla hradla. Postavila jsem
jednoduché hradla NOT, AND a OR. Jejich provedeni timto zpusoben nebylo ni-
jak obtizné. Poté jsem sestavila pulsc¢itacku s vystupy soucet a prenos do vyssiho
radu. U ni se jiz zacaly projevovat hlavni nedostatky takovéhoto feseni. Jednotliva
zavazi bylo tfeba udélat vzdjemné spravné tézka, aby obvod bylo mozné opako-
vané pouzivat, tedy aby se vystup stale ménil podle hodnot na vstupu. Zaroven
oproti videu, kterym jsem se inspirovala, jsem neméla k dispozici ocka, kterymi
by provazky prochézely, a tak volné lezely pres Spendliky. V okamziku, kdy tak
konkrétni provazek nebyl napnuty, casto se zcela uvolnil. Dalsi problém by nastal,
pokud bychom chtéli vystup jednoho hradla pouzit jako vstup druhého. Tak, jak
byla hradla postavena, by nebylo mozné je na sebe napojovat, jelikoz mechanis-
mus dalsiho napojeného hradla by ovliviioval svuj vstup, jelikoz hradla vyuzivala
hmotnost zavazi a pevné ukotveni vstupu, které by nebylo mozné zachovat pri
napojovani hradel na sebe.

Obrazek 18: NOT

Hradlo NOT jednoduse prenasi signal ze vstupu. Jelikoz provazek méa pevnou
délku a vstup a vystup ma stejné umisténé hodnoty 0 a 1, pri zméné vstupu se
posune roviou vystup.

Hradlo AND uz vyuziva zavazi, které je navdzané pevné na oba vstupy. Pokud
se povoli pouze jeden vstup, zdvazi zustane drzeno na druhém vstupu a klesne az
pokud se oba vstupy povoli na hodnotu 1. Pokles zévazi zptsobi zvednuti vystupu
na hodnotu 1.

Hradlo OR oproti tomu obsahuje zdvazi dvé, kazdé navazané na jednom vstupu.
Obé zavazi jsou navazana také na vystup, jakmile se tak alespon jeden ze vstupt

“https://www.youtube . com/watch?v=CNbScb8v-MI
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Obrazek 20: OR

posune na hodnotu 1, zavazi tohoto vstupu klesne a zvedne se vystup na hod-
notu 1.

vvvvv

soucet. S prenosem je to jednoduché, jedna se o hradlo AND, jelikoz pii vstupech
01, 10, 00 je prenos 0 a jen pfi vstupu 11 je vystup 1. U souctu je to jiz slozitéjsi.
Tam plati, ze pri vstupech 01 a 10 je vystup 1 a jinak 0. Proto jsou dvé zavazi na
jednotlivych vstupech, kterd funguji stejné jako u hradla OR, tedy pii hodnoté
1 na vstupu zpusobi presun vystupu na 1. Déle jsou ale obé zdvazi stejné jako
oba vstupy navazany na jedno vyrazné tézsi zavazi. Toto tézsi zévazi je na vstupy
navazano pevné, tudiz se posune doli az v okamziku, kdy obé hodnoty vstupi
jsou jedna. Toto zavazi je vyrazné tézsi pravé proto, ze pokud se spusti, svou
hmotnosti prevazi a vytadhne obé lehka zavazi, ¢imz dojde k tomu, ze vystup
souctu opét poklesne na hodnotu 0.

Fungovdni vsech hradel si také mizZete prohlédnout na videu|https: //youtu. |
‘be/LCAG3Dq6Zb)
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SOUCET PRENOS

Obrazek 21: Pulséitacka

Redeni vSeho druhu

Stale jsme vam neprozradili feseni nékterych tloh a problémi z predchozich ¢isel.
Pojdme tedy na to. Zacneme tlohami o ,Décku® ze tretiho ¢isla.

Zadani:
Postavte D latch. Nezapomente popsat vstupy a napsat, jak jste k vysledku dosli.

Doc.MM Martin Fof k této tloze pise:

K vytvoreni D latche vezmeme S-R latch a pouze ho trochu vylepsime. Stary
vstup R nyni zapneme, pokud budeme chtit prepnout vystup na nulu, tudiz
pokud bude D nula a E ziroven jedna. Vstup S zase zapneme, kdyz budou D
i E jedna.

E L

— o
J

D [0}

Obrazek 22: D latch

Dale jsme chtéli, abyste zkusili postavit ,,Décko“, jez bude ménit vystup na
nabézné hrané.
Zadani:
Postavte D obvod, jez na vystup propusti aktudlni hodnotu vstupu ve chvili, kdy se
ridici vstup zmeni z 0 na 1. Jinak je na vystupu posledni nastavend hodnota.
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Resen{ hezky sepsala Doc.MV Klara Grinerova. Jak si miizete viimnout, jeji
konstrukce samotného D latche je od té Martinovy trochu odlisna, existuje vice
moznosti, jak jej postavit.

Jelikoz jiz sestaveny D latch zadrzi hodnotu podle vstupu, mizZe jej vyuzit pri
stavbé D obvodu, jelikoz pomoci D latche si umime podrzet minuly vstup a tim
padem zhodnotit zménu situace. Chceme, aby nas novy D obvod zareagoval,
kdyz E se zméni z 0 na 1, tedy kdyz E bylo 0 a po zméné je 1. Takovy D obvod
pak lze sestavit sériovym zapojenim dvou D latchi, kde u prvniho negujeme
vstup E (chceme, aby ndm drzel hodnotu, pokud je E 0, negujeme a dostaneme
1 — tedy hodnotu na kterou D latch reaguje). Do druhého D latche pak jako
vstup D putjde vystup predchoziho a soucasny vstup E. Ziskdme tim obvod,
ktery propousti hodnotu vstupu pravé pii zméné E z 0 na 1, jinak vraci posledni
nastavenou.

PO

E[@H>0 o —@ not Q

Obrazek 23: D latch reagujici na nabéznou hranu

Ve ¢tvrtém cisle jsme zadali nékolik tloh tykajicich se vylepseni nasi kalkulacky
v Logisimu.

ZadAani:
Postavte hradlovou sit pro ndsobeni 4bitovijch cisel pomoci Boothova algoritmu.

Popis algoritmu jsme otiskli jiz ve ¢tvrtém cisle a tato iloha na néj navazovala.
Hradlovou sit postavil Doc.MM Jif{ Kalvoda, jeho feSeni v Logisimu si miizete
prohlédnoutff]

Zadani:
Postavte hradlovou sit, kterd dostane dve 4bitova cisla x, y a vrdti vysledek Y.
Jak si poradite s mnoZstvim bitd potrebngch pro vystup?

Zadani:
Pridejte do kalkulacky ukldddni vysledku a jeho ndsledné pouziti pro dalsi vypocty.
Je treba ddt si pozor na pocet biti vysledku? Pokud ano, jak?

8https://mam.mff.cuni.cz/media/prilohy/27.6/kalvoda-booth.circ obvod BOO
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Zadani:
Predelejte kldavesnici tak, aby se na ni daly zaddvat vstupy v desitkové soustavé
pro alespon 8bitovd cisla.

Resen{ téchto tloh implementoval v Logisimu Dr.MM Viclav Tichy. Otiskujeme
jeho popis a viele doporucujeme, abyste si ke ¢teni otevieli Logisim a prozkoumali,
jak presné jeho konstrukce fungujeﬂ

Mocnénfi

Hradlova sit dostane dvé ¢tyrbitova Cisla X a Y, a vrati osmibitovy vysledek
V. Bohuzel vysledné ¢islo mize mit mnohem vice nez osm bitl, proto celkovy
vysledek bude V - (X,,,)V. Piiklady:

e X =2aY =3
vysledné hodnoty: V =8, X,,, =2a N =0
celkové: 829 =8

e X =15aY =15
vysledné hodnoty: V = 225, X,,, = 15a N = 13
celkové: 225 - 1513 = 4.3789389¢ + 17

Algoritmus postupné nasobi X - X do té doby, dokud nedojde k preteceni, nebo
dokud nenésobil pravé Y krat, poté do V zapiSe pamét, do X,,, zapise X a do
N rozdil mezi Y a poctem kolikrat nasobil.

Jak ovlddat kalkulacku — funkce ANS
Ovladani kalkulacky

1. Zadejte prvni ¢islo na klavesnici, musi byt mensi nez 255
2. Zmécknéte jednu ze ¢tyTt operaci nad klavesnici

3. Zadejte druhé ¢islo na klavesnici, musi byt mensi nez 255 (¢islo se zacne
samo zaddvat znovu od 0)

4. Zmacknéte ,rovna_ se“ pod klavesnici

Na displeji se zobrazi vysledek vami vybrané operace v kroku 2. pro prvni
a druhé cislo. Zaroven se vysledek zapsal do paméti prvniho ¢isla, takze kdyz
zacnete od 2. kroku (vybréni operace), muzete vyuzit funkce ,ANS“. Pokud je
vysledek vétsi nez 255, mensi nez 0, nebo desetinné ¢islo, rozsviti se ,,kontrolka“,
to znamend zZe vysledek je neplatny.

Problém 5 (27.4): Nase kalkulacka zatim umi pocitat pouze priklady s jednou
operaci a nejvyse dvéma hodnotami. Co kdybychom ji chteli naucit pocitat © slo-

9nttps://mam.mff.cuni.cz/media/prilohy/27.6/tichy-reseni.circ
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Zitéjst priklady, treba (3% 9) — (24 3)? Vymyslete zpisob, jak by kalkulacka mohla
takové priklady pocitat, a popiste, jakym zpusobem je do ni vloZit. Kalkulacka by
méla podporovat alesporn scitdni a odcitant, véetné pocitdini se zdvorkami.

Jedna z moznosti je vyuzit tzv. postfizovou notaci. Jde o zpusob zapisu vyrazu,
ktery nepotiebuje zavorky. Hlavni myslenka je drzet si zasobnik ¢isel, do kterého
ukladdme vsechna ¢isla ve vyrazu. Vyraz kromé ¢isel obsahuje i operace, které se
vyhodnoti tak, ze se vytdhnou ze zasobniku dvé ¢isla a vysledek operace se do néj
vrati. Na konci vypoctu zbyde v zasobniku jen vysledek.

Vyraz ze zadani by tak Sel zapsat tieba jako 3 9 * 2 3 + -. Vyhodnoceni
probéhne nasledovné:

Krok | znak zasobnik | komentar
1. 13 Cisla ukldddme na zasobnik
2.1 9 3 Taktéz na zasobnik
3. | * 39 Vytadhneme 3 a 9, zapiSeme soucin
4. | 2 27 Na zasobnik
5.1 3 27 2
6. | + 27 2 3 Secteme dvojku s trojkou
7.0 - 27 5 Spocitame 27 — 5
8. | Konec | 22 Neni co pocitat, vysledek je 22.

Pro prevod z klasického (tzv. infizového) do postfixového zapisu lze pouzit
algoritmus oznacovany jako Zelezniééfsk

Reprezentace riiznych Cisel ve dvojkové soustavé — naposledy

Kdyz uz jsme se vymysleli, jak reprezentovat kladna i zaporna celd ¢isla, rozhodli
jsme se jesté zamyslet, co délat s ¢isly necelymi.

Zadani:

Jak reprezentovat ve dvojkové soustavé redlnd c¢isla? PouZijte pevny pocet biti.
Dr.MM Viclav Tichy naéeﬁ nasledujici zpusob:

Redlnéd cisla pocita¢ vétsinou zapisuje jako cisla s exponenty ve tvaru
+znaménko, exponent, mantisa. Takze vzdy pracuje s Cisly napf. ve tvaru
2,1424 - 10% (samoziejmé v bindrni soustavé). Znaménko uréuje, zda je &islo
kladné, nebo zadporné, exponent urcéuje na jaky fad se mantisa umocnuje a man-
tisa je Cislo napsané ve tvaru 1,011 (desetinnd ¢arka za prvni ¢éislici).

Urcité datové typy maji pro redlnd cisla vzdy alokovany presny pocet bita,
napt. float v C++ je dlouhy 32 bitl, prvni bit je znaménkovy, nésleduje 8 bit
exponentu a poté 23 biti mantisy. Datovy typ double (ktery je dlouhy 64 bit,
aby byl presnéjsi) méa znaménkovy bit, poté 11bitovy exponent a nakonec 52

Onttps://cs.wikipedia.org/wiki/Algoritmus_shunting-yard
Uhttp://kfe.fjfi.cvut.cz/~1limpouch/numet/foluvux/nodes.html
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biti dlouhou mantisu. Timto zptisobem ma ¢islo vzdy presné dany pocet bitt
a presné rozdélené misto pro znaménko, exponent a mantisu, a umoznuje tak
ukladat ¢isla s velkou presnosti.

Problémy redlného svéta

Problém 6 (27.3): V clinku autor navrhl a prakticky ovéril, Ze z tranzistori lze
postavit hradla dle uvedengjch schémat. Zanedbal ovsem nékteré vlastnosti redlngjch
tranzistori, které vedou k tomu, Ze sloZitéjsi hradla by pravdépodobné nefungovala,
pokud bychom je sestavili presné podle téchto schémat. DokdzZete vymyslet, kde je
problém a jak by se snadno dal opravit? Pripadné dokdzZete schémata sami postavit

vvvvvv

+ + +
A
A

B

vystup vystup vystup
I A
(a) AND (b) OR (c) NOT
Obrazek 24: Schémata zapojeni hradel ve ¢lanku
Reseni:

Budeme se zabyvat predevsim napétimi. Aby se NPN tranzistor ,oteviel, tedy
mezi kolektorem a emitorem zacal téci proud, nestac¢i mit na bazi libovolné napéti,
ale je (u dnes obvyklych kiemikovych tranzistoril) potieba, aby bylo napéti na
bézi alespon 0,7V, protoze prechod béaze-emitor se chova jako dioda. Je-li tato
podminka splnéna, pak tranzistor vede proud od kolektoru k emitoru a velikost
proudu kolektor-emitor je zavisla na velikosti proudu baze-emitor. Pro nase tcely
nas velikost protékajiciho proudu nebude prilis zajimat, budeme spoléhat na to,
ze pomoci ochrannych rezistoru je proud omezen tak, ze je dostatecné velky na to,
aby rozsvitil diodu a zaroven dostatecné maly na to, aby diodu nebo tranzistor
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neznicil. Vypocty téchto rezistora jsou nad ramec tohoto tématka, proto se jimi
déle zabyvat nebudeme.

Pokud tedy vime, ze k otevieni NPN tranzistoru potrebujeme, aby napéti
na bazi bylo alespon o 0,7V vyssi, nez je napéti na emitoru, jakym zptisobem
to ovlivni chovani ve ¢lanku uvedenych hradel? Budeme se vzdy zabyvat dvéma
situacemi, a to kdyz je na vstupu logicka 0, tedy 0V proti zapornému pélu zdroje
(ve schématech oznacen —) a kdyZ je na vstupu logickd 1, tedy 5V proti zdporném
pélu zdroje.

Hradla budeme probirat v opa¢ném poradi, nez byla uvedena v ¢lanku, protoze

vvvvvv

Hradlo NOT

Pokud je na vstupu hradla NOT logické 0, pak je tranzistor zavieny, tedy ma ne-
kone¢ny odpor a vzhledem k tomu, ze rezistor pfipojeny k 5V ma odpor konecny,
tak z principu rezistorového délice bude na vystupu 5V, tedy obvod funguje tak,
jak ma.

Vchazi-li do hradla NOT logickd 1, pak je tranzistor otevieny, protoze
5V > 0,7V a tedy méa nizky odpor a dokazeme zvolit velikost rezistoru pripo-
jeného k 5V tak, aby vystupni napéti bylo nizsi, nez 0,7V, tedy kdyz bychom
pripojili za toto hradlo dalsi hradlo s tranzistorem na vstupu, tak by toto dalsi
hradlo vidélo na vstupu logickou 0 a jeho tranzistor by se neotevtel.

Hradlo NOT tedy pracuje spravné.

Hradlo OR

Pokud do hradla OR vstupuji dvé nuly, je situace podobnd jako pfi analyze hradla
NOT vyse. Protoze ale pripojujeme rezistor ke hladiné 0 V, bude na vystupu také
0V.

Uvazujme nyni jen vstup A nastaveny na 1, pro vstup B plati stejné argumenty
se stejnym vysledkem. Pokud je na vstupu, tedy bazi tranzistoru, logicka 1, tedy
5V, pak na emitoru tranzistoru bude nejvyse 4,3 V. Vic tam byt nemiize, protoze
pak by na prechod béze-emitor nezustalo alespon 0,7V, tedy by byl tranzistor
zavieny, mél by nekoneény odpor a tudiz by na emitoru (z principu rezistorového
délice) byla 0V, coz je ale spor s tim, Ze na emitoru je vice nez 4,3V. Protoze je
ale emitor pripojeny rovnou na vystup, pak i na vystupu bude nejvyse 4,3 V.

To ndm v tuto chvili nevadi, samostatné hradlo funguje, ale kdyz bychom
zacali tato hradla Tetézit za sebe, na kazdém dalsim hradle by vystupni napéti
kleslo o 0,7V, az by na vystupu sedmého hradla byla 0,1V, coz je logickd 0,
ackoliv na vstupu byla logicka 1. Tato nevhodnd situace nastala, protoze 0,7V se
vzdy pocita mezi bazi a emitore

Hradlo OR v tomto provedeni tedy nelze fadit vicekrat za sebe a tudiz by

vvvvvv

12V piivodnim ¢élanku navic byla logicka jedni¢ka definovana jako tiroven napéti mezi 5V
a 2V, takze by napéti mimo tyto meze kleslo uz po péti hradlech. Toto rozmezi napéti, které
neodpovida logické nule ani jednicce, se nazyva zakdzané pdsmo.
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Hradlo AND

Stejnym argumentem jako u hradla OR ur¢ime, ze pokud je alespon na jednom
vstupu hradla AND nula, bude na vystupu 0V.

Pokud zanedbame vstup A a na vstup B posleme jednicku, ziskame stejny
obvod, jako jsme analyzovali v minulém pripadé, tedy vime, Ze na vystupu bude
o alespon 0,7V mensi napéti, nez na vstupu. Nékteri by si nyni{ mohli myslet, ze
kdyz budeme uvazovat i vstup A nastaveny na jednicku, tak vystupni napéti bude
dokonce o 1,4V nizsi, nez napéti na logickych vstupech, ale neni tomu tak. Ac¢ se
to muze zdat neintuitivni, obzvlasté z nékterych vizualizaci tranzistoru, ubytek
napéti na prechodu kolektor-emitor neni 0,7V, ale mnohem méné (desitky az nizsi
stovky mV), protoze tranzistor funguje na jiném principu, nez Ze jsou to jen dvé
diody ,zady k sobé“. Napéti na vystupu bude tedy o néco méalo nizsi nez v pripadé
hradla OR, ale nikoliv o dalsiho 0,7 V.

Ani hradlo AND v tomto provedeni tedy nelze radit vicekrat za sebe.

+ +
vystup ——— vystup
A
A B
B
(a) Hradlo NAND (b) Hradlo NOR

Obréazek 25: Tato hradla jiz lze fetézit libovolné

Jak z toho ven?

vvvvv

popsali vyse? Jednou z moznosti je za kazdé hradlo umistit ,,opravovac signalu*,
ktery z 4,3V udéla znovu 5V. VSimnéme si, ze hradlo NOT funguje stejné, at uz
viadit NOT dvakrat za sebe, které by nam opét udélaly spravna napéti.

Druhd moznost je zkusit opravit samotna hradla. Toto bohuzel nejde tplné
snadno, nejjednodussi pristup je misto AND a OR postavit hradla NAND a NOR,
které se lis tim, ze vystupni logickd troveil je invertovand (tedy NAND m4 na



FREA  XXVII/6 49

vystupu 0 tehdy a jen tehdy, kdyZ jsou oba vstupy 1). NAND z AND pak udélame
jednoduse tak, ze prohodime stranu ,nad vystupem® a ,,pod vystupem®, viz ob-
razek Kdyz nyni bude na alespon jednom vstupu logicka 0, bude na vystupu
5V, protoze alespon jeden z tranzistoru bude zavieny. Kdyz bude na obou vstu-
pech logicka 1, budou oba dva tranzistory oteviené a na vystupu bude logicka 0,
tedy toto hradlo neméa problém s postupnou degradaci napétovych trovni.

Pavel, Kdta, Honza a Jethro; pa—ka@mail.ledoian.cz

Vysledkova listina 6. Cisla

Témata
Po¥. | Jméno R.| > .| 1 2 3 4|20 2
1.|Doc.™ K. Grinerova | 4 |300,8|11,5 16,0 16,0 5,0 |48,5|284,3
2. | Doc.™ M. Fof 3 (211,4]12,5 12,5 |152,7
3.|Dr.™ J. Engler 2 1134,7]17,0 15,5 32,5|134,7
4.|Dr.M V. Tichy 1 |113,7 8,0 10,0 17,3 |35,3|113,7
5.| Mgr.™ D. Ctvrtecka | 1 | 97,2 97,2
6. | Doc.™ J. Kalvoda | 4 [224,6 90,2
7. | Dr.™ V. Jandéek 4 |175,8 78,9
8. | Mgr.™ V. Gadurek | 4 | 70,0 70,0
9. | Dr.™ T, Flidr 3 1102,9 59,0
10. | Mgr.™ J. Knillovda | 2 | 87,8 12,0 12,0| 51,9
11. | Mgr.™ O. Piroutek | 3 | 94,4 5,0 50| 49,0
12.-13. | Mgr.™ K. Pernicovd | 4 | 90,3 48,5
BeM K. Petrlikovd, | 3 | 48,5 48,5
14. | Be.™ H. Nguyen 4| 47,0 47,0
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Témata
Por. | Jméno R. 271 1 2 3 4 Zo 21
15. | Mgr.™ A, Cmielova | 2 | 71,3 8,7 8,7| 45,7
16. | Mgr.™ V. Jazkova | 3 | 50,9 42,4
17. | Be.™M E. Beranové 1| 39,0 39,0
18. | Mgr.™ J. Kvapil 3| 54,5 38,8
19.-20. | Be.™™ M. Pavlicek 3| 37,2 37,2
Be.MM M. Valtrova 2| 37,2 14,2 14,2 | 37,2
21.-22. | Be.™ D, Farhan 4 | 37,0 37,0
Mgr.™ D. Perout 4 | 69,0 37,0
23. | Be.™ D. Skypala 3] 331 33,1
24. | Mgr.™ L. Veskrna | 3 | 63,1 31,3
25. | Bc.M P. Hladik 3| 43,0 30,0
26. | Mgr.™ M. Boéek 2| 59,1 29,9
27. | Be.M V. Polaskova | 2 | 29,5 29,5
28. | Bc.™ S, Biezovidk | 4 | 25,8 25,8
29. | K. Sedovi 2| 19,0 19,0
30. | Mgr.™™ A. Opl 3| 39,3 18,8
31.| O. Chwiedziuk 4| 18,3 18,3
32. | A. Hustava 3| 17,7 17,7
33.-34. | M. Stencel 4 | 16,0 16,0
Be.™ M. Turinské | 4 | 19,0 16,0
35. | L. Kacenkova 2| 14,0 14,0
36.-37. | Mgr.™ 0. Gonzor 4| 58,4 13,0
0. Skécel 21 13,0 13,0
38. | P. Jendele 2| 12,3 6,0 6,0| 12,3
39. | J. Kfimska 21 90 9,0
40. | M. Chrostek 1 75 4,5 3,0 750 7,5
41. | P. Khartskhaev 4 6,0 6,0
42. | P. Herman 2 1,7 1,7
43. | A. Cechova 1 0,6 0,6

Sloupecek 271 je soucet vSech bodu ziskanych v nasem seminéfi, Zo je soucet bodu
v aktualni sérii a 21 soucet vSech bodu v tomto roéniku. Tituly uvedené v predchozim
textu slouzi pouze pro ucely M&M.
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Vysledkova listina 27. roéniku

Cislo
Po¥. | Jméno R[>, 2 3 4 5 6| >,
1.|Doc.™ K. Grinerova | 4 |300,8|72,8 43,0 55,5 64,5 48,5|284,3
2. |Doc.™ M. Fof 3 |211,4 103,9 20,3 16,0 12,5|152,7
3.|Dr.™ J. Engler 2 |134,7(42,5 45,7 14,0 32,5 |134,7
4.|Dr.™ V. Tichy 1 |113,7/20,5 14,5 12,2 31,2 35,3|113,7
5. | Mgr.™ D. Ctvrtecka| 1 | 97,2(26,0 37,0 34,2 97,2
6. |Doc.™ J. Kalvoda | 4 |224,6|31,0 45,2 14,0 90,2
7./ DM V. Janacek 4 |175,8(30,8 48,1 78,9
8. |Mgr.™ V. Gadurek | 4 | 70,0]39,0 31,0 70,0
9. Dr.M T. Flidr 3 1102,9(44,5 14,5 59,0
10. | Mgr.™ J. Knillovd | 2 | 87,8 22,4 17,5 12,0| 51,9
11. | Mgr.™ 0. Piroutek | 3 | 94,4[10,0 14,5 2,5 17,0 5,0 | 49,0
12.-13. | Mgr.™ K. Pernicova | 4 | 90,3|20,5 28,0 48,5
BeMM K. Petrlikova | 3 | 48,5(22,5 26,0 48,5
14. | Be.™ H. Nguyen 4] 470(21,5 255 47.0
15. | Mgr.™ A, Cmielovd | 2 | 71,3[13,0 12,0 12,0 8,7 | 45,7
16. | Mgr.™ V. Jazkovd | 3 | 50,9(26,9 10,5 5,0 42,4
17. | Be.™ E. Beranova 1] 39,0/13,0 26,0 39,0
18. [ Mgr.™ J. Kvapil 3| 54,5(23,5 15,3 38,8
19.-20. | Be.MM M. Pavlicek 3| 37,2 37,2 37,2
Be.M M. Valtrova 2| 37,2(14,0 9,0 14,2 | 37,2
21.-22. | B D. Farhan 4 | 37,0(22,1 14,9 37,0
Mgr.™ D. Perout 4| 69,0[185 18,5 37,0
23.|Be.M D. Skypala 3| 33,1] 65 266 33,1
24. | Mgr.™ L. Veskrna | 3 | 63,1|31,3 31,3
25.|Bc.™ P. Hladik 3| 43,0(30,0 30,0
26. | Mgr.™ M. Bocek 2 | 59,1 29,9 29,9
27. | Be.™ V. Poldgkovs | 2 | 29,5/24,5 5,0 29,5
28.|Bc.M §. Brezovidk | 4 | 25,8| 8,0 17,8 25,8
29. | K. Sedova, 2| 19,0(16,0 3,0 19,0
30. | Mgr.™ A. Opl 3| 39,3/16,0 2,8 18,8
31.| O. Chwiedziuk 4| 18,3(18,3 18,3
32.| A. Hustava 3| 17,7(17,7 17,7
33.-34. | M. Stencel 4 | 16,0]16,0 16,0
BeM M. Turinskd | 4 | 19,0 16,0 16,0
35. | L. Kagenkova, 2| 14,0 7,0 7,0 14,0
36.-37. | Mgr.™ 0. Gonzor 4 | 58,4/(13,0 13,0
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Cislo

Pot. | Jméno R.|> .2 3 4 5 6| 2,
O. Skécel 2 | 13,0(13,0 13,0

38. | P. Jendele 2 12,3 4.3 20 6,0 12,3
39. | J. Kfimska 2 9,01 9,0 9,0
40. | M. Chrostek 1 7,5 7,5 7,5
41. | P. Khartskhaev 4 6,0| 6,0 6,0
42. | P. Herman 2 1,71 1,7 1,7
43.| A. Cechova 1 0,6 0,6 0,6

Casopis M&M je zastfeen Matematicko-fyzikalni fakultou Univerzity Karlovy. S ob-
sahem casopisu je mozné nakladat dle licence CC BY 4.0. Autory textu jsou, neni-li
uvedeno jinak, organizatori M&M.
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