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Uvnitf najdete nékolik témat a s nimi souvisejicich Gloh. Zamyslete se nad nimi a poslete
nam sva feseni. My vam je opravime, posleme zpét s dalSim Cislem a ta nejzajimavéjsi
z nich otiskneme. Nejlepsi feSitele zveme na podzim a na jafe na sousttedéni.
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Mili fesitelé,

snad vam v tuhych mrazech nezamrzly vsechny mozkové bunky a téch nékolik slu-
ne¢nych dni je spravné nabudilo, takze se uz tésite na nové M&M. Z naseho pera
v ném najdete posledni zadani tohoto roc¢niku, z TeSitelskych prispévki prede-
vsim Feseni Doc.MM Klary Grinerové z topologie a optiky a ¢lanek Mgr.MV Vojté-
cha Gadurka s ndzvem Pocitace a jednoduché programovaci jazyky. Vsechny vase
prispévky nds moc tési, jen tak d&l!

Zobecnéni topologie na mnoho dimenzi nebylo dostatecné obecné, a tak bu-
deme jesté obecnéjsi a zamérime se na Obecnou topologii, kterda nevyzaduje, aby
prostory byly metrické, a staci ji jakékoliv obecné prostory. Obecnéjsi budeme
i v optice, kde rozsifime zabér od viditelného svétla na obecné vinové délky.

7 olympiddni matematiky se budeme zabyvat délitelnosti, prvocisly a teorii
¢isel obecné. Nas pocitac se také budeme snazit zobecnit, tedy navrhnout dalsi
vylepseni, aby byl schopen provadét tlohy obecnéjsiho typu. Obecnéji budeme
chtit umét také reprezentovat ¢isla, kromé celych i redlna. Nakonec pripomeneme,
ze ke spolupréci a feSeni obecné muzete vyuzivat e-mailové konference.

Ze by byl tenhle dil tiplné nejobecnéjsi? Mnoho obecné zabavy pii obecném
vymysleni!

Vasi obecni organizdtori

Téma 1 - Topologie . ... ...
Téma 2 - Optika ... ...
Téma 3 - Olympiadni matematika ........... ... ... ... ... ... ...

Téma 4 - Pocéita¢ z nul a jedniCek........................ ... ... ... ...,
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Zadani a reseni témat

1. deadline: 27. 4. 2021| 2. deadline: 18. 5. 2021

Téma 1 — Topologie
Dil 5: Obecna topologie

Zatim jsme se bavili o metrickych prostorech, neboli o prostorech, ve kterych je
definovand vzdélenost mezi kazdymi dvéma body. Vzdalenosti se také obcas rika
metrika a prostor je mnozina bodid. S metrickymi prostory se Casto setkdvame
v praxi a vzdalenost v nich mtze byt definovina riznymi zptsoby. Obecné chceme,
aby metrika p jako funkce dvou bodti z daného prostoru vracejici jejich vzdalenost
splnovala nékolik podminek:

o p(x,y) > 0; rovnost nastava prave tehdy, kdyz z =y
. ule,y) = uy,2) (symetric)
o w(z,2) < p(z,y) + ply, ) (trojuhelnikovd nerovnost)

Uloha 1 [2b]: Mé&jme body v roviné reprezentované pomoct dvojice jejich x-ovijch
a y-ovych souradnic. UkaZ, Ze funkce

W ((x1,91), (22,92)) = max(|er =y, 22 — y2|)

je metrikou v rovine, neboli Ze splnuje vyse uvedené podminky.

Uloha 2 [2b]: Mé&jme diskrétni metriku 6 definovanou jako

5z, y) = 0 pokud xz=y
W= 1 pokud x+#y

Ukaz, Ze 0 je metrika.

Topologie je ale pojem, ktery se netyka jen metrickych prostori. V tomto dile

se podivame na to, jak se topologie definuje na obecnych prostorech. Budeme se
tedy muset smifit s tim, Ze uz nebudeme znat vzdalenost mezi dvéma body.
z metriky spocitat, je okoli U daného bodu. Dokud méme metriku d, mizeme
snadno zjistit, které body lezi v néjakém blizkém ¢i dalekém okoli kazdého bodu.
Pro kazdé r > 0 je okoli bodu x dané otevienou kouli B, (x) = {y | d(z,y) < r}.
pro kazdy bod x mnozinu vSech jeho okoli U(z), kde okoli si miizeme predsta-
vit jako mnozinu bodt, které bod x obklopuji. Co to presné znamend, uvidime
v definici nize.



Formalné tedy pro prostor X a bod z € X plati U(x) C 2%, kde 2% znaci
mnozinu vsech podmnozin mnoziny X. Aby prostor X spolecné s funkei U vra-
cejici okoli kazdého bodu byla topologie definovand pomoci okoli, musi spliovat
nasledujici axiomy:

(A1) pro kazdou mnozinu U € U(z) plati z € U

(neboli kazdé okoli bodu x obsahuje x)
(A2) U,V el(z) =UNV elU(x)

(neboli pokud U a V jsou okolimi bodu x, pak i jejich prunik je okolim x)
(A3) UeU(z) NU CV =V el(x)

(neboli pokud U je okolim bodu z, pak i vSechny mnoziny obsahujici U jsou

okolimi x)

(A4) pro kazdou U € U(z) existuje W e U(z), W C U takové, ze pro kazdé y € W
je U eU(y)
(neboli pro kazdé okoli bodu z existuje jeho podmnozina W, kterd je téz
okolim x a pro kterou plati, Ze U je okolim kazdého bodu ve W)

Uloha 3 [3b]: Pomoci aziomii Ay af Ay dokaz ndsledujici silnéjsi verzi aziomu
A4 N

(A}) pro kazdou U € U(z) existuje W € U(x)W C U takové, Ze pro kazdéy € W
je WeU(y)
Ndpovéda: Polozte W ={y | U € U(y)}.

Topologii mizeme téz definovat pomoci otevrengch mnozin. Prostor X spo-
le¢né s mnozinou otevienych mnozin @ C 2% je topologie definovana pomoci
otevrenych mnozin, pokud:

(01) @,X €O

(neboli prazdnd mnozina a cely prostor jsou oteviené mnoziny)

(O) U,VeO=UNVeO
(neboli prunik otevienych mnozin je oteviend mnozina)

(03) U, € O,i el = UieIUi €O
(neboli sjednoceni otevienych mnozin je oteviend mnozina)

Zkracené se dé Tict, ze nase mnozina otevienych mnozin musi obsahovat prazd-
nou mnozinu a cely prostor a dale byt wzavrend vzhledem k sjednoceni a pru-

nikuT]
Uloha 4 [2b]: Necht X = {a,b,c} je prostor obsahujici tii body a necht
O ={0,X,{a},{b},{a,b},{a,c}}.

1Prinik uvddime pouze pro dvé mnoziny a ne pro prunik libovolné mnoha mnozin, protoze
by to mohlo svadét k priniku nekonec¢né mnoha mnozin, ktery uz otevieny byt nemusi.
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Over, Ze tento prostor spliuje axiomy Oy az Oz, neboli Ze se jednd o topologickiy
prostor.

D4 se ukazat, ze obé definice jsou ekvivalentni.

Uloha 5 [3b]: Predpoklddejme, Ze mdame topologii definovanou pomoci okoli. Necht
pro O plati, 2e U € O < U € U(x) pro vSechna x € U, neboli Ze mnozina U je
otevrend prdvé tehdy, kdyz je okolim vsech bodi, které do ni ndlezi. Ukaz, Ze takto
definovand mnozina otevrengch mnozin splnuje axiomy O1 az Os.

Uloha 6 [3b]: Predpoklddejme, Ze mdame topologii definovanou pomoci oteviengch
mnozin. Méjme okoli U definované ndsledovné: U € U(x), pokud existuje V € O
takovd, ze x € V. C U; neboli mnozina U je okolim bodu x, pokud obsahuje ote-
vrenou mnozinu obsahujici x. UkaZz, Ze takto definovand okoli bodu splriuji axiomy

A1 az A4.

Uzavrené mnoziny definujeme jako dopliky otevienych mnozin. Presnéji, po-
kud je U oteviend mnozina prostoru X, pak X \ U je uzaviend mnozina.

Uloha 7 [3b]: Napis vsechny uzaviené mnoZiny topologického prostoru z Ulohy ,
Obsahuje tento prostor néjaké mnoziny, které jsou otevrené i uzavrené? Najdes
otevrenou mnoZinu, kterd neni uzaviend? A existuje v mém uzavrend mnozina,
kterd neni otevrend?

Uloha 8 [3b]: Predpokladejme, Ze mame topologii definovanou pomoci oteviengch
mnozin. Ukaz, Ze

e konecné sjednoceni uzavrenych mnozin je uzavrend mnozina

o konecny prunik uzavrenych mnozin je uzavrend mnozina

Jak takova obecnd topologie muze vypadat? Jednoduchym piikladem je dis-
krétni topologie, kde za oteviené mnoziny vezmeme vsechny podmnoziny X. V ta-
kovém pripadé jsou vSechny podmnoziny X oteviené i uzaviené. Okoli bodu z pak
tvori vSechny mnoziny obsahujici z. Tato topologie je maximalni co do poctu ote-
vienych mnozin. Dal$im jednoduchym prikladem je indiskrétni topologie, ve které
jsou otevienymi mnozinami pouze § a X. V této topologii je okolim kazdého bodu
x pouze cely prostor X.

Abychom si praci s topologickymi prostory zjednodusili, zavedeme bdzi B C O
otevienych (ne nutné disjunktnich) mnozin, pro kterou plati, Ze kazda oteviena
mnozina je tvorend sjednocenim vsech mnozin baze, které jsou jejimi podmnozi-
nami. Formalné zapséno, pro kazdou U € O plati U = |J{B € B | B C U}. Pokud
mame topologii definovanou na primce, pak bazi tvori vSechny oteviené intervaly.
Na primce muzeme definovat i jinou topologii, tak zvanou Sorgenfreyovu primku,
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kde bézi tvor{ intervaly [a,b), tj. zleva uzaviené a zprava oteviené. Tato topo-
logie ma spoustu zajimavych vlastnosti a casto mize poslouzit jako jednoduchy
protipriklad pro néktera zdanlivé platna tvrzeni.

Uloha 9 [5b]: Necht X = {a,b,c}. Nad X mizeme definovat 29 topologii. Kolik
jich dokdzes najit a popsat? Zkus prijit na jednodussi a elegantnéjsi zpusob, jak je
popsat, nez pouhym vyctem.

Vzorova feseni 3. dilu

K prvnim péti tloham 3. dilu téméatka jsme obdrzeli pékna feseni od Doc.™ Klary
Grinerové, moc za né dékujeme. Libila se nam natolik, Ze je otiskujeme jako
VZOTOVA.

Uloha 1

Zadani:

Uvédom si a zdivodni, Ze kriZitko (definované v predchozim dile jako Mdbiova
pdska prizipovand k okraji diry) je topologicky ekvivalentni kriZidlu, které jsme
prave definovali jako vysledek sezipovani dvou polovin kruhové diry pomoci dvou
stejné orientovanych zipid. (Tip: Zafizuj délku zipi tak, aby kazdy zabiral presné
pulku kruznice. Kam se zobrazi bod v néjaké konkrétni vzddlenosti od jejich pre-
delu?)

Reseni:

Jelikoz vime, ze na poradi zazipovani zipu nezalezi, lze si Mobiovu pasku
predstavit jako pruh, ktery méa na kratsich okrajich nesouhlasné orientované
zipy a na delsich okrajich mé zipy jdouci stejnym smérem. (Muzete sledovat na
obrézcich (1| a ) Pokud pak jednu ¢ast pasky prilepime k prvni poloviné kruz-
nice, budeme mit diru s prilepenym paskem po poloviné obvodu. Na pasku jsou
dva kratsi zipy a jeden stejné dlouhy jako je polovina kruznice. Pomoci spojité
transformace muazeme pasku ,rozplacnout* do roviny sféry, ve které je dira. Bu-
deme tak mit diru, kde jsou ¢tyfi zipy, ale dvojice na sebe navazuji. A jelikoz
maji stejnou délku, tak se jedna v podstaté o sezipovani jedné diry, kolem které
jsou nesouhlasné orientované zipy. A vime, Ze takovymto sezipovanim vznikne
krizidlo.

Mebrove ?a':hu s 4 zipem T’"‘1
ekvmje
Hebiove ?vfs\m rozelclena
-— -

Obrazek 1



FREA  XXVII/5 7

X ‘s 4o PR
hebiova pasha VF:)]pyqv\nl L4 » " - J

( i &/

B , )
Di’m s h u‘;,hh.kbt P‘l"\/w‘

2 clejine’ EuH

2 Vewouhlagne rientevane

Obrazek 2

Uloha 2

Zadani:

Ktergm jiz zndmym objektim jsou homeomorfni:
o sféra s uchem
e sféra s krizivgm uchem?

Reseni:

Sféra s uchem Vezmeme sféru S? na které bude ucho, coz je povrch koule
na kterém je ucho. Takova sféra je pak homeomorfni s torem. Pokud budeme
prumér ucha zvétSovat, az bude mit stejny prumér jako kulovd plocha (sféra
S?), ziskame torus, viz obrézek Sféru, na které bude ucho, miZzeme reprezen-
tovat jako plast vélce bez podstav (obrézek . Okraje jsou pravé dvé diry ve
sfétre, které maji souhlasné orientované zipy, jejich spojenim tak vznikne ucho a
zaroven torus, jak vime z minulého dilu.

-/

Obrazek 3: Sféra s uchem jako torus

Sféra s kiizivym uchem Pokud opét vezmeme sféru S2, na které bude
ktizivé ucho, dostaneme torus prokrizeny sam do sebe, ktery je Kleinovou lahvi.
(Muzete sledovat na obrazku ) Sféru, na které bude ucho, lze opét reprezen-
tovat jako plast valce bez obou podstav. Okraje s nesouhlasné orientovanym
zipem tvori dvé diry ve sféfe, jejichz spojenim vznika krizivé ucho. Po spojeni
tak vznikne sféra s kiizivym uchem neboli Kleinova ldhev, jak jsme si ukazali
v minulém dile.




—

Q) - O -

Obrazek 4: Sféra s uchem jako plast valce

Obréazek 5: Sféra s kiiZzivym uchem

Uloha 3

ZadAani:
Co vznikne, pokud slepime nejdrive souhlasné strany obdélnikové diry z obrdzku [0
a poté jeji dvé nesouhlasné strany?

Obrazek 6: Obrazek k zadani Ulohy 3.
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Reseni:

P1i spojeni souhlasnych stran ziskdme v podstaté sféru se dvéma dirami,
které maji nesouhlasné orientované zipy, viz obréazek [7/| No a pfi spojeni dvou
dér s nesouhlasné orientovanymi zipy ziskame kiizivé ucho, jak uz bylo v tomhle
dile ukazano.

=i

———————

Obrazek 7

Uloha 4

Zadani:

Meéjme dvé kruhové diry a dva druhy ziptu, bilé a cerné, pricemz kazdd dira md
pulku okraje pokrytou jednim druhem zipu a druhou pulku druhym druhem zipu.
Cerné zipy jsou orientované souhlasné, tedy proti sobé, bilé nesouhlasné, tedy oba
stejné. Situace je nakreslena na obrdzku [§ Co vznikne, kdyz slepime nejdrive
cerné zipy a poté bilé? A co kdyz slepime nejdrive bilé zipy a teprve poté cerné?
Kombinaci kterych jiz zndmgch prokid jsou takto ziskané objekty homeomorfni?

Co se z toho dozviddme?

Obrazek 8: Obrazek k zadani Ulohy 4.
Reseni:
Nejprve ¢erné, pak bilé Pro zjednoduseni predstavy diry opét vytdhneme

z povrchu sféry a pootocime je tak, ze souhlasné zipy budou blize k sobé, viz
obrazek [9] Pfi spojeni souhlasnych zipu tak vznikne ucho s dirou. Dira bude
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ohranicena nesouhlasné orientovanymi zipy. Kdyz je spojime, vznikne nam kii-
zitko. Dostaneme tak sféru s uchem, na kterém je kiizitko.

o/ (7]

Nejprve bilé, potom cerné Opét si pomlizeme vytazenim dér z po-
vrchu sféry. Diry nebudeme nijak otacet a spojime nesouhlasné orientované zipy.
Vznikne ale dira, kde jedna polovina bude nad a druhé pod rovinou spoje dru-
hych dvou zipu. Pii jejich zazipovani tedy spoje projdou skrz sebe, viz obrazek.
Tim vznikne kiizivé ucho. Z ¢ehoz plyne, Ze k¥izivé ucho je ekvivalentni uchu
s krizitkem.

oY (&%~ /)]

Obrazek 10

Obrazek 9

Pozn. redakce

Presnéjsi formulace toho, co jsme v predchozi tloze dokézali, je nasledovna: Ucho
je homeomorfni k¥izivému uchu v pritomnosti krizitka. Divodem je to, ze si mu-
zeme predstavit spojitou transformaci, kterd smrsti ¢ast plochy mezi uchem a
krizitkem. Déale mtuzeme podobnym smrstovanim a natahovanim ,protdhnout®
ucho pres krizitko. Z ucha, které projde krizitkem, se stane kiizivé ucho. V pfi-
tomnosti kiizitka tedy mutzeme timto zplsobem ménit ucha na kiiziva ucha a
zZpét.

Uloha 5

Zadani:

Predstav si plochu, kterd md ke dvéma cdistem svého okraje pridélané zipy. Dokaz,
ze pokud se pred spojenim zipu jednd o béznou plochu, je to béznd plocha i po
jejich spojeni. Pro zjednoduseni muzeme predpoklddat, Ze okraj je tvoreny sjedno-
cenim kruznic. Dukaz se dd provést rozmyslenim toho, co se stane v ndsledujicich
pripadech:

o kaZdy zip pokryvd jednu celou kruhovou cdst okraje, tj. kruznici, a
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— Zipy spojuji dvé nesouvislé cdsti plochyﬂ

— obé ozipované diry lezi na stejné souvislé casti plochy
e dva zipy jsou soucdsti stejné okrajové kruznice a dohromady ji zcela pokryvaji

o zipy pokryvaji jen cdst kruhového okraje (vyreseno v textu niZe)
Reseni:

Predpokladejme, ze kazdy zip pokryva jednu celou ¢ast kruznice. Jedné-li
se o dvé nesouvislé plochy, pak spojenim téchto zipt kolem dér vytvorime ucho
nebo kiizivé ucho, kterym se obé ¢asti plochy propoji. Vznikne tak propojend
plocha, na které se lze pohybovat z jedné ¢asti na druhou pres ucho nebo kiizivé
ucho.

Lezi-li obé ozipované diry na jedné souvislé plose, situace se prilis nezméni.
Dle orientace zipu jejich sezipovanim opét vznikne ucho. Budeme tak mit stej-
nou béznou plochu, jen na ni bude nové ucho nebo ktizivé ucho, tedy opét bézné
plocha.

Ve chvili, kdy dva zipy jsou soucéasti jedné okrajové kruznice, kterou zcela
pokryvaji, nezavisle na jejich velikosti je 1ze roztahnout tak, ze budou oba stejné
velké. Takto dva stejné velké zipy spojime podle jejich orientace a bud se dira
jen ,zalepi“, nebo tam vznikne kiizitko. A plocha je béznd, pokud obsahuje
kiizitko, tudiz takto dostaneme opét béznou plochu.

A jak jsme se dozvedéli v textu, situace, kdy zipy pokryvaji jen ¢ast diry, lze
pripodobnit k situaci se zipy pokryvajicimi celou okrajovou kruznici. Budeme
tedy mit stale diru a k ni nové vznikly kus spojené plochy nebo kiizitko v zavis-
losti na orientaci zipt. A jelikoz diry i kiizitka jsou v béznych plochéach, i takto
dostaneme béznou plochu. Jelikoz zipovanim dvou zipt vzniknou vzdy ucha,
kiiziva ucha, kusy plochy nebo kiizitka, takovymto zipovanim vzdy dostaneme
opét béznou plochu, pokud byla bézna pred zipovanim.

Uloha 6

ZadAani:

Pouzijte vysledky Ulohy 8 a Ulohy 4 spolecné s informacemi v textu k dokdzdni
silnéjsi verze klasifikacni véty pro plochy. (Ndpovéda: Rozdélte si ulohu na casti
podle toho, zda je pritomné alesporni jedno kriZivé ucho ¢ krizitko, mebo nikoli.)

Reseni:

Uz jsme si ukazali, ze kazdd bézna plocha je homeomorfni sféfe s uchy, kiizivymi
uchy, kriizitky a dirami. Vezméme si nyni néjakou béznou plochu. Mtzou nastat
dva pripady:

2Dvé &ssti plochy jsou nesouvislé, kdyz se neds pohybem po dané plose dostat z jedné &asti
na druhou.
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MV

1. Plocha obsahuje alespon jedno krizitko ¢i kiizivé ucho. Predpokladejme
nejdifve pFitomnost kifzivého ucha. Vyslednym objektem z Ulohy 3 bylo
pravé kiizivé ucho, a v textu zadani jsme ukazali, Ze je tento objekt ho-
meomorfni dvéma kiizitkim. Naddle tedy muzeme predpoklddat, Ze nase
plocha obsahuje jen kifzitka a ucha. V Uloze 4 jsme si vak ukdzali, Zze ucho
je v pritomnosti kiizitka totozné s k¥izivym uchem, které muzeme dale pre-

v

transformovat ve dvé kiizitka. Dostavame tak jen sféru s dirami a kiizitky.

v/

2. Plocha neobsahuje kiizitko ani kfizivé ucho. V takovém pripadé dostavame
sféru s dirami a uchy.

Vysledkem naseho rozboru pripadii je tedy nasledujici silnéjsi verze klasifikacni
véty: Kazdd béznd plocha je homeomorfni bud sféfe s dirami a kiizitky, anebo sfére
s dirami a uchy. Pravé z této véty plyne klasifikace ploch na neorientovatelné, tedy
ty obsahujici néjaké kiizitko, a orientovatelné, které obsahuji pouze ucha. O této
klasifikaci jsme si uz rekli na konci ¢tvrtého dilu.

Dovétek

Obsah 3. dilu je prevzaty ze ¢lanku Convay’s zip proof od G. K. Francise a J.R.
Weekse [I]. Pokud té tento dil zaujal, ¢lanek doporucuji k precteni. Mimo jiné
obsahuje téz velmi vydarené verze obrazku ze zadani i vzorovych reseni.
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Téma 2 — Optika

Dil 5: Elektromagnetické zareni

V predchozich dilech jsme se divali na optiku a svétlo z mnoha rtiznych pohled.

V prvnim a druhém dilu tématka jsme se zabyvali vlnovou podstatou svétla
a spektry ruznych svételnych zdroju (jako tfeba obrazovky, zérovky nebo Slunce).
K tomu nam slouzil nés vlastni spektrometr, ktery jsme si sestavili a nakalibro-
vali, abychom mohli vinové délky a spektrum zkoumat s vétsi presnosti. Treti dil
byl zaméreny na lamani a odrazeni svétla. ZkousSeli jsme riznymi zpusoby mérit
index lomu latky, podivali jsme se na nékolik optickych jevl souvisejicich s lomem
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svételnych paprska a v zavéru jsme si hréli s lupou a tim, jakym zpusobem skrz ni
prochazi svétlo. Minuly dil nam predstavil svétlo jako relativné izky rozsah vino-
vych délek elektromagnetického zareni. Prozkoumali jsme svét barev a podrobili
ho spousté experiment.

Posledni dil tématka bude vénovan elektromagnetickému zareni a vasim vlast-
nim experimentim. Nejprve vam kratce predstavime, co to vlastné elektromag-
netické zareni je.

Reknéme, 7ze postavime anténu, nemusi byt ani nijak moc slozitd, staci dva
draty v néjaké vzdalenosti od sebe. V okamziku, kdy pfivedeme na tuto anténu
stiidavy elektricky proud, zac¢ne vysilat do okoli elektromagnetické zareni. Plati, ze
jakykoli elektricky naboj, ktery ma nenulové zrychleni, vyzaiuje elektromagnetické
zateni.

Elektromagnetické zareni jsou pri¢né viny elektrického a magnetického pole.
Co to znamena? Je to vina, kterd se Sifi rychlosti svétla, v jednom sméru kmitd
elektrické pole, v druhém (kolmém) sméru potom magnetické pole. Elektromagne-
tické zareni je ditkazem toho, ze se opravdu elektrické a magnetické pole vzajemné
ovliviuji. I v mistech, kde se nevyskytuje zadny vodi¢, ani zadny néboj, se totiz
muze vyskytovat elektromagnetické zareni.

Elektromagnetické zareni existuje v Sirokém spektru frekvenci (a vlnovych
délek), jak muzete vidét na obrazku Ty nejnizsi frekvence jsou radiové viny
a mikrovlny. To je elektromagnetické zateni, které lidstvo pouziva zejména k pte-
nosu informaci a ohrivani obéda. Zareni s vlnovou délkou mezi 1 mm a 760 nm se
iika infracervené. Takové zareni vyzaluji vSechna télesa, je to tzv. tepelné zareni.
Podle toho, jakou vlnovou délku vyzafuje, se da poznat teplota télesa.

Projde Atmosférou? ANO NE ANO NE
Druh zafeni Radioveé Mikrovinné Infracervené ViditeIné Ultrafialové Rentgenové Gamma
Vinova délka (m) 10° 1072 1075 0.5%x10 78 1078 10710 10712
Srovnani vinové délky ~g"
se znamymi predméty < &
Budovy Lidé Motyli  Hrot jehly Prvoci Molekuly Atomy  Jadra atomu
104 108 102 10'° 10" 10'8 10%
Teplota objektd pfi
které vyzaruji ))
primarné zareni
dané vinové délky 1K 100 K 10,000 K 10,000,000 K

-272°C -173°C 9,727 °C ~10,000,000 °C

Obrazek 11: Elektromagnetické spektrurrﬁ
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Mezi 760 nm a 340 nm je klasické viditelné svételné zareni. Je to rozsah vl-
novych délek, které je schopné vnimat lidské oko. Tento tisek neni pevné urceny,
ruzni zivocichové vidi rtzné rozsahy vlnovych délek. Elektromagnetické zareni
s jesté kratsi vinovou délkou se nazyva ultrafialové. Vyzatuje ho slunce a lidstvo
ho pouziva zejména k opalovani, dezinfekci a vyrobé procesoriﬁ

Nejvétsi frekvence maji rentgenové a gamma zareni. Rentgenové pouzivime
k diagnostice urazi a materidlii, gamma zareni jsou vysokoenergetické fotony
vznikajici pti radioaktivnich preménéach.

Problém 1: Vyberte si néjakou vinovou délku elektromagnetického zdreni (nebo
néjaké pdsmo vinovych délek, jehoZ $irka miZe byt maximdiné 40 nm). Popiste
v krdatkém cldnku, proc¢ je prdve vami vybrand vinovd délka lepsi nez vsechny
ostatni. Svd tvrzeni zkuste podloZit fakty.

Problém 2: Ve svém okoli urcité najdete spoustu optickijch jevu, které vam pri-
jdou bézné, a také spoustu téch, u kterych mevite, jak presné funguji. Zkuste si
vybrat néjaky konkrétni opticky jev, zdokumentujte ho, vyfotte a popiste. Pokud
vite, jak jev vznikd, vysvétlete jej. Uvitame i cdstecnd resend tohoto problému, nd-
pady i ruzné postrehy, které vam prijdou zajimavé. Prosime, nehledejte jevy na
internetu, zajimaji nds vase pozorovdni redlného svéta.

Problém 3: Rddiové a mikrovinné zdreni pouZivd lidstvo k prenosu informaci.
Pro kddovdni této informace se pouzivd tzv. modulace (vétsinou je amplitudovd,
nebo frekvencni). Zkuste o modulaci néco zjistit, napiste ndm, jak funguji rizné
typy modulace, a idedlné si zkuste © néco zakodovat. Poslete nam potom predpis
nebo obrdzek funkce.

Problém 4: Pokud nemdte Zdadnyg ndpad na opticky jev, prindsime vdm nékolik
inspirativnich a zajimaviyjch témat, nad ktergmi se muzete zamyslet a napsat o nich
kratky clanek pro ostatni resitele.

o Jakym zpisobem byla vyfocena éernd dira?

e Jak funguji pristroje oftalmologi na méreni zraku?

e Co se stalo se zrcadlem v Hubbleové teleskopu a co s nim museli védci udélat?
e Co se stane, pokud si laserovy fyzik zasviti do oka pulsnim laserem?

e Co se stalo se slavngm londgnskym mrakodrapem Walkie Talkie?

o Jak funguje méreni intenzity svétla pomoci porovndvdni ,sedijch krouzki“?

o Jak funguje mikroskop, lupa, elektronovy mikroskop, ... ?

3Zdroj: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:EM_Spectrum_Properties_cz.svg
“https://cs.wikipedia.org/wiki/Nanolitografie
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Vzorova fedeni 3. dilu

Spousta Fesitell ndm zaslala velmi pekna feSeni, za néz dékujeme. Nejvice se ndm
libilo zpracovani Doc.MM Klary Grinerové, uvidime vam je tu proto jako vzorové
s obCasnymi poznamkami.

Problém 1

Zadani:
Uvazme situaci, kdy se paprsky $iri z opticky huststho (vyssi index lomu) do op-
ticky Tidstho (nizst index lomu) prostredi, jako treba z vody do vzduchu. KdyZ
budeme zvétsovat thel dopadu, bude se uhel lomu bliZit pravému uhlu. Nastdvd
totiz tzv. lom od kolmice a funkce sinus je pro hodnoty mensi nez 90° rostouct,
takze pri prechodu z huststho do Tidsitho prostredi bude vzdy tdhel lomu vetsi nez
thel dopadu. Musi tedy existovat hranice, kdy uhel dopadu je mensi nez 90°, ale
dhel lomu uz je vétsi neZ 90°. Tuto situaci zndzornuje obrdzek [I3 Kdyz potom
budeme i naddle zvétsovat tdhel dopadu, nebude uZ dochdzet k lomu, ale pouze
k odrazu, ktery pak proto nazgyvime totalni odraz. Uhel dopadu, pri kterém je thel
lomu pravy, se nazgvd mezni thel ans, a plati vzorec
. N2
sin(ap) = —,
(anr) o
kde ni1 je index lomu opticky hustsiho prostredi a no index lomu opticky ridsiho
prostredi.
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Obrazek 12: Mezni thel

Pokud zndte jeden z indexiu lomu, muZete pomoci méreni mezniho thlu vypoci-
tat ten druhy. Zkuste timto zpisobem pomoci laserového ukazovdtka zmeérit index
lomu vody, oleje, pripadnée nejakych dalsich latek. Zkuste dosdhmout co nejvetsi
presnosti a vyfotte svij experiment.
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Reseni:
Mezni 1ihel jsem méftila svicenim do sklenice, ktera byla az po okraj naplnéna
kapalinou. Cast sklenice jsem oblepila papirem, protoze jinak se svétlo odrazelo
vsude mozné po sténach a tézko se néco pozorovalo. Ke sklenici jsem také pti-

lepila papir do mista, kam dopadalo svétlo po lomu, a thlomér na méreni thlu
dopadu (viz obrézek [13)).

[

Obrazek 13: Aparatura na méfeni ihlu lomu

Takto jsem méfila vodu a pivo. Slune¢nicovy olej, technicky lih (etanol) a
med jsem méFila v mensi nddobé (Med jsem puvodné zkousela prosvécet ve velké
sklenici, kde jej skladujeme, ale svétlo po lomu neslo zachytit. I u mensi nddoby
nebylo vidét tak dobie jako u ostatnich kapalin). Laserovym ukazovitkem jsem
svitila tak, aby dopadalo na stfed povrchu kapaliny, kudy prochazela moje po-
myslnd kolmice lomu. Svétlo z ukazovatka bud dopadlo na plochu papiru nad
sklenici, pouze se odrazelo a bylo vidét na sténé sklenice na druhé strané, nebo
dopadalo na hranici povrchu kapaliny a papiru nad sklenici — coz je pravé bod,
kde je thel lomu pravy. Dané situace lze po fadé vidét na obrdzku [[4] nejprve
dokonaly odraz, pak mezni 1thel a nakonec lom.

Naméreny mezni tthel ma dle mého odhadu presnost cca 3°. Index lomu
vypocteme:

. n2
sinay = —
ni
Vyjadiime ny a za ny dosadime index lomu vzduchu:

1
ny = —
S Qe p g

Naméfené thly a z nich vypoctené indexy lomu muzete vidét v tabulce [T}
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Obrazek 14: Dokonaly odraz, mezni ihel a lom

Kkapalina meéreny vypocteny index tabulkova odchylka od tabul-
P thel ayy lomu kapaliny hodnota kové hodnoty
voda 50° 1,3054 1,3300 0,0246
rostlinny olej  41° 1,5243 1,4730 0,0513
etanol 46° 1,3902 1,3600 0,0302
pivo 48° 1,3456 1,3450 0,0006
med 40° 1,5557 1,4900 0,0657
prameérnd
odchylka 0,0344

Tabulka 1: Namétrené thly a z nich vypoctené indexy lomu

Vzhledem k namérenym indexiim lomt maji namérené ihly odchylku mensi nez
+3°.

Pozn. redakce

V tomto pokusu méfila Doc.MM Klara Grinerovéa lom paprsku pouze z kapalin do
vzduchu. Paprsek se vSak také lame uz pri vstupu do sklenice, coz by teoreticky
mélo zpusobit vétsi nepresnosti v méreni. Vzhledem k tomu, ze Klare Grinerové
vysly indexy lomu opravdu hezky, tak lom paprsku bude nejspise celkem maly.
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Uloha 2

Zadani:

To, Ze pri prekroceni mezniho uhlu dochdzi k totdlnimu odrazu, se vyuzivd pro kon-
strukci optickiych vldken. Zkuste si takové optické vldkno vytvorit. Vezméte PET
lahev, naplite ji vodou a propichnéte do jejiho boku v dolni cisti diru dostatecné
velkou na to, aby voda vytékala malym proudem. Ndsledujici ¢dst pokusu bude lépe
vidét, pokud ho budete provddet v zatemnéné mistnosti. KdyzZ posvitite laserovym
ukazovdtkem primo skrz lahev do mista, odkud voda vytékd, uvidite, Ze se bude
svétlo sirit pouze proudem, ktery z lahve vytékd. Vyfotte svij experiment, popiste,
jak jste postupovali, a zkuste nakreslit, jakym zpusobem se ve vytékajici vodé svetlo

Vv

SiT.
Reseni:

Pomoci nuzek nahratych nad svickou jsem udélala do PET lahve diru o pru-
méru cca 3 mm. V mistnosti bez oken jsem pak na umyvadle do lahve nalila
vodu a nechala ji vytékat otvorem v PET lahvi. Na lahev jsem svitila lasero-
vym ukazovatkem tak, aby svétlo prochéazelo lahvi a vychézelo z ni pod pravym

thlem v misté otvoru. Paprsek svétla byl poté velmi dobtfe vidét v nejméné
zahnuté ¢4sti proudu vody vytékajicim z PET lahve (viz obrazek .

Obréazek 15: Totéalni odraz v proudu vody

K tomuto jevu dochazi, protoze je voda opticky hustsi prostredi. Na rozhrani
vody a vzduchu dochéazi k lomu svétla. Pokud je tihel dopadu vétsi nez mezni
thel, tak dochézi k tplnému odrazu. V hodné zahnutych ¢astech proudu vody
dochézi k lomu i odrazu a ¢ast svétla se dostava ven. V méné zahnuté casti
proudu (na obrazku vyrazné sviti) dochdzi k tplnému odrazu, proto je také
svételné tak vyrazny. Lom a odraz svétla v proudu muzete vidét na obrazku
L0
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Pozn. redakce:

Doc.MM Klara Grinerové provedla pokus zcela spravné, ale vyvodila z néj opacné
zavéry. Pokud se veskeré svétlo v proudu vody odrazi, tak zadné neunikne ven.
V tom piipadé ani nedorazi k nasim oc¢im a tedy ho nemtizeme vidét. Jak vidime,
k aplnému odrazu dochazi v pocatecni ¢asti. V rovné c¢asti se vSak svétlo lomi do
vzduchu, a proto tuto ¢ast vidime zretélné. Jednim z moznych vysvétleni je trhani
proudu vody v tomto misté, respektive zacatek turbulentniho proudéni.

Obrazek 16: Nakres lomu a odrazu svétla v proudu vody

Problém 3

Zadani:

Kdyz ponorite sklenicku do vody, stdle ji velice dobre uvidite. Kdyz ji ale ponorite
do vhodného oleje, bude videt velice spatné. Naleznéte vhodng olej a vysvétlete
tento jev. Vyfotte vds vysledek.

Reseni:

Pro sklenicku, kterou jsem pouzila, se ukazal jako vhodny slunecnicovy olej.
Kdyz ponorime sklenici do vody, je to celkem podobné, jako kdyz sklenice jen
tak stoji na vzduchu. Sklo je prithledné, ale na vzduchu a ve vodé jej vidime,
protoze ma jiny index lomu nez voda nebo vzduch. Svétlo se tak na okrajich
sklenice lame a my sklenici vidime. Pokud ale sklenici ponorime do oleje, ktery
méa podobny index lomu jako pouzité sklo, nebude témér vidét, jelikoz svétlo
bude prochézet olejem a sklem stejné, nedojde k lomu ani odrazu (viz obrazek
. Svétlo se bude sitit prostredim s jednotnym indexem lomu a sklenice tak
nebude v oleji vidét.
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Obrazek 17: Sklenicka v oleji

Problém 4

Zadani:

Index lomu zdvisi na vinové délce svetla, tomuto jevu se Tikd disperze. Zkuste
zmerit ruzné indexy lomu pro rizné barvy svétla. Pouzit miZete bud laserovd uka-
zovdtka ruznych barev, pricemz zmérite uhel dopadu a lomu, nebo muzete svitit
bilym svétlem, které se vam pomoci lomu rozloZi na jednotlivé barvy. V tom pri-
padée merite jeden uhel dopadu a Tizné uhly lomu, podle toho, jak se vdm vytvori
spektrum po lomu. Doporucujeme merit disperzi tak, Ze budete svitit skrz nddobu
s vodou a svetlo se bude ldmat do vzduchu, idedlné se vam promitne na sténu.

Reseni:

Nameérila jsem jeden tihel dopadu a nékolik ihla lomu, jelikoz jsem pouzila
bilé svétlo. Zvolila jsem tihel dopadu dost velky (40°), jelikoz tthly lomu se pak od
sebe lisi vice nez u malého hlu dopadu. Rozklad byl dost nepatrny a odchylky
velmi malé, podafilo se mi urc¢it thly pro 4 vyrazné barvy ve spektru, k nimz
jsem dohledala vlnové délky a urcila index lomu. Index lomu jsem vypocitala
Z€ VZOrce:

n1 sin a = ng sin §

Odkud jsem vyjédfila n; (voda) a dosadila za ny hodnotu 1 (vzduch):

sin 3

ny = -
sin «
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vinové délka  thel dopadu 1hel lomu

barva, (nm) o 3 index lomu
modrd 450 nm 40° 62° 1,3736
zelend 525 nm 40° 60° 1,3473
zluté 600 nm 40° 59° 1,3335
Cervend 650 nm 40° 57° 1,3047

Tabulka 2: Indexy lomu vody pro rtzné barvy svétla

Naméfené hodnoty (viz tabulku [2]) jsou blizké tabulkové hodnoté indexu
lomu vody. Cim vétsi je vinova délka, tim je index lomu mensi, tedy vétsi vl-
nové délky jsou méné lomivé, malé vinové délky se naopak ldmou pod vétsim
dhlem.

Problém 5

Zadani:

Urcite jste si nekdy vsimli, Ze pokud se divite na neéjaky predmét ve vodé, zdd
se vam, jako by byl blize hladiné, nez ve skutecnosti je. Ndsledujicim pokusem si
zkusite zmérit index lomu vody. Potrebujete dvé stejné mince. Jednu umistite do
nddoby s plochym dnem naplnéné vodou. Druhou umistite vedle nddoby. Pokud
se budete na nddobu a minci koukat svrchu, tak se vam mince ve vodé bude zddt
vetst neZ mince na stole. Zkuste si minci na stole postupné zvedat, aZ najdete
takovou vysku, kde se obeé mince budou zdat stejné velké. Vislednou konfiguraci
miZete vidét na obrdzku [18, Zmérte svislou vzddlenost mince od roviny hladiny
(h') a hloubku vody (h).

Pro vygpocet ng dle Snellova zdkona potrebujeme zndt hodnoty sin « a sin 8. Ty
sice nezndme, ale muzeme si trosku pomoci zanedbdanim rozméri cocky oka. JelikoZ
budou uhly o a 8 malé, tak muzeme turdit, Ze sina ~ o ~ tan a;sin 8 ~ § =~ tan 3.
(Uhly na obrdzku (1§ jsou oproti origindlnimu znéni Snellova zdkonu prohozené,
takZe si je také musime prohodit ve vzorci.)

Po upraveni tedy vyjde:

tan3-na = tana -npg

S S

Vime, Ze index lomu vzduchu je na = 1. Dokoncete vypocet indexu lomu vody.
Popiste své provedeni pokusu a zhodnotte, jak se vam darilo. Zkuste si podobnym
zpusobem zmérit index lomu jingch kapalin a porovnat je s tabulkovymi hodnotams.
Jak presnd je metoda? Kde nepresnosti vznikly?
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Obrazek 18: Zadani problému 5

Reseni:

Meérila jsem takto index lomu vody, piva, slune¢nicového oleje a technického
lihu (etanol). JelikoZ jsem nechtéla trvale znehodnotit nékteré z kapalin, pouzila
jsem misto minci knofliky. Velikost knoflikti jsem porovnévala pomoci pravitka,
kterym jsem mérila zdanlivou velikost obou knoflikii v roviné horntho okraje
sklenice. Tim se znac¢né zpresnilo méreni oproti odhadu zdanlivé velikosti pouze
okem, jelikoz se darilo namérit spravnou vysku na néjakou hodnotu, nikoliv
jen rozptyl cca 10-15 milimetr, mezi kterymi se nachazela spravna hodnota.
Vypocet indexu lomu, kde n; = 1:

S S . ni ’I’LQ. h
ﬁnlzﬁn% 7, = 3 n2=ﬁ

h' h’

Jak muzete vidét v tabulce [3] odchylky od tabulkovych hodnot jsou o dost
vétsi nez u predchoziho méreni lomu. Nepfesnosti vznikaji zejména ve srovna-
vani zdanlivé velikosti objekti v urc¢ité vysce. Odhadnout to pouze okem jde
jen hodné hrubé a nepresné, pii méteni velikosti v jednotné vysce je to vyrazné
snadnéjsi a lze presnéji urcit takovou vysku, kde si zdanlivé velikosti odpovi-
daji. Zaroven méreni jsou presnéjsi, pokud je sloupec kapaliny nad objektem
vySsi.
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. vyska b vyska I/ index tabulkové
kapalina (mm) (mm) lomu ngy hodnota odchylka
voda 100 78 1,2500 1,3300 0,0800
pivo 100 76 1,3158 1,3450 0,0292
olej 30 22 1,3636 1,4750 0,1114
technicky lih 40 31 1,2903 1,3600 0,0697
prumeérna
odchylka 0,0726
Tabulka 3: Index lomu pomoci knofliku
Uloha 6
Zadani:

K provedeni experimentu je potreba skleneénd nddoba, nejlépe s rovngmi sténami,
sul, voda a laserové ukazovdtko. Do nddoby nasypeme sil do vysky kolem jednoho
centimetru a na ni velmi pomalu a opatrné nalijeme vodu. Je dobré nalévat vodu
tak, aby pomalu stékala po sténdch (napr. pomoci injekénd strikacky) a co nejméné
rozvitila sul nasypanou na dné. Nddobu nechdme alespori hodinu odstdat — ¢im
déle, tim bude efekt vijraznéjsi. Posvitime-li poté (nejlépe v zatemnéné mistnosti)
laserovgm ukazovdtkem do nddoby v blizkosti vrstvy soli, pozorujeme, Ze se stopa
laserového paprsku ve vodé ohybd. Sul se ve vodé pomalu rozpousti a koncentrace
jontu se stoupagici vyskou nad vrstvou soli klesd. Tim se mend i index lomu vody.
Vyfotte vas experiment. Popiste, jak tento pokus souvisi s pravou fata morganou,
vznikagici treba v pousti. Prevzato z webd’)

Reseni:

Nejprve jsem fotila na svétle, poté v tmavé mistnosti (viz obrazky a
. Ohyb je nejlépe vidét, pokud svitime laserovym ukazovatkem ve tmé (tam
ale nelze svitit blizko vrstvy soli, protoze svétlo se od nerozpusténych krystalt
odrézi uplné vSude a nelze toho moc pozorovat).

Fata morgana je jev, kdy lze pozorovat zrcadleni objektu ve vzduchu. Ob-
dobné jako u naseho pokusu je to zpusobeno ruznosti indexu lomu v jednom
prostiedi. Nad horkou silnici nebo naptiklad v pousti je béhem bezvétii rizné
teply vzduch rovnomérné rozvrstveny. Vzduch, ktery se lisi v teploté, se lisi i
v hustoté a indexu lomu. Diky tomu také dochazi k ohybu a mtizeme pozorovat
zrcadleni objekti, existuje vice typu (napfiklad zrcadleni na povrchu, ktery je
pod trovni pozorovatele, kde vznikd dojem vodni hladiny), ale za pravou fata

Shttps://www.matfyz.cz/clanky/fyzikalni-pokus-fata-morgana
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morganu je povazovan jev, kdy je objekt nad drovni pozorovatele. Pozorova-
tel pak vidi ve vzduchu obraz velmi vzdaleného objektu, ktery by byl mnohdy
vzhledem k vzdalenosti od pozorovatele témér nebo zcela neviditelny.

Obréazek 19: Fata morgana na svétle

Obrazek 20: Fata morgana ve tmé

Uloha 7

Zadani:

V této tloze si vyzkousite vyrobit stribro. Vezméte si kovovou lZicku (nebo jakgkoli
kovovy predmét) a pokryjte ji sazemi nad plamenem svicky. Poté [Zicku ponorte
do nddoby s vodou a pri sprdvném natoceni uvidite, jak je na [Zicce ,stribro“.
Popiste, co se stalo a jak takové ,stribro“ vznikd.
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Reseni:

Na lzici se vytvori vrstvicka sazi, které jsou mastné a diky tomu nesmaé-
¢ivé. V blizkosti vrstvy sazi se pii ponofeni do vody vytvori velmi tenkd vrstva
vzduchu. Kdyz 1zici ve vodé spravné pootoc¢ime, bude svétlo na tenkou vrstvu
vzduchu dopadat pod velkym thlem, a na rozhrani vody a vzduchu tak dojde
k absolutnimu odrazu svétla. Diky tomu pak pozorujeme zrcadleni vodni vrstvy
a Spinavou lzici vidime na obrazku [21] krdsné ¢istou a stiibfité lesklou.

Obrazek 21: ,Stiibro“ na lzicce

Problém 8

ZadAni:

Pripravte si lesklou plochu, na které je dobre videt odraz svételného zdroje, napri-
klad Zarovky nebo svicky. Zkuste se mna odraz divat skrz polarizacni ﬁltrEl. Filtrem
pomalu otdcejte v jednom sméru. Co pozorujete? Jaké mdte pro pozorovany jev vy-
svétleni? Zkuste jev zdokumentovat fotoapardtem a zmérit uhel, pod kterym je jev
nejlépe pozorovatelny. Nezapomente ndm napsat, jaky jste pouZili svételny zdroj a
povrch, a dalsi relevantni podminky experimentu.

61dealni je polarizac¢ni filtr z fotoaparatu, mély by fungovat také ,3D bryle“ z kina.
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Reseni:

Jako zdroj svétla jsem pouzila LED diodu a jeji svétlo se odrazelo od skle-
néné desky, polarizacni filtr jsem pouzila z fotdku. Pri otaceni polarizacnim
filtrem bylo svétlo vidét slabéji. Pri ihlu dopadu mezi deskou a svétlem cca
30°(tzn. dhlu od kolmice dopadu kolem 60°) a pii spravném natocen{ filtru ne-
bylo vidét témér vibec. K tomuto jevu by mélo dochazet, protoze pri odrazu
svétla dochdazi k jeho ¢asteéné nebo uplné polarizaci v zavislosti na vinové délce
a uhlu dopadu. Pti spravném thlu dopadu je tedy odrazené svétlo zcela polari-
zované, coz znamend, ze dochazi k vinéni v podstaté pouze v jedné roviné kolmé
ke sméru sifeni, ne do riznych sméru kolmych ke sméru Siteni. Polarizac¢ni filtr
diky své specifické pruhovité strukture propousti svételné vinéni lezici v jedné
konkrétni roviné. Tim dochézi k polarizaci svétla. Kdyz pak svétlo polarizované
odrazem pozorujeme polariza¢nim filtrem, ktery vhodné otoc¢ime, nebude pro-
poustét svétlo, jelikoz se jiz polarizované svétlo bude vinit v jiné roviné, nez
kterou filtr pii dané orientaci propousti. Proto svétlo pres filtr vidime slabéji a
pri spravném uhlu a natoceni filtru jej nevidime témér viubec.

Problém 9

ZadAani:

Lupa je nejjednodussi opticky systém pouZivany na optické zvétsent pozorovaného
predmétu. Nas bude v tomto experimentu zajimat, kolikrdt takovd lupa dokdzZe po-
zorovany predmét zvétsit. Vezméte st lupu, umistéte ji velmsi blizko oka a pohybujte
s ni spolecné s hlavou, dokud neziskdte nejostrejsi obraz pozorovaného predmeétu.
Zmeérte vzddlenost, ve které predmeét pozorovany lupou popsanym zpusobem vidite
nejostreji a zkuste odhadnout pozorované zvétseni. Ndsledné poproste napriklad
cleny spolecné domdcnosti, nejlépe z vyrazné jingch vékovijch skupin, aby stejng
experiment zopakovali. DokdzZete v ziskangch vysledcich pozorovat néjakou zdvis-
lost? Cim si myslite, Ze by mohla byt zpiisobena? Zkuste ke svému Tesend priloZit
ndkres nebo vypocet, kterym své domnenky podporite.

Reseni:

Experiment jsem provedla na sobé, mamé a tatovi. Rodice se sice od sebe
vékem prilis nelisi, ale zato se velmi vyrazné lisi v poctu dioptrii, které popisuji,
jak dobfre vidi blizké predméty. Pozorované zvétseni lupy jsem odhadla na 1,5.
Z namérenych vzdalenosti jsem sestavila osu, na jakou vzdélenost kdo za jakych
podminek vidi objekt ostre:

Je zde zavislost v tom, jak oko bézné i bez lupy vidi pfedméty blizko ve své
blizkosti. Se stoupajicim vékem se lidska ¢ocka deformuje a snizuje se jeji schop-
nost divat se na velmi blizké predmeéty, rozviji se dalekozrakost, tedy paprsky
obrazu se protinaji az za sitnici. U starsich lidi tak mtzeme pozorovat, ze pfi
¢teni oddaluji knihu od o¢i, se¢ jim ruce staci.
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Ja bez bryli, Ja s brylemi, mam Tata s brylemi
mam 1,5 1,5 dioptrie 4,5 dioptrie,
dioptrie, korekce korekce

kratkozraka kratkozrakosti 15 kratkozrakosti

8cm cm 80+ cm
| | |
|

Tata bez Méma bez
bryli, 4,5 bryli, 2,5
dioptrie, dioptrie,

kratkozraky dalekozrakd

12 cm 22 cm

Obrazek 22: Diagram ostricich vzdalenosti

Ve srovnéani lze vidét, ze ja bez bryli vidim blizké predméty velmi dobfe.
Pokud si ale vezmu bryle (korekce kratkozrakosti), ve kterych je rozptylna ¢ocka,
musim predmét dat dal. Dalsim je tata, ktery je bez bryli kratkozraky a kromé
toho se mu vlivem starnuti zhorsilo vidéni na blizké predméty. Pokud si ale
vezme bryle, méa pred okem jiz celkem silnou rozptylku a predméty v blizkosti
nevidi ostfe az do vzdalenosti cca 80 centimetri. Posledni je mamka, kterd je
prirozené dalekozrakd a blizké predméty bez bryli (spojek) nevidi ostre.

Fanik; frantisek.zajic@matfyz.cz
e-mailovd konference: optika@mam.mff.cuni.cz
e-mail pro zasilani reseni: mam@matfyz.cz
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Téma 3 — Olympiadni matematika

Dil 5: Teorie cisel

V minulych dilech tohoto téméatka jsme zbézné zabrousili do dvou ze ¢tyt nejvy-
znamnéjsich okruht prikladu matematické olympiddy — geometrie a algebry. Dnes
se budeme vénovat okruhu tretimu, a to teorii ¢isel. Na pojmy délitelnost a prvo-
¢islo, na které jste pri svém studiu uz jisté narazili, se podivame vice do hloubky
Ze vam to slovo nic neifka? Nezoufejte. Vysvétlime si, o co se jednd a k ¢emu se
nam to hodi — a véfte, ze toho neni malo — a na zavér pouzijeme vsechny nové
nabyté znalosti pti feSeni nékolika obtiznéjsich tloh.

Nez se vrhneme k samotnym pojmum, jen par slov obecné k teorii ¢isel. Jedna
se o tulohy, které se skoro vzdy toci okolo prirozenych nebo celych ¢isel a vyuzivaji
jejich vlastnosti, nejcastéji délitelnosti. Zadani ¢asto zni ,dokazte, ze ...“ anebo
,hajdéte vSechna cisla, pro ktera plati ...“. Jelikoz pracujeme s celymi ¢isly, je
mozné si prvnich par ¢isel dosadit — a pokud nemaéte jasnou predstavu, jak dokazat
to, co se po vas chce, doporucuji to. Ackoliv se to muze zdat jako ,plytvani casu“
a dost pravdépodobné tim neziskate zadné body, pomuze vam to do tlohy vice
nahlédnout, zjistit, jak se dany vyraz chova pro rtzné hodnoty (tfeba pro sudd
¢isla, ¢isla délitelnd péti, ¢isla vyS$i nez sedm ...). To vdm dost ¢asto pomize
k utvoreni hypotézy, napriklad ze dany vztah bude platit jen pro lich4 ¢isla. A je
mnohem snazsi takovou hypotézu potvrdit (nebo vyvratit) nez premyslet, co s tim
asi tak miazu délat.

Délitelnost

Nejjednoduseji si délitelnostﬂ muzeme predstavit jako vztah dvou prirozenych
nenulovych ¢isel a, b, pro kterd plati nasledujici — ¢islo b dava po déleni ¢islem
a nulovy zbytek, nebo také b = ka, kde k je celé nenulové cislo. Tento vztah
budeme znacit a | b. Bude se ndm hodit obzvlasté v pripadé, ze se budeme bavit
o né&jakych nezndmych (a nebo nechutné velkych ¢islech). V mnoha piipadech
nds totiz nezajima ¢islo (nebo vyraz) samotny, ale pouze to, jaké mé vlastnosti —
v tomto pripadé jaké cislo ho déli.

Cviéna tloha: Najdéte viechna prirozend cislan, pro kterd plati, e 2 | 2n?+1.

Na tomto jednoduchém ptikladé vidime, ze ackoliv by n mohlo byt jakékoliv
pfirozené &islo, pifklad nemd feseni — vyraz 2n? je urcité sudy, zatimco 7 je liché,
jejich soucet je tedy jisté lichy, a tim padem neni nikdy délitelny dvéma.

Cvi¢na tloha: Najdéte vsechna prirozend ¢isla n, pro kterd plati 5 | 4n+ 20.

Postupujme obdobné jako ve vyse popsaném prikladé. Dvacet je urcité déli-
telné péti, takze aby mohl byt péti délitelny cely vyraz, musi byt péti délitelné

Tpro ucely tohoto dilu si délitelnost definujeme pouze jako vztah dvou pfirozenych &isel
(ackoliv je délitelnost bézné definovdna na éislech celych)
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i 4n. Cty¥i neni délitelné péti, tim padem musi byt péti délitelné n. Vyraz tedy
plati pro vSechna n, ktera jsou délitelnd péti, tedy napsatelnd ve tvaru 5k, kde k
je prirozené nenulové cislo.

Ted jesté k par pojmim, které se nam v feseni nasledujicich tloh budou hodit
— a to je soudélnost a nesoudélnost. Co to znamena, ze dvé ¢isla jsou soudelnd?
Je to vzdjemny vztah (na rozdil od délitelnosti — tam plati, Ze a | b a zdroven
b | a pouze v pripadé, Ze a = b), ktery 1ikd, ze dand ¢isla maji alespon jednoho
spolecného délitele ruzného od 1. Naopak nesoudélnost nam tika, ze dand cisla
nemaji jiného spole¢ného délitele nez 1. Cisla 4 a 6 jsou tedy soudélnd (maji
spolecného délitele 2), ale ¢isla 4 a 15 jsou nesoudélné.

U malych cisel tento vztah vidime vétSinou ,od oka“, u velkych cisel nam
k urceni soudélnosti mize pomoci rozlozeni na prvoéinitele (neboli prvocisla).
O téch si vice povime v dalsi kapitole, nicméné vsSichni asi vite, Ze se jednd o ¢isla,
jez maji pravé dva délitele, 1 a sebe sama. Rozkladani velkych ¢isel na prvocinitele
muze byt uzitecna schopnost, obzvlast pak v pripadé, ze sedite na néjakém kole
matematické olympidady a nemuzete pouzit kalkulacku, doporucuji ji tedy obcas
kdy se olympiddy ucastnite).

Soudélnéd a nesoudélnd ¢isla si jesté chvili zapamatujme, budou se hodit pfi
pocitani s kongruencemi. Na zaveér této kapitoly jesté pridame jednoduchy trik,
ktery vas ale ne vzdy napadne — pokud je ¢islo N délitelné navzajem nesoudélnymi
Cisly mq,no, ... ,ng, pak je délitelné i ¢islem nins ... ny.

Uloha 1 [3b]: Dokazte, Ze pro kaZdé prirozené n > 3 plati 60 | n® — n?.

Prvoéisla

V tomto dile se prvocislim moc vénovat nebudeme, byla by ovsem chyba je opo-
menout. V teorii ¢isel jsou totiz témér nekonecnou studnou novych prikladi.

Par slov na tvod, které drtiva vétsina z vas jiz bude znat. Jak jiz bylo feceno
vyse, prvocisla jsou takova prirozend cisla, kterd maji pravé 2 prirozeno-ciselné
delitele, 1 a sebe sama. Opakem jsou pak ¢isla slozenda, kterd maji alespon 3
prirozeno-ciselné délitele.

Uloha 2 [1b]: Co maji spoleéného vsechna sloZend disla, kterd maji prdvé 3
(pTirozeno-ciselné) délitele?

Zvlastni vyjimkou je pak ¢islo 1, které ma pouze jednoho prirozeno-ciselného
délitele. Takze ne, 1 opravdu neni prvocislo.

Problém 3: Zndte néjaké zajimavé vlastnosti prvocisel? Néjakou si vyberte a
néco nam o ni napiste. Fantazii se meze nekladou, nebojte se tedy pripojit treba
diikaz, néco o historii, a nebo dokonce zajimavy priklad, ve kterém se tato vlastnost
vyuzije. Cerpat miZete z libovolngjch zdrojii, pouZijte ale svd slova a nezapomerite
zdroj uvést.
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Uloha 4 [1b]: Dokazte, Ze kazdé prvocislo vétsi rovno 5 lze napsat ve tvaru 6k+1,
kde k je prirozené cislo.

Kongruence

Vv

Tim se dostavame k tézisti tohoto tématka. Takze co ze vlastné jsou ty kongru-
ence?

Kazdy z vés jisté zna symbol ,,=%. Ten znaci, ze vyrazy na pravé i levé strané
jsou si rovny. Je tedy indikatorem néjakého vztahu rovnosti mezi témito vyrazy.
Kongruence se znacéi , =, takze takové tlustsi rovnitko, a podobné jako to také
indikuje vztah mezi svou levou a pravou stranou. V kongruenci nas ale nezajima
absolutni védha stran, ale jejich zbytek po déleni néjakym ¢&islem — modulem (to
se znadi slovy ,mod“ v zévorce za vyrazem).

5=17 (mod 3)

Tato kongruence nam tedy rika, ze 5 a 17 davaji po déleni 3 stejny zbytek.

Nékteri z vas uz mozna zacinaji vidét vyhody takového nastroje. Opét nam to
dava moznost pracovat bud s velmi velkymi, a nebo nezndmymi ¢isly, nebof zname
jejich vlastnosti — je to tedy takové ,rozsiteni“ délitelnosti. Naptiklad délitelnost
a | b ndm jinymi slovy ikd, ze b = 0 (mod a), nebo také a = b (mod n) je
ekvivalentni n | (a — b).

Dalsi vyhodou kongruenci je fakt, ze se s nimi d4 pomérné lehce manipulovat,
stejné jako s rovnicemi. Je mozné napriklad

vevs

a) k obéma strandm kongruence p¥iéist nebo odeéist celoéiselnou konstantu

b) k libovolné strané kongruence pficist nebo odeéist celoc¢iselny ndsobek mo-
dula

¢) obé strany vyndsobit celo¢iselnou nenulovou konstantou

d) celoéiselné obé strany vydélit spoleénym délitelem, ktery je nesoudélny s mo-
dulem

e) celo¢iselné obé strany a modulo vydélit spoleénym délitelem, ktery je sou-
délny s modulem

f) obé strany kongruence umocnit
S tim si prozatim vystacime.
Cviéna tiloha: Jaky zbytek po déleni 3 ddvd 5*?

54 neni tak velké ¢islo, aby se tato tiloha nedala vy¥esit pomoci ,brutdlni sily“.
Jak ale dale uvidite v tloh4ch, spoéitat 52° uz by slo pomérné tézko — zkusime i
takto ,snadnou” tlohu vytesit chytie pomoci kongruenci.
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Obé strany muzeme vynasobit 5.

52 =10 (mod 3)
Aby nam pravé strana moc rychle nerostla, mizeme si od ni odecist ndsobek
modula, tedy 3 — v tomto pripadé 9.
52=1 (mod 3)
Opét vynasobime 5.

5=5 (mod 3)

Opét odecteme nésobek modula od pravé strany.

53 =2 (mod 3)

A naposled vyndsobime obé strany 5.

5*=10 (mod 3)

Odecteme nésobek modula a ziskdme odpoveéd.

5*=1 (mod 3)

Vidime, Ze misto vypoc¢tu 5* a nasledného déleni t¥emi jsme byli schopni tilohu
spocitat jen za pomoci jednoduchého nasobeni dvou jednocifernych ¢isel a odéi-
tani.

Na néasledujicim prikladu si ukazeme jesté jednu vlastnost kongruenci moc-
nin, kterou budeme hojné vyuzivat. Néktefi z vas si mozna jiz vsimli, ostatnim
pomiizeme timto zapisem.

5' =2 (mod 3)
52=1 (mod 3)
53 =2 (mod 3)
52=1 (mod 3)

Nyni uz snadno odhadnete, jaky zbytek po déleni tfemi bude dévat 5°. A neni
to jen vlastnost déleni tremi.
Uloha 5 [2b]: Proc¢ se zbytky po déleni mocnin ¢isla b cislem a cyklicky opa-
kuji? Neni potreba formalni dikaz, staci dostatecné rozumné zduvodnit. Klidné si
pomozte tabulkou nebo obrdzkem.

A ted je to na vés.
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Uloha 6 [2b]:
a) Jakyj zbytek ddvd ¢islo 230 po déleni 52
b) Jaky zbytek ddvd vyraz 2' + 327 4- 52 po déleni 227

Nejcastejsim typem tulohy, se kterou se v ramci pouziti kongruenci v mate-
matické olympiadé setkate, jsou pravé rovnice nebo urcovani délitelnosti s moc-
ninami. Zpocatku zde muze byt vyuziti kongruenci pomérné neintuitivni — vzdyt
tam nejsou zadné operace se zbytky, ne? — ale mnohdy jsou naopak nejjednodus-
$im nebo i jedinym fesenim.

Cvi¢na uloha: Najdéte vSechny dvojice prirozengch cisel (a,b), pro které plati
20 4 3o+l = 5b,

Prvnim krokem je nalezeni modula, podle kterého budeme strany dané rovnice
zkoumat. V tomto prikladu je to nasnadé — prava strana musi byt délitelnd péti,
hledame tedy takové a, pro které bude i leva strana délitelnd 5. Mnohdy ale
hledané modulo neni tak jasné — a nebo, v pokrocilejsich ptrikladech, nestaci jedno
(napriklad podle modula 4 ukdzeme, ze hledané ¢islo nemuze byt sudé, a podle
modula 7, Ze nemiize byt liché = tiloha nem4d feseni). Nebojte se tedy zkouSet a
modula klidné ,tipovat ‘.

Ale ted zpét k cvicnému piikladu. Jak vypadaji zbytky mocnin dvojky a trojky
po déleni 57

a=1: 2'=2 (mod5) — 3*=4 (mod5) — 2'+3°=6 (mod5)
a=2: 22=4 (mod5) — 3°=2 (mod5) — 224+3°=6 (mod5)
a= 22=3 (mod5) — 3°=1 (mod5) — 23+3'=4 (mod5)
a=4 2'=1 (mod5) — 3°=3 (mod5) — 2'+3°=4 (mod5)
a= 2°=2 (mod5) — 3°=4 (mod5) — 2°+3°=6 (mod5)

Vidime, 7e takovyto soufet mocnin nikdy nebude délitelny 5. Uloha proto
nema feseni.
Uloha 7 [4b]:

a) Najdéte vsechny celociselné nezdporné dvojice (m,n), pro které plati

142" =3m.

b) Najdéte vsechny celociselné nezdporné dvojice (m,n), pro které plati
143m=2",

Podobné si budeme pocinat v pripadé, Zze nemame zadanou rovnici, ale pouze
délitelnost. Ackoliv zaddni Casto zni ,najdéte vSechna éisla/dvojice, pro které
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plati ...“, feseni je v drtivé vétsiné konec¢né mnoho a jesté k tomu pomérné mélo,
pokud vibec néjaké. Dava ndm to prostor ,odhadnout® feseni — neméjte ale iluze,
ze takovéto uhodnuté FeSeni bez odivodnéni by vam v olympiadé prineslo néjaké
body — a zménit zadani z ,najdéte z nekonecna cisel ty pravé“ na ,dokaz, proc
pro z&dné jiné/vyssi/mensi ¢islo to neplati®, coz je vyrazné jednodussi. Dobrym
zpusobem, jak tohoto dosdhnout, je tfeba ukazat, ze délitel je délitelny Cislem,
kterym neni délitelny podil.

Uloha 8 [4b]: Najdéte viechna piirozend n, pro kterd plati
(117" 42 4+ 1) | (117 427+ 1),

Uloha 9 [2+D]: Najdéte vSechna prirozend n, pro kterd plati
4=t 4 7.22 148 = n!

Uloha 10 [3b]: Dokazte, Ze pokud je pro celociselnd a, b vyraz a® + 9ab + b?
délitelng 11, pak je i viraz a® — b> délitelng 11.

Jane; pallova.jane@gmail.com
e-mailovd konference: olymp@mam.mff.cuni.cz
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Téma 4 — Pocitac z nul a jednicek

Dil 5: Prvni navrh pocitace

Vitejte u posledniho zadani naseho tématka! Hlavni ¢asti tohoto dilu je ¢lanek
Mgr.MM Vojtécha Gadurka. Mgr.M Vojtéch Gadurek byl totiz liny, jak ostatné
ve ¢lanku sam pise, a tak se misto stavéni zadanych hradlovych siti rozhodl, ze si
vymysli rovnou pocitac¢, ktery bude délat vsechnu praci za néj.

Tim nés velmi potésil, nebot nasim cilem je, abychom si takovy maly pocitac¢
postavili spole¢né. Nyni vas tedy chceme pozvat, abyste si ¢lanek precetli.

Pocitace a jednoduché programovaci jazyky 16 bodd
Mgr.M Vojtéch Gadurek
Uvod

Zacatek muze byt trochu neobvykly, presto poskytuje nejlepsi nadhled nad mys-
lenkami prezentovanymi timto ¢lankem, tak se neleknéte a odvazte se vrhnout do
viru lidské lenosti.

Pro zacatek si predstavme, Ze jsme nekonecné lini a dostaneme za kol vy-
tvaret a pajet logické sité. Pro kazdé jedno zadani tak vytvorime jeden obvod.
Jelikoz nemédme radi praci, zacne nam vrtat hlavou, jestli si nemtzeme dilo né-
jak usnadnit. Mozna nas napadne, zda bychom mohli néjak recyklovat predchozi
obvody, abychom nemuseli tak casto brat do ruky pajku. Jenomze brzy zjistime,
ze je to ve skutecnosti jesté veétsi prace a ze jsme si prilis nepomohli. Vratime se
tedy k timorné dfiné vytvareni novych obvodu, ale myslenka na ulehceni prace
nam neprestane vrtat hlavou a po chvili nds mozna napadne, Ze bychom mohli
mit jeden obvod na vsSechno. Pak bychom uz nikdy nemuseli nic délat a mohli
bychom zit pohodlny Zivot na Bahaméch.

Jenomze toto feseni ma jeden zasadni problém a ten je, ze nevime, jaké ikoly
musi nase sit plnit. Ten nedokdzeme snadno prekonat, vratime se tedy zpét k dél-
nictvi matematiky a nésledujici tydny poslusné tvoiime dalsi a dalsi obvody. Az
jednou nam prijde poptavka na velmi velky obvod a v ném si vS§imneme, ze je
tvoren spoustou stejnych malych obvodu. Vtom se zamyslime, zda bychom byli
schopni nahradit tyto opakujici se obvody jednim, kterym bychom data prohnali
vicekrat.

Chvili nad tim premyslime a v tu chvili zazvoni nase digitalni hodiny. Podivame
se na né a v odrazu hodin uvidime jiskricky vitézstvi planouci v nasich ocich.
Nedélaji digitalni hodiny to samé? Tedy kazdou vtefinu prictou jednu sekundu
v néjakém vnitinim pocitadle ¢i COUNTERU? Ten jsme ale schopni sestrojit.
Nyni se podivejme presnéji na to, co COUNTER déla. COUNTER se sklada ze
dvou c¢asti, néjaké paméti, kterd uchovava soucasny stav, a logické funkce +1,
kterd vzdy, kdyZ je aktivovdna, pri¢te jedna (v pfipadé hodin to bude tieba kazda
1 sekunda). Viz obrdzek
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Obrazek 23

Se sladkym pocitem, ze jsme na néco pfisli, uzavieme dilnu a vydame se na
kuté. Bohuzel nam cela tato slozitd problematika nedd spat, a tak zkusime pocitat
ovecky, abychom se mohli ponotit do sladkého nevédomi. Pocitame 1, 2, 3, ...,
2021, v tu chvili pribéhne divoka krava a my zapomeneme, kde jsme byli. Nezbyva
nam tedy, nez pocitat znovu, ale protoze jsme velmi lini, nechce se nam riskovat,
ze zase pribéhne krava a my budeme muset pocitat od zacatku. Postavime si
tedy jednoduchy COUNTER, a pfestoze jsme neskutecné lini, rozhodneme se
také pocitat, kolik se za noc objevi kravek. Jenomze mame pouze jeden +1 obvod.
Zamyslime se, jak pocitat dvé hodnoty na jednom pocitadle.

Ale to prece neni slozité, staci vzdy vymeénit pamét, na které mame ulozené
¢islo s poctem ovci, za jinou, ve které je ulozeny pocet krav — viz obrazek

+1 | &—

9 ] MEMORY] E
|MEMORY

Vyhybka

Obrazek 24

Pomoci naseho pocitadla nas neprekvapi ani prichod kravek. Radno se probu-
dime a zjistime, ze na pocitadle je 10 krav a 2021 ovci. Ale kolik to je celkem?
Nemohli bychom stejné, jako vyménujeme paméti, vymériovat i funkce (viz ob-
razek ? Nemohli bychom misto +1 dat tfeba sumu? Rychle se vrhneme na
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predélani a vsimneme si, ze suma potiebuje dva vstupy. To ale mtizeme snadno
vyTesit pridanim jesté jedné cesty pro vstupy funkci.

q SUMA I>

+1

|MEMORY
|MEMORY

Vyhybka

—

Obrazek 25

Velmi rychle si vSimneme, ze pokud jsme schopni ulozit pouze dvé c¢isla, tak
néjaké z nich musime prepsat, abychom mohli ulozit pocet vSech zvirat. To ale
nechceme, potiebujeme tedy rozsirit pamét. Pridame tedy dalsi dvé paméti, zase
propojené vyhybkou. Ty dva pamétové bloky muzeme zas propojit vyhybkou.
Tedy v jakémsi vyhybkovém stromu bude mit kazdd pamét unikatni cestu. Pokud
na prvni vyhybce ptijdeme doleva, tak uz nemutzeme skoncit na dvou polich, které
jsou nejvice napravo — viz obrazek

0 1

1 0
< MEMORY >
q MEMORY] D

< MEMORY| >

MEMORY]|

H{HH[H

Obrazek 26
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Pravo a levo muzeme nahradit zapisem v jednickach a nuldch, tedy cesty bu-
dou ve formatu XX (dva bity). Stejnym zptisobem mtizeme zdvojnasobovat podet
jednotlivych paméti do nekonec¢na, jenom nesmime zapomenout, ze i unikatni
cesta se bude prodluzovat.

Néco podobného dokazeme i s funkcemi, mizeme je takto rozdélit vyhybkami
a priradit unikatni cesty funkcim.

Pocitac
Nyni jsme celkem spokojeni, ale stdle musime vSechno délat manualné. Pokud
chceme secist néjakd dvé c¢isla, musime si sami prehodit vyhybky a nastavit
spravné funkce. Nejhorsi na tom je, ze u toho pordd musime byt, nemtzeme si
odskocit néco spocitat, protoze porad musime néco ménit. Nastésti mame mladsi
sourozence a ti, i kdyz se to nezda, zvladnou plnit jednoduché pokyny, i kdyz

vvvvvv

délat. Napriklad
1. Prehodit vyhybku 5
2. Prehodit vyhybku 1
3. Pustit funkeci
4. Prehodit ...

Problém s levnou ndmezdni silou, jejiz odménou je lizatko ¢i mala sladkost, je mala
duchapritomnost. Brzy tak zjistime, ze bud sourozenec ddavno odesel a nebo néco
zkazil. V mém pripadé zalozil odbory a pozadoval lizdtka dvé, to je nepfipustné
vydirani. Bohuzel jsem nemohl odejit do ciziny, a tak jsem se rozhodl mého bratra
nahradit strojem.

Zkusime se zamyslet, jak stroji dat informace, co udélat. Co tedy potrebuje
védeét? Musi védét, odkud vzit vstupy, jakou funkci pouzit a kam data ulozit. In-
formaci tedy muzeme zapsat néjakym nasledujicim zptisobem. VEM DATA Z 0001
a VEM DATA Z 0000 POUZLJ FUNKCI 10 ULOZ NA 1100. Néco takového nas
obvod stéle nepochopi, protoze jemu musime dat informaci pouze v nulach a jed-
nickach. Slova jako VEM DATA tak musime nahradit pozi¢né. Tedy vyhradime,
ze prvni ¢tverice ¢isel ovliviiuje vyhybky pro prvni data, stejné tak druhou ctverici
vyhradime pro vybér druhych dat, nasledujici dvojici vyhradime pro funkci, kte-
rou pouzivame, a posledni ¢tvefice bude fikat, kam data ulozime. Zde si muzeme
vsimnout, Ze nas obvod muze ulozit maximalné 16 ¢isel a mit maximalné ctyii
funkce s maximalné dvéma vstupy. To ale mtzeme kdykoliv zménit.

Nyni stac¢i nase prikazy napsat do néjaké sekundarni paméti a nechat ji obvod
postupné projizdét. Vysledek muzete vidét na obrazku 27}

Po kvalitné provedené praci si zaslouzime lizatko, které jsme tak chytie na
bratrovi usettili. Nyni je sice smutny, ale alespon nebude tlusty. Jak tak lizime,
zjistime, ze nas obvod ma stale zasadni problém. Pii psani prikazti se strasné
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v SUMA
q +1
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|COUNTER 0000

Vv

|MEMORY Piikazy
1. 000
Vyhybka § 110

>V Ve

Obrazek 27

nadfeme. Pokud totiz néjakou sekvenci piikazu chceme provést vicekrat, tak ji
musime napsat vicekrat.

Nyni nds napadne, zda bychom nemohli i pomoci prikazi ovliviiovat, jak jsou
ony samotné provadény. Mohli bychom mit tedy pifkaz, ktery fekne, VRAT SE
NA PRIKAZ 2. To v koneéném disledku neni az tak té7ké, staci ndm upravit
hodnotu, kterd pocita, odkud pravé bereme prikaz. Jelikoz jsme nadseni, nazveme
si tuto operaci LOOP.

Po chvilce zkoumani zjistime, ze by se nam obcas hodilo v LOOPu nepokra-
¢ovat. ReSenfm by bylo tento piikaz preskocit. Tedy potiebujeme vymyslet jak.
LOOP nam umoznuje skocit i dopiredu. To ale neni prilis dobré feseni, protoze
sko¢ime vzdy, i kdyZz nechceme. Tedy potiebujeme ziskat LOOP s podminkou.
Prvné zavedeme operaci IF. Ta dostane cestu k néjaké burice paméti, a pokud je
hodnota té bunky pravda, bude pokracovat dalsim prikazem, v opacném pripadé
dalsi prikaz preskoci. Jejich spojenim tak snadno ziskdme LOOP s podminkou.

Ten se bude hodit, protoZze pomoci ného muzeme ziskat i funkce. Ale stéle
nejsme s nasim pocitacem spokojeni. Zakladni problém je, ze cely kéd musime
psat v jednickach a nuldch. Hodilo by se nam to vSe prevést do zapisu, ve kterém
muzeme snadno c¢ist.

Navrh jednoduchého programovaciho jazyka

Pokud se vratime zpét v myslenkovém toku, velmi brzy narazime na to, ze mlad-
$imu bratrovi jsme davali prikazy v jednoduchych vétach. Nemuselo by tedy byt
tézké sestavit néjaky program, ktery prevadél nase ptikazy do jazyka naseho po-
Citace.
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Co od naseho programovaciho jazyka budeme potrebovat

e Definovat proménné
¢ Definovat pole

Definovat proménné je velmi snadné. Nasemu programu, ktery bude prekladat nas
kéd pro pocitac, bude stacit, aby pro jednu nezndmou sdilel tu samou a stejnou
cestu a aby nedovolil tuto cestu pouzivat nikomu jinému, podstatné je, abychom
pridali poéitaci zpusob, jak definovat proménnou s néjakou hodnotou.

Definovat pole také neni tézké. Muzeme zacit s tim, zZe si vytvorime pamét, ve
které budeme mit pouze pole. Prvni pole tedy zapiSeme tplné nahoru a musime
mu prifadit néjakou jednu neménnou velikost (pocet poli, které jsou za nim), dalsi
pole pritadime hned za néj a tak dale. Pak snadno najdeme prvek néjakého pole.
Staci ndm znat jeho poradi v poli a zacatek daného pole.

Zavér
Podafrilo se ndm ziskat pocitac, ktery umoznuje velmi mnoho. Muzeme vyuzivat
programovaciho jazyka, ktery zna pole a proménné.

Komentar redakce

Mgr.MM Vojtéch Gadurek ddle zkousel navrhnout i implementaci funkci, narazil
na problém s ukldddanim mista, kam se pak vrdtit, coz jeho LOOP v aktudlni po-

dobé neumoznuje. O trochu tezsi je pak umoznit funkcim volat samy sebe, na to
Mgr.MM Vojtéch Gadurek navrhuje pouZit pole s ndvratovymi pozicemi.

Co bude dal?

Jak jste prave vidéli, Mgr.MM Vojtéch Gadurek toho vymyslel spoustu, oviem i tak
nam toho k funkénimu pocitaci jesté hromada chybi. Funkéni pocitac¢ je nasim
spole¢nym cilem, budeme se tedy tésit na jakékoliv prispévky k tomuto tématu.
Nize najdete pro inspiraci néjaké problémy, kterym se muzete vénovat, avsak
rozhodné se jich nemusite drzet. Budeme moc radi, pokud prijdete s vlastnim
napadem!

Jaké jsou nase navrhy, co dal? Pokud vas bavi stavét v Logisimu, mate Sanci
se zde uplatnit. Navrhu Mgr.MM Vojtécha Gadurka totiz zatim tiplné chybi imple-
mentace.

Problém 1: Postavte jednoduchy pocitac nebo nékterou z komponent, které dosud
nemdme. MiiZete se inspirovat ndvrhem Mgr.MV Vojtécha Gadurka, néjak si jej
upravit ¢t si vymyslet vliastni.

Je mozné, ze vam bude v pocitaéi néco chybét. Budeme radi, kdyz napisete,
co byste chtéli pridat, a jesté radéji, pokud vymyslite jak, ¢i dokonce sviij navrh
implementujete v Logisimu.

Problém 2: Chybi vam v ndvrhu pocitace néco? Co a pro¢? Jak byste to vyresili?
Umite své Tesend implementovat?
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Nakonec mozna pfi premysleni a implementaci zjistite, Ze byste v nékterych
ohledech postupovali tplné jinak, nez Mgr.™M Vojtéch Gadurek navrhuje. Cest
k cili vede mnoho, miizete tedy navrhnout alternativni feseni.

Problém 3: Slo by to i jinak?

Nejradéji samoziejmé budeme, pokud své Teseni sepisete formou kratkého
clanku. Za nejlepsi ¢lanek muzete vyhrat dort a to se vyplati! Nebojte se ovsem
poslat ani samotné napady a Logisimové implementace.

Vic hlav vic vil

Takovy pocitac, to uz je vazné slozita véc. Chtéli bychom tedy pripomenout,
Ze pri freseni muzete spolupracovadﬂ K tomuto tcelu muzete vyuzit e-mailovou
konferenci hradla®mam.mff . cuni . cz, pomoci které mizete komunikovat se vSemi
ostatnimi Tesiteli tématka i s autory.

Realna Cisla
Vzpominate si na problém, jak reprezentovat celd ¢isla, kladnd i zdporna? Vraceli

jsme se k nému nékolikrat a stale bylo co vymyslet. To ale neni vSsechno. Jak uz
nékteri z vas naznacili, obcas by se nam hodila i ¢isla ,neceld“.

Problém 4: Jak reprezentovat ve dvojkové soustavé redlnd cisla? PouZijte pevniy
pocet biti.

Mechanicka hradla

Minule jsme vas pobidli k zamysleni nad tim, jak postavit mechanicka hradla.

Zadani:

1 fotky nebo videa, vhodné je doplnit je ndkresem a popisem funkce. Ocenime
origindlni ndpady © hezké zpracovdni, pokud se nékde inspirujete, nezapomerite
wvést zdroj.

Tento problém je stile otevieny, tésime se na vaSe Teseni. Pro inspiraci otis-
kujeme hezky népad od Mgr.™M Viclava Tichého. Na nasem YouTube kanalu
muzete zhlédnout, jak dominova hradla fungovala v akcﬂ

Pro svoji reprezentaci logickych hradel jsem si vybral domino. Inspiro-
val jsem se videem, na které byl odkaz v zadani, ale upravil jsem jejich
reprezentaci — ve videu byla pouzivana pro reprezentaci 1 i 0 spadla kostka
domina. V mé reprezentaci je konecné stojici kostka domina reprezentaci 0 a
spadla kostka reprezentuje 1. Diky tomu nastava problém s reprezentaci hradla

8Clanek mize samoziejmé mit vice autord.
9nttps://youtu.be/Mgg3k8pyKfk.
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NOT, jelikoz vysledek nemtze byt spadld kostka domina, pokud na zacatku zi-
staly vSechny stat. Tento problém jsem vytesil pridanim jedné kostky domina do
kazdého obvodu, kterd se vzdy shod{ (pokud reprezentujeme napiiklad hradlo
AND, muzeme kostku ignorovat), kostka reprezentuje jakysi zdroj. Na vSech
hradlech kromé NOT ziistane zdroj nevyuzity.

e NOT: Vyuwzitim zdroje muzeme vytvorit hradlo NOT. Pokud je vstup
X =1, prerusi se signal zdroje a kostka ztstane stat.

e AND: Vstup X prerusi svij signdl, ktery by jinak nastavil vystup na 1.
Vstup Y prerusuje preruseni signalu ze vstupu X, takze se na vystupu
objevi 1.

¢ OR: Jednoduché spojeni dvou vstupti, staci aby jeden z nich byl 1 a vy-
sledek bude 1.

¢ XOR: Hradlo XOR muzeme poskladat i pouze s predchozich hradel. S do-
minem se nam ale naskytuje mnohem jednodussi cesta, a to takova, ze
pouze k OR pridame drahu, po které museji oba signdly projit v opacném

sméru, takze kdyz pujdou oba, zastavi se, a na vystupu zustane 0.

NOT AND

OR XOR

Obrazek 28: Hradla z domina podle Mgr.™ Viclava Tichého

Bohuzel jsem nemeél k dispozici dostatek dominovych kostek na sestaveni slozi-
téjsich obvodu. Kdybychom vsak poskladali a spravné nacasovali tato hradla do
siti, které jsme vytvorili jiz difve, fungovaly by spravné (ale byly by pouze na
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jedno pouziti, byly by pomalé a také bychom spotfebovali neuvéritelné mnozstvi
dominovych kostek).

V predchozich dilech jste vidél

Na zavér pripomenme, které ze starsich tloh a problému stiale muzete fesit.

Ve 3. cisle jsme se poprvé setkali s paméti a hodinami. Mimo jiné jsme zadali
nasledujici dvé tlohy tykajici se takzvaného ,Décka“. Pri stavbé obvodi v Logi-
simu jej nyni miizete pouzivat, i pokud jste danou tlohu nevytesili. Pokud vas vsak
stale 1laka zamyslet se, jak funguje, mate moznost. Podrobnosti najdete v ¢isle se

zad4nimY]

Uloha 1 (27.3) [2b]: Postavte D latch. Nezapomerite popsat vstupy a napsat, jak
jste k vysledku dosli.

Uloha 4 (27.3) [2b]: Postavte D obvod, jez na vjstup propusti aktudini hodnotu
vstupu ve chvili, kdy se ridici vstup zmeéeni z 0 na 1. Jinak je na vystupu posledni
nastavend hodnota.

Stale se také muzete vénovat iloham ze 4. ¢isla, kde jsme vylepsovali kalku-

lackut]

Uloha 2 (27.4) [3b]: Postavte hradlovou sit pro ndsobeni 4bitovijch cisel pomoct
Boothova algoritmu.

Uloha 3 (27.4) [3b]: Postavte hradlovou sit, kterd dostane dvé 4bitovd cisla x, y
a vrdti vysledek x¥. Jak si poradite s mnozZstvim biti potrebnijch pro vystup?

Uloha 4 (27.4) [4b]: Pridejte do kalkulacky ukldddni vjsledku a jeho ndsledné
pouziti pro dalsi vipocty. Je treba ddt si pozor na pocet bitu vysledku? Pokud ano,
jak?

Problém 5 (27.4): Nase kalkulacka zatim umi pocitat pouze priklady s jednou
operaci a nejvyse dvéma hodnotami. Co kdybychom ji chteli naucit pocitat i slo-
zitejsi priklady, treba (3x9) — (2+ 3) ¢ Vymyslete zpiusod, jak by kalkulacka mohla
takové priklady pocitat, a popiste, jakym zpisobem je do ni vloéiﬂ. Kalkulacka by
méla podporovat alespon scitdni a odcitant, véetné pocitani se zdavorkams.

Uloha 6 (27.4) [4b]: Predélejte kldvesnici tak, aby se na ni daly zaddvat vstupy
v desitkové soustavé pro alespon 8bitovd cisla.

Ohttps://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/27/27-3.pdf#page=42

Uhttps://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/27/27-4.pdf#page=23

12Pfedpokladejte, ze uzivatel bude umét zadat vstup ve formatu, se kterym bude vase kalku-
lacka pracovat. Nemusite stavét klavesnici, mize to byt slozité.


https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/27/27-3.pdf#page=42
https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/27/27-4.pdf#page=23
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Uplné na zavér bychom chtéli pripomenout ¢lanek Be.MM Michala Pavlicka
otistény ve 3. &isld™| a s nim souvisejici problém.

Problém 6 (27.3): V cldnku autor navrhl a prakticky ovéril, Ze z tranzistord lze
postavit hradla dle uvedenych schémat. Zanedbal ovsem nékteré vlastnosti redlngjch
pokud bychom je sestavili presné podle techto schémat. Dokdzete vymyslet, kde je
problém a jak by se snadno dal opravit? Pripadné dokdzZete schémata sami postavit
a zmérit, jak se chovaji, kdyz se z nich pokusime postavit slozitéjsi hradlo?

Pavel, Kdta o Honza; pa-ka@mail.ledoian.cz

e-mailovd konference: hradla@mam.mff.cuni.cz
e-mail pro zasilani reseni: mam@matfyz.cz

Vysledkova listina 5. Cisla

Témata
Por. | Jméno R. 271 tl t2 t4 Zo 21
1.|Doc.™ K. Grinerova | 4 |218,9(16,0 27,5 43,5 1202,4
2. | Dr.™ M. Fof 3 |182,9 0]124,2
3. | Mgr.™ D. Ctvrtecka | 1 | 93,2 30,2 30,2| 93,2
4.|Doc.™ J. Kalvoda 4 |224.6 14,0 | 14,0| 90,2
5.| Mgr.™ J. Engler 2 | 88,2 0| 882
6. | Dr.™ V. Janicek 4 1758 0| 789
7. | Mgr.™ V. Tichy 2| 784 12,0 19,2 | 31,2| 78,4
8. |Mgr.M V. Gadurek | 4 | 70,0 0] 70,0
9. |Dr."™ T, Flidr 3 1102,9 0] 59,0
10.-11. | Mgr.™ K. Pernicova | 4 | 90,3 0| 48,5
BeM K. Petrlikova | 3 | 48,5 0| 48,5
12. | Bc.™ H. Nguyen 4| 47,0 0| 47,0
13. | Mgr.™ O. Piroutek | 3 | 89,4 17,0 17,0| 44,0
14. [ Mgr.™ J. Knillovd | 2 | 75,8 17,5 17,5| 39,9
15. | Be."™M E. Beranové 1] 39,0 0| 39,0
16. | Mgr.™ J. Kvapil 3| 54,5 0| 388
17. [ Mgr.™ V. Juzkovd | 4 | 45,9 0| 37,4
18. | Be."M M. Pavlicek 3| 37,2 0] 37,2
19.-20. | Be.™ D. Farhan 4 | 37,0 0| 37,0
Mgr."™™ D. Perout 4| 69,0 0| 37,0

Bhttps://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/27/27-3.pdf#page=56
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Témata
Por. | Jméno R. 271 tl1 t2 t4 Zo 21
21. | Be."™™ D. Skypala 3| 33,1 0] 33,1
22. | Mgr.™ L. Veskrna | 3 | 63,1 0| 31,3
23.| Be.™ P. Hladik 3| 43,0 0] 30,0
24. | Mgr.™™ M. Bocek 2 | 59,1 0] 29,9
25. | Be."™™ V. Polagkova | 2 | 29,5 0] 29,5
26. | Bc."™™ S, Biezovidk | 4 | 25,8 0] 258
27. | Mgr.™ A. Cmielovd | 2 | 50,6 0] 250
28. | Be.MM M. Valtrov 2 | 23,0 0] 23,0
29. | K. Sedova 2 | 19,0 0] 19,0
30. | Mgr.™ A. Opl 3| 393 0| 18,8
31. | O. Chwiedziuk 4| 18,3 0| 18,3
32. | A. Hustava 3| 17,7 o 17,7
33.-34. | M. Stencel 4| 16,0 0| 16,0
Be.™ M. Turinské | 4 | 19,0 0] 16,0
35. | L. Kacenkova 2 | 14,0 0| 14,0
36.-37. | Mgr.™ O. Gonzor 4| 584 0] 13,0
0. Skécel 2 | 13,0 0| 13,0
38. | J. K¥imska 9,0 ol 9,0
39. | P. Khartskhaev 4 6,0 0 6,0
40. | P. Jendele 4,3 0| 43
41. | P. Herman 2 1,7 0 1,7
42. | A. Cechové 1 0,6 0| 0,6

Sloupecek 2_1 je soucet vsech bodil ziskanych v nasem seminari, Zo je soucet bodu
v aktudlni sérii a 21 soucet vSech bodi v tomto ro¢niku. Tituly uvedené v predchozim
textu slouzi pouze pro tcely M&M.

Vysledkova listina obsahuje vSechny body za feSeni zasland do 1. deadlinu predchozi
série. Body za teSeni zasland pozdéji obsahovat nemusi.

Casopis M&M je zastfesen Matematicko-fyzikalni fakultou Univerzity Karlovy. S obsa-
hem casopisu je mozné nakladat dle licence CC BY-SA 4.0. Autory textu jsou, neni-li
uvedeno jinak, organizatori M&M.
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