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2

Mili fesitelé,

vitdme vas v novém roce a prejeme, aby byl vesely, zdravy, stastny, aspésny a co-
koliv dalsiho si jen budete prat. Snéhu zima bohuzel opét moc neprinesla, tak
az ho nékde potkate, uzijte si ho a pozdravujte ho od nas. No a az se spravné
promrzli vratite, pohodlné si sednéte s hrnkem nécéeho teplého v ruce a pustte se
do Teseni!

V topologii si zavedeme grafy, ale jiné, nez znate ze stredni skoly; ty nase budou
mit vrcholy, hrany a stény. Tyto grafy se budeme snazit kreslit na plochy, o kterych
jsme se bavili diive. Z optiky ukédZeme moznd reSeni diive zadanych problému na
prispévcich, které jste nam poslali a za které moc dékujeme. Pridame nova zadani
tykajici se barev.

V tématu olympiddni matematiky pripomeneme nedoresené oteviené pro-
blémy z minulych ¢isel. PTi stavbé pocitace predneseme jednu obsdhlou otazku
k zamysleni — co kdybychom neméli elektfinu? Jak reprezentovat zdporna cisla
jiz mnoho z véas zjistilo, proto tento problém uzavieme, stejné jako feseni pocita-
dla. U ¢eho naopak jesté zustaneme je stavba kalkulacky, ukdzeme nékolik vasich
navrhi, za které téz dékujeme, a priddme navodné ulohy pro dalsi vylepseni.

At je rok 2021 ve vSem lepsi nez ten predchozi!

Vasi organizdtori

Téma 1 - Topologie . ... ...
Téma 2 - Optika ... ...
Téma 3 - Olympiadni matematika ........... ... ... ... ... ... ...

Téma 4 - Pocéita¢ z nul a jedniCek........................ ... ... ... ...,
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Zadani a resSeni témat
1. deadline: 16. 2. 2021 | 2. deadline: 9. 3. 2021

Téma 1 — Topologie
Dil 4: Eulerova formule a kresleni grafi

Uloha 1 [2b]: V wlici stoji t7i nové postavené domy, které je potreba pripojit
k elektrine, vodé a plynu. Pripojky elektriny, vody a plynu jsou na druhé strané
ulice. Kazdy dum musi byt pripojen ke kaZdé pripojce vlastnim vedenim, které se
nemuze veétvit. Domy stoji na turdé skdle, do které meni mozné vedeni zahloubit.
Vzhledem k silngm bourkdm a hurikdindm v dané oblasti neni mozné vést vedeni
vzduchem. Vedeni je mozné vést pouze v 10 cm vysoké vrstve stérku, ktery je
nasypany na hrubé skdle. Jelikoz maji trubky vsech vedeni vnéjsi prumer 10 cm,
nemuzou se ve sterku krizit, protoZe jinak by jedna z trubek couhala ven, kde by ji
mohla prejiZzdét auta a poslapdvat chodci, ¢imz by se znicila. Je mozné za téchto
okolnosti pripojit vsechny domy ke vSem pripojkam? Svou odpovéd (pokud mozno
formdiné) zdivodni.

é HUP H,0

Obréazek 1: Ilustrace k Uloze

Abychom se o tlohach tohoto typu mohli bavit formalnéji, tak si zadefinu-
jeme graf G = (V,E) jako mnozinu bodu V(G), kterym budeme fikat wvrcholy,
a jako mnozinu spojeni E(G) propojujicich dva vrcholy. Témto spojenim bu-
deme tikat hrany. V definici grafu je dulezité jen to, které vrcholy jsou spo-
jené kterymi hranami. Graf z Ulohy |I| ma Sest vrcholfl, které si miizeme oznaéit
jako {d1,dz,ds,e,p,v}. Hrany tohoto grafu jsou dvojice (d;,e), (d;,v), (d;, p) pro
vSechna i € {1,2,3}. Jednd se o uplng bipartitni graf s dvéma partitami velikosti
3, znaceny jako K33, ktery si miizete prohlédnou na obrazku [2] Graf K,;, ma
obecné a + b vrchola rozdélenych na dvé disjunktni mnoziny A a B takové, ze
|A| =a a |B| =0b. V K, jsou spojené hranou vSechny dvojice vrcholti obsahujici
jeden vrchol z A a druhy z B. V nasem K3 3 tvori jednu mnozinu domy a druhou
pripojky.



Obrazek 2: Bipartitni graf K3 3. Obrazek 3: K5 nakresleny na toru.

Nésledujici problém se jesté nikomu nepovedlo definitivné vyresit.
Problém 2 (otevieny): Kolik krizeni je potreba pri nakresleni Ko p do rovinyﬂ

Dalsim dulezitym typem grafu je uplny graf K, na n vrcholech. V takovém
grafu je kazdy vrchol spojeny hranou se vSemi ostatnimi.

V Uloze [1] jsme se viak potykali s fyzickou realizaci grafu. Typicky se snazime
grafy nakreslit v roviné. Takové nakresleni si muzeme predstavit tak, ze kazdy
vrchol grafu dostane unikatni dvojici soutradnic v roviné a mezi vrcholy spojenymi
hranou vede souvisld kiivka. Rekneme, ze nakresleni grafu je rovinné, pokud se
krivky nekiizi.

Grafy vSsak mtzeme kreslit i na zajimavéjsi plochy, treba torus. Aby se ndm to
lépe darilo, muzeme vyuzit reprezentaci ploch pomoci orientovanych zipu, kterou
jsme zavedli v minulém dile, viz obrézek

Pri kresleni grafti na plochy je dilezité, aby se hrana kresleného grafu objevila
na druhé ¢dsti zipu ve stejné vzdédlenosti od jeho zac¢dtku (tj. od zacdtku Sipky),
jako na prvni ézistiﬂ

Uloha 3 [2b]: Nakresli K33 na torus bez kiizend hran.

Ve druhém dile jsme definovali projektivni rovinu jako sféru s dirou, na kte-
rou nasijeme Mobiovu pasku a ve tretim dile jsme si ukazali, Ze je ekvivalentni
kifzitku (neboli sféfe s kiizitkem), které vznikne slepenim dvou polovin kruznice
v nesouhlasném sméru. Z toho dostavame dva zpusoby, jak reprezentovat projek-
tivni rovinu. Prvnim zptsobem je rovina s kruhovym krizitkem. Kruhové k¥izitko
je kruh, ktery méa tu vlastnost, ze kdyz prijde hrana k jeho okraji, tak vyleze
z jeho okraje na druhé strané, jako by byla v daném misté prerusena. Kruhovym
kiizitkem tedy muze vést libovolné mnozstvi hran, aniz by se protinaly. Druhy

Vice informaci viz napifklad https://en.wikipedia.org/wiki/Tur%C3%A1n%27s_brick_
factory_problem

?Presné vzato je hlavné dilezité, aby hrany z druhé ¢asti zipu vychézely ve stejném po-
radi vzhledem k zacitku sipky, v jakém vchézeji do prvni ¢asti. Dodrzovat vzdalenosti je ale
nejjednodussi zptsob, jak to zajistit.


https://en.wikipedia.org/wiki/Tur%C3%A1n%27s_brick_factory_problem
https://en.wikipedia.org/wiki/Tur%C3%A1n%27s_brick_factory_problem
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zpusob reprezentace je kruhova plocha, ze které kdyz se snazime vylézt v jed-
nom misté, tak se dostaneme znovu dovnitf na misté presné opacném. Jednou
moznosti, jak nahlédnout ekvivalenci téchto dvou pristupt, je provést kruhovou
inverzi. Kruhovd inverze je spojité zobrazeni, které pro pevné zvoleny kruh (pro
nas to bude kruhové kiizidlo anebo kruhova plocha) zobrazi vnitfek kruhu ven a
vnéjsek dovnitf. Presnou definici kruhové inverze a ukazkové piiklady si mtzete
projit na strankach naseho sprateleného seminéfeﬂ Pro nas bude dulezita vlast-
nost, ze ¢im blize stredu kruznice se néjaky bod nalézal, tim dale od stfedu bude
jeho obraz. Specidlné, vnéjsi body daleko od kruhu se zobrazi blizko stiedu a body
zvenku blizko okraji kruhu se zobrazi dovniti blizko okraji. Jesté je dobré si uve-
domit, ze nase reprezentace ploch pomoci mnohothelniki a zipi ndm umoznuje
o nich uvazovat jako o kusu roviny, jejiz okraje maji specialni vlastnosti, takze pri
provadéni kruhové inverze muzeme ,predstirat®, ze se jedné o zcela normalni ro-
vinu. Nakresleni grafu na projektivni rovinu v jedné reprezentaci mizeme pomoci
kruhové inverze snadno prevést na nakresleni v druhé reprezentaci.

Uloha 4 [3+2b]: Nakresli Peterseniv graf (jak vypadd si mizes prohlédnout na
obrdzku [4)) na projektivni rovinu bez krizeni hran. Dva body mavic za nakresleni
v obou moznych reprezentacich projektivni roviny.

Obrazek 4: Peterseniv graf z tlohy [4| nakresleny v roviné.

Uloha 5 [2b]: Nakresli K¢ na Kleinovu lahev bez kiiZend hran.

Muzeme si vS§imnout, Ze nékteré grafy neni mozné nakreslit do roviny bez kii-
zeni hran, ale na jiné plochy uz to jde. Pro¢ to tak je? Souvisi to s klasifikaci
ploch z minulého dilu. Tam jsme si ukazali, Ze vSechny plochy jsou vytvorené ze
sféry pridavanim usi a kfiiitekﬁ Pro kazdou plochu definujeme jeji rod g jako dva-
krat pocet uch plus pocet kiizitek. Napriklad sféra ma rod 0, torus 2, projektivni
rovina 1 a Kleinova lahev 2.

Shttps://prase.cz/library/KruhovalnverzePT/KruhovalnverzePT.pdf
4Toto je siln&jsi verze klasifikaén{ véty z ulohy 6.


https://prase.cz/library/KruhovaInverzePT/KruhovaInverzePT.pdf

Pro¢ tedy hraje rod plochy roli v tom, zda na ni muzeme rovinné nakreslit
néjaky graf? Specidlné, kdyz mame graf nakresleny na sfére s jednim kiizenim,
miizeme sfére pridat ucho a kolizni hranu vést po povrchu nové pridaného ucha,
¢imz kiizeni zabranime (na obrdzku |5 si toto muzete prohlédnout pro Ks). Po-
dobné to muzeme udélat s kiizitkem.

Obrazek 5: K5 nakresleny na sféfe s uchem bez kiiZeni hran.

Dokonce se da presné kvantifikovat, jak moc nam rod plochy pomuze. Na to
potirebujeme par definic. Méjme néjaké rovinné nakresleni grafu G na néjakou plo-
chu. Sténa nakresleni je souvisly kus plochy ohrani¢eny hranami grafu. Oznacme
pocet stén rovinného nakresleni grafu G jako F(G). Fulerova formule ¥ika, ze
pro kazdy souvisly graf G (tj. existuje cesta po hranich mezi libovolnymi dvéma
vrcholy) rovinné nakresleny na plochu rodu g plati:

[E(G)] - V(@) - F(@G)+2=9g

A jak konkrétné tedy rod plochy pomaha? Panové Ringle a Youngs ukézali,
Ze Gplny graf s | TYEF249 | vrcholy lze nakreslit bez kifzeni na libovolnou plochu
rodu ¢ ruznou od Kleinovy lahve. Z této véty tedy naptiklad plyne, ze K, je
mozné nakreslit na sféru. Kvuali vyjimce pro Kleinovu lahev ndm tvrzeni nerika,
ze by napiiklad K7 bylo mozné nakreslit na Kleinovu lahev. A skutecné, je mozné

vy

dokazat, ze K7 neni mozné nakreslit bez kiizeni na Kleinovu lahev.

Uloha 6 [2b]: Uved, které nejvétsi dplné grafy je mozné nakreslit na projektiond
rovinu, torus a povrch nafouknuté cislice 8 podle vyse uvedené veéty.

Dalsi dtlezitou vlastnosti ploch je orientovatelnost. Orientovatelné plochy vzni-
kaji ze sféry pridavanim usi. Neorientovatelnd je naopak kazda plocha obsahujici
alespon jedno krizitko. V feci orientovanych zipt to odpovida tomu, Ze mnoho-
thelnik obsahuje dvé opacné orientované Sipky stejného typu. Muzeme pozorovat,
ze kazdd jednoduchd uzaviena smycka ma okoli homeomorfni plasti valce nebo

Mobiové pasce, oboji bez okraji. Pokud je plocha orientovatelnd, pak je okoli
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kazdé jednoduché uzaviené smycky homeomorfni plasti valce bez okraji, neboli
neexistuje smycka, jejiz okoli by bylo homeomorfni Mébiové pasce bez okraju.
Rozmysli si, ze na neorientovatelnych plochach neni mozné definovat, co je vlevo
a vpravo.

Nyni uz muzeme Tici, ze dvé plochy jsou homeomorfni, pokud maji stejny
rod a orientovatelnost. Spolecné s vyse uvedenym to plati diky klasifika¢ni vété
z minulého dilu.

Uloha 7 [3b]: Ukaz, Ze spojovdnim zipi z obrcizkula vznikne stejnd plocha. Kterd
plocha to je? Jakou md orientovatelnost?

—> —>

—> <+—

Obrazek 6: Dvé rizné reprezentace plochy z Ulohy

Vzorova reseni 2. dilu
Problém 1

Zadani:
Vezmi néjakou varietu. Co je jejim okrajem? A co je okrajem tohoto okraje? Jak
dlouho miizeme hledat okraje okraji? Cim nase hleddni skonci? Nemdme pro-
stredky na formdini dikaz, stact, kdyz si to vyzkousis na pdr prikladech a uvedes
svou hypotézu.
Reseni:
Zacneme par priklady. Vezméme si jednotkovy interval. Jeho okrajem jsou body 0
a 1. Body maji dimenzi 0 a nemaji zadny okraj, protoZe ,po nich nemuzeme nikam
jit“. Kdyz si vezmeme kruh, tak jeho okrajem je kruznice. Vydame-li se po kruznici
libovolnym smérem, tak po ni mizeme béhat donekoneéna a nic nas nezastavi.
Kruznice tedy téz nemé okraj. Co treba koule? Okrajem koule je kulova plocha
neboli sféra. Ze zkuSenosti s Zivotem na povrchu Zemé vime dobfe, Ze okolo ni
muzeme krouzit v kterémkoli sméru a pokud méme soukromy tryskac¢ a domluvu
se vSemi Tizenimi letového provozu a pocasim, nic nas nezastavi.

Jak nam priklady napovidaji, skutecné plati, ze okraj okraje nemé okraj, re-
spektive jeho okraj je prazdna mnoiinaﬂ Tento fakt je velmi dilezity pii defino-

5Toto ale plati, pouze pokud je ptivodni objekt dostateéné celistvy, napiiklad to plati pro
libovolnou varietu.
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vani homologie, kohomologie a homologickych grup. Tyto pojmy jsou dulezitou
soucasti algebraické topologie.

Velmi podobné tvrzeni plati v teorii vektorového poctu, ktery se casto pouziva
ve fyzice. Specialnimi priklady tvrzeni, Ze okraj okraje je prazdny jsou napriklad
nasledujici dvé tvrzeni. Prvni iikd, ze divergence z rotace skalarni funkce je nula.
To si zjednodusené muizeme prestavit tak, ze cokoli, co se toc¢i, ma nulovou rych-
lost vzhledem ke stfedu. Druhé tvrzeni rika, ze rotace gradientu vektorového pole
je nula. Tato tvrzeni si muzeme predstavit tak, Ze kdyZ se néco pohybuje od
stiedu (nebo ke stfedu), ma nulovy rotacni pohyb. Fundamentdlni véta vekto-
rového poctu pak rika, ze kazdé hladké, dvakrat diferencovatelné vektorové pole
(coz v zdsadé znamend, Ze se kazdy bod chova v jistém smyslu podobné, jako jeho
okoli) muzeme vyjadfit pravé pomoci divergentni a rotacéni slozky. Tyto skutec-
nosti, které jsme spise naznacili nez vysvétlili, jsou ve fyzice velmi dulezité a je
zajimavé, ze s nimi mé topologie takovou souvislost.

Uloha 2

Zadani:
Co je vijsledkem S* x I? Je vijsledek homeomorfni I x S'?

Reseni:

Kartézskym soudinem S' x I vznikne plast vélce stojiciho na jedné z podstav
(obrazek . Vezmeme totiz kruznici a kazdému jejimu bodu pfiddme ve svislém
sméru usecku.

Kartézskym soucinem I x S je plast valce leZiciho na boku (obrézek, ktery
vznikne tak, ze kazdému bodu tsecky pridame kruznici ve sméru kolmém k dané
Usecce.

Jelikoz se vysledek lisf jen otocenim, ziskavame, ze S* x I =T x S*.

St x|

[xS!

(2) (b)

Obrazek 7: Reseni Ulohy 2.
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Uloha 3

ZadAani:

Jaky je visledek S' x I? a S% x I? Jsou tyto objekty homeomorfni néjakym jiz
zminéngm objektim?

Reseni:

St x I? si mitZeme predstavit jako tlustosténny vilec (obrézek [8al) a je homeo-
morfni vyplnénému toru, protoze étverec I? je homeomorfni B2.

Uvédomime si, Ze S? je okraj tiidimenzionalni koule B3, kterému se ik kulova
plocha, sféra nebo sférickd plocha. Miizeme si ji piedstavit jako povrch mige. S? x I
je tedy homeomorfni kouli s kulovou dirou uprostied (obrézky a . Néco jako
kdybyste vzali Zemi a odstranili tekuté jadro. S trochou predstavivosti si muzete
ovérit, ze kdyz pridame kazdému bodu sféry tsecku kolmou k povrchu, tak tyto
usecky vytvori ono ,ztlusténi.

S'x I?

L2 2 x1 S x 1

Y=

()

Y
(a) (b) (c)

Obrazek 8: Reseni Ulohy 3.

Uloha 4

Zadani:
Predstav si jednotkovsj ¢tverec 12, ktery vyplnime ctyrmi kruhy o priméru 1/2.
Doprostred mezi kruhy pak pridame pdty kruh tak, Ze se dotykd ostatnich kruhi,
jako na obrdzku[9. Jaky je primér vepsaného kruhu?
Reseni:
Pomoci Pythagorovy véty spocéitame, ze thlopiicka étverce je /1 + 1 = /2. Na-
sklddejme tyto ¢tverce vedle sebe a nad sebe tak, aby zabiraly celou plochu. Mu-
Zeme si v§imnout, Ze do mista, kde se potkéavaji rohy ¢tverct, mizeme vepsat dalsi
kopie mensfho kruhu. Uhlopiicku ¢tverce pak zabiraji dva priméry vétsich kruhi
D = 1/2 a dva priiméry mensiho kruhu d. Dostaviame /2 = 2D 4 2d = 1 + 2d,
V2-1

5

z ¢ehoz plyne d =
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ry

A A

Obrazek 9: K zadani Ulohy 4.

Obréazek 10: Protilehlé strany obdélnika
lepené v souhlasném sméru.

Uloha 5

Zadani:

V zaddni predchozi ilohy wva? I3 a dalsi vyssi dimenze misto I*. V I3 budeme
mit misto ¢tyr kruhi osm kouli, mezi které opét mizeme vepsat mensi kouli, a
podobneé pro vyssi dimenze. Dokdzes zobecnit vztah pro velikost pruméru vepsané
koule? Zamysli se nad tim, jak se méeni pomér velikosti vepsané koule vici krabici
v zdvislosti na dimenzi.

Reseni:

Kdyz se presuneme do vyssi dimenze, tak potiebujeme nejdrive zjistit, jak dlouha
bude télesova thlopricka krychle v n dimenzich. Nejdiive ji spocitame v krychli.
Spoéitame ji jako pfeponu v pravotthlém trojihelniku s odvésnami délek v/2 a 1.
7 Pythagorovy véty dostavame, ze velikost thlopricky je

V212 = V.

7 toho muzeme zkusit odvodit, ze v n-té dimenzi bude délka télesové thlopricky
v/n. To mizeme dokézat napiiklad pouzitim matematické indukce. Uz vime, Ze
tvrzeni plati v dimenzich 2 a 3. Nyni zbyva ukazat, Ze to plati i v dimenzi n za
predpokladu, ze tvrzeni plati v dimenzi n — 1.

Stac¢i si vSimnout, ze krychle v n dimenzich vznikne tak, ze vezmeme dvé
krychle dimenze n — 1 a jednotkovymi hranami kolmymi k obéma krychlim spo-
jime odpovidajici vrcholy krychli. Télesovou tihlopiicku pak ziskdme jako preponu
pravoihlého trojihelniku s odvésnami délky 1 a y/n — 1 (coz je podle naseho in-
dukéntho predpokladu télesovd tthlopiicky krychle o dimenzi n— 1). Podle Pytha-
gorovy véty dostavame délku télesové thlopticky jako

\/n—12+12=\/ﬁ,

coz jsme chtéli ukazat.
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Predstavme si nyni n-dimenziondlni koule o priméru D = 1/2 vepsané do
jednotkové krychle v dimenzi n a mensi kouli vyplnujici prostor uvnitt krychle,
podobné jako v predchozi tiloze. Mtzeme si vSimnout, ze z télesové thlopricky
krychle zabiraji dvé koule o poloméru 1/2 opét délku 1 a zbytek tvoii dvojnasobek
pruméru mensi vepsané koule. Mame tedy

Vn=2D+2d=1+2d

a tedy
n—1
d= vn
2
Tento vyraz roste s rostoucim n. Pro n > 9 dokonce dostavame, ze d > 1, neboli
prumér koule vepsané uprostied krychle je vétsi nez délka strany krychle!

Uloha 6

Zadani:

Co vznikne, kdyz slepime ve stejném smeéru obé dvojice protilehlyjch stran obdél-
nika, viz obrdzek [10?

Reseni:

Spojenim hran oznacenych bilymi Sipkami dostaneme plast valce, na jehoz okra-
jich jsou souhlasné orientované zipy. Jejich spojenim ttvar uzavieme a dostavame
torus. Proces si mizete prohlédnout na obrazku [T}

S

(b) (©)

Obrazek 11: Obrézek k feeni Ulohy 6.

Uloha 7

Zadani:
Zipovat k sobé muzZeme i strany, které nejsou protilehlé. Jaky je vysledek slepovani
2 obrdzku [13d?

Reseni:

Proces mizes sledovat na obrazku Spojenim prvniho péaru zipu ziskdvame tvar
pripominajici papirovy kornout. Pokracovanim lepeni dostaneme utvar, ktery asi
nejvice pfipomind piroh (ktery ale kuchaf zapomnél pred uzavienim naplnit).
Tento utvar je homeomorfni sfére.
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Obrazek 12: K feseni Ulohy 7.

Uloha 8

Zadani:

Slepovat v dané orientaci miZeme i vice neZ dvé hrany, avsak tady uZ nase ana-
logie se zipy zacind pokulhdvat. Zkus si predstavit objekt z obrdazku|130, ve kterém
se postupné ztotoznuji vSechny tri strany trojihelnika. Svou predstavu co nejnd-
zornéji popis pomoci obrdazku a pripadné doplniujictho textu. Nemyslime si, Ze by
se predstava, jok dany objekt vypadd, dala popsat dostatecné jasné jen slovy, ale
pokud to preci jen zvlddnes, body té neminou. Pokud misto obrdzki dodds péknou
animaci, dostanes plusové body.

—

(a) Ztotozniovat muzeme i sousedni (b) Ztotoznovat mizeme i vice nez dvé
strany. strany.

Obrazek 13: Obréizky k Ulohdm 7 a 8.

Reseni:

Objekt z obrazku je pomérné znama topologicka hricka, které se rika anglicky
dunce hat. Zacatek je snadny. Ztotoznime dvé strany trojihelnika a dostaneme
tvar pfipominajici kornout (obrézek [14b]). Poté nés ale jesté ¢ekd ztotoznéni ob-
vodu kornoutu s podélnym $vem, diky kterému jsme kornout ziskali.

Jeden ze zpusobu, jak si to predstavit, pochdzi z knizky [I]. Vezmeme Sev a
dostaneme ho do stejné roviny jako okraj kornoutu. To se da udélat napriklad
tak, ze ,roztdhneme® Spicku kornoutu, ¢imz ziskame takovou trojuhelnikovou
plachtu, jako na obrazku Okraj této plachty obtoc¢ime okolo okraje kornoutu
a ztotoznime jej s nim, jak je ukdzdno na obrazcich a Vysledny
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Obrazek 14: Resen{ Ulohy 8.

obréazek jesté neni pfimo dunce hat, protoze mu prebyvaji dvé hrany - prvni
je v misté, kde se plachta potkava s kornoutem a druha je tvorend volnou hranou
plachty. Prvni hrany se muzeme zbavit tak, Ze dovolime, aby se od sebe odlepily
dvé strany plachty a prostor mezi nimi byl pfistupny z kornoutu. Volnou hranu
plachty pfitom povazujeme za Sev, ktery dvé vrstvy plachty spojuje, takze vzduch
zevnitt kornoutu se touto hranou nemiize dostat ven. Pro lepsi predstavivost
muzeme jesté fouknout do dunce hat, aby se patfi¢né vyboulil (viz obrazek a
15d)).

Druhy zpiisob je vzit kornout a jeho okraj postupné spojovat se Svem, pricemz
se kornout prirozené ohyba a dostaneme ttvar z obrazku kde bod uprostred
placaté osmicky je vrchol puvodniho kornoutu.

Dunce hat je nejmensi priklad mnohosténu, ktery je kontrahovatelny, ale neni
kolapsibilni. Tyto pojmy nyni nebudeme definovat a vysvétlovat, jen prozradime,
ze tyto vlastnosti maji spojitost se slavnou Poinkarého domnénkou.

Dunce hat je dokonce mozné usit za pouziti zipﬁE]

Zdroje

[1] FRANCIS, George K. A Topological Picturebook New York: Springer-Verlag,
2007. ISBN 978-0-387-68120-7. DOI 10.1007/978-0-387-68120-7.

6Ukézka je napiiklad na videu https://youtu.be/34j4CppfRTA


https://youtu.be/34j4CppfRTA
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(d)

Obrazek 15: Reseni Ulohy 8.

Anet; aneta.pokorna@matfyz.cz

Viktor; vskoupy@gmail . com

e-mailovd konference: topologie@mam.mff.cuni.cz
e-mail pro zasildni reseni: mam@matfyz.cz

Téma 2 — Optika
Dil 4: Barvicky

V minulém dile jsme si predstavili zaklady teorie Sifeni svétla v prostoru. Zatim
jsme si vystacili s predstavou homogenniho svétla, kterd se chova vzdy stejné. Tato
predstava je nicméné v primém rozporu s kazdodenni zkusenosti — svét kolem nas,
ktery hraje vSemi barvami, by ndm homogenni svétlo zprostfedkovat nedokézalo.
Svétlo neni homogenni. Ve skutecnosti se jedné o elektromagnetické vinéni, které
je kvantovano na fotony s vlnovou délkou z intervalu 390 az 760 nm. Nase o¢i
dokézou jednotlivym vlnovym délkam z tohoto intervalu prifadit rizné barvy.
Elektromagnetické vinéni s kratsi vlnovou délkou nazyvame ultrafialové, s delsi
vlnovou délkou potom infracervené. Ani jedno uz nase o¢i nevidi, a proto se mu
zde nebudeme vénovat.


mailto:aneta.pokorna@matfyz.cz
mailto:vskoupy@gmail.com
mailto:topologie@mam.mff.cuni.cz
mailto:mam@matfyz.cz
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Jak presné vlastné nasi oc¢i funguji? Podobné jako jakdkoliv jind opticka sou-
stava, jejimz cilem je vytvorit na urc¢itém misté ostry obraz. Skutecné podivu-
hodny proces se odehrava az na sitnici, v misté, kam je v pripadé zdravého oka
obraz okoli promitdn. Nenachézi se zde néjaké univerzalni receptory na ruzné vl-
nové délky, jak by se mozna dalo ocekavat, ale pouze dva zakladni typy: tycinky
reagujici na svétlo a tmu a ¢ipky, které jsou citlivé na néjaky konkrétni velmi tzky
rozsah vinovych délek. Clovék mé celkem tii druhy ¢ipki citlivé primarné na mod-
rofialovou, zelenou a oranzovou barvu. Vysledny obraz okolniho svéta se skldada
az v mozku na zakladé elektrochemickych signdli dodanych tyc¢inkami a ¢ipky.
Tomu se tika trichromatické vidéni.

Podobné usporné“ pracuji i vSechny pristroje a techniky, které pro praci
s barvami vyvinul v pribéhu staleti ¢lovék. V tiskdrné neméme jeden toner pro
kazdou s nékolika miliona barev, které je schopna vytisknout na papir, a ani stie-
dovéci maliri se kvuli kazdému pozadovanému odstinu nevydévali hledat novy
pigment. Tajemstvi spociva podobné jako v pripadé oka v kombinovani nékolika
mélo (obvykle 3 az 4) zdkladnich barev, diky kterému jsme schopni ziskat prak-
ticky libovolnou myslitelnou barvu.

Svét barev je fascinujici a stéle velmi malo prozkoumany. Teprve neddvno jsme
se dozvédéli o tom, ze existuji lidé, ktefi maji ¢tvrty druh ¢ipka a diky tomu mo-
hou vidét az stokrat vice barev nez ostatni lidé disponujici pouze trichromatickym
vidénim. S rozvijejici se zobrazovaci technikou se objevuji stale nové a nové zpi-
soby, jak pfi maximalnim zuzitkovani dostupnych technologii dorucit uzivateltim
co nejvérnéjsi barevny zazitek. V tomto cisle jsme si pro vas pripravili experi-
menty, diky kterym si budete moci nékteré zajimavé vlastnosti svétla vyzkouset
sami doslova na vlastni o¢i.

Uloha 1 [3b]: Fotony s riznou vinovou délkou se v oblasti viditelného svétla nelisi
jen svou barvou, ale i dalsimi vlastnostmi. Napriklad pri lomu na rozhrani dvou
optickych prostredi se nékteré vinové délky lamou vice neZ jiné. Jednd se o primou
nebo neprimou uméru? Svij ndzor podporte teorii nebo experimentem.

Uloha 2 [3b]: Zkuste si vyrobit ,kdcu® ve tvaru kruhu, na které se bude pravidelné
stridat nékolik vyseci rizngch barev (dvou, tri, celého spektra). Ndsledné kdcu
roztocte a pozorujte, jakd barva vznikne. Jakd hranice nejspis rozhoduje o tom, Ze
pri nejaké uhlové rychlosti jsou jesté vidét jednotlivé barvy a pri o néco vyssi uz
splynou v jednu?

Uloha 3 [3b]: Privedte k varu vodu v konvici a v zatemnéné mistnosti umistéte
za konvici zdroj svétla tak, abyste ho vidéli pres paru. Meli byste zpozorovat slabé
duhové krouzky okolo zdroje. Takové krouzky miuZeme nékdy pozorovat i kolem
Slunce a Mésice. Proc¢ a jak krouzky vznikaji?

Uloha 4 [5b]: Proc je obloha modrd? Zjistit to mizete i pomoci experimentu. Na-
pliite akvdrium (nebo jinou velkou nddobu) vodou s troskou rozmichaného mléka



16

(pokus nemust vyjit hned napoprvé — zkuste zménit mnozstvi mléka a vice ho roz-
michat). Pokud ve tmé akvdrium z jedné strany prosvitite silngm zdrojem svétla,
tak byste méli zpozorovat zabarveni vody s mlékem do modra. Z celniho pohledu
bude akvdrium zabarveno do cervena. Tomuto jevu se 1ikd Rayleighiv rozptyl.
Popiste, jak se vam pokus povedl a proc je obloha modra.

Problém 5: Zkuste si misend barev s barevnymi papiry a barevnymi féliemi. Po-
lozte folie na papiry a pozorujte, jak se méni barvy. Experimentujte s riznymi
prekrytimi a kombinacemi folit na rizngch barvdch papiru. Své pokusy zdokumen-
tujte a popiste.

Problém 6: Zkuste na bilé pozadi svitit cervenym a zelengm svétlem. Ezxperimen-
tujte s michdnim barev. PouZit miZete také modré svétlo. Své pokusy zdokumen-
tujte a popiste.

Problém 7: Vyfotte pizely na obrazovce a experimentdlné overte, jaké kombinace
ddvaji dohromady jednotlivé barvy. Idedlni je na to USB mikroskop, experiment
lze ale provést i s kvalitnim fotakem v makro reZimu, nebo obycejnym telefonem
a lupou.

Uloha 8 [2b]: Internetovy hoax ikd, Ze clovék zvlddne rozlisit pouze 256 odstini
zelené. Jednoduchym experimentem vyvratte.

Vzorova fedeni 1. série

Uloha 1

Zadani:
Sestavte spektrometr podle ndvodu a poslete nam jeho fotku. Napiste néjaké tipy,
at muzeme zlepsit ndvod.

Reseni:

Nejvétsim problémem, se kterym jste se setkali, bylo svétlo prosvitajici skrz tenky
papir, na kterém byl ndvod vytistén. Nékteri z vas pouzili vice vrstev papiru,
lepsich vysledktl jste doséhli pouzitim cerné étvrtky. Mgr.MM Daniel Ctvrtecka
vyresil tento problém jednou provzdy, kdyz si navrhl a na 3D tiskarné vytiskl
vlastn{ spektrometr — miZete ho vidét na obrazku[I6} S nim potom vyfesil vétsinu
uloh. Dalsimi problémy, se kterymi jste se setkavali, byly obtize s odloupnutim
reflexni vrstvy z CD/DVD a obtiZe s vytvofenim dostatecné tenké Stérbiny. To
vyfesil Mgr.MM Daniel Ctvrtecka pouzitim ziletkovych biitiL.
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Obrazek 16: Spektrometr Mgr."™™ Daniela Ctvrtecky

Uloha 2

Zadani:
Jak se zmeéni obraz spekter ve spektrometru, kdyZ nalepime kus DVDcka otoceny
0 90° oproti tomu, jaok je popsino v ndvodu?
Reseni:
Vétsina z vés zjistila, ze kdyz nalepite kus DVD o 90° otoceny oproti névodu,
nerozvine se vam spektrum do linie, ale soustiedi se do jednoho bodu.

Dalsi tilohy jsme dostali vyfesené od Mgr.MM Dana Ctvrtecky a Mgr.M On-
dfeje Piroutka.

Uloha 4

Zadani:
Rozlozte svétlo Zdrovky a bile rozsviceného monitoru. Popiste, jaké rozdily vidite.

Reseni:

V dloze 4 popsal Ondrej, ze u monitoru prevazuje modra Cast spektra, kdezto
u studené LED prevazovala modra, ale i zelena ¢ast. Daniel porovnéaval obrazovku
mobilu s halogenovou zarovkou, spektra vidite na obrazku[I7] Popsal u obrazovky
uzsi maximum a posun ke kratsim vlnovym délkam.

Uloha 5
Zadani:
Pozorujte nekolik svételnyjch zdroju, které byste oznacili jako teplé, a nékolik ta-
kovych, které byste oznacili jako studené. Které vinové délky previddaji v kterijch
rozkladech? Rozepiste se o tom, které zdroje jste pouzili a jaok spektra vypadala.
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Obrazek 17: Srovnani spektra obrazovky mobilu a halogenové zarovky

Reseni:

Pro porovnani rtiznych zdroji svétla vybral Ondfej zarovku, zapalenou svicku,
studenou zarovku a slunec¢ni svétlo, Daniel potom LED 2700KE|, LED 5700K a
svicku. Oba pozorovali prevahu delsich vlnovych délek u teplych zdroju svétla a
prevahu kratsich u studenych zdroju. Daniel u LED pozoroval spojité spektrum
okolo zelené a zluté barvy a potom peak v modré oblasti. Je to dano konstrukei
LED, s modrou barvou byl dlouho problém, za modrou LED byla dokonce udéleno
Nobelova cena za fyziku 201?@ Daniel poté jesté naméril spektrum obrazovky
pocitace v normélnim stavu a v no¢nim rezimu. Pozoroval posun celého spektra
smérem k Cervené — rozdil znazornuje obrazek

Uloha 7

Zadani:

Pozorugjte pres spektrometr jasné slunecni zdreni. Méli byste spatrit celé spektrum
a v ném néjaké cerné prouzky. Co je to za prouzky? PriloZte fotku a zkuste iden-
tifikovat jejich vinové délky (lze to i bez kalibrace popsané v Problému 11).
Reseni:

V tloze 7 se povedlo Danielovi pozorovat a identifikovat Fraunhoferovy ééryﬂ
které, jak spravné popsal, vznikaji absorpci urcitych vinovych délek ve fotosfére

TToto znageni Fik4, ze dioda by méla svitit stejnym spektrem jako absolutné &erné téleso
s teplotou 2700 Kelvind.

8https://www.fzu.cz/aktuality/pribeh-modre-ledky

9mttps://cs.wikipedia.org/wiki/Fraunhoferovy_%CA4%8D%C3%A1ry


https://www.fzu.cz/aktuality/pribeh-modre-ledky
https://cs.wikipedia.org/wiki/Fraunhoferovy_%C4%8D%C3%A1ry
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Obrazek 18: Srovnani spektra obrazovky v normdlnim a no¢nim rezimu

Slunce. Céry na obréazku jsou G — 431 nm, F — 486 nm, b — 518 + 517 nm,
D — 588 4 589 nm, C — 656 nm. VInova délka je uvedena piiblizné, vzhledem
k neostrosti car.

f f i

Vodik (G) Vodik (F) Hortik (b) Sodik (D) Vodik (C)

Obrazek 19: Fraunhoferovy c¢ary identifikované ve slune¢nim spektru

Uloha 8
Zadani:
Mate-li doma barevné folie, zkoumejte je. Popiste, které vinové délky v nich chybi
a které jsou maopak vijrazné, kdyz je prosvitite slunecnim svétlem?
Reseni:
Pri zkouméni barevnych f6lii bylo experimentalné zjisténo, ze folie pohlcuje vinové
délky jiné nez své barvy, svou barvu a jeji okoli potom propousti.

Problém 11
Zadani:
Pripojte spektrometr k vasi webkamere nebo fotoapardtu. Pomoci laserového ukazo-
vatka nebo barevné LED ho nakalibrujte. Zdokumentujte pribeh kalibrace a sepiste
kratky textik, ve kterém zminite vsechny tipy a triky, na které jste prisli, abychom
ho mohli otisknout a ostatni to méli jednodussi.
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Zdroj Vlnové délka [nm]
Cervend LED 623 — 630

Modra LED 440 — 430

Zlutd LED 574 — 587

Svicka 579

Zelend obrazovka | 484

Modra obrazovka | 453

Tabulka 1: Tabulka namérenych hodnot vinovych délek pro ruzné zdroje

Reseni:

Daniel poté nakalibroval svij spektrometr pomoci laserového modulu Arduina
(650 nm) a zelené LEDky (565 nm). Se zkalibrovanym spektrometrem zkoumal
mnozstvi dalsich svételnych zdroju, v tabulce [I] mizete vidét jim namérené hod-
noty. U LED je uveden peak od-do, u ostatnich zdroji maximum.

Fanik; frantisek.zajic@matfyz.cz
e-mailovd konference: optika@mam.mff.cuni.cz

/////

Téma 3 — Olympiadni matematika

Dil 4: Stale oteviené problémy

Vitdme vas u dalsiho ¢isla témétka o olympiddni matematice. Ani tentokrat se
nepustime do zadného nového tématu, naopak bychom vam radi pripomnéli ote-
viené problémy, které jsme zadali v prvnim c¢isle. Budeme moc radi, pokud se
nad danou problematikou zamyslite a napiSete ndm o ni ¢lanek. O tom, jak na-
psat ¢lanek, se muzete doc¢ist na nasich strankach. Pokud si chcete osvézit pamét
ohledné olympiddni geometrie, mizete se vratit k prvnimu ¢islu naseho tématka,
kde jsme se pravé geometrii vénovali.

Problém 2 (27.1): Jednim z nejbéznéjsich ikoli je dokdzat, Ze néjaké dvé dsecky
jsou na sebe kolmé (popripade, Ze néjaky trojihelnik je pravoihly). Jakgmi vsemi
zpusoby muzeme dokdzat, Ze se nékde nachdzi pravy ihel? Nebojte se byt kreativni
a rozepsat se.

Problém 5 (27.1): Zkuste co nejlépe popsat, co je to tétivovy ctyrihelnik, jaké
vlastnosti md a s jakgmi dalsimi vétami nebo tvrzenimi ho miZeme spojit. Cerpat
mazete z libovolngch zdroji, pouZijte ale svd slova a nezapomerite zdroj wvést.

Jane; pallova. jane@gmail.com
e-mailovd konference: olymp@mam.mff.cuni.cz
e-mail pro zasildni reseni: mam@matfyz.cz


mailto:frantisek.zajic@matfyz.cz
mailto:optika@mam.mff.cuni.cz
mailto:mam@matfyz.cz
mailto:pallova.jane@gmail.com
mailto:olymp@mam.mff.cuni.cz
mailto:mam@matfyz.cz
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Téma 4 — Pocitac z nul a jednicek

Navrhli jste a postavili mnoho zajimavych vylepseni kalkulacek, od zavedeni za-
pornych ¢isel pres dalsi operace a funkce az po zadavani a vypisovani ¢isel. Pokud
by se vSechny vase napady daly dohromady, kalkulacky uz by se témér nelisily
od kalkulacek, které si mtzete koupit v obchodé. V tomto dilu vase ndpady shr-
nujeme a budeme se snazit naucit kalkulacky slozitéjsi vypocty. Dostaneme tak
chytrejsi kalkulacky, které se pozdéji mohou zacit podobat pocitactm.

Nejprve si ale predstavme ,apokalypticky* svét, ve kterém neni elektiina, a
pojdme postavit kalkulacku v ném. ..

Postavme si hradla! Zn. mechanick3

V minulém dilu jsme vydali élénelﬂ od Be.MM Michala Pavlicka, ktery se vé-
noval tomu, jak funguji hradla uvnitf. Co kdyby vsak byly podminky jiné? Co
kdybychom neméli tranzistory ani elektfinu?

Neékteri z vds mozné si mozna pamatuji pocitac z kartonu z jarniho soustredéni
2019 v Domaéovéﬂ Co dalsiho by se dalo ke stavbé mechanickych hradel vyuzit?
Podivejte se pro inspiraci na video http://y2u.be/kQeDnFUNW-Q| a zkuste si néco
takového taky!

Problém 1: Postavte mechanickd hradla ¢i sloZitéjsi hradlové site. Jako rTesent
muzete odevzdat i fotky mebo videa, vhodné je doplnit je ndkresem a popisem
funkce. Ocenime origindlni ndpady i hezké zpracovdini, pokud se nékde inspiru-
jete, nezapomente uvést zdroj. Priklad mechanického hradla NOT muZzete vidét

na obrdzku [20.
NOT

Obrazek 20: Hradlo NOT z ozubenych kolecek

dnisAn

OO

1Ohttps://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/27/27-3.pdf#page=56
HUhttps://mam.mff.cuni.cz/soustredeni/40/fotogalerie/518/17044


http://y2u.be/kQeDnFUNW-Q
https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/27/27-3.pdf#page=56
https://mam.mff.cuni.cz/soustredeni/40/fotogalerie/518/17044
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Zaporna cisla naposledy — dvojkovy doplnék

Jiz od zacatku tématka nas provazi otazka, jak reprezentovat celd ¢isla, tedy
kladnd i zaporné. Seslo se nAm mnoho ruznych napadu, které jste si mohli precist
v predchozich dilech. Nyni jsme se rozhodli problém uzav¥it, nebof mnozi z vas
jiz zjistili, jak se zapornd c¢isla v dnesni dobé bézné reprezentuji a proc.

K reprezentaci zapornych ¢isel se vyuziva dvojkovy doplnék@ Bce.MM Dominik
Farhan nam ve svém feseni hezky popsal, jak funguje:

Pro reprezentaci zapornych c¢isel pouzijeme negaci, jak skvéle navrhuje
Be.MM Kristyma Petrlikova. A jak to udélame? Vyuzijeme dvojkového doplitku,
coz je veelku chytry zpusob reprezentace Cisel, ktery umoznuje, aby s¢itani klad-
nych cisel bylo implementovano stejné jako zapornych. Umime tedy odcitat
pomoci s¢itdni! Nejvyssi bit ¢isla si nechdme pro reprezentaci znaménka. Klad-
nym Cislim prifadime nejvyssi bit 0 (do této skupinky si ale zafadime i ¢islo
0), zaporné ¢islo pak pozndme dle 1 na pozici nejvyssiho bitu. Nyni prichézi
ta asi nejhezc¢i ¢ast celé myslenky, a to je vyroba zapornych ¢isel. Déla se tak
nasledujicim zpuasobem:

1. znegujeme c¢islo
2. pri¢teme k nému 1

To nam vytvori unikatni sérii bita, kterd bude reprezentovat néjaké zaporné
¢islo. Vsimnéme si par véci, které tato reprezentace nutné prinasi. Mame jen
jeden zépis pro 0 (nékteré jiné reprezentace svadi k zavadéni zaporné 0). Rozsah
je asymetricky — zdpornych ¢isel je o 1 vice nez kladnych. Musime si davat pozor
na preteceni. Mize se totiz snadno stat, ze nam sc¢itani dvou ¢isel vrati zaporné
¢islo, protoze jejich seCteni zméni nejvyssi bit. Obdobny problém pak muze
nastat i pri odcitani.

Be.MM Viclav Tichy doplnil pozorovani, Zze ¢im je ¢islo vétsi, tim mensi bude
yskutecna“ hodnota ¢isla k nému opac¢nému ve dvojkovém dopliku.

Zkuste si napsat par cisel ve dvojkovém dopliku. Neni vam to povédomé?
Jde o Uplné to samé, co popisovali v minulém dﬂﬂ Mgr.MM Martin Bodek a
Doc.MM Jif{ Kalvoda, jen vysvétlené z jiného tihlu pohledu. Mgr.MM Martin Bocek

vvvvvv

pouziti samotného znaménkového bitu, nyni vSak vidime, ze opak je pravdou.

Kalkulacka

Od 2. dilu nam prislo veliké mnozstvi riznych kalkulacek. Nékteré byly prosté
a elegantni, jiné se zase mohly pysnit fadou vychytavek od jejich tvirct. Kromé

Zhttps://cs.wikipedia.org/wiki/Dvojkov4C3%BD_dopln%C4%9Bk
Bhttps://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/27/27-3.pdf#page=45


https://cs.wikipedia.org/wiki/Dvojkov%C3%BD_dopln%C4%9Bk
https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/27/27-3.pdf#page=45
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uzasnych kalkulacek nam také prisla spousta ndvrhti na jejich vylepsSeni zabyvaji-
cich se jak rozsirovanim funkci kalkulacky, tak i zlepsovanim jejiho uzivatelského
rozhrani. Nékteri z vas se dokonce rozhodli své napady prevést do praxe a vylepsit
tak své kalkulacky["]

Be.MM Dominik Farhan se pokusil zlepsit ndsobeni v kalkulacce. Sel na to
s pomoci Boothova algoritmu, ktery s pomoci dvojkového dopliku funguje i pro
zaporna Cisla.
Bc.MM Dominik Farhan, upraveno

Tento algoritmus pro nasobeni dvou ¢isel vymyslel Brit Andrew Donald
Booth a sklada se principialné z 5 krokiu:

1. Urceni hodnot cisel A, S, P. Kazdé z ¢isel bude mit xp + y, + 1 bitq,
kde z a y, oznacuje pocet biti v ndsobenych ¢islech. Hodnoty A, S, P
pak urc¢ime nasledovné:

e A. zaplnime nejvyssich x; bith ¢islem x a do zbylych y, + 1 umistime
nuly

e S. zaplnime nejvyssich x; bitd ¢islem —z a do zbylych zapiseme nuly

o P. zaplnime nejvyssSich x;, bitt nulami, dalSich y, bitd Cislem y a

posledni bit nastavime na nulu

2. V zavislosti na tom, jaké bity se nachézeji na dvou nejnizsich pozicich
c¢isla P, provedeme nasledujici:

e 01, nalezneme hodnotu P 4+ A a preteceni budeme ignorovat.

e 10, nalezneme hodnotu P + S a preteceni budeme ignorovat.

e 11, nebo 00, pokracujeme na dalsi krok, v némz P bude pouzitou
hodnotou

3. Posuneme aritmeticky hodnotu ziskanou v kroku 2 o jeden fdd doprava
(viz nize) a umistime P rovné této hodnoté.

4. Budeme opakovat kroky 2 a 3, dokud je nezopakujeme pravé y,-krat.
5. Vratime x + yp nejvyssich bitt ¢isla P, ty predstavuji soucin x - y

Nyni bych doporucil kazdému ¢tenafi tohoto textu, aby si vzal tuzku a papir
a zkusil si alespon jednou néjaka Cisla pomoci algoritmu vynésobit. Muze si tak
overit, ze celé véci rozumi.

Cely algoritmus muze plisobit slozité, ale ve skutecnosti se v ném zas az tak
moc nedéje. Opakované uzivame operaci s¢itani, kterou jiz umime implemento-
vat, stejné tak kontrolu nékolika bitti pomoci logickych bran a nédsledné vétveni
programuE

https://mam.mff.cuni.cz/media/prilohy/27-4-hradla/resitelske_kalkulacky.zip


https://mam.mff.cuni.cz/media/prilohy/27-4-hradla/resitelske_kalkulacky.zip

ERES  XXVII/4 25

Novinkou je zde operace aritmetického posunuti vpravo. Ta déla to, ze zahodi
nejmensi bit ¢isla, vSechny bity ptvodniho ¢isla o 1 posune a na nejvyssi bit
nového ¢isla umisti nejvyssi bit starého. Nejlépe je to asi chapat na prikladu.
Posunme si naptiklad ¢islo 55 o 1 misto aritmeticky doprava.

110111 — 111011

Abychom mohli ¢isla aritmeticky posouvat, musime znat jejich bitovou sitku.
Vysledek posunu totiz nezalezi jen na hodnoté ¢isla, ale i na jeho reprezentaci —
jestli je ¢islo doplnéno zleva néjakymi nulami ¢i nikoliv. Vyse jsme tedy méli 55
jako 6bitové ¢islo.

Uloha 2 [3b]: Postavte hradlovou sit pro ndsobeni 4bitovijch cisel s pomoci vijse
popsaného Boothova algoritmu.

Hodné napadi na vylepseni se tocilo kolem novych operaci pro nasi kalkulacku.
Bce.MM Magdaléna Turinska navrhuje operaci mocnéni. U ni si také povsimla pro-
blému s mnozstvim biti potfebnym pro vystup. Téch miize byt opravdu hodné,
uz pri nasobeni 4bitovych ¢isel mohou byt potieba desitky bita.

Uloha 3 [3b]: Postavte hradlovou sit, kterd dostane dvé 4bitovd éisla x, y a vrdti
vysledek x¥. Jak si poradite s mnozstvim bitd potrebniych pro vijstup?

Doc.MM Jiitho Kalvodu napadly operace déleni a modulo, neboli zbytek po
déleni. Obé operace se mu povedlo sestrojit v Logisimﬂ

Jesté chvili zistaneme uvniti kalkulacky. Dr.MM Martin Fof navrhuje moznost
uklddani si predeslého vysledku, aby se dal pozdéji pouzit ve vypoctu.

Dalsi vylepseni by mohla byt moznost dale pocitat s vysledkem. Napti-
klad tlacitko ,,ANS*, které by vlozilo vystup do jednoho ze vstupi. Diky tomu
bychom mohli pocitat priklady s vice ¢leny.

Timto ndpadem se zabjval i Bc.MM Viclav Tichy, ktery navic podotyka, zZe
vysledek pak jiz nemusi byt pouze 8bitové ¢islo a bude potfeba to néjak fesit.

Uloha 4 [4b]: Pridejte do kalkulacky ukldddant vjsledku a jeho ndsledné pouZiti pro
dalsi vypocty. Je treba ddt si pozor na pocet biti vysledku? Pokud ano, jak?

Problém 5: Nase kalkulacka zatim umi pocitat pouze priklady s jednou operaci
priklady, treba (3x9) — (24 3) ¢ Vymyslete zpusobd, jak by kalkulacka mohla takové
priklady pocitat, a popiste, jakym zpisobem je do ni vlozﬁ'tﬂ Kalkulacka by mela
podporovat alesporn sc¢itdni a odcitdni, véetné pocitani se zdvorkamid.

15 Algoritmus je také hezky popsdn na ceské Wikipedii: https://cs.wikipedia.org/wiki/
Booth/,C5%AFv_algoritmus

®https://mam.mff.cuni.cz/media/prilohy/27-4-hradla/JiriKalvoda.circ

17Predpokladejte, ze uzivatel bude umét zadat vstup ve formatu, se kterym bude vase kalku-
lacka pracovat. Nemusite stavét klavesnici, mize to byt slozité.


https://cs.wikipedia.org/wiki/Booth%C5%AFv_algoritmus
https://cs.wikipedia.org/wiki/Booth%C5%AFv_algoritmus
https://mam.mff.cuni.cz/media/prilohy/27-4-hradla/JiriKalvoda.circ
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Neékteri se také pokusili o vytvoreni uzivatelského rozhrani pro kalkulacku.
Dr.MM Martinu Fofovi se podaiilo zjednodusit uzivateli zadavani ¢isel. Konkrétné
navrhl a sestavil pro kalkulacku klavesnici, kterda prevadi cisla z desitkové do
dvojkové soustavy.

K vytvoreni kldvesnice nam staci zapojit jednotliva ¢isla na jim odpovidajici
vystupové bity.
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Obrazek 21: Klavesnice podle Dr.™ Martina Fofa

Klavesnice je uzitecnym zjednodusenim zadavani vstupt, ale ma jeden nedo-
statek. V tomto provedeni na ni jdou zadévat pouze ¢isla v rozmezi 0-9.

Uloha 6 [4b]: Predélejte kldvesnici tak, aby se na ni daly zaddvat vstupy v desit-
kové soustavé pro alespon Sbitovd cisla.

Nakonec Mgr.MM Jii{ Kvapil se vice podival na vystup z kalkulacky. Nejprve si
sestavil 7segmentovy displej. Pfi jeho tvorbé si pomohl Karnaughovymi mapam
pro lepsi zndzornéni, které ¢asti displeje méa rozsvécovat. Nasledné se pokusil pre-
vést vysledky vypoctu z bindrni soustavy do desitkové. Jako inspirace mu poslou-
#ilo video o algoritmu double dabbld™|a pfevod si nésledné sestrojil | Vy si ho ale
vytvaret nemusite, Logisim totiz nabizi jeho implementaci mezi hradly v zdlozce

8https://cs.wikipedia.org/wiki/Karnaughova_mapa
19htt:ps ://www.youtube. com/watch?v=eXIfZ1yKF1A
2Ohttps://mam.mff.cuni.cz/media/prilohy/27-4-hradla/JiriKvapil_BCD.circ


https://cs.wikipedia.org/wiki/Karnaughova_mapa
https://www.youtube.com/watch?v=eXIfZ1yKFlA
https://mam.mff.cuni.cz/media/prilohy/27-4-hradla/JiriKvapil_BCD.circ
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BFH mega functions. To vim ale nebrani v tom, abyste se ho pokusili sestavit
sami.

Sedmisegmentovy displej

Ve druhém cisle jsme zadali dlohu, jejimz cilem bylo, abyste si zkusili postavit
hradlovou sit pro rozsvéceni sedmisegmentového displeje. Navazujici problém vy-
bizel zkusit to na co nejméné hradel.

Zadani:
Postavte hradlovou sit, kterd dostane na vstupu jednu ¢islici (0 aZ 9) zakédova-
nou jako ctyrbitové cislo a na kazdém ze sedmi vijstupt reprezentujicich segmenty
displeje vrdti jednicku, pokud md dany segment svitit.

Posklddejte sit z predchozi ilohy z co nejméné hradel NOT, AND a OR. Zvldd-
nete to s méné hradly nez ostatni tesitelé? S méné nez organizatori?

Na tvod vam muzeme prozradit, Ze nase feseni potfebovalo 31 hradel. V ta-
bulce uvadime vsechny, kteri tento pocet prekonali a ziskavaji tak 0,5 bodu navic
k zékladnim tfem bodim za tlohu. Gratulujeme!

Kromé toho jsme se rozhodli udélit jesté 0,5 bodu Dr.MM Kliie Grinerové za

2. misto a 2 body Dr.MM Martinu Fofovi za 1. misto a vyrazné pfekonani naseho
fesent 1]

1. Dr.MM Martin Fof 23 hradel
2. Dr.MM Kl4ra Grinerova | 29 hradel
3-4.  Mgr.MM Jit{ Kvapil 30 hradel

3-4. Doc.™M Ji¥{ Kalvoda 30 hradel

Tabulka 2: Nejmensi pocet hradel pii stavbé sedmisegmentového displeje

Reseni:
Nejprve popisme primocary zpusob, ktery vSak urcité spotfebuje mnohem vic nez
30 hradel.

Pro kazdy segment displeje vime, ve kterych ¢islicich je rozsviceny, a pro kaz-
dou ¢tverici bitli na vstupu vime, kterou ¢islici vyjadiuje (pro ¢isla vétsi nez 9 si
fekneme, ze zadnd). Muzeme tedy vytvorit hradlovou sit sloZzenou ze dvou ¢asti.
Vstupy prvni ¢asti budou zadané Ctyri bity cisla. Tato ¢ast bude mit deset vy-
stupt o¢islovanych 0-9, na vystupu ¢ bude 1, pokud je na vstupu ¢islo i. (Tomuto
obvodu se ki 1 z n dekodér.) Ve druhé ¢ésti pak rozsvitime segment, kdyz je
na vstupu nékterd z cislic, ktera ho obsahuje. To mtzeme udélat tak, Ze pomoci
ORu spojime vystupy prvni ¢asti odpovidajici ¢islicim, ve kterych je dany segment
rozsviceny.

Jupi, umime rozsvitit displej! Jak to zlepsit?

21Reseni Dr.MV Klary Grinerové najdete na nasem webu: https://mam.mff.cuni.cz/media/
prilohy/27-4-hradla/KlaraGrinerova_displej.circ


https://mam.mff.cuni.cz/media/prilohy/27-4-hradla/KlaraGrinerova_displej.circ
https://mam.mff.cuni.cz/media/prilohy/27-4-hradla/KlaraGrinerova_displej.circ
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Nebudeme se divat na konkrétni ¢islici na vstupu. Misto toho vymyslime pro
kazdy segment funkci ¢tyf proménnych, tedy bitt ag az ag ¢tyrbitového cisla a
na vstupu. Napriklad pravy dolni segment displeje pak mtzeme rozsvitit pomoci
funkce ag OR (NOT a;) OR as2. Pro ostatni segmenty postupujeme analogicky.
Pocet hradel pak muzeme jesté snizit tim, ze pokud se nékteré ¢asti ve funkcich
opakuji, nebudeme je pokud mozno stavét pokazdé znovu.

A jak tedy postupoval Dr.MM Martin Fof pfi optimalizaci svého feSeni?

Obrazek 22: Ocislovani segment podle Dr."™™ Martina Fofa
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Obrizek 23: Sedmisegmentovy displej podle Dr.M Martina Fofa
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K tomuto obvodu jsem dosel tak, ze jsem si oddélil 4. bit, ktery bude 1 pouze
u 8 a9, coz jsou dvé cisla, u kterych se musi rozsvitit skoro vSechny diody.
4. bit by tedy mohl pouze rozsvitit celou devitku. Devitka by bez posledniho
bitu vypadala jako 1, proto by se posledni dioda nerozsvitila, ale naopak 8 by
vypadala jako 0, a tudiz by se rozsvitila i posledni potfebnd dioda. (Nakonec ale
v obvodu 4. bit rozsviti pouze c¢islo 5, a ne celé ¢islo 9, protoze diodu 3 rozsviti
Cisla 01 1).
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Poté jsem si ze zbylych tii vstupti udélal negace a hledal, které diody mutzu
rozsvitit pro rizné dvojice vstupi, nebo pouze pro jeden ze vstupu. Z toho jsem
si vytvoril tabulku, a z ni nejdiiv vybral véci, které rozhodné musim vyuzit,
aby mi neunikla nékterd dioda nékterého ¢isla (napiiklad pokud je vstup 0, pak
diody 5 a 7 nerozsviti zddn4 dvojice, kromé NOT prvniho a NOT tfetiho bitu).
Poté jsem z tabulky vybral par dalsich dvojic, tak aby byly vzdy rozsvicené
pozadované diody.

Zkousel jsem i par dalsich zpusobu, které by mohly pomoci, jako naptiklad
rozpoznat dvojku a dat jeji negaci do diody 6 (vSechna ¢isla kromé dvojky
rozsvécuji diodu 6), nic uz ale pocet hradel nesnizilo.

Pocitadlo

Zadani:
Vyrobte obvod, ktery bude v bindrni soustave po jedné pocitat, jak tikaji hodiny. Co
muzeme délat, pokud napocitame do nejuyssiho cisla? Jak se takovy stav poznd?
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Obrazek 24: Osmibitovd pamét (WE znadi ,Write Enable“ a je to ustdlené oznaceni
tohoto signalu)
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K vyfteseni této ulohy budeme potiebovat dvé véci: vicebitovou pamét a umét
stridat pric¢itdni a uklddani do této paméti. Pri¢ist jednicku umime, tfeba jako
soucet aktualniho ¢isla a jednickové konstanty.

D latch nam poskytuje jednobitovou pamét. Vicebitovou pamét si potom mu-
zeme postavit jednoduse jako nékolik jednobitovych paméti paralelné vedle sebe
(viz obrazek , pricemz ridici vstup budou mit tyto paméti spolecny.

Klasické Décko ma ale tu nevyhodu, ze pokud je vstup zapnuty, tak propousti
aktualni hodnotu. Proto nemtizeme soucet minulé hodnoty a jednicky rovnou
ukladat do paméti, ze které jsme cetli puvodni hodnotu — zvétsilo by to i vstupni
hodnotu séitacky a k té by se pak stihlo znovu pricist. Jednu z moznosti znazor-
nuje obrazek Pouzijeme dvé paméti — vstupni a vystupni. V jedné pulperiodé
hodinového cyklu budeme pricitat jednicku ke vstupni paméti a ukladat vysledek
do vystupni, v druhé zkopirujeme posledni vysledek z vystupni paméti do vstupni.
Pro oboji staci jen spravné zapinat a vypinat ridici vstupy paméti.

[ 00000000y

pamet_8bit pamet_8bit

—-@Preteceni
Obréazek 25: Celé pocitadlo

Co s prete¢enim

Také jsme se vés ptali, jak se poznd nejvétsi ¢islo v paméti. Nejvétsi ¢islo ma samo-
ziejmé vsechny bity jednickové, takze poznat jej muzeme tfeba pomoci ANDu pres
vSechny bity. Nékdy se ale maze hodit si misto detekce nejvyssiho ¢isla v§imnout,
Ze uz jsme napocitali az za néj — preteCeme zpatky na nulu. V takovém pripadé
ma sc¢itacka 1 v pfenosu vys, takze staci si tento signédl néjak zpracovat.

A co v takovém pripadé muzeme udélat? Moznosti je nékolik. Nejjednodussi je
pocitat znovu od zacatku. Taky se muze hodit si zapamatovat, Ze uz jsme pretekli,
tfeba v néjaké paméti. Pak mizeme tfeba zastavit hodiny a prestat tak pocitat.

Zajimava moznost je zapojit signal preteceni do dalsiho pocitadla misto hodin
(viz obrazek . Tim v druhém pocitadle dostaneme vyssi bity pocitadla. Takto
umime dosdhnout libovolné sitky pocitadla, i pokud jedno pocitadlo tak vysoké
hodnoty neumi.

Implementacni problémy

Pokud jste si Décko postavili sami, nejspis vam obvod ve vyse zminéném tvaru
fungovat nebude. Décko vestavéné v Logisimu (které samoziejmé smite pouZit,
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Obrazek 26: Zretézeni pocitadel k vytvoreni pocitadla s vétsim rozsahem

i kdyz ho neumite postavit) totiz ve vychozim stavu obsahuje nulu, kdezto vase
vlastni décko takto nastavené neni. Mizeme si ale pofidit signil na inicializac{*?]
(viz obrézek, ktery treba pomoci vyhybky nastavi zdrojovou pamét na néjakou
dobfe definovanou hodnotu.
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Obrazek 27: Opravené pocitadlo pro pouziti vlastni implementace D latche

Pavel, Kita a Honza; pa-ka@mail.ledoian.cz
e-mailovd konference: hradla@mam.mff.cuni.cz
e-mail pro zasildni reseni: mam@matfyz.cz

22 Alternativné lze pouzit Logisimovou souésstku ,,PORY, neboli ,Power-on reset®, kterd ma
na zacatku simulace na vystupu néjaky cas jednicku a pak uz vzdycky nulu.


mailto:pa-ka@mail.ledoian.cz
mailto:hradla@mam.mff.cuni.cz
mailto:mam@matfyz.cz
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Vysledkovou listinu v tomto ¢isle neo-
tiskujeme, muzete ji ale najit na na-
Sem webu. Jsou v ni jiz zadany body za
vSechna Teseni 2. série a za TeSeni 3. série
odevzdana do 1. deadlinu. Pfejeme vam
stastny rok 2021!
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