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Mili fesitelé,

doufame, ze se vam dari co nejlépe. Zacneme tentokrat ¢isté praktickou informaci —
chtéli bychom vés pozadat, abyste své prispévky posilali na e-mail mam@matfyz.cz
a do predmétu idealné uvedli nazvy vsech témat, ke kterym nam néco posilate.
Zjednodusi a zprehledni ndm to opravovani.

Predposledni tyden fi{jna se po veCerech uskutecnilo historicky prvni online
soustfedéni. Do budoucna to rozhodné neni preferovany format, ale jsme radi,
ze jsme s vami mohli sdilet znalosti a zdbavu bezpecné i v této nelehké dobé.
Doufame, ze vés to tésilo stejné jako nés. Pokud jste se zapojili, budeme radi, kdyz
nam vyplnite kratkou anketu, kterou byste jiz brzy méli najit ve své e-mailové
schrance. Pokud jste se nezucastnili, ale radi byste to napravili, pripadné mate
konkrétni navrh na aktivitu, také se o tom moc radi dozvime.

Co jsme si pro vas pripravili v tomto ¢isle? V topologii si plochy prodéravime
a zjistime, Ze jinym pohledem v nich vlastné zadné dira neni. A nebo prece jen
je, a tak k sobé budeme okraje dér zase lepit. V optice zustaneme u destruktiv-
nich metod, od rozkladani svétla se presuneme k jeho laméni, obc¢as jemnéjsimu
odrazeni. Navrhneme vam nékolik experimentti, ale nebojte se prijit s vlastnimi!

Z olympiddni matematiky vam pfindsime feSeni tloh z minulych dila (i za-
sedacitho poradku, alespon ten na online schizich FeSit nemusime). Obcas jsme
pouzili prispévky nékoho z vés, dékujeme za né! Pamét ndm jesté slouzi, a tak
vasi navrhnutou nezapomeneme pridat nasemu pocitaci, stejné jako vam ukazat
reseni odcitacky a univerzalniho hradla. A protoze pokrok v ¢ase je nezadrzitelny,
nauc¢ime se s ¢asem pracovat pomoci hodinového signdlu. Mozna nékoho z vés
napadlo, Co se déje uvniti hradel? Do toho se ponoiil Be.MM Michal Pavlicek,
ktery se rozhodl sepsat ¢lanek se stejnym nazvem.

Tak dérujte, lepte, lamte, odrazejte, rysujte, upravujte, stavte, navrhujte, ...
a predevsim se dobie bavte!

Vasi organizdtori

Téma 1 - Topologie ... ... ...
Téma 2 - Optika ...
Téma 3 - Olympiadni matematika ........... ... ... ... ...

Téma 4 - Pocita¢ z nul a jednicek........................... ...,


mailto:mam@matfyz.cz

Zadani a reseni témat

1. deadline: 15. 12. 2020 | 2. deadline: 12. 1. 2021

Téma 1 — Topologie

Dil 3: Klasifikace uzavienych ploch

Jak vypadé objekt, ktery nema zadny okraﬁ? Vydéme-li se po ném kamkoli, nikdy
nas nic nezastavi. To ovSem samoziejmé neznamena, ze je dany objekt nekonecny,
zkratka a jednoduse muzeme prosté chodit v kruzich, jako napiiklad po povrchu
toru. O objektech bez okraje rikame, Ze jsou uzavrené. Objekty, které maji okraj,
maji i vnitfek, coz je presné ta ¢ast objektu, ktera neni okrajem.

Minule jsme si také zavedli operaci kvocientu, neboli lepeni. Nyni se k nému
vratime a misto lepeni okraju variety si budeme predstavovat, ze k sobé lepime
okraje dér v ném. Ale co je takova dira? Dira vznikne ve varieté odebranim vnitiku
koule, kterda ma stejnou dimenzi jako dana varieta. Typickym ptikladem vzniku
diry je odebrani vnittku kruhu ze sféry. Pojdme si uvédomit, ze slepovani okraji
dér je ekvivalentni slepovani okrajii variety, jen pro nas bude jednoduseji uchopi-
telné. Vezméme si sféru S (¢ili okraj B?, coZ je tifdimenzionaln{ koule) s jednou
dirou. Ta je homeomorfni disku, protoze muzeme nejdiive zvétsovat diru a né-
sledné zplostovat sféru, az se okraj diry pootoci tak, ze uvnitt puvodni diry bude
sféra a ,prazdno“ bude vsude okolo. Prohlédnéte si obrazek [1} Pokud jsou diry
dvé, mizeme mezi nimi sféru roziiznout a podél fezu pridat zipy urcené ke spojeni.
Tim jsme problém prevedli na pripad s jednou dirou, kterda ma na svém okraji
dva kusy zipu urcené ke spojeni. Analogicky mizeme postupovat, pokud je dér
vice, ale to zatim délat nebudeme.

Obrazek 1: Niakres homeomorfismu mezi sférou s dirou a diskem.

Priklady nize budou pro jednoduchost ukdzané na varieté homeomorfni uza-
vienému disku. VSechno, co si ukdzeme, ale plati obecné na kazdé plose. Nez si
povime, co je plocha, potrebujeme zadefinovat par vlastnosti. Objekt je omezeny,

LOkraj objektu jsme definovali v minulém dile.
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pokud existuje néjaka fixni vzdalenost takova, ze kazdé dva body tohoto objektu
jsou nejvyse v této vzdélenosti. Jinymi slovy, zakazujeme nekonec¢né rozlehlé ob-
jekty. Limitni bod x néjaké podmnoziny bodt S je takovy bod, ze kazdé jeho okoli
(tedy specidlné libovolné malé okoli) obsahuje néjaky bod z S. MnozZina je uza-
vrend, pokud pro kazdou jeji podmnozinu bodu S obsahuje limitni bod S. Lidstéji,
v uzavrené mnoziné U pro kazdou posloupnost bodt, kde postupné zkracujeme
jejich vzajemné vzdalenosti a tim ,limitné“ sméfujeme do néjakého mista, U ob-
sahuje to misto, ke kterému sméfujeme. Piikladem uzaviené mnoziny je tieba
kruh o poloméru r. Kdyz odebereme jeden bod z okrajové kruznice, dostavame
mnozinu, kterd neni uzaviend. Pro¢? Protoze pro kazdy bod na okrajové kruznici
existuje nekonecnd posloupnost bodiu, které maji v jednom sméru vzdélenost od
stfedu postupné r — 1,7 — %,r — %, B %, .... Vidime, ze se pro zvysujici se
k zlomek % zmensuje a pro obrovska k se blizi nule, takze vzdédlenost od stfedu
jde k r. Limitnim bodem této posloupnosti je bod se vzdalenosti r od stredu, coz
je presné bod na okraji kruznice, ktery jsme odebrali. To znamena, ze kruh, kte-
rému chybi byt jediny bod okrajové kruznice, uz neni uzavieny. Nyni se mizeme
vratit zpét k tomu, co je plocha. Plocha je topologicky prostor, ktery je souvisly,
omezeny, uzavieny a kde je okoli kazdého bodu homeomorfni disku.

Stejné jako v minulém dile doporucujeme vyzkouset si slepovani na kusu
pruzné latky pro ziskani presnéjsi pfedstavy o tom, co se bude dit. Simulace
na kusu latky mé své limity, ale i tak muze hodné pomoci tvoji predstavivosti.

o o

Obrazek 2: Vznik krizidla slepenim diry se dvéma nesouhlasné orientovanymi zipy.

Pro jednoduchost budeme jako zip oznacovat kus ozubené ¢asti zipu pred pro-
jetim jezdce. U zipi budeme rozliSovat rizné druhy riznymi druhy sipek. Rizné
druhy jsou navzajem nekompatibilni a odpovidaji nékolika riznym slepovanim.
Zacneme sférou s jednou dirou, jejiz okraj je olemovany dvéma zipy. Toto si jesté
relativné snadno muzeme predstavit i jako okraj disku se dvéma zipy. Pokud maji
zipy stejnou orientaci, jednoduse uzaviou diru, ¢imz ziskdme sféru. U disku si
predstavime, ze je z pruzné latky a trochu se vybouli. Takova ozipovand dira nés
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uz dal nebude zajimat, protoze se po jejim slepeni nestane nic zajimavého, jako
kdyby tam nebyla.

Co se ale stane, pokud zipy pridame tak, ze pokryvaji kazdy polovinu diry
a jsou orientované nesouhlasné? V takovém piipadé ztotoznujeme kazdy bod s jeho
protéjskem. Muzeme si to predstavit tak, ze koncové ¢asti ziptt vytadhneme nahoru
a zacneme jet jezdcem, po chvili se ale dostaneme do situace, kdy se plocha musi
zki{Zit sama se sebou, a teprve pak je mozné okruh uzaviit, viz obrazek 2} Tomuto
typu slepovaci diry budeme tikat krizidlo.

Uloha 1 [3b]: Uvédom si a zdiwodni, Ze kiizitko (definované v predchozim dile
jako Mobiova pdska prizipovand k okraji diry) je topologicky ekvivalentni krizidlu,
které jsme prdve definovali jako visledek sezipovini dvou polovin kruhové diry
pomoci dvou stejné orientovangch zipi. (Tip: Zafizuj délku zipi tak, aby kaZdy
zabiral presné pulku kruznice. Kam se zobrazi bod v néjaké konkrétni vzddlenosti
od jejich predélu?)

Nadale tedy budeme mluvit pouze o kiizitku, ale podle situace si pod nim
predstavime prisitou Mébiovu pasku ¢i diru sezipovanou zipy se stejnou orien-
taci.

Podivejme se na ¢tverec se dvéma dirami, kde kazda obsahuje jeden zip. Vy-
sledkem zipovani bude slepeni téchto dvou dér k sobé, nikoli spojovani diry sama
se sebou. Maji-li zipy souhlasnou orientaci, miizeme je souvislou transformaci vy-
tahnout z povrchu sféry nahoru, natocit k sobé a sezipovat, ¢imz dostaneme ucho

jako na obrazku
Ve ¢
-

Obrazek 3: Vznik ucha spojenim dvou dér se souhlasné orientovanymi zipy.

vvvvvv

oba stejnou, napiiklad jako dva levé kusy zipu od bundy. Abychom mohli zipy
sezipovat, musime jednu diru vytdhnout a protocit vzhiaru nohama podél jejiho
pruméru, ¢imz se prekiiz sama se sebou (viz obrézek. Zipy pak muzeme spojit
a ziskdme objekt z obrazku [d] ktery nazveme kifzivé ucho.
Uloha 2 [2b]: Ktergm jiz zndmgm objektim jsou homeomorfni:

e sféra s uchem

e sféra s krizivgm uchem?
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-

-

¢ : ‘
Obréazek 4: Vznik kiizivého ucha slepenim dvou dér s nesouhlasné orientovanymi zipy.

Nyni si vezmeme ¢tverec s obdélnikovou dirou a zkusime slepovat protilehlé
strany diry, dvé v souhlasném sméru, dvé v opacném.

Uloha 3 [1,5b]: Co vznikne, pokud slepime nejdiive souhlasné strany obdélnikové
diry z obrdzku [0 a poté jeji dvé nesouhlasné strany?

Obrazek 5: Nékres toho, jak vypada Obrazek 6: Obrazek k zadani Ulohy
prokfizeni ucha se sebou samym.



MizZeme ale také nejdiive slepit dvé strany s nesouhlasnymi sméry, které jsou
na obrazku [8a] znazornéné bilymi zipy. Bilé zipy spoji nejdiive konce protilehlych
stran, a poté postupné i dalsi ¢asti téchto stran az k jejich opaé¢nym konciim, jako
je to na obrazcich 8D a

Slepenim bilych zipt se ,,zkrati“ okraj diry o jejich délku. Kdyby bilé zipy byly
orientované souhlasné, tak by jejich slepenim vznikly dvé kruhové diry a okraj
kazdé z nich by tvoril jeden Cerny zip. Tim, ze jsou bilé zipy nesouhlasné oriento-
vané, dostaneme jedinou diru, jejiz okraj je tvoreny dvéma Cernymi zipy, které na
sebe navazuji, viz obrazek Bdl Vsimnéte si, ze kdybychom ,roztdhli“ pivodni plo-
chu ¢tverce do vétsich rozmeéra, tak jej tato dira protind. Cely okraj vysSe zminéné
diry miZzeme vytdhnout nahoru na stejnou vyskovou uroven, jak je to ukézané na
obrazku Tim se misto protnuti presune tak, Ze misto povrchu puvodni plo-
chy okraj diry protind sebe sama. Tento sebeprotinajici okraj je fezem krizitka.
Predstavme si nyni, ze je useknuty kus krizitka na misté, jen neviditelny, jak je to
naznacené na obrazku Bl V takovém pripadé po ném muzeme diru ,posouvat®,
az dokud ji neposuneme tiplné mimo kifzitko, coz je zobrazeno na obrazku Bg Re-
alné takové posouvani realizujeme natahovanim plochy v misté, odkud se chceme
vzdalit, a smrstovanim v misté, kam se chceme dostat. Tim dostaneme kiizitko a
vedle néj diru se dvéma souhlasné orientovanymi zipy, jejich sezipovanim dosta-

MV

neme dal§f kifzitko. Cely postup je zobrazeny na obrazku 8]

Diky tomu, zZe na potadi slepovani stran nezélezi, ted vime, ze plocha se dvéma
krizitky je ekvivalentni vyslednému objektu z Ulohy

Uloha 4 [4b]: Méjme dvé kruhové diry a dva druhy zipi, bilé a derné, pricemz
kazdd dira md pulku okraje pokrytou jednim druhem zipu a druhou pulku druhgm
druhem zipu. Cerné zipy jsou orientované souhlasné, tedy proti sobé, bilé nesou-
hlasné, tedy oba stejné. Situace je nakreslena na obrdzku [ Co vznikne, kdyz
slepime nejdrive cerné zipy a poté bilé? A co kdyz slepime nejdrive bilé zipy a te-
prve poté cerné? Kombinaci kterjch jiz znamych prvki jsou takto ziskané objekty
homeomorfni? Co se z toho dozviddme?

-

Obréazek 7: Obrazek k zadéni Ulohy
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(a) Ctvercové plocha s obdélnikovou dirou
na zacatku.

(e) Uvedeni okraje diry na stejnou vysko- (f) Roztdhnuti podkladové plochy a do-
vou uroven. kresleni ,neviditelné“ casti krizitka.

(g) Posunuti diry mimo kiizitko.

Obrazek 8: Pokud slepime nejdfive nesouhlasné orientované strany obdélnikové diry
uvnitt ¢tverce, ziskdme krizidlo s ozipovanou dirou, jejimz slepenim vznikne dalsi kii-
zidlo.
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Rekneme, ze plocha je béznd, pokud je homeomorfni sféfe s kone¢né mnoha
uchy, kiizivymi uchy a dirami.

Uloha 5 [6b]: Predstav si plochu, kterd md ke dvéma cdstem svého okraje pri-
délané zipy. Dokaz, Ze pokud se pred spojenim zipu jednd o béznou plochu, je to
béznd plocha i po jejich spojeni. Pro zjednoduseni muzeme predpoklddat, Ze okraj
je tvoreny sjednocenim kruznic. Dukaz se dd provést rozmyslenim toho, co se stane
v nasledujicich pripadech:

o kaZdy zip pokryvd jednu celou kruhovou cast okraje, tj. kruznici, a

— 2ipy spojuji dvé nesouvislé casti plochyﬂ

— obé ozipované diry lezi na stejné souvislé casti plochy
e dva zipy jsou soucdsti stejné okrajové kruznice a dohromady ji zcela pokryvaji

o 2ipy pokryvaji jen cdst kruhového okraje (vyreseno v textu niZe)

Posledni piipad mtzeme vyfesit malym trikem. Predstavime si, ze kruhovou
diru v nékterych ¢astech natdhneme a v nékterych smrskneme tak, ze ¢asti diry
nepokryté zipem jsou tak prtavé, ze je vibec nevidime. Celd situace tak vypada
uplné stejné, jako kdyby zipy pokryvaly diru nebo diry iplné. Po jeho vyreseni
¢asti neozipované ¢asti okraje zase natdhneme a natazené smrskneme, ¢imz se ve
vzniklém objektu objevi nové diry, coz je ale v poradku, protoze bézné plochy
muzou mit diry. Pokud tedy byla plocha ziskana zazipovanim zipt zcela pokryva-
jicich diry bézna, bude bézna i plocha ziskana zazipovanim zipti, které pokryvaji
diry jen z casti.

Klasifikacni véta riké, ze kazd4 plocha s koneénym poc¢tem dér je bézna, ¢ili je
homeomorfni sfére s koneéné mnoha uchy, kiizivymi uchy, kiizitky a dirami. Jak
ji dokézat? Dostaneme néjakou plochu. Pouzijeme tvrzeni, ze kazda plocha muze
byt rozrezana na konec¢ny pocet trojihelnikt. Dikaz tvrzeni je ale slozity, takze
ho nebudeme uvadét. Predstavte si ziskanou triangulaci plochy jako patchworko-
VOLﬂ deku, na které odparame Svy spojujici kusy latky k sobé. Plocha se nam
tedy rozpadne na hromadu trojihelnikti. Podél kazdého odparaného $vu pridame
dvojici zipu. Nyni si vSimneme, ze trojihelniky jsou bézné plochy a Ze sezipovanim
dvou trojihelnikt dostaneme podle Ulohyopét béznou plochu. Z toho plyne, ze i
postupnym sezipovanim vsech zipt vznikne bézna plocha, ¢imz je dikaz hotov.

Uloha 6 [4b]: PouZijte vysledky Ulohy@ a Ulohy spolecné s informacems v textu
k dokdzant silnéjsi verze klasifikacni véty pro plochy. (Ndpovéda: Rozdélte si dlohu

Vv

nikoli.)

2Dvé ¢&ssti plochy jsou nesouvislé, kdyz se neds pohybem po dané plose dostat z jedné &asti
na druhou.

vvvvvv

vzoru. Kusy latek byvaji ve tvaru trojihelnikt a ctverci.
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Vzorova fedeni 1. dilu

Uloha 1

Zadani:

Jak vypadd okraj Méobiovy pasky?

Reseni:

Méobiova paska je dvojrozmérny objekt a jeji okraj je tedy jednorozmérny, tj. kiivka.
Kdyz se po okraji vydame jednim smérem, po chvili se vratime na stejné misto,
jako kdybychom sli po kruznici. Okraj Mobiovy pésky je tedy z topologického
hlediska kruznice.

”1

Q)

Obrazek 9: Strihani Mdobiovy pasky

Uloha 2

Zadani:

Vezmi Mébiovu pasku a strihej ji podélné kolem dokola (viz obrdzek B}, dokud se
neprostrihnes az k mistu, kde jsi zacal. Jeste neZ dostrihds, co si myslis, Ze se
stane? Az dostrihads, prozkoumej, co se stalo. Je to v souladu s tvgm ocekdvdanim?
Jaké objekty dostanes? Jaké maji okraje? Pokud jsou zakroucené, kolikrdat? A co
se stane, kdyz nezacnes strihat v pilce, ale treba ve tretiné? A co treba kdyz pred
slepenim otocis konec pdsky vicekrdt (tj. ne o 180°, ale o 860°, 540° atd.)? Zamysli
se nad tim, proc se to déje, a zkus prijit s vysvétlenim.

Reseni:

Kdyz podélné rozstifihneme Mobiovu pasku, intuice ndm fika, Ze dostaneme dva
nesouvislé objekty, jako kdyz rozstfihneme obru¢. Avsak diky tomu, ze jsme pri
lepeni jeden konec otocili o 180°, pasky, které vznikly rozstfihnutim obruce, jsou
spojené a dostaneme jeden souvisly objekt. Tato smycka ma dva okraje: jeden
z puvodni Mobiovy pasky a druhy, ktery vznikl rozstfihnutim. Na prvni pohled se
muze zdat, ze vznikld smycka je otocend se dvéma otackami o 180°. Po rozstiihnuti
je vznikla smycka dvakrat ovinutd dokola a na rozmotani potiebujeme zavést
jednu otacku o 360° navic. Vysledna smycka je tedy otocena o 4 otacky, neboli
720°. To mizeme vidét i tak, ze vezmeme prouzek papiru, dvakrat jej ovineme
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a slepime bez otocek podobné jako obrué¢ (zndzornéno na obrazku . Takovy
objekt ma po rozvinuti dvé otacky o 180°.

Nyni za¢neme Mobiovu pasku stithat ve tretiné Sitky, po jednom obkrou-
zeni podél nenaviazeme na zacatek stiihu, ale budeme strihat ve druhé tretiné,
nez pasku obkrouzime podruhé a dostaneme se na zacitek. Vzniknou nam dvé
smycky, které sebou prochdzi. Povsimnéme si, ze se jejich vlastnosti nezmeéni,
kdyz zménime vzdalenost od okraje, ve které strihame. Kdyz je vzdalenost mensi,
prostfedni ¢ast bude sirsi. V limitnim pripadé, kdy je vzdalenost od okraje nu-
lova, ndm zlistane puvodni Mobiova paska s jednou otackou. Prostredni ¢ast mé
tudiz jednu otocku. V druhém limitnim ptipadé, kdy stithame v jedné poloviné,
vznikne dlouhd paska otocend o 720°, jak jsme ukazali diive. Druhd smycka ma
tedy 4 otacky.

Podobny pripad nastane pokud pred slepenim otoc¢ime papir o lichy pocet ota-
¢ek. Vysledny objekt ma opét jen jeden okraj a po rozstiihnuti se chova podobné,
jako Mobiova paska po rozstiihnuti, akorat s vice otockami. Pokud vsak pred
slepenim udélame sudy pocet otacek, vysledny objekt bude podobny obruci a po
rozstiihnuti v poloviné nebo ve tietiné se rozpadne na dva objekty, které budou
pro dvé a vice otacek provazané.

Obrazek 10: Dvakrat ovinuty prouzek papiru lepeny bez otocek

Uloha 3

Zadani:
Je mozné vzit dvé Mdobiovy pdsky a prilepit je k sobé tak, Ze v misté slepeni
jsou k sobé kolmé. (Tip: Je mozné vystrihnout velké ,+“ a slepit vidy protilehlé
konce.) Pokud si hned neumis predstavit, jak to myslime, podivej se na krdtké
video: https://youtu.be/31BtbYKGFHU

Co se stane, kdyz takto slepené Mdabiovy pasky prostrihneme stejné jako v pred-
chozi uloze? Hraje néjakou roli to, jakym smeérem natocime konec pdsky pred sle-
penim? Co kdyZ takto zkombinujeme Mdbiovu pdsku a obruc? Nebo dvé obruce?


https://youtu.be/31BtbYKGFHU
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Obrazek 11: Obréazek k tloze 5

Reseni:

Po prostiihnuti dvou slepenych Maobiovych pések vysledek zavisi na tom, jestli
jsou pred slepenim otocéeny stejnym, nebo opa¢nym smérem. Pokud jsou stejné,
dostaneme dvé smycky, které nejsou propojené. Jedna je bez otdcek (homeomorfn{
trubce) a druhd je se dvéma otdckami. Tvoii je dva prouzky spojené pod pravym
thlem. Pokud rozstrihneme dvé pasky, které jsou zrcadlové prevriacené, vysledné
smycky jsou propojené. Kazda ma jednu otocku a navzajem jsou zrcadlové pre-
vracené.

Prostfihnutim Mobiovy pasky s obrudi ziskdme ohraniceni ¢tverce. Pozoru-
hodné je, ze tento objekt ziskdme i prostfihnutim dvou slepenych obruci. To
muzeme vidét tak, Ze kdyZz prostfihneme obru¢, aniz bychom prostiihli Mobi-
ovu pasku, dostaneme dvé obruce spojené paskou, kde jedna obru¢ miri nahoru
a druhd doli. Jednu z téchto obru¢i mizeme prevratit naruby a prilepit k druhé
obruci. Tim ziskdme dvé slepené obruce.

Uloha 5

ZadAani:

Na obrdzku [11] jsou body Ay, Az, By, By, Ci, Ca. Je moziné spojit Ay s As, By
s By a Cy s Cy tak, aby se jejich propojeni neprotinala a nepouzivala oblast mimo
vyznaceny obdélnik? Vyreste problém pomoci Tesend jednodussiho, ale topologicky
ekvivalentniho problému, a jeho ndslednou transformaci do tvaru puvodniho za-
ddni. Mizete téz nejdrive najit reseni a na jeho zdkladé popsat uvedenou trans-
formaci.

Reseni:

Trivialni topologicky ekvivalentni problém je takovy, kde jsou prohozeny body B
a As. Tento problém je mozné vyresit iiseCkami spojujicimi ptislusné body. Nyni
popiseme transformaci, ktera problém prevede na problém ze zadani, znazornéna
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je na obrazku Vezméme kruznici se stfedem mezi body By a As a polomé-
rem takovym, aby byly body B; a As uvnitf. Transformace je takovd, Ze vnitiek
kruZnice rotujeme o uréity uhel zavisly na poloméru. Vnéjsi okraj zafixujeme (ro-
tujeme o 0°) a kruznici obsahujici body B; a A s jejim vnitfkem rotujeme o 180°.
Kruznice ve vzniklém mezikruzi rotujeme tak, aby funkce vyjadiujici thel otoceni
v zévislosti na poloméru byla spojitd.

C, C,
R L TE] )
A Ll A, B, A b

C, C,

Obrazek 12: Obrazek k feseni ulohy 5

Uloha 6

Zadani:

Existuje néjaky objekt bez okraje? Podpor svij ndzor diukazem nebo prikladem.
Za topologicky objekt muzes pro ucel této ulohy povaZovat libovolny redlny objekt,
ktery znds ze Zivota. Tim se omezujeme jen na konecné objekty v 1D, 2D a 3D.

vvvvvv

Reseni:

Prikladem objektu, ktery neméa okraj, je kruznice. Kruznice je jednorozmérny
objekt (muZeme se po ni pohybovat jen dopfedu nebo dozadu), tedy jeji okraj
musi byt bezrozmérny, coz je bod nebo mnozina bodu. Takovy bod, ze kterého
se muzeme pohybovat jen jednim smérem, vsak nemuze na kruznici existovat,
protoze kazdy bod na ni ma neprazdné okoli zleva i zprava. Dalsim prikladem
je povrch koule nebo torus. Mtzeme si povSimnout, ze kdyz objekt je okrajem
néjakého jiného objektu (kruhu, vyplnéné koule, nebo vyplnéného toru), tak uz
nema okraj.

Anet; |aneta.pokorna@matfyz.cz

Viktor; vskoupy@gmail . com

e-mailovd konference: topologie@mam.mff.cuni.cz
e-mail pro zasildni reseni: mam@matfyz.cz


mailto:aneta.pokorna@matfyz.cz
mailto:vskoupy@gmail.com
mailto:topologie@mam.mff.cuni.cz
mailto:mam@matfyz.cz
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Téma 2 — Optika
Dil 3: LAmani a odrazeni

Popis chovani svétla ve volném prostoru je pomérné primocary, a to doslova, svétlo
se Sif stale stejnou rychlosti a po primych trajektoriich. Zpusob, jakym se chova
svétlo na rozhrani riznych prostiedi, je oproti tomu o néco zajimavéjsi. Svétlo se
v zavislosti na tthlu dopadu lame, odrazi, nebo oboji.

Teorie, kterd se u¢i na stfednich skolach, je pomérné jednoducha. Nejprve
definujeme index lomu néjakého materidlu n jako pomér rychlosti svétla v tomto
materidlu a rychlosti svétla ve vakuu. Kdyz potom dopada svétlo na rozhrani
dvou prostredi s riaznymi indexy lomu, tak se lame podle Snellova zdkona tak, ze
plati

nasin(a) = np sin(H)

kde n4 a np jsou indexy lomu jednotlivych prostredi a thly jsou pocitany od
kolmice, viz obrazek [I3]

Prostredi A
Prostredi B

Obrazek 13: Snelluv zdkon
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Pokud je rozhrani prostredi alespon trochu odrazivé, dochazi také k odrazu
svétla, kdy plati, Ze tihel dopadu je stejny jako tihel odrazu, viz obrizek

1
, Kolmice
1 dopadu
[}

|
[}

Uhel dopadu : Uhel odrazu
[}

Obrazek 14: Odraz

Tyto poznatky vas vétSinou ve skole naudi, byt az v tfetim roéniku. My vam
ale chceme dat moznost si tuto ¢ast optiky vyzkouset, osahat a experimentalné
provérit. Dale najdete navrhy na nékolik experimentti, které vam s tim mohou
pomoci. Snazili jsme se vymyslet dlohy tak, aby je bylo mozno uskutecnit v do-
mécim prostiedi a bez pouziti specidlnich pomtcek. Pustte se sméle do nich,
tvorte, zkoumejte, analyzujte a napisSte nam, jak vam to slo!

Body v hranatgch zdvorkdch jsou uvddény ve formdtu [Body za provedeni ex-
perimentu/Body za teoretickou ¢ast].

Problém 1 — Méfeni indexu lomu [2b+/1b+]: UvaZme situaci, kdy se paprsky
§tri z opticky huststho (vyssi index lomu) do opticky Tidsitho (nizZsi index lomu)
prostredi, jako treba z vody do vzduchu. Kdyz budeme zvetsovat ihel dopadu, bude
se thel lomu bliZit pravému thlu. Nastdva totiz tzv. lom od kolmice a funkce sinus
je pro hodnoty mensi nez 90° rostouct, takZe pri prechodu z hustsitho do ridsiho
prostredi bude vzdy uhel lomu vetsi nez whel dopadu. Musi tedy existovat hranice,
kdy thel dopadu je mensi nez 90°, ale uhel lomu uZ je vétsi nez 90°. Tuto situaci
zndzorriuje obrdzek[I5 KdyZ potom budeme i naddle zvétsovat ihel dopadu, nebude
uz dochdzet k lomu, ale pouze k odrazu, ktery pak proto nazgvdme totdlni odraz.
Uhel dopadu, pri kterém je thel lomu pravy, se nazjvd mezni thel oy, a plati
vzorec . -

sin(ap) = e
kde ny je index lomu opticky hustsiho prostredi a no index lomu opticky Tidsiho
prostreds.

Pokud zndte jeden z indexiu lomu, muZete pomoci méreni mezniho thlu vypoci-
tat ten druhy. Zkuste timto zpisobem pomoci laserového ukazovdtka zmeérit index
lomu vody, oleje, pripadnée nejakych dalsich latek. Zkuste dosdhnout co nejvetsi
presnosti a vyfotte svij experiment.
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\ |

mezni Uhel \

Prostredi B

Obrazek 15: Mezni thel

Uloha 2 — Optické vlakno [2b/1b]: To, Ze pri prekroceni mezniho whlu do-
chdzi k totalnimu odrazu, se vyuZivd pro konstrukci optickych vldken. Zkuste si
takové optické vldkno vytvorit. Vezmete PET lahev, naplite ji vodou a propich-
néte do jejiho boku v dolni cdsti diru dostatecné velkou na to, aby voda vytékala
malym proudem. Ndsledujici cist pokusu bude lépe vidét, pokud ho budete pro-
vddet v zatemnéné mistnosti. KdyzZ posvitite laserovym ukazovdtkem primo skrz
lahev do mista, odkud voda vytékd, uvidite, Ze se bude svétlo Sirit pouze proudem,
ktery z lahve vytékd. Vyfotte svij experiment, popiste, jak jste postupovali, a zkuste
nakreslit, jakym zpisobem se ve vytékajici vodé svetlo Siri.

Problém 3 — Neviditelna sklenicka [2b+/1b+]: Kdyz ponorite sklenicku do
vody, stdle ji velice dobre uvidite. KdyzZ ji ale ponorite do vhodného oleje, bude vidét
velice $patné. Naleznéte vhodny olej a vysvétlete tento jev. Vyfotte vas vysledek.

Problém 4 — Disperze [2b+/1b+]: Index lomu zdvisi na vinové délce svétla,
tomuto jevu se Tikd disperze. Zkuste zmérit rizné indexy lomu pro rizné barvy
svetla. Pouzit muzZete bud laserovd ukazovdtka riznijch barev, pricemz zmérite whel
dopadu a lomu, nebo mizete svitit bilym svétlem, které se vam pomoct lomu rozloZi
na jednotlivé barvy. V tom pripadé mérite jeden uhel dopadu a rizné uhly lomu,
podle toho, jak se vam vytvori spektrum po lomu. Doporucujeme merit disperzi tak,
ze budete svitit skrz nddobu s vodou a svétlo se bude ldmat do vzduchu, idediné se
vdm promitne na sténu.
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Problém 5 — Urceni indexu lomu podruhé [2b+/1b+]: Urcité jste si nekdy
vsimli, Ze pokud se divdte ma néjaky predmet ve vode, zdd se vam, jako by byl
blize hladiné, neZ ve skutecnosti je. Ndsledujicim pokusem si zkusite zmérit index
lomu vody. Potrebujete dve stejné mince. Jednu umistite do nddoby s plochym
dnem naplnéné vodou. Druhou umistite vedle nadoby. Pokud se budete na nddobu
a minci koukat svrchu, tak se vam mince ve vodé bude zddt vétsi neZ mince na
stole. Zkuste si minci na stole postupné zvedat, aZ najdete takovou vysku, kde se
obe mince budou zddt stejne velké. Viyslednou konfiguraci muzete vidét na obrdzku
[16, Zmérte svislou vzddlenost mince od roviny hladiny (h') a hloubku vody (h).

S

vzduch np
voda ng
e
< B
| ——
a
= \\ [— )

Obrazek 16: Zadani problému

Pro vypocet np dle Snellova zdkona potrebujeme zndt hodnoty sin« a sin 5. Ty
sice nezndme, ale muzeme si trosku pomoci zanedbdnim rozméri cocky oka. JelikoZ
budou uhly o a 8 malé, tak muzeme turdit, Ze sina =~ a ~ tan a;sin 8 ~ § ~ tan 3.
(Uhly na obrdzku 4 jsou oproti origindglnimu znéni Snellova zdkonu prohozené,
takZe si je také musime prohodit ve vzorci.)

Po upraveni tedy vyjde:

tanf8-ny =tana-np
S
G A=
Vime, Ze index lomu vzduchu je na = 1. Dokoncete vypocet indexu lomu vody.
Popiste své provedeni pokusu a zhodnotte, jak se vam darilo. Zkuste si podobnym
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zpusobem zmeérit index lomu jinych kapalin a porovnat je s tabulkovymi hodnotami.
Jak presnd je metoda? Kde nepresnosti vznikly?

Uloha 6 — Fata morgana [3b/1b]: K provedeni experimentu je potreba skle-
nénd nddoba, nejlépe s rovngmi stemami, sul, voda a laserové ukazovdtko. Do
nddoby nasypeme sil do vijsky kolem jednoho centimetru a na ni velmi pomalu
a opatrné nalijeme vodu. Je dobré nalévat vodu tak, aby pomalu stékala po sté-
ndch (napr. pomoct injekéni strikacky) a co nejméné rozvirila sul nasypanou na
dné. Nddobu nechame alespon hodinu odstdt — ¢im déle, tim bude efekt vyrazneéjsi.
Posvitime-li poté (nejlépe v zatemnéné mistnosti) laserovgm ukazovdtkem do nd-
doby v blizkosti vrstvy soli, pozorujeme, Ze se stopa laserového paprsku ve vodé
ohgbd. Sil se ve vodé pomalu rozpousti a koncentrace iontiu se stoupajici viskou
nad vrstvou soli klesda. Tim se meéni i index lomu vody. Vyfotte vds experiment.
Popiste, jak tento pokus souvisi s pravou fata morganou, vznikajici treba v pousti.
Prevzato z weblf

Uloha 7 — Vyroba stiibra [2b/1b]: V této iloze si vyzkousite vyrobit stribro.
Vezméte si kovovou IZicku (nebo jakgkoli kovovy predmét) a pokryjte ji sazemi nad
plamenem svicky. Poté [Zicku ponorte do nddoby s vodou a pri spravném natoceni
wvidite, jak je na [Zicce ,stribro“. Popiste, co se stalo a jak takové ,stribro“
vznikd.

Problém 8 — Polarizace odrazeného svétla [1b+/3b-+]: Pripravte si lesklou
plochu, na které je dobre vidét odraz svételného zdroje, napriklad Zdrovky nebo
svicky. Zkuste se ma odraz divat skrz polarizacni ﬁlt7E|. Filtrem pomalu otdcejte
v jednom sméru. Co pozorujete? Jaké mdte pro pozorovany jev vysvétleni? Zkuste
jev zdokumentovat fotoapardtem a zmérit whel, pod kterym je jev nejlépe pozorova-
telny. Nezapomerite nam napsat, jaky jste pouzili svételny zdroj a povrch, a dalsi
relevantni podminky experimentu.

Problém 9 — Podivna lupa [1b+/2b+]: Lupa je nejjednodussi opticky systém
pouZivany na optické zvétseni pozorovaného predmétu. Nds bude v tomto experi-
mentu zajimat, kolikrdt takovd lupa dokdZe pozorovany predmét zvétsit. Vezméte
st lupu, umistete ji velmi blizko oka a pohybujte s ni spolecné s hlavou, dokud
neziskdte nejostrejsi obraz pozorovaného predmétu. Zmerte vzddlenost, ve které
predmét pozorovany lupou popsanym zpusobem vidite nejostreji a zkuste odhadnout
pozorované zvétseni. Ndsledné poproste napriklad cleny spolecné domdcnosti, nej-
lépe z vyrazné jingch vékovych skupin, aby stejny experiment zopakovali. DokdZete
v ziskangch vysledcich pozorovat néjakou zdvislost? Cim si myslite, Ze by mohla
byt zpusobena? Zkuste ke svému reseni prilozit ndkres mebo viypocet, kterym své
domnénky podporite.

4https ://www.matfyz.cz/clanky/fyzikalni-pokus-fata-morgana
5Tdealn{ je polarizaéni filtr z fotoaparatu, mély by fungovat také ,,3D bryle“ z kina.


https://www.matfyz.cz/clanky/fyzikalni-pokus-fata-morgana
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Problém 10 — Lupa podruhé [1b+/2b+]: Pokud jste si nékdy hrali s lupou
za slunecného dne, jisté vite, jok efektivne dokdze svétlo soustredit do velmi malé
plochy. Proc¢ pozorujeme plochu a cocka vSechno svétlo nesoustredi do jednoho
bodu, jak by se dalo v souladu s definici ohniska idedlni cocky ocekdvat? Navrhnéte
experiment, pomoct kterého se tuto plochu pokusite zmérit. Spocitejte z vysledki
predchoziho mérend, jakému vikonu ve W/em? tato plocha za podminek letniho
slunecného dne odpovidd. Pokud by se podarilo vyrobit cocku, kterd by byla vgrazné
vetst, ale svetlo by stdle soustredila do stejné plochy, kolikrdt by musela mit vétsi
priimér, aby bylo dosazeno plosného vijkonu alespori 700 W/em?, pri kterém je uz
napriklad mozné tavit kovy?

Fanda; frantisek.zajic@matfyz.cz
e-mailovd konference: optika@mam.mff.cuni.cz
e-mail pro zasildni reseni: mam@matfyz.cz

’Ezrmz-gm-.l!ij 7L =)\

Téma 3 — Olympiadni matematika

Dil 3: Vzorova teseni uloh z geometrie a nerovnosti

Vitejte u dalsiho ¢isla olympiddniho tématka. Tento dil se bude lisit od téch
predchozich — necekejte zde nové téma nebo obsahly studijni text. Misto toho
se podivame na vzorova reseni dloh z pfedchozich dvou ¢isel. V tomto dile nové
zadani dloh nenajdete. Pokud ale budete mit chut se olympiddni matematice
vénovat, viele doporucujeme se zapojit do matematické olympiddy kategorie A,
jez ma termin odevzdani iloh doméciho kola uz 1. prosince a jejiz zadani naleznete
na strankdch www.matematickaolympiada.cz. Ucast na kategorii A se nevylucuje
s TeSenim kategorii nizsich (B, C), nevahejte se tedy zapojit i v pripadé, Ze jste
7z nizsich ro¢niku.
Vzorova feseni 1. dilu — Geometrie
Uloha 1
ZadAani:
Na téznici AL ostrouhlého trojuhelniku ABC' je zvolen bod P takovy, Ze plati

|<BPC| = 90°. Primky BP a C'P protinaji kruznici opsanou trojihelniku ABC
po Tadé v bodech M (M # B) a N (N # C). Dokazte, ¢ AL L MN.


mailto:frantisek.zajic@matfyz.cz
mailto:optika@mam.mff.cuni.cz
mailto:mam@matfyz.cz
www.matematickaolympiada.cz
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Obrazek 17: Nacértek k Uloze 1

Reseni:

V dikazu si uvédomime dvé dilezité skutecnosti: trojuhelnik PC'L je rovnora-
menny a thly <NCB a <NMB jsou obvodové uhly ptislusné usecce NB. To
nam dava vse, co potrebujeme.

Jelikoz je trojuihelnitk BPC pravouhly s pravym thlem u vrcholu P, je délka
jeho téznice z bodu P do bodu L rovna poloviné délky C'B, tedy délce |CL| = |BL|
(nad prumérem BC' existuje Thaletova kruznice o poloméru |C'L| prochézejici bo-
dem P). Tedy trojihelnik PC'L je rovnoramenny s rameny C'L a PL. Oznadime-li
|<BCP| = |<LCP| = ¢, méme také |<CPL| = ¢. Pak |<BPL| = 90° — ¢. Uhly
<BPL a <APM jsou vrcholové, takze |<APM| = 90° — . Déle thly <NCB
a <INM B jsou obvodové thly prislusné tsec¢ce N B na kruznici opsané trojuhel-
niku ABC, a tedy |<NMB| = |<NCB| = |<PCB| = ¢. Oznac¢ime-li X prusecik
MN s AL, dostévdme v trojihelniku MPX tdhly |[<XMP| = |[<NMB| = ¢,
|<MPX| =|<MPA| =90° — ¢, a tedy |<MXP| = 180° — (¢ + 90° — ¢) = 90°.
Uhel <M X P je pravy, tedy MX L XP, takze MN 1 AL.
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Uloha 3

Zadani:

Necht ABC' je ostrothly trojihelnik, v némz |AB| # |AC|, a T je jeho téZisteé.
Ddle necht M je stred jeho strany BC a k kruznice se stredem T a polomérem
|TM|. Bod N je druhy prisecik kruznice k se stranouw BC (rizng od M ). Konecné
necht S je bod soumérné sdruzeny s bodem A vzhledem k bodu N. Dokazte, Ze plati
TS 1 BC.

Reseni od Mgr.™M Klirky Grinerové

Obrazek 18: Nicrtek k Uloze 3

Bod Y je prusecik primek T'S a BC. Bod X je stied AT a zaroven druhy
|AX| = |XT| = |TM|. Bod N je stted AS. Bod X je stfed AT. XN je tedy
stfedni pricka v trojihelniku AT'S. Proto pfimka X N je rovnobéznd s primkou
TS. Trojihelniky XMN a TMY jsou podobné. Strana XM je prumér Tha-
letovy kruznice k, proto je tthel <M NX pravy. Protoze trojuhelniky X M N
a TMY jsou podobné, thel <MYT je také pravy. Uhel <MYT je tGhel mezi
primkou T'S a primkou, na které lezi body Y a M, tedy pfimkou BC. Primka
TS je kolmé na BC.
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Uloha 4

Zadani:

Uvazujme rovnobéznik ABCD s delsi uhloprickou AC. Necht P je vnitrni bod
tohoto rovnobézniku, pro néjz plati |PC| = |BC|. Dokazte, Ze primka BP je kolma
k primce, na niz lezi stredy usecek AP a CD.

Reseni od Mgr.™M Honzy Englera:

Obrazek 19: Niértek k Uloze 4

Prvné pojmenuji 3 nové body: F je stted strany AP, G stfed strany CD a H
je bod stfedové soumérny s B vzhledem k C. Pak plati |HC| = |BC| = |AD|
(ABCD je ze zadani rovnobéznik). Uhly |<DGA| a |<CGH]| jsou vrcho-
lové. vrcholové. Z definice G plyne |DG| = |GC|, a z rovnobéznosti ABCD
|[<ADG| = |<CBA| = |<HCG|. Trojuhelniky ADG a HCG jsou podle sus
shodné.

Ze shodnosti ADG a HCG plyne |AG| = |GH]|, takze FG je stfedni pticka
v trojihelniku APH a FG || PH. Nakonec BH je prumér kruZnice opsané
trojuhelniku BPH (|BC| = |PC| = |HC|), plati tedy |[<BPH| = 90°, a protoze
PH a FG jsou rovnobézné, plati, ze F'G je kolmé na BP.
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Uloha 6

ZadAani:

V trojuhelniku ABC' je délka téznice spojujici vrchol C a stred strany AB rovna
polovine délky strany AB. Dokazte, Ze tézisté trojuhelniku ABC, stred kruznice
opsané trojuhelniku ABC' a vrchol C' leZi na jedné primce.

Obrazek 20: Niértek k Uloze 6

Reseni:

Oznacime-li S stied strany AB, zadani ndm 1ik4, ze |C'S| (délka téZnice z bodu
() je stejné dlouhd jako |AS| = |BS| (polovina délky strany AB). Tedy |CS| =
|AS| = |BS]|, S je stfed kruznice opsané trojihelniku ABC. Nyni chceme dokézat,
lezi na piimce urcené bodem C' a stfedem kruznice opsané. Jelikoz je vsak stred
kruZnice opsané zaroven stiredem strany AB, primka CS je téZnici, a tedy na ni

Vv



FREA  XXVII/3 25

Uloha 7

Zadani:

Necht je AD vijska v ostrouhlém trojuhelniku ABC'. Priseciky os uhliu BAD, CAD
se stranou BC nazvéme po radé E, F. Uvazujme kruznici opsanou trojihelniku
AEF. Ta protindg strany AB, AC po tadé v bodech G, H. Primky AD, EH o FG
se pak protinaji v jednom bodé. Dokazte.

Reseni Bc.MM Toméase Nguyena:

Obrazek 21: Nagcrtek k Uloze 7

Ozna¢me si X a Y priseciky piimek GF s AE a EFH s AF. Vime, ze
|<GAE| = |[<EAD|, jelikoz AFE je osou thlu GAD. Z rovnosti thli nad tétivou
AF v tétivovém pétitthelniku EFHAG plati, 7e |[<FGA| = |[<FEA|. Z véty uu
plati, Ze trojuhelnik GX A je podobny trojihelniku FDA. Plati tedy, Ze

|[<GXA|=|<EDA| =90°.

A tedy |<AXF| =90°, z ¢ehoz vyplyvd, ze FX je vyska na stranu EA v troj-
thelniku FFA.

Analogicky bychom dokézali, ze i FY je vyska na AF v tomto trojihelniku.
AD, EY a FX jsou tedy vysky v trojihelniku a tim paddem se protinaji v jednom
bodé — priseciku vysek.
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Uloha 8

Zadani:
Bod M je stredem strany AB rovnostranného trojihelniku ABC. Body D a FE lezi
po Tadé na strandch AC a BC' tak, Ze plati |<<DME| = 60°. Dokazte, Ze plati

1
|AD| + |BE| = |DE| + 5|AB.

Reseni Dr.MM Tom4ase Flidra:

Obrazek 22: Nicrtek k Uloze 8

Oznacime-li si S stfed kruznice pripsané ke strané DFE trojihelniku CDE,
tak musi S byt na ose thlu CDE, tedy na primce CM. Kromé toho musi lezet
na osach vnéjsich thlua, takze musi platit

|<ADE| |<BED| _

[<DSE| =180° — = 5
_ 1gge _ 180° —|<CDE| 180° — [<CED| _
— 5 5 -
_ |<CDE|+|<«CED|
— 5 -

~ 180° — [«DCE|  120°
- 2 T2

= 60°.
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Zéaroven musi byt v opacné poloroviné vzhledem k DFE nez bod C'. Primka C'M
prochézi tiseckou DFE, takze musi nutné existovat jen jeden takovy bod S, aby
|<DSE| = 60°, S lezi na CM a vyhovoval i poZadavek o spravné polorovineé.
Tyto vlastnosti ale ze zadani splnuje bod M, takze musi nutné platit S = M.

Oznac¢ime-li si body dotyku této kruznice pripsané a piimek AD, DFE
resp. EB jako F', G resp. H, a tak DG a DF jsou tetny z bodu D, takze
|DG| = |DF|. Obdobné jsou te¢nami z bodu E piimky EG a EH, takze
|EG| = |EH|. Plati tedy |DE| = |DG| + |EG| = |DF| + |EH|. V pravo-
hlém trojihelniku AMF plati goniometricky (nebo podobnosti s polovinou
rovnostranného trojuhelniku)

1 1
|AF| = |AM]| - cos60° = §|AM\ = Z|AB|'

Obdobné v BMH plati ze stejného divodu |[BH| = $|MB| = 1|AB|, takze
|BH|+ |AF| = 1|AB|. V sou¢tu tedy skutecné

1
|DE| + 3|AB| = |DF| + |EH| + |AF| + |BH]| = |AD| +|BE|

Uloha 9

Zadani:
Schize orgi MEIM se kond v mistnosti ve tvaru obecného ostrouhlého trojihelniku
ABC, kde se vchod nachdzi uw vrcholu C a kde b < ¢ < a.

Proni prijdou Borek, Anicka a Tom, a jelikoZ chitéji sedét zady ke zdi, ale
dostatecné daleko od sebe, sednou si postupné do stredi stran a, b, c.

Pak prijde Radecek a sedne si také k nejdelsi stené a, a to tak, aby mezi nim
a Tomem byla stejnd vzddlenost jako mezi Borkem a Anickou, nikoliv ale do rohu
mistnosti.

Po Radeckovi dorazi Karel. Rozhlédne se po mistnosti a vsimne si Anicky.
Chtél by si k ni sednout co nejblize, ale nechce u ni sedét blize nez Radecek. Sedne
st tedy ke sténé c tak, aby mezi nim a Anickou byla stejnd vzddlenost, jako mezi
Anickou a Radeckem, rovnéz si ale nesedne do rohu.

Za dalsi chvili dorazi © Matej. Nechdpavée krouti hlavou, kdyZ si vsimne, Ze
vsichni sedi u néjaké stény, a aby se odlisil, rozhodne se usadit se uvnitr prostoru
mistnosti. Vydd se tedy nejkratsi cestou ke sténé c, pak si ale vsimne kruhu, ktery
tvori Borek, Anicka a Tom. Sedne si tedy na proni misto, kde jeho trajektorie
protne tento kruh.

V tésném zdvésu za Matejem dorazi © Fanik, a protoZe je moc zabrany kou-
kanim do telefonu, rozhodne se ho ndsledovat. Kdyz se Matej zastavi a sedne si,
Fanik ujde jesté jednou stejnou vzddlenost od vchodu mistnosti stejngm smérem
a tam se usadyi.
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Jako posledni uz klasicky dorazi Pdja. Zmatené se snaZi zanalyzovat zasedact
porddek, aZ si ji vsimne Matej a Tekne ji, at se také posadi na obvod onoho kruhu,
na kterém sedi on sdm, a to tak, aby byla od Fanika vzddlend stejné, jako je Matej
vzddlen od Borka.

Pdja se posadi na toto misto (ale zdroven co nejblize k vrcholu B) a schize
muze konecné zacit.

Uloha 9.1 [6b+]: Jak daleko od sebe sedi tito lidé? Délky se snazte vyjadrit pomoci
a, b, ¢, pripadné jingch vzddlenosti mezi organizdtory. Nezapomente svuj vysledek
porddné odivodnit.

a) Radecek a Anicka
b) Borek a Karel
¢) Pdja a Matej
d) Borek a Pdja

e) Pdja a Karel

Reseni:
Body vyjadfujici pozice orgi budeme nazyvat prvnimi dvéma pismeny jejich
jména.

a) Pozice Borka, Anicky a Toma jsou jasné dané — vSichni sedi ve stfedech stran
trojuhelnika. Uvédomme si ale, kam se posadi Radecek. Plati |RaTo| = |AnBo|.
Protoze AnBo je stfedni pritka, jeji délka je 1c. Pak |[RaTo| = |ATo| = |ToB|, coz
znamend, ze A, Ra a B lezi na Thaletové kruznici se sttedem v To — thel <ARaB
je tedy pravy. ARa je vyska na stranu a. Z toho vyplyva, ze i ithel <CRaA musi
byt pravy, a tedy ze C, Ra a A lezi na Thaletové kruznici, tentokrat se stfedem
v An. Vzdalenost An a Ra je tedy stejnd jako AAn, coz je %b.

b) Pokracujme v podobné uvaze. Ze zadani |AnRa| = |AnKal, tedy i |AnKa| =
%b. Ka tedy lezi na stejné Thaletové kruznici nad prumérem AC, a tthel <CKaA
je také pravy. C'Ka je tedy opét vyskou, tentokrat na stranu c. Proto i tdhel
<BKaC musi byt pravy, Ka lezi na Thaletové kruznici nad primérem BC, a
musf platit |[BoKa| = |BBo| = |BoC|. Vzddlenost Bo a Ka je tedy 1a.

Pro snadné odpovézeni zbytku otdzek si dokdzeme nésledujici — ze Paja sedi
na stfedu tsecky FabB.

Predstavme si rozlozeni orgu popsané v zadani bez P&ji. Ted na chvili zapo-
menme na zadané podminky pro pozici P4ji, a posadme ji do stiedu usecky FaB.
Lehce pak dokazeme, ze tato pozice splnuje zadané podminky — tedy zZe sedi na
kruznici AnBoTo a ze plati |PaFal = |MaBo|.
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A

Obrazek 23: Zadani Ulohy 9.1. Body oznadené &tverecky sedi dle zadani na kruznici.

Prvni si uvédomme, ze body C, Ma, Fa a Ka se nachézeji na jedné ptrimce —
vysce na stranu c. VysSe uz jsme ukézali, ze Ka je skutecné patou vysky na stranu
c. Snadno si uvédomime, ze ,nejkratsi cesta“, kterou se Matej vydal, je kolmice
na danou stranu — a Fa se pohybuje po stejné pifimce. VSechny tyto body na této
primce tedy skutecné lezi.

Trojtahelnik FaKaB je tedy pravoihly — a jelikoz Pa je stfedem prepony, plati
|FaPa| = |KaPa| = |BPal|.

Nyni se podivejme na trojihelnik CFaB. Protoze Ma je ze zadani stiedem
CFa, Pa z predpokladu stied FlaB a Bo ze zadani stted BC', MaBo a BoPa jsou
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Obrazek 24: Nskres dikazu Ulohy 9.1

stfednfimi pifckami v tomto trojahelniku. Plati tedy i MaBo| = §|FaB| = |FaPal
a |BoPa| = 1|CFa| = [MaFal.

Vidime tedy, ze pro Pa jako stied FaB plati |PaFa| = |MaBol|. Sta¢i ndm
uz jen dokdzat, ze stfed FaB leZ{ na kruznici obsahujici Ma, Bo a Ka (v tomto
bodé predpokladame, ze Ka lezi na kruznici ze zadani obsahujici stfedy stran —
neni tézké to dokazat, je ale dilezité si uvédomit, Ze to neplyne ze zadani au-
tomaticky. Staci ale napiiklad ukazat, ze KaToBoAn je rovnoramenny lichobéz-
nik — AB a AnBo jsou rovnobézné, coz vime ze zaddni, a uz jsme dokézali, ze
|AnKa| = |AnRa| = |BoTo|. To ndm stadi, neb kazdy rovnoramenny lichobéznik
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je tétivovy).

Pro to znovu vyuzijeme vlastnost rovnoramennych lichobéznik. Protoze BoPa
je stredni pricka, plati, ze BoPa je rovnobézné s MaKa. Z pravouhlosti FaKaB
vime, ze |FaPa| = |KaPal|, coz jsme dokazali, Ze je rovno i |MaBo|. Proto je
KaPaBoMa rovnoramenny lichobéznik a vsechny body lezi na jedné kruznici —
tedy nasi kruznici dstiedni.

Timto jsme ukézali, Ze stfed FaB vyhovuje podminkam pro pozici Pa. Nabizi
se otazka, jestli je to jediny takovy to bod — v zadani je ale upresnéno, ze Paja
ma sedét co nejblize k bodu B. Muzeme si rozmyslet, ze vSechny ostatni body
splnujici podminky ze zadéani lezi od B dale nez stfed FaB.

c) Znovu se podivejme na trojihelnik CFaB. MaPa je stfedni pficka v tomto
trojihelniku, proto |MaPa| = 3|BC| = 1a|.

d) Jak uz jsme si ukdzali viSe, i BoPa je stfedni pficka v C FaB, proto |BoPa| =
$|CFa| = |MaFal.

e) Jelikoz je KaPaBoM a rovnoramenny lichobéznik, plati | KaPa| = |MaBol.

Uloha 9.2 [3b+]: Po pdr minutdch ale Fanikovi dojde, Ze si sednul Spatné a zda-
leka nesedi uprostred kruhu tak, jak by se mu libilo. Chtél by se tedy presunout
tak, aby byl stejné vzddlen od vsech ostatnich osob v mistnosti.

Ezistuje v mistnosti takové misto? A pokud ano, o kolik se bude muset posunout
ze stdavajici pozice?

ReSeni:

S resenim této tlohy nam pomuze tvrzeni, které nékteri z vas pouzili i v Teseni
prvni podilohy (a tim pddem si uSet¥ili praci s dokazovanim nékterych véci —
chtéli jsme vam ale ukazat, ze tloha sla vyTesit kompletné i bez znalosti tohoto
tvrzeni). Jednd se o takzvanou Feuerbachovu kruznici — nékdy taky zvanou jako
kruznice deviti bodii.

O co se jedna? Toto tvrzeni nam v podstaté rikd, ze v kazdém trojihelniku
existuje kruznice, na které lezi devét bodt — stfedy vSech stran, paty vysek a stredy
spojnic vsech vrcholid s prusecikem vysek.

Podivejte se znovu na zadanou tlohu a tieba to najednou uvidite jasnéji. An,
Bo, To jsou stfedy stran. Ra a Ka, jak jste si ukazali, jsou paty vysek, lezi tedy
na téze kruznici (a i kdyz jsme ukézali, Ze to 1ze dokdzat i bez tohoto tvrzeni). Ma
a Pa jsou po tadé stiedy spojnic C'Fa, BFa, a také lezi na ustiedni kruznici.

Co z toho tedy plyne? Jak néktefi spravné uhadli, misto, kde sedi Fanik, je
prisecikem vysek v trojuhelniku ABC.

Rovnéz jsme si ukézali, Zze vSichni — krom Fanika — skute¢né sedi na obvodu
jediné kruznice. Urcité tedy existuje misto, odkud bude Fanik od vsech stejné
vzdalen — a to je stifed této kruznice.
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Obréazek 25: Body ze zadani Ulohy 9.2 a Eulerova pifmka

Stred Feuerbachovy kruznice se znaci zpravidla N a lezi na Fulerové primce
trojuhelniku. To je pifimka, na které lezi prusecik vysek, stfed kruznice opsané
a tézisté trojuhelniku — a tedy i stfed Feuerbachovy kruznice. Pozoruhodny je i
fakt, ze tyto body lezi na FEulerové piimce vzdy ve stejném poméru vzdalenosti.
Tézisté trojuhelniku se nachazi ve % vzdalenosti od pruseciku vysek H a stiedu
kruznice opsané O. Stied Feuerbachovy kruznice se nachdzi na stiedu tsecky
HO.

Aby Fanik byl ode vSech stejné vzdalen, musi se tedy posunout o %|OH | smé-

rem ke stfedu kruznice opsané.
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Vzorova fedeni 2. dilu — Nerovnosti

Uloha 1

Zadani:

Mdme a, b, c celd cisla, kterd nejsou rovna nule. Ddle vime, Ze plati:

a a+c?

b+¢2 b

Dokazte, Zea+b+c¢ <0.
Reseni:
Jako prvni si zadany vyraz upravme. Jelikoz se b, (b + ¢?) nachazi ve jmenovateli

zlomki, a tim padem jsou nenulové, muzeme jimi vynédsobit zadanou rovnost
a bude stale platna. Ziskdme

ab = (a+ ) (b+ c?)
Zévorky roznasobime a ziskame
ab = ab + bc? + ac® + ¢*
Vyraz zjevné muzeme dale upravovat
0=bc%+ac® +c*

0=c*(a+b+c?)

Co tedy nyni vime? Jelikoz sou¢in dvou vyrazi, c¢?, (a + b+ c?), je roven 0, jeden
z nich musi byt také roven 0. Ze zadani plati, ze ¢ # 0, tedy i c¢® # 0. Musi tedy
platit, ze

O=a+b+c?

Uz jsme skoro u konce. Pro libovolné celé &fslo plati, Ze ¢ > ¢ (klidné si to zkuste
dokédzat). Proto plati
O=a+b+c*>a+b+c

Ekvivalentnimi dpravami jsme se od predpokladu dostali k zadané nerovnosti,
dikaz je tedy hotov.
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Uloha 2

ZadAani:
Meéjme redlnd cisla a,b. Dokazte, Ze plati:

a* +b* > a?(b* +2b—1)

Reseni:
V tomto diikazu pouzijeme dvakrat vzorecek (22 — 2zy + y?) = (z — y)?, nejdifv
pro x = a?, y = b2, a potom pro z = b, y = 1.

Od obou stran odecteme 2a?b?, abychom na levé strané dostali étverec (tedy
druhou mocninu né&jakého redlného vyrazu).

at +b* > a?(b* + 20— 1)
a* —2a*b* + b* > a*(b* +2b — 1) — 2a°b?
(a® = b*)? > a®(b* + 2b — 1 — 2b)

Pravou stranu upravime na soudin ¢tvercu a prevedeme na levou stranu.

)
(a®> = %)% > —a?(b* — 20+ 1)
CL2 _ b2)2 Z —0,2(b _ 1)2
(a®> = b*)? +a*(b—1)>>0

Jak vime, druhé mocniny vyrazu jsou vzdy nezdporné, takze na levé strané mame
soucet nezapornych vyrazt. Ten je jisté vétsi roven nule. Jelikoz jsme na dokazova-
nou nerovnost pouzivali ekvivalentni ipravy a dostali jsme obecné platné tvrzeni,
vime, ze plati i nase nerovnost.

Uloha 3

Zadani:
Dokazte, Ze a + % > 2, kde a je kladné redlné, a rovnost nastane v pripadé, Ze
a=1.

Reseni:
Chceme dokazat, ze pro libovolné a € Rt plati a + % > 2. Jelikoz je a nenulové
a kladné, mtizeme jim nerovnost vynasobit. Po prevedeni na jednu stranu a upra-
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veni pomocf (22 — 22y +y?) = (z — y)? pro z = a, y = 1 postupné dostavame

1
a+—2>2
a
a®+1 > 2a
a’>—2a+1>0
(a—1)%>0.
To zjevné plati, takze plati i dokazovana nerovnost. Rovnost nastane pravé tehdy,
kdyZ (a — 1)2 =0, a tedy kdyz a = 1.
Uloha 4
Zadani:
Necht jsou a,b kladnd redlnd cisla. Dokazte, Ze plati:
a

b
b+522(a+bfab)

Reseni:
Tentokrat se k fesen{ postavime z trochu jiného konce. Vime, ze plati nasledujici
1
a+—2>2
a
pro libovolné kladné redlné a. Pro libovolné kladné realné b pak plati
b
ab+—>2b
a

povsimnéme si, Ze je to jen vysSe uvedend nerovnost vyndsobena b. To stejné
muzeme prohlésit ale i naopak. Vime, ze pro b také musi platit
1

b+->2
+b_

Stejné tak pro a musi platit
a
ba + g > 2a

Ted tyto dvé rovnice se¢téme. Ziskdme

b
ab+7+ba+%22b+2a
a

b
2ab+%+—z2a+2b

ISHIIS RS

%—l— > 2(a+b—ab)

Vidime, ze jsme se od obecné platného tvrzeni ekvivalentnimi tpravami dostali
k zadané nerovnosti. Dikaz je tedy hotov.
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Uloha 5
Zadani:
Zkuste odhadnout, pro jokd x1,xo, ..., x, nastivd v AG nerovnosti rovnost. Dikaz
vyjimecné uvddet nemusite.
ResSeni Bc.MM Emmy Beranové:
Pro AG nerovnost pro n ¢lentt nastava rovnost, pokud x; = 29 = -+ = x,,.

Pak nerovnost vypada takto:

T1+Xg+ -+ Tn
n

> YT X2 Ty

n- T
Zﬂx?

n
r1 = T

A 7z toho jiz lze jasné vidét, ze v takovém pripadé plati rovnostﬁ

Uloha 6

Zadani:

Méjme kladnd redind cisla x,y. Dokazte, Ze plati:
?y? + 2% +y > 2%y + 22y

Pro kterd x,y nastane rovnost?

Reseni:

Pojdme pri feseni zkusit vyuzit AG nerovnost

a;bz\/@.

Pro zacétek si zvolime a = x2y?, b = 2. Pak plati

22y? + 22
2
22y? 4 2% > 22y

> 2%y

Prvni dva ¢leny jsou shodné s nerovnosti, kterou se snazime dokézat, na pravé
strané mame ale x?y pouze jednou. Co s tim? K obéma strandm ptivodni nerov-
nosti pficteme z2y a tim si upravime vychozi nerovnost do podoby

22y? + 2% + 2%y +y > 222y + 2y,

6 Ackoliv si to zde nebudeme dokazovat, tak vézme, Ze rovnost v AG je pravé tehdy, kdyz se
vSechny cleny rovnaji.
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Kdyz dokazeme, ze plati tato nerovnost, urcité plati i nerovnost ze zadani.
Vime, ze plati 22y? + 22 > 222y, stadéi ndm tedy dokdzat ,doplnek®, tedy Ze
plati

2

Ty +y

g T > 2q -
B) Z2VITYyY

x2y+y22xy

To je ale upravend AG nerovnost pro a = 22y, b = y. Nerovnost ze zadani je tedy
pouhym souctem dvou platnych AG nerovnosti, a tim padem je dokazana.

Uloha 7
Zadani:
Dokazte, Ze pro kladnd redlnd x, y, z plati:
TPV S
x 4+ —4+ —+ —
Y 2vy  2yz  2zz

Pro kterd x,y, z nastane rovnost?
Reseni:
Chceme dokazat, ze soucet nékolika vyrazu je vétsi nez néjaka konstanta. Jak na
to jit? Vime, Ze uziteénym nédstrojem muze byt AG nerovnost. Ta ndm napriklad
ik, ze

$+y+z+m+2z7+ﬁ>6 Toy-z _ s 1
6 2xy - 2yz - 2z 2zyz’

Jenze napravo jsme nedostali konstantu. Nemutzeme sc¢itance nalevo néjak jedno-
duse upravit, aby se ndm v sou¢inu napravo proménné x, y, z pokratily? No jiste,
pokud z rozepiSeme jako r = § + 5 a stejné tak y a z, dostaneme

T4z ¥48+24+4 +%+@+ﬁ> 229222 \/7
9 297222

Po vynasobeni celé nerovnosti ¢islem 9 dostavame

VNI S S ST T S B
x 2+ —F+—+—== —t — 4+ —
4 2ry 29z 2wz 2 2 2 27272 2ny 2z 222

coz jsme presné chtéli dokazat.

Vime, ze rovnost v. AG nerovnosti nastane prave tehdy, kdyz se vsechny
— Yy _ z 1

prvky rovnaji, tedy zde pokud § s =3 = Qxy =57 = QW, tedy pokud

x—y—Z—w—Q,tedypokudx —1,tedym:y=z:1.
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Uloha 8

Zadani:
Meéjme kladnd redlnd a,b,c. Dokazte, Ze plati:

1
e —(a+b+c)(ab+bc+ca) > 9

Reseni:
V této tdloze je jedinym trikem dprava vyrazu na levé strané.

1 1 1 1
CLbc(a—i—b—i—c)(ab—&—bc—i—ca)—(a—i—b—i—c) <a+b+c)

Nyni uz je feseni vskutku jednoduché. Dosazenim do CS nerovnosti ziskdme

(a+b+c)(1+2+> ( \f+\f \/7+\/ f)
Uvédomme si, 7e plati
PV

1 1 1
-4+ >(1+14+1)%=
(a+b+c)<a+b+6)_(+ +1)°=9

Proto plati

Pomoci ekvivalentnich tiprav jsme dokéazali, Ze zadana nerovnost je jen upravend
CS nerovnost, a tedy jisté plati.

Uloha 9

Zadani:
Necht je a kladné rediné. Pak plati a® + % > a+ 1. Dokazte.
Reseni:
Jednoduse vyuzijeme ,zlomkovou“ verzi CS nerovnosti pro dva cleny.
2
1 n Z S (\/1‘1 + ,/xz)
yi Y2 Y1+ Y2

Podivejme se na levou stranu nerovnosti, kterou mame dokazat. Jeden zlomek tam
jiz mame, druhy snadno ziskdme podélenim jednickou. Pak uz jen dosazujeme.

2
a? 1 (Va2+ﬁ) (a+1)?
1 a 1+a 1+a

Vidime tedy, ze zadanéd nerovnost plati.
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Uloha 10

Zadani:

Méjme «, 3,7 uhly v ostrodhlém trojihelniku. Urcete mazimdlni hodnotu vyrazu
cos a4 cos B + cos .

Reseni:

Maximéalni hodnotu tohoto vyrazu si ozna¢me jako M. Potom musi platit, ze

cosa+cosfB+cosy < M

Prvni si musime odtvodnit, ze v tomto pfipadé skuteéné mizeme pouzit Jen-
senovu nerovnost. Uhly alfa, beta, gama jsou ze zadéani hly v ostrothlém troja-
helniku, vSechny jsou tedy v rozmezi 0 az 90 stupni. Na tomto intervalu je cosinus
skutecné konkévni, proto muzeme takto Jensenovu nerovnost na odhad skutecné
pouzit. Nyni si tedy napisme Jensenovu nerovnost pro levou stranu.

oc+ﬁ+7>
3

1
3 (cosa + cos B+ cosy) < cos (

Jako v ukazkovém prikladé vyuzijeme fakt, Ze soucet dhlt v trojihelniku je
180°.

o

1
) = cos(60°) = B

1
3 (cos o + cos 8 + cosy) < cos (

oW

cosa + cos 4 cosy <

3
5

Maximéalni hodnota vyrazu je tedy rovna
Jane; pallova. jane@gmail.com

e-mailovd konference: olymp@mam.mff.cuni.cz
e-mail pro zasildni reseni: mam@matfyz.cz


mailto:pallova.jane@gmail.com
mailto:olymp@mam.mff.cuni.cz
mailto:mam@matfyz.cz
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Téma 4 — Pocitac z nul a jednicek

Vitejte u dalstho dilu hradlového tématka! Co nés tentokrat ceka? Nejprve se
budeme vénovat pamétem a ukdzeme si hodinovy signal. Pak si zrekapitulujeme,
co zatim vime o zapornych ¢islech a ukazeme Teseni nékterych tloh z prvniho a
druhého dilu. Na zavér si budete moci pieéist ¢lanek od Be.MM Michala Pavlicka,
ktery popisuje jednu z moznosti, jak si hradla poskladat z béznych elektrickych
soucastek. Tak hurd do toho!

Paméti
Na konci minulého dilu naseho témétka jsme zadali dvé ilohy:

Zadani:
Postavte hradlovou sit, kterd na vystupu vraci 1, pokud uzZ nékdy na vstupu byla
1. Na zacdtku je na vstupu i vystupu 0.

Zadani:
Upravte sit z predchozi ulohy tak, aby sla resetovat, tedy néjakym zpusobem zaridit,
aby na vystupu opét byla 0, dokud se na vstupu opét neobjevi jednicka.

Jednoduché feseni nam zaslal Mgr.MM Jan Engler:

Cely postup jde vidét na nasledujicim obr:izklﬂ

0] ) ®

I

T D

Obrazek 26: Nevypnutelny obvod Mgr.™ Jana Englera

I

"Nékterym z vés na zacatku Logisim kreslil ¢ast obvodu ¢ervené. To je dano tim, Ze neza-
pojené hradla maji v Logisimu na vystupu specialni ¢ervenou hodnotu vyjadiujici nedefinovany
vysledek. Pokud jste tuto hodnotu pak privedli na vstup OR, ziistala tam i po dokon¢eni obvodu.
Obvod nicméné i presto po zapnuti vstupu fungoval spravné.
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Hradlo OR vede samo do sebe, takze po zapnuti vstupu jeho vystup sviti
donekonecna.

Vypnout smycku miizeme tieba tak, Ze do ni vlozime hradlo AND, jehoz druhy
vstup bude trvale zapnuty, dokud nezapneme vstup Reset. Cely obvod je vidét na
obrazku

zapnout smycku

S|oj
Do
resetovat .

R[@}L>0

Obrazek 27: A uz jde i vypnout.

Mohli jste si v§imnout, ze feseni druhé tilohy se podobé jednoduché paméti. Vstup
S nastavuje vystup na 1, R na nulu, a kdyz se nedéje nic, zistava vystup stejny.
Pokud bychom zapnuli zaroven S i R, nestane se nic zajimavého — jen se vstup
zkopiruje na vystup. Po ,vypnuti“ obou signédli ale na vystupu muze zustat li-
bovolna hodnota, podle toho, jestli se ,stihne vyhodnotit“ diiv AND, nebo OR.
Proto si chceme zakazat posilani jednicky na oba vstupy.

Podobnych jednoduchych paméti existuje vice a fika se jim S-R latch, podle
vstupt: Set a Reset (poradi pismen se nékdy prohazuje)ﬂ Vsechny ale maji spo-
le¢nou pravdivostni tabulku [} Vystup se bézné oznacuje @, ¢asto je jednoduché
i vyvést negaci vystupu, Q.

R|Q

0 | Posledni nastaveny
1

0

1

S
0
0 0
1 1
1 Zakazany stav

Tabulka 1: Pravdivostni tabulka S-R latche

A které ze takové paméti existuji? Vy jste si vyse postavili S-R AND-OR
latch, Casto se pouzivaji S-R NOR latch a S-R NAND latch, viz obrdzek [28
Jejich oblibenost je ddna tim, Zze hradla NAND a NOR jsou univerzélni (jak jste
bud nahlédli nebo nahlédnete niZe ve vzorovych fesenich), coz z nich déla zékladni
hradla pro realny navrh obvodd.

8Cesky ekvivalent anglického latch je klopng obvod. V literatuie se tento termin vyskytuje,
ale my jej pouzivat nebudeme, protoze ndm prijde zbytecné dlouhy.
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S [0}>0—

Q

o0 T oo
oo | SO g )

(a) S-R NAND latch (b) S-R NOR latch

Obrazek 28: Dalsi S-R latche

Pokud se velmi peclivé zamyslite nad zapojenim nasich latchii, moznd si v§im-
nete, ze zména zapamatované hodnoty probiha trochu zvlastné: nékterym hradlim
se zméni vstup podle toho, jak se zménil jejich vystup, a cela sit se tedy neda vy-
hodnotit ,najednou*. Budeme tedy muset mirné upravit nasi predstavu o chovani
hradel. Budeme predpokladat, Ze i tém nejzakladnéjsim hradlim néjakou kratkou
dobu trvd, nez od zmény svych vstupt zméni svij vystup. Ekvivalentné si mizeme
predstavit, ze se hradla, jimz se zmén{ vstupy, vyhodnot{ v néjakém (nezndmém)
poradi, a pripadné zmény jejich vystupt pak vynuti vyhodnoceni dalSich hradel.
Na toto poradi se nemuzeme spoléhatﬂ proto si nékteré operace zakazujeme, viz
vyse.

D latch

S-R latche nejsou moc praktické, nebot musime rozlisovat, jestli chceme zapisovat
do paméti 1 nebo 0, a podle toho zapnout prislusny drat. Tento problém resi
D latch (jako delay, Cesky lze preloZit jako zdrz, zkrdcené se mu fika ,Décko“).
Ten ma dva vstupy, ridici vstup E a datovy vstup D, a vystup @, pfipadné opét i
s negaci Q). Pokud je ¥{dici vstup vypnuty, je na vystupu posledni hodnota, naopak
posleme-li na tidici vstup 1, propousti se na vystup aktudlni obsah vstupu D.
Vsimnéte si, Ze tenhle obvod uz nemd zakézany stav, viz pravdivostni tabulku 2}

D FE ‘ Q
0 0 | Posledni nastaveny
1 0 | Posledni nastaveny
0 110
1 1|1

Tabulka 2: Pravdivostni tabulka D latche

Uloha 1 [2b]: Postavte D latch z obvodi, které uZ zndte. Nezapomerite popsat
vstupy a napsat, jak jste k vysledku dosli.

9nejsme-li si jisti pFesnou konstrukei hradel
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Hodinovy signal

Dalsi soucastkou, ktera se ndm bude hodit, bude hodinovy signal. Ten neumime
postavit z hradel, bude to tedy samostatna soucastka, ktera bude mit jen jeden
vystup a zadny vstup. Vystup se bude periodicky ménit zptisobem naznacenym
na obrazku 29l

1

nabézna hrana
euely eudn)sos

\J

| |
I I t
-—————————
| perioda |

Obrazek 29: Pribéh hodinového signdlu v case

Zakladnim parametrem hodin bude perioda, tedy doba trvani jednoho cyklu
jedni¢ka nula. Castéji se uvadi frekvence, coz je jen prevracens hodnota periody
v sekundéch; jednotkou frekvence je Hertz, znacka Hz. Pro nase icely bude stacit
si predstavovat, ze se nula na jednicku skutecné méni skokové.

Pravidelné se ménici signél 1ze pak pouzit tfeba k ziskani signalu nezévislého
na tom, jak se méni vstup ,,od uzivatele“. Muzeme to vyuzit v piipadé, ze chceme
provadét ruzné kroky algoritmu, nebo tieba k automatickému pocitani.

Uloha 2 [3b]: Vyrobte obvod, ktery bude v bindrni soustavé po jedné pocitat,
jak tikaji hodiny. Co mizZeme délat, pokud napocitdime do nejvyssiho cisla? Jak se
takovy stav pozna?

Problém 3 : Jak muzZeme pamétmi a hodinami vylepsit nasi kalkulacku? Umozni
nam to stavét véci, které jesté neumime?

Jesté podotknéme, ze se Casto pouzivaji varianty D obvodi, které propoustéji
vstup jen v okamziku, kdy se na fidicim vstupu zrovna méni 0 na 1, tedy na tzv.
nabézné hrané. V Logisimu je tato verze vychozi a vy si ji muzete zkusit postavit
sami.

Uloha 4 [2b]: Postavte D obvod, jeZ na vistup propusti aktudlni hodnotu vstupu
ve chvili, kdy se ridici vstup zménd z 0 na 1. Jinak je na vystupu posledni nastavend
hodnota.
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v

Zaporna Cisla

Problém 9 (27.1): Zatim jsme scitali a odcitali jen kladnd ¢isla, ale budeme chtit
umeét pracovat i se zdpornymi cisly. Zkuste vymyslet, jak pouze pomoci jednicek
a nul ,zakédovat® celd &isla (treba z néjakého rozsahu). Zkuste se taky zamyslet,
jaké maji vase reprezentace vyhody a nevijhody a v cem se zméni sc¢itdni a odcitdni
oproti situaci jen s kladnymi cisly.

Problém ohledné reprezentace celych cisel, tedy kladnych i zdpornych, jsme
zadali jiz v prvnim dilu tématka. Od minule ndm ptibyl navrh ¢isla ,,posunout .
Mgr.MM Martin Bodcek jej popsal nasledovné:

Reknéme, Ze pracujeme s osmibitovymi ¢isly. Miizeme potom jednoduse Fici,
ze 00000000 je —128, 01111111 je —1, 10000000 je nula a 11111111 je 127 (¢éisla
mezi témito jdou vzestupné).

Nemame zde problém se dvéma nulami, na druhou stranu mame nulu reprezen-
tovanou jako 10000000, nikoliv 00000000. Mgr.MM Martin Bocek navrhuje tento
Dostéva tak ,posunuti s preklopenim MSb*“.

Posledni navrh jsme dostali od Doc.MV Jiitho Kalvody.

Zvolime si libovolné celé n (pocet biti). Budeme reprezentovat mnozinu ¢isel
(=2n=1:2n=1 _ 1) pomoci n bitt.

Kladna ¢isla a nulu budeme reprezentovat standardnim zpusobem, tedy
dvojkovou soustavou. Zaporné ¢isla pak budou reprezentovina hodnotami 271
(pro —2"~1) az 2" —1 (pro —1). PovSimneme si, Ze séitani a odéitani &isel z uva-
zovaného intervalu (kde i vysledek padne do néj) funguje stejné jako u normél-
nich ¢isel, protoze vlastné pocitame modulo 2" . Soucet opac¢nych ¢isel v této
reprezentaci bude 0.

Nyni jesté pripomeneme navrhy, které jsme otiskli v pfedchozim dilu. Budeme
predpokladat, ze k zakddovani ¢isla pouzivame 8 bitt.
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e Znaménkovy bit

Jeden z krajnich bitu oznacuje, zda jde o kladné nebo zdporné ¢islo, samotna
hodnota ¢isla je ve zbylych sedmi bitech. Umime tedy reprezentovat hodnoty
z rozsahu (—127;127).

Jako znaménkovy bit muzeme pouzit bud nejnizsi nebo nejvyssi a mtze byt
0 pro kladnd a 1 pro zaporna ¢isla nebo naopak. Sesly se nam navrhy se
vSemi kombinacemi téchto moznosti.

e Znaménkovy bit s posunem

Nevyhodou vyse popsaného znaménkového bitu je, Ze ma dvé ruzné repre-
zentace pro 0. Pokud napriklad jako znaménkovy pouzivame nejvyssi bit a
1 znaci zaporna ¢isla, mame 10000000 = —019 a 00000000 = +04¢. Jeden
z navrhu to Tesil tak, ze zdpornd c¢isla posunul, aby reprezentovala vzdy
hodnotu o jedna mensi. Zbyde tedy pouze kladnd nula a 10000000 nové
vyjadfuje hodnotu —1;9. Napriklad —6;9 bychom pomoci ,znaménkového
bitu s posunem® zapsali jako 10000101, v reprezentaci se samotnym zna-
ménkovym bitem by to bylo 10000110.

Umime takto pomoci 8 biti vyjadfit hodnoty z rozsahu (—128;127).

Problém je stale otevieny, budeme radi za dalsi navrhy, at uz nové nebo zlep-
Seni téch stavajicich. Protoze uz ale mame hodné riuznorodych napadi, je nacase
se zamyslet, ktery z nich vam pripadd nejlepsi.

Problém 5 : Kiterd z navrZenych reprezentaci celych cisel vam pripadd nejlepsi?
Dejte si zalezZet na vysvetlent, proc.

A jak na tu kalkulacku?

Zadali jsme vam nékolik loh, jejichz spole¢nym cilem bylo postavit velmi jedno-
duchou kalkulacku. Kromé scitani, které jsme jiz predvedli v minulém d¢isle, jste
si méli rozmyslet, jak odcitat a nasobit.

Zadani:
Jak pomoci hradel odcitat?

Pokud bychom méli reprezentaci zapornych ¢isel, mohli bychom si vSimnout,
Ze a—b = a+(—b). Stacilo by ndm tedy umét sc¢itat a prevadét ¢isla z kladnych na
zaporna a naopak. Na reprezentaci zapornych ¢isel jsme se vas ptali hned v prvnim
¢isle a problém je stale otevieny. Jiz se nam seslo nékolik riznych napadi, muzete
si je precist vyse a zamyslet se nad nimi. Zde predvedeme Teseni, které zaporna
¢isla nezahrnuje. Budeme tedy predpokladat, ze jsou obé ¢isla kladna a odcitame
mensi od vétsiho.
ReSeni:
Budeme postupovat podobné, jako minule u s¢itani, jen si tentokrat misto sc¢itacky
postavime odéitacku. Be.MV Jifi Kvapil ndm popsal, jak na to.
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Nejprve jsem ptripravil tabulku. Ve vysledku a odpovidajicim pfenosu nahoru
jsou hodnoty a — b—prenos.

a b prenos zdola | vysledek prenos nahoru
0 0 0 0 0
0 0 1 1 1
0 1 0 1 1
0 1 1 0 1
1 0 0 1 0
1 0 1 0 0
1 1 0 0 0
1 1 1 1 1

Tabulka 3: Hodnoty vystupa odcitacky

Podle tabulky [3| vidime, ze kdyz bude na vstupu jedna nebo tii jednicky,
vysledek bude jednicka.

Déle potrebujeme vyresit prenos. VSimneme si, ze bude 1 vzdy, kdyz a je 0 a
b je 1. Pokud je pfenos zdola 1 a zaroven a = b tak také, to ndm zajist{ formule
(NOT (a XOR b)) AND (prenos zdola).

P S—

prenos_zdola [0} o

mensenec [0] >0 prenos_nahoru

mensitel [0}

Obrazek 30: Odéitacka podle Be.™ Jiifho Kvapila

Dalsi moznost, jak tlohu Fesit, byla postavit si pulodéitacku 31} Vsimnéte si,
v ¢em se lisi od pulscéitacky.

mensenec |0
D—@ rozdil
_Do_.
prenos
mensitel

Obrazek 31: Puloddéitacka
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Ze dvou pulodéitacek pak snadno postavime odéitacku, viz obrazek[32} Musime
si vSak davat pozor, jak presné ptlodcitacky uvnitt od¢itacky pospojujeme. Jak
si spravné vsiml tfeba Dr.MM Martin Fof, u séitacky je jedno, jak zapojujeme
vstupy do pulséitacek, ale u od¢itacky zalezi na tom, ktery vstup je ktery. To je
zpiisobené tim, Ze odéitani nenf na rozdil od séitani komutativni[l]

prenos_zdola@—| l—— mensenec  rozdil @vysledek
mensitel prenos
memeenee—osam H ——D—@ prenos_nahoru
- mensitel prenos

pulodcitacka

mensenec|0]
mensitel|0©]

Obrazek 32: Odcitacka

Zapojeni odcitacek za sebe pro od¢itani vicebitovych ¢isel je pak uz uplné
stejné, jako zapojeni sc¢itacek na obrazku 16 v minulém éisleE
ZadAani:
Navrhnéte hradlovou sit, kterd na vstupu dostane dvé ctyrbitovd cisla ve dvojkové
soustavé a vrdti osmibitovy soucin.

Reseni Bc.MM Michala Pavli¢ka, zkriceno

Méjme bindrni ¢isla a a b. P¥i ndsobeni budeme postupovat stejné jako v de-
sitkové soustavé, tj. ndsobit ,pod sebou“. Kdyz toto provedeme, tak dostaneme
tabulku, ve které se kazdy radek i rovna Cislu a, pravé kdyz b; = 1. Poté staci
seCist kazdy sloupec a pocitat s pripadnymi prenosy.

Jak muzete vidét na obrdzku [33] v kazdém patfe kromé prvniho se prvni
zjistuje pomoci hradla AND, zda je odpovidajici b; jedna. Pokud ano, opiSe
se celé Cislo a a secte se s vysledkem predchozich sloupct. Prvni radek je jiny,
protoze nejnizsi bit vysledku je pouhé hradlo AND, a poté stadi s posunutim (ke
kterému dochédzi v ndsobeni pod sebou pfi prechodu na ndsoben{ vétstho rédu)
pouze secist s dalsim Ffadem. Pii kazdém secteni sloupcii ,,ulozime“ nejnizsi rad
do vysledku.

Zadani:

Postavte kalkulacku, kterd na vstupu dostane dvé ctyrbitovd cisla ve dvojkové sou-
staveé a vrdti osmibitovy vysledek. Je na vds, jakym zpusobem se bude ve vasi
kalkulacce vybirat, kterd operace se provede, nezapomernite ndm to vsak popsat.
Samozrejme smite vyuZivat vsechny hradlové site, které jsme jiz zminili.

Reseni:

Uloha se dala Fesit rizné, zde opét otiskujeme FeSeni Be.MM Michala Pavlicka.
Postavil jej v logisimu a doporucujeme vam stahnout si zdrojé@ myslime si, ze
to je pro pochopeni nejlepsi. Tady najdete alespon obrazky.

Ohttps://cs.wikipedia.org/wiki/Komutativita
Mhttps://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/27/27-2.pdf#page=27
2https://mam.mff.cuni.cz/media/prilohy/27-3-kalkulacka-pavlicek.circ


https://cs.wikipedia.org/wiki/Komutativita
https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/27/27-2.pdf#page=27
https://mam.mff.cuni.cz/media/prilohy/27-3-kalkulacka-pavlicek.circ
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Obrizek 33: Nasobeni podle Be. Michala Pavlicka
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Nalevo vidime dvé ¢isla a a b, jejichz jednotlivé bity mifi do vSech ,krabicek .
Kazda krabicka mé déle vstup pick, ktery kdyz je aktivni, umozni zobrazeni
vysledku dané krabicky na vysledku kalkulacky. Vstupy pick ovlddame pomoci
dvou fidicich vstupu. Kdyz se fidici vstupy nachazi v nule, provede se s¢itani,
kdyz je pravy v jednicce a levy v nule, pak ¢isla odecitdme, a kdyz jsou oba
v jednicce, pak nasobime.

Vstup pick funguje na jednoduchém principu. Pro kazdé y; (vysledny bit)
se zkontroluje pres hradlo AND, zda je pick aktivni, a pokud ano, zobrazi se
vysledek na kalkulacce.

a0|@ = =0
al o al yl j ) ®y°
a2l@ a2 v2 | L
a3 (0 a3 y3 D_®y
b0 y4
vof @ T Doy
b2 v6
210 Doy
scitacka 1) —ovs
._D—@VS
D—@VG
pick@ OD_@y7

Obrazek 34: Ukdazka pouziti pick

Redeni zbylych dloh z 1. &isla

Z prvniho ¢isla ndm zbyly nevyTeSené jesté tii tlohy. Prvni z nich byl dikaz, ze
NOT, AND a OR jsou ,vSemocné“, zbylé dvé se tykaly hleddni univerzalnich
hradel. Pojdme se tedy nyni podivat, jak se daly vyTesit.

Zadani:
Dokazte, ze pomoci NOT, AND a OR miuzeme opravdu vyjddrit vsechny logické
funkce.

Reseni:
K feseni této tlohy se dalo pfistoupit réiznymi zptisoby. Mgr.M Lukas Veskrna
hezky sepsal dikaz, ktery jsme od vas dostavali nejcastéji.
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0 0 = scitani, 0 1 = odcitani, 1 1 = nasobeni

Obrazek 35: Kalkulacka podle Be.™™ Michala Pavlicka
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Jakoukoli logickou funkei mtuzeme pomoci AND, OR a NOT vyjddrit nasle-
dujicim zpusobem.

e Vypiseme si vSechny kombinace vstupt, pri kterych funkce nabyva hod-
noty 1.

¢ Vyjadiime funkci jako OR ¢lent, které se sestdvaji z ANDu vstupu na-
byvajicich jednicek a negaci vstupu nabyvajicich nul, pficemz pro kazdou
kombinaci vstupu, pii kterych funkce nabyva hodnoty 1, vytvorime jeden
takovyto Clen.

a b c | vystup
0 0 O 1
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 1
1 0 1 0
1 1 0 1
1 1 1 0

Tabulka 4: Piiklad funkce se vstupy a, b, ¢

Funkci definovanou tabulkou 3 zapiseme pomoci vyse uvedeného algoritmu
takto:
((NOT a AND NOT b) AND NOT ¢)

OR ((NOT a AND b) AND ¢)
OR ((a AND NOT b) AND NOT ¢)
OR ((a AND b) AND NOT c)

Vsimnéte si, ze tento postup nalezeni néjaké konkrétni logické funkce vyu-
zila Be.MM Veronika Jtzkova ve svém Feseni tilohy s vihybkou, které jsme otiskli
v minulém &sle na strané 225

Uplné jiny piistup k této tloze zvolil Dr.MM Martin Fof. Nejprve z NOT, AND
a OR postavil vyhybku (viz minulé dily, pro pfipomenuti opakujeme na obrazku
a dokazal indukci, Ze je mozné vyjadrit vSechny logické funkce pomoci vyhybky
a konstant.

Bhttps://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/27/27-2.pdf#page=22
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Vv [0}—eI>0—
x0 [0}

x1 [———

Obrazek 36: Vyhybka

Ze 1ze poskladat vSechny funkce jen z vihybek a konstant dokézeme pomoci
indukce podle poc¢tu vstupi.

Konstanty jsou vlastné 0-vstupové funkce, ¢imz je dokazan pripad pro nula
vstupi.

Predpokladejme, ze jsme schopni vytvorit vSechny logické funkce s n vstupy.
U logické funkce s n+ 1 vstupy si vybereme jeden ze vstupu. Pokud tento vstup
bude 0, pak existuje funkce zbylych n vstupt, kterd ma stejné vysledky. Pokud
naopak tento vstup bude 1, pak také existuje (jind) funkce n vstupt, kterd m4
stejné vysledky.

Vstup n+ 1 zapojime do vyhybky jako v. Vysledek n-vstupové funkce, kterd
odpovidd v = 0, zapojime jako zy a vysledek n-vstupové funkce odpovidajici
v = 1 zapojime jako z1. Tim je dikaz indukci u konce.

K vyteseni tlohy mu pak uz stacilo ukéazat, ze umi postavit i konstanty.

Jiz jsme ukazali, ze vSechny funkce lze zapsat pomoci vyhybky, kterd se
sklada z funkci AND, OR a NOT, a konstant. Sta¢i ndm tedy ukézat, ze jsme
schopni vytvorit konstanty. @ AND (NOT a) bude vzdy 0, ¢imz jsme vytvorili
prvni konstantu. Konstantu 1 muzeme vytvorit napiiklad jako NOT 0.

Univerzalni hradla

Zadani:

Dala by se vsechna hradla, at uz maji jakykoliv pocet vstupt, posklddat jen z jed-
noho druhu dvouvstupového hradla? Jinak receno, existuje logickd funkce dvou
arqumenti, pomoci které bychom umeéli vyjddrit vSechny ostatni logické funkce?
Pokud myslite, Ze ano, napiste, jaké vystupy by takové hradlo mélo vydat pri riz-
nych vstupech. Nezapomernte ukdzat, Ze libovolné hradlo lze poskladat pouze za
pouZiti (né€jakého poctu kusi) vdmi navrzeného hradla.

ZadAani:
Kolik takovijch hradel existuje?

Okolo zadani téchto dvou tloh jsme bohuzel zpusobili trochu zmatky, ale vy
jste je nastésti stejné zvladli vyresit.
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Reseni obou tloh od Dr.MM Martina Fofa

Nazvéme si hledané hradlo napriklad MAF.

Musime pomoci hradla MAF vytvorit funkci NOT. Pokud méame jen jeden
vstup, nezbyva nam, nez ho dat do obou vstupu MAF. Pokud dostaneme zpatky
stejné cislo, tak nejsme schopni vytvorit ¢islo opacné, proto MAF musi mit
vystup 1, pokud jsou oba vstupy 0, a vystup 0, pokud jsou oba vstupy 1. Zatim
tedy vime, ze NOT a ~ a MAF a.

a b | aMAFD
0 O 1

0 1

1 0

1 1 0

Tabulka 5: MAF

Pokud budou pro vstupy 1/0 a 0/1 rtzné vystupy, pak bude funkce MAF
stejna jako NOT jednoho ze vstupt. V tloze 1 jsme si jiz ale ukézalillz] ze funkce
NOT nestaci na vytvoteni libovolné funkce, proto vystupy pro vstupy 1/0a 0/1
musi byt stejné.

Pokud budou pro vstupy 1/0 a 0/1 oba vystupy 1, pak si miZeme vSim-
nout, ze funkce MAF ma vysledek 0 pravé tehdy, kdyz oba vstupy nejsou 1.
Proto a MAF; b je to stejné jako NOT (a AND b). Takze NOT (a MAF; b) =
~ a AND b. Z tlohy 1 jiz vime, ze pokud dokdzeme vytvorit funkce NOT a
AND, pak dokazeme vytvorit vSechny funkce, proto jsme nasli jedno feseni —
— viz tabulku [6l

Pokud budou pro vstupy 1/0 a 0/1 oba vystupy 0, pak si miZzeme vSimnout,
ze funkce MAF ma& vysledek 0 pravé tehdy, kdyz je alespon jeden ze vstupu 1.
Proto a MAF; b je to stejné jako NOT (a OR b). Takze NOT (a MAF; b) ~
~ a OR b. Z ulohy 1 jiz vime, Ze pokud dokazeme vytvorit funkce NOT a
OR, pak dokédzeme vytvorit vSsechny funkce, nasli jsme tedy druhé reseni — viz
tabulku [

a b | aMAF; b a b | aMAF; Db
0 O 1 0 O 1
0 1 1 0 1 0
1 0 1 1 0 0
1 1 0 1 1 0
Tabulka 6: MAF,; Tabulka 7: MAF,>

Vice takovych hradel jiz existovat nemize.

1Viz minulé &islo: https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/27/27-2.pdf#page=20
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Jesté zminime dalsi postup, kterym se tato dvé hradla dala nalézt. Jak pise
Be.MM Veronika Jiizkova, v prvni tloze témétka jsme ukézali, Ze ndm k vyjadient
vsech logickych funkei stac¢i dvojice NOT a AND nebo dvojice NOT a OR. Hradla
MAF; a MAF; jsme tedy mohli najit tak, ze bychom zkusili z kazdé dvojice udélat
jedno hradlo. Vysledek funguje presné tak, proto se také hradlu MAF; bézné rika
NAND a hradlu MAF5 NOR.

Jejich znacky muzete vidét na obrazku.

P

NAND NOR

Obrazek 37: NAND a NOR

Logisimové tipy

Jsem moc radi, ze se mnozi z vas jiz sezndmili s programem Logisim. Chtéli
bychom zde pfipomenout, ze verze, kterou jsme vam doporucovali a které se ty-
kaji vsechny navody, je Logisim Evolution 2.14.6. Néktera feseni, ktera jsme
dostali, pouzivala jiné verze — a¢ se nam je vSechna nakonec podarilo otevrit,
chtéli bychom vas poprosit, abyste pro pristé pouzivali opravdu Logisim Evolu-
tion 2.14.6, bude to pro nas jednodussi.

Ve Videonévodﬂ jsme ukazali, jak s nim zacit pracovat. Nyni by se vam ale
mohly hodit néjaké dalsi moznosti, které Logisim nabizi, napr. vicebitové dréaty a
moznost nakreslit si vlastni vzhled hradla. Pripravili jsme proto stru¢ny navod,
jak tyto funkce vyuzit. Najdete jej na nasem webum

Protoze toho Logisim umi hodné a nas navod neobsahuje zdaleka vsechno, bu-
deme radi, pokud se do jeho zkoumani pustite i sami. Pokud vSak budete pouzivat
néco, co jsme si neukazovali, nezapomente napsat, co to je a pripadné jak byste
to postavili, abychom védéli, ze vite, co délate.

Pavel, Kita a Honza; pa-ka®mail.ledoian.cz
e-matlovd konference: hradla@mam.mff.cuni.cz
e-mail pro zasildni reseni: mam@matfyz.cz

I5https://www.youtube.com/watch?v=oRTKdbINBL4
L6https: //mam.mff.cuni.cz/problem/2224/
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Co se déje uvnitf hradel? 8 bodi

Princip hradel na tranzistorové trovni

Be.MM Michal Pavlicek

Jak samotny nézev napovidd, zabyval jsem se konstrukci hradel, konkrétné za
pomoci tranzistori. Cilem badani je predevsim pochopeni fungovani pocitace na
co nejnizsi mozné trovni. Zakladni poznatky jsem cerpal z knihy Hradla, volty,
jednocipy od Martina Malého[I], kde vSak pfesny popis fungovani hradel chybi,
proto jsem se rozhodl ponotit hloubé&ji do tohoto zajimavého tématu. Tranzistory
totiz byvaji oznacovany jako nejdulezitéjsi vyndlez lidstva, jelikoz jsou zdkladem
pro vSechny pocitace, mobilni telefony a celou moderni vypocetni techniku.

Jak funguje elektfina?

Kazdy ji pouzivame, vsichni jsme se ucili, jak funguje. Pro klid duse ale radéji
toto téma jesté jednou ve zkratce zopakuji.

Vsechno zac¢ind u atomu. Méli bychom védét, ze se atom sklada z jadra, v némz
najdeme neutralné nabité neutrony a pozitivné nabité protony, a elektronového
obalu. V elektronovém obalu se elektrony pohybuji v urcitych energetickych hla-
dinach. Elektrony se pfi ziskani dodatecné energie posunou na vyssi energetickou
hladinu déle od jadra. V kovech se pii ziskdni dostate¢né energie muze elektron
uplné odpoutat od svého jadra, mluvime potom o tzv. volném elektronu. Tyto
volné elektrony se mohou po prilozeni napéti pohybovat. Pohyb téchto volnych
nosicu naboje oznacujeme jako elektricky proud.

Nam to vsak stacit nebude. Budeme si muset definovat t¥i dilezité velic¢iny:
napéti, proud a odpor. Napéti znaci rozdil ndboji mezi dvéma misty. Jednoduse
feceno, napéti nam 1ika, jak moc se elektrony snazi presunout z jednoho mista
na druhé. Na baterii proto najdeme kladny a zdporny poél, pricemz zaporny poél
produkuje elektrony, které se tlac¢i ke kladnému pélu, kde jsou odebirany z vodice
(v tomto pripadé do elektrolytu baterie).

Proud méfime na rozdil od napéti vzdy v uréitém misté. Rika ndm, jaky néboj
projde vodicem v tomto misté za urcity ¢as. Proud mérime v ampérech. Dulezita
konvence pouzivana se tyka sméru proudéni proudu. Zatimco elektrony putuji od
zaporného polu ke kladnému, proud dle domluvy tece naopak. Budu to tak nadéle
sta¢i védét, ze omezuje proud tekouci v obvodu. Dalsim dtlezitym poznatkem
je, ze proud se pii vétveni vodi¢t déli v poméru odporu na jednotlivych vétvich,
pricemz vétsi proud potece vétvi s mensim odporem. Jednotkou odporu je ohm.
Soucastka, pouzivajici se pro sviij elektricky odpor, se nazyva rezistor.

Princip tranzistort

V priabéhu nékolika poslednich desitek let spatiilo svétlo svéta nékolik ruznych
druhti tranzistorti. Pro nase potfeby se vSak omezime pouze na jeden typ nazyvany
NPN. Co to znamena a jaké dalsi typy tranzistorii existuji, je mimo zabér clanku,
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proto pouze odkézu na knihu[l], kde je toto zajimavé téma pro zdjemce dikladné
rozepsdno. Tranzistor se sklddd ze tif elektrod (,nozic¢ek“): kolektoru, béze a
emitoru. Nejdostupnéjsi typ je spolu se schématem uveden na obrazku [38

kolektor
baze
~
12 3
emitor
(a) Foto tranzistoru. 1 — kolektor, 2 — baze, (b) Schematicka znacka tranzistoru

3 — emitor

Obrazek 38: Tranzistor

Abychom pochopili, jak vlastné tranzistor funguje, pouzijeme vodni analogii.
Podobné jako u tranzistoru budeme mit tri trubky, které predstavuji t¥i elektrody
tranzistoru. Trubky v nasi analogii si pojmenujeme stejné jako elektrody u tran-
zistoru, budeme tedy mit trubky kolektor, emitor a bazi. VSechny tyto trubky se
schazeji ve stejném misté. Hlavni proud vody tece z kolektoru do emitoru, dalsi
tok vody je mozny z baze do emitoru.

Kolektor Kolektor

Bdze

Emitor Emitor

(a) Uzavieny vodni tranzistor (b) Otevfeny vodni tranzistor

Obrazek 39: Vodni tranzistory

Hacek je v tom, ze kolektor je normalné uzavien zabranou, kterd znemoziuje
prichod vody. Zabrana je ale spojena s bazi, kde se nachézi klapka, kterd je
volné zavésena tak, aby ji pfipadny proud vody mohl otocit. Kdyz proud vody
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otoc¢i klapkou, zvedne se tim padem diky jednoduchému mechanismu zabrana
v kolektoru, coz vyusti v proud vody od kolektoru do emitoru. Dilezité je, ze
sta¢l mnohem mensi proud vody na béazi nez na kolektoru, aby se klapka na

Vv

+
|1
R1 U,
vystup
R2 U,

Obrazek 40: Rezistorovy déli¢

Pozn. redakce: Rezistorové délice

Jednou z nejcastéjsich veci, se kterou se pri konstrukci nebo analyze elektric-
kych obvodu potkdte, jsou rezistorové délice. Vezmeéme si jednoduchy obvod na
obrdzku ktery obsahuje zdroj napdjeni s kladnym a zdporngm pélem, dva sé-
riove spojené rezistory a viystup, ktery je napojen mezi rezistory. Ptime se, jaké
je napéti na vystupu (proti zdpornému pdlu zdroje), pricemz predpokliddme, Ze
z vystupu odebirame zanedbatelny proud. Viypocet pak lze provést smadno pomoci
Ohmova zdkona: Oznacme napéti na R1 Uy, jeho odpor Ry, napéti na R2 Us, jeho
odpor Rs a proud I. ProtoZe zanedbdvime proud vystupem a R1 a R2 jsou spo-
jeny sériové, potece pres oba stejnyg proud I (viz 1. Kirchhoffiv zdkon). Vime, Ze

I = %, ale také I = %’ tedy muzeme pravé strany posadit proti sobé a upravit:
Up U
Ry Ry
U R
U Ry

Thttps://youtu.be/8f318KaVcBg
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Vidime tedy, Ze pomer napéti na rezistorech je v poméru jejich odpori. Specidl-
nimi pripady jsou situace, kdy jeden z rezistori md témer nekonecny, resp. témer
nulovy odpor a druhi md néjaky konecny odpor. Pak napéti na prunim rezistoru je
blizké napdjecimu respektive nulovému, protoZe zlomek jde k nule nebo nekonecnu.
V pripadé, Ze Ry = Ry — 00 nebo Ry = Ry — 0, neumime o napéti na vystupu
nic Tict, protoze se v pruvnim pripadé jednd o vystup ,plovouci ve vzduchu® a
v druhém pripadé o zkrat zdroje a ani v jedné situaci neni jak v matematickém
pojeti, tak v redlné situaci stav vistupu definovdn.

Dale miizeme fici, ze se tranzistor chova bud jako rezistor s nulovym nebo
nekoneénym odporemE podivejme se na schéma na obrazku

+ +

R1 R2
oo 0Q

Obrazek 41: Odpory, kterymi je mozné nahradit zavieny a otevieny tranzistor

Prvni rezistor (R1) s nekoneénym odporem se chovd stejné jako tranzistor bez
napéti na bazi (jako ,zavieny* tranzistor). Na R1 se nachézi veSkeré napéti, takze
si muzeme predstavit, ze jsou zde vodice od sebe odpojeny a zadny proud nemuze
projit. Naopak druhy rezistor s nulovym odporem se chova jako ,otevieny* tran-
zistor, tj. tranzistor, u kterého dochazi k toku mezi bazi a emitorem a tedy i mezi
kolektorem a emitorem. Rezistor se tvari, jako by tam misto néj byl pouze drat a
je na ném nulové napéti. Proud muze bez problému prochazet.

K dalsimu pokracovani si budeme muset definovat, co to vlastné znamena
logickéd jednicka a logickd nula. Logickou jednicku definujeme jako napéti vétsi
nez urcitd troven a logickou nulu jako napéti mensi nez uréita droven vzhledem
k zdpornému pélu zdroje (baterie). Existuje vice riznych logickych trovni, pro
nase potfeby se nejvice hodi 5V hladina, kde se logicka jednicka nachazi mezi
2 a 5 volty, pro méné nez 0,8 voltii se poté vstup nachazi v logické nule. Co se
déje mezi témito hodnotami? Tomuto ,padsmu niceho* se Iikd zakdzané pasmo,
protoze neni jisté, jak se obvod v takovém stavu zachova.

Hradlo AND

Definujme si nyni dva vstupy A a B, které muzeme libovolné prepinat mezi logic-
kou jednickou a nulou. Kdyz vstup uvedeme do logické jednicky, prividime napéti
na bézi, ¢imz povolujeme elektrontim projit mezi kolektorem a emitorem. Pokud

18 Pozn. redakce: tranzistor se mize chovat i dalsimi zpisoby, pro élinek jsou ale dileZité jen
tyto dva.
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tedy zapojime dva tranzistory, jejichz baze budou pripojeny ke vstupu A, respek-
tive B, ihned za sebe (viz obrdzek), dostaneme hradlo AND. Vysledek muzeme
vidét na obrazku [A2al

+

vystup

(a) Schéma (b) Zapojeni na nepéjivém poli

Obrazek 42: Hradlo AND z tranzistoru

Na vystupu se v klidovém stavu nenachézi zadné napéti, neexistuje totiz cesta
od kladného pélu k vystupu. Pokud vSak privedeme napéti na vstupy A i B,
tranzistory propusti proud a cesta pro elektrony vznikne. Rezistor ve schématu
je nutny pro spravnou funkci, nebot bez né&j by vznikl zkrat a na vystup by se
nedostal zddny proud. Na nepajivém kontaktnim poli bychom tuto situaci mohli
postavit tak, jak je zndzornéno na obrézku (Cervené vodice znadi cestu proudu
od kladného pdlu k vystupu).

Hradlo OR

Hradlo OR se tvori stejné jako hradlo AND, tentokrat nam vsak staci, pokud je
alespon jeden ze vstupt v logické jednicce. Proto bude schéma vypadat tak, jak
je zndzornéno na obrézku [I3a

Emitory obou tranzistori se nyni promitaji na vystup. Proto pokud je alespon
jeden z nich v logické jednicce, pak je na vystupu logickd jednicka, proud muze
projit obéma cestami. Opét prikladam praktickou ukazku na obrazku

Hradlo NOT

Hradlo NOT je nejspise nejméné intuitivnim hradlem z téch, které jsme si zatim
ukdzali. Pozorné si prohlédnéte diagram na obrazku [44a]

V horni ¢asti diagramu si muzeme vSimnout rezistoru, ktery opét predchazi
zkratu. Vystup potom vidime hned vedle. Pokud na vstupu A neni napéti, tran-
zistor se chova, jako by mél nekonecny odpor, tedy na vystupu je napéti blizké
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(a) Schéma (b) Zapojeni na nepéjivém poli

Obrazek 43: Hradlo OR z tranzistoru

tomu na vstupu. Pokud uvedeme vstup A do logické jednicky, proud si radéji
zvol{ cestu skrz tranzistor, protoZe je to cesta (téméf) nulového odporu, tedy na
vystupu bude témér nulové napéti. Postavit si toto hradlo mizeme zptisobem
znézornénym na obrazku [d4b

4
wistup ererenen .M
A seseeeseenseees
ceeeceseensreeyge
i

(a) Schéma (b) Zapojeni na nepdjivém poli

Obrazek 44: Hradlo NOT z tranzistoru

Zavér

Je nutné uvédomit si fakt, Ze tyto pokusy jsou ve skute¢nosti zvétSenim ,,vnitfnosti“
hradel, které zname z prvnich tloh. Vse, co jsem zde popsal, se nachézi v hradlech
AND, OR, NOT, ..., alei v pocitacich, mobilech, kalkulackach a kdo vi kde jesté.
Tam se vSak tranzistory i rezistory vyskytuji v mikroskopickém méritku a jsou
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pouzity jiné tranzistory, které k sepnuti potfebuji pouze napéti, nikoliv tekouci
proud, coz znacné zmensuje spotfebu, princip vsak ztstava priblizné stejny.

Pokud by vas toto téma hloubéji zajimalo a prahnete po lepsim vysvétleni,
doporucuji video Ben Eater: Making logic gates from tmnsistorﬂ které bylo
Casteénym zdrojem inspirace. K pochopeni principu tranzistori kromé knihy[T]
miizu viele doporucit také video Ben Eater: How a transistor workd?}

Zdroje

[1] MALY, Martin. Hradla, volty, jednocipy: tvod do bastleni. Praha: CZ.NIC,
z.5.p.o., 2017. ISBN 978-80-88168-23-2. Dostupné online na https://knihy.
nic.cz/files/edice/hradla_volty_jednocipy.pdf.

Uloha redakce: Problémy realného svéta

Zadani:

V' éldnku vyse autor navrhl a prakticky ovéril, Ze z tranzistori lze postavit hradla
dle vyse uvedenyjch schémat. Zanedbal ovsem nékteré vlastnosti redlnych tranzis-
bychom je sestavili presné podle téchto schémat. Dokazete vymyslet, kde je pro-
blém a jak by se snadno dal opravit? Pripadné dokdzete schémata sami postavit a
2zmeérit, jak se chovaji, kdyz se z nwich pokusime postavit sloZitéjsi hradlo?

Vysledkova listina 3. Cisla

Témata

Por. | Jméno R. Z,l tl t2 t3 t4 Zo 21
1. | Mgr.™ J. Engler 2 | 8821 6,0 19,8 19,9 [45,788,2
2. | Mgr.™ K. Grinerova | 4 | 81,9(10,0 19,0 3,0 [32,0|65,4
3.|Doc.™ J. Kalvoda | 4 |195,1 29,7 29,7 160,7
4. | Dr.MM M. Fof 3 1115,2(23,5 33,0 [56.,5 | 56,5
5. | Dr.™M V. Janiéek 4 |151,0 23,3 (23,3 |54,1
6. | Dr."M T, Flidr 3| 884 0]44,5
7.-8.|Bc.™ E. Beranovd 1] 39,0 26,0 26,0 | 39,0
Be.M V. Gadurek 4| 39,0 0139,0

9. | Be.MM M. Pavlicek 3| 37,2 37,2 [37,2]37,2
10. | Be™ D. Ctvrtecka | 1 | 35,5| 9,5 26,0 35,5 (35,5

Yhttps://youtu.be/sTudLwpF6XI
2Ohttps://youtu.be/DXvAluMAXiA


https://knihy.nic.cz/files/edice/hradla_volty_jednocipy.pdf
https://knihy.nic.cz/files/edice/hradla_volty_jednocipy.pdf
https://youtu.be/sTu3LwpF6XI
https://youtu.be/DXvAlwMAxiA
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Témata
Por. | Jméno R. Z,l tl t2 t3 t4 Zo 21
11. | Be.™ D. Skypala 3| 33,1 26,6 |26,6 | 33,1
12. [Mgr.™ L. Veskrna | 3 | 63,1 0(31,3
13. | Be.™M P, Hladik 3| 43,0 0130,0
14. | Mgr.™ M. Bocek 2 | 59,1 29,9 (29,9 (29,9
15. | Mgr.™ K. Pernicova | 4 | 70,3 8,0 8,028,5
16. | Be.™M V. Juzkova 4| 354 0126,9
17. | Be.™M S, Biezovjak | 4 | 25,8| 7,5 10,3 17,8 (25,8
18. | Mgr.™ A. Cmielovd | 2 | 50,6 7,5 4,5 12,0 (25,0
19.-20. | Mgr.™ O. Piroutek | 3 | 69,9|14,5 10,0 24,5 | 24,5
Be"™™ V. Polagkova | 2 | 24,5 01]24,5
21. | Be.M J. Kvapil 3| 39,2 0235
22. | Be.M K. Petrlikovs | 3 | 22,5 0225
23.|Bc.M D. Farhan 4] 221 0221
24. | Be."™™ H. Nguyen 4| 21,5 0]21,5
25. | Be."™™ V. Tichy 2 | 205 0120,5
26. | Mgr."™™ A. Opl 3] 39,3]| 28 2,8118,8
27. | Mgr.™ D. Perout 4 | 50,5 0]18,5
28. | O. Chwiedziuk 4| 18,3 0]18,3
29. | A. Hustava 3| 17,7 01]17,7
30.-31. | K. Sedov 2 | 16,0 01]16,0
M. Stencel 4 | 16,0 01(16,0
32. | Mgr.M J. Knillova, | 2 | 51,3|12,8 2,6 |15,4 (15,4
33.-34. | L. Kagenkové 2| 14,0| 7,0 20 9,0(14,0
M. Valtrova 2 | 14,0 014,0
35.-36. | Mgr.™ O. Gonzor 4| 584 0{13,0
0. Skécel 2 | 13,0 0]13,0
37.|J. K¥imska 9,0 0] 9,0
38. | M. Turinsk4 4| 10,6 76 | 76| 7.6
39. | P. Khartskhaev 4 6,0 0 6,0
40. | P. Jendele 4,3 4.3 4.3| 4,3
41. | P. Herman 1,7 0 1,7
42. | A. Cechovd 0,6 0| 0,6

Sloupecek »_, je soucet viech bodii ziskanych v nafem seminafi, Zo je soucet bodu

v aktudlni sérii a 21 soucet vSech bodi v tomto ro¢niku. Tituly uvedené v predchozim
textu slouzi pouze pro ucely M&M.

Vysledkova listina obsahuje vSechny body za feseni zaslana do 1. deadlinu predchozi

série. Body za teSeni zasland pozdéji obsahovat nemusi.
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