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Mili fesitelé,

od vydani posledniho ¢isla se situace opét dost zkomplikovala. Pripravovali jsme
pro vas soustredéni a velmi se na néj tésili, bohuzel uz podruhé ho musime zrusit.
Moc nas to mrzi, ale vérime, ze to je spravné rozhodnuti a Ze zase dostaneme
moznost se setkat. Je ndm jasné, Ze to nebyly jediné plany, které nevysly, a tak
jsme se pro vds (a nas) rozhodli uspofadat alespon ¢dstecnou online variantu, i
kdyz vime, ze skutecné soustiedéni to nenahradi. Nikdy jsme nic takového nedélali,
a tak sami nevime, jak to dopadne. Urcité si ale dame zalezet a budeme radi, kdyz
se k nam pripojite. Pro vice informaci sledujte nas web ¢i facebook.

Co nastésti ménit nemusime, je korespondené¢ni forma naseho seminaie, a tak
i v tomto c¢isle najdete nové dily témat. Minule jsme si predstavili, co to je topo-
logie, mimo jiné na Mobiové pasce. Tentokrat se presuneme do vyssich dimenzi a
vysvétlime si, co jsou to variety. Aby se vdm nad vsim 1épe premyslelo, pribalili
jsme k tomuto ¢islu kousek pruzné latky, na kterém si mizete objekty modelovat.
Doufame, Ze se vam povedlo postavit funkéni spektrometr a jsme radi za vSechny
fotky a tipy, které jsme od vas dostali. Dle nds nejuzitecnéjsi tipy na vylepseni
najdete v tomto cisle.

V olympiddn{ matematice se od geometrie a schiizujicich organizdtoru (povedlo
se vadm zjistit, kdo kde sedi?) pfesuneme k nerovnostem, ukézZeme si, jak Fesit
tlohy s nimi, a pfedstavime si ty nejzndméjsi obecné platné. Ve stavbé pocitace
pokroc¢ime také o kousek dal — ukéZeme si feseni ¢asti iloh s hradly a ziskané
znalosti vyuzijeme k vytvoreni kalkulacky. Zminime si také nastroj Logisim, ve
kterém se daji sité interaktivné modelovat.

Uzivejte si prichazejictho podzimu, zamyslete se nad tématy, zlistante zdravi
a téste se s ndmi na budouci setkéni!

Vasi organizatori

Téma 1 - Topologie ... ... e
Téma 2 - Optika ... ...
Téma 3 - Olympiadni matematika ......................................

Téma 4 - Pocita¢ z nul a jedniCek..............oooiiiiiiiiiiiiia...
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Zadani a reSeni témat
1. deadline: 3. 11. 2020 | 2. deadline: 24. 11. 2020

Téma 1 — Topologie

Dil 2: Topologické objekty a operace s nimi

Minule jsme se setkali s Mobiovou paskou, pomérné netradi¢nim topologickym
objektem. V tomto dile si ukdzeme nékolik zakladnich topologickych objekta a
nékolik zékladnich operaci s nimi. Drzte si klobouky! Tentokrat zavitdme i do
vyssich dimenzi.

Zabyvat se budeme jen takzvanymi varietamsi, pro které plati, ze okoli kazdého
bodu se podobé Eukleidovskému prostoru v dimenzi n, o které budeme tikat, ze je
to dimenze dané variety. Eukleidovsky prostor se chova jako prostor, ktery zname
z béZného zivota. Mezi kazdymi dvéma body je definoviana nezaporna vzdalenost.
Pokud je nulova, body jsou totozné. Pokud mame body A, B a C, tak vzdalenost
z A do C neni vétsi, nez soucet vzdalenosti z A do B a z B do C. Podmince z véty
vyse se tika trojuhelnikovd nerovnost. V neposledni fadé plati, ze vzdalenost z A
do B je stejna jako z B do A.

Budeme také pracovat s varietami s okrajem, které se od obycejnych variet lisi
tim, Ze maji okraj. Body na okraji variety s okrajem mohou mit okoli podobné
Eukleidovskému prostoru dimenze n — 1. Vnitini body variety s okrajem spliuji
stejnou podminku, jakou splnuji body obycejné variety. Zjednodusené feceno se
budeme zabyvat objekty, které se chovaji rozumné. Nebude-li fe¢eno jinak, tak
vsechny objekty, se kterymi budeme pracovat, budou bud variety, nebo variety
s okrajem.

Zakladni variety

Zacneme zlehka. Jedinou nula-dimenzionalni varietou je bod. Plati, Ze kazda va-
rieta z néjaké dimenze se muze vyskytovat ve vsech vyssich dimenzich. Specidlné
tedy bod najdeme ve vsech dimenzich.

V jedné dimenzi existuje jen jeden stupen volnosti. Je to podobné, jako vlak
na kolejich (bez vyhybek) — mtize se pohybovat jen dopfedu, nebo dozadu. Ve se
odehrava v jedné primce a neexistuje zadné nahoru, dolt, do strany. V jedné di-
menzi najdeme napriklad interval od —1 do 1, neboli body primky se vzdalenosti
nejvyse 1 od bodu 0, jenz je zaroven ekvivalentni jedno-dimenzionédlni koulﬂ kte-
rou zna¢ime B'. Obecné kouli v n dimenzich budeme vzdy znacit B™ a definujeme
ji jako mnozinu bodu ve vzdalenosti nejvyse 1 od zvoleného stredu. Interval od 0
do 1, ktery budeme znacit I, i vSechny ostatni uzaviené intervaly mizeme hladce
smrsknout nebo natdhnout tak, aby za¢inaly v bodé -1 a koncily v bodé 1 (anebo
pro pevné x zacinaly v bodé z — 1 a koncily v « 4+ 1). VSechny uzaviené intervaly

1Jedn se o jedno-dimenzionélni variantu bézné t¥i-dimenzionalni koule.
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jsou tudiz homeomorfni B!. Skute¢nost, Ze dvé variety jsou homeomorfni, budeme
znacit symbolem ~. Je to vSechno? Zbyva nam posledni varieta v jedné dimenzi,
tu si ale ukazeme pozdéji.

Minule jsme naznacili, ze kazdy objekt ma svuj okraj. Okraj pozname tak,
Ze nas zastavi pri prochazce po daném objektu, je to tedy funkce daného topolo-
gického objektu a budeme ho znaédit pomoci 9. Kazdy topologicky objekt M ma
definovany svtj okraj 9(M), jen u nékterych je timto okrajem préazdnd mnozina.
Jaky okraj ma jedno-dimenzionalni koule, tedy ¢emu se rovna 9(B')? KdyZ se
vydame néjakym smeérem, zasekneme se u konce intervalu. Pokud se otoc¢ime a
vydéame druhym smérem, po ¢ase nés zastavi druhy okraj intervalu. Okrajem B?,
tj. uzavieného intervalu (—1,1), je tedy sjednoceni dvou bodi —1 a 1 na jeho
koncich. Zaroven je to nula-dimenzionélni sféra S°. Sféru v dimenzi n definujeme
jako okraj (n 4 1)-dimenzionalni koule a budeme ji znacit symbolem S™.

Problém 1: Vezmi néjakou varietu. Co je jejim okrajem? A co je okrajem tohoto
okraje? Jak dlouho mizeme hledat okraje okrajii? Cim nase hleddni skonci? Ne-
mame prostredky na formalni dikaz, staci, kdyz si to vyzkousis na pdr prikladech
a uvedes svou hypotézu.

Ve dvou dimenzich mame dva stupné volnosti. Mizeme si to predstavit jako
pohyb lodi na vodé. Zakladni varietou v této dimenzi je jednotkovy kruh B2,
neboli mnozina bodi, které maji od pevné zvoleného stfedu vzdalenost nejvyse
jedna. Mozné uhodnete, Ze d(B?) = S, coz nenf nic jiného, nez kruznice. Ta je
tou posledni jedno-dimenzionalni varietou, o kterém jsme si jesté netekli.

Koule B™ a jejich okraje, sféry S™~!, existuji v kazdé dimenzi n. S kazdou
dimenzi totiz pribude dalsi stupen volnosti, neboli kazdy bod mé polohu ur-
¢enou pomoci n na sobé nezavislych souradnic. Vzdalenost mezi dvéma body,
kterou potfebujeme pro zjisténi, které body do koule patri, dokdzeme spocitat i
v n-dimenzionalnim prostoru. Vzdalenost v jedné dimenzi je absolutni hodnota
rozdilu dvou bodi, ve dvou dimenzich plati Pythagorova véta. Obecné plati, ze
dalsi souradnou osu ptidavame v kolmém sméru, z ¢ehoz se da odvodit, jak to
bude vypadat v n dimenzich.

Operace s varietami

Vyse jsme si pfedstavili nékolik zdkladnich variet, tak si pojdme predstavit par
operaci, které s nimi muzeme provadét. Prvni operaci je kartézsky soucin, znac¢ime
ho pomoci symbolu x. Nejdiive si ho ukdzeme na péar prikladech. Asi nejjedno-
dussi priklad je n-dimenziondlni krabice I™, ktera vznikne kartézskym soucinem
n intervalu:

IxIx...xI

n-krat

Dvou-dimenzionalni krabice I? = I x I je tedy jednotkovy ¢tverec, ktery vznikne
tak, ze kazdému bodu jednotkového intervalu priddme v kolmém smeéru jeden
jednotkovy interval. Stejné tak I® = I? x I je jednotkova krychle, vznikl4 piiddnim
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jedné kopie jednotkového intervalu kazdému bodu étverce I2 (opét v kolmém
sméru). Dalsim piikladem objektu vzniklého kartézskym souéinem je S' x S*.
Vezmeme kruznici a kolem dokola kazdému bodu priddme v kolmém sméru kopii
kruznice. Vysledkem je (nevyplnény) torus na obrdazku |l — je v ném vyznaceno
nékolik z nekone¢né mnoha pridanych kopii kruznic, kterymi je torus tvoren.

i

Obrazek 1: Kartézsky soudin S* x S - torus.

Obecné si kartézsky soucin dvou variet M a N, které maji po fadé dimenze m
a n, muzeme predstavit tak, Zze pro kazdy bod z variety M priddme jednu kopii
variety N ve sméru kolmém na okoli = ve varieté M. Pridavani kopii variety IV
v kolmém sméru k M zptsobuje ,nafouknuti“ dimenze vysledného objektu do
dimenze m + n. Intuitivné to plyne z toho, ze kdyz v k-dimenziondlnim prostoru
priddme dalsi smér kolmy na vsech k predchozich, dostaneme (k+1)-dimenziondln{
prostor. Dalsi zptusob, jak si to predstavit, je, Ze pridanim dalsi kolmé osy priddme
jeden novy stupen volnosti odpovidajici dalsi souradnici. Vzpomen si na kartézsky
soucin variet M a N vyse. Tam prvnich m souradnic odpovida pozici bodu v ramci
variety M a zbylych n soutadnic pozici bodu v ramci konkrétni kopie variety N.

Uloha 2 [1b]: Co je vyjsledkem S* x I? Je vijsledek homeomorfni I x S*?

Uloha 3 [3b]: Jaky je vysledek S* x I? a S? x I? Jsou tyto objekty homeomorfni
néjakym objektim definovanym vyse?

Uloha 4 [1b]: Predstav si jednotkovy cétverec I?, ktery vyplnime ctyrmi kruhy
o pruméru 1/2. Doprostied mezi kruhy pak priddme pdty kruh tak, Ze se dotykd
ostatnich kruhi, jako na obrdzku[g Jaky je primér vepsaného kruhu?

Uloha 5 [4b]: V zaddni predchozi tlohy wvaz I® a daldi vyssi dimenze misto I2,
V I? budeme mit misto ctyr kruhid osm kouli, mezi které opét miiZeme vepsat
mensi kouli, a podobné pro vyssi dimenze. DokdZes zobecnit vztah pro wvelikost
prumeéru vepsané koule? Zamysli se nad tim, jak se méni pomeér velikosti vepsané
koule vici krabici v zdvislosti na dimenzi.
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Obrazek 2: K zadani Ulohy

Dalsi operaci s varietami bude slepovani jejich okraju, kterému se odborné
fikd kvocient. Predstavime si to tak, Ze na okraj (nebo ¢dst okraje) jedné variety
je prisitd jedna pulka zipu a na okraj (nebo jeho ¢ast) druhé variety je prisita
druhé pulka. Kdyz spravné konce zipu priddme k sobé a zip zapneme, variety se
spoji. Jak naznacuje analogie se zipem, slepované ¢asti maji orientaci, diky ¢emuz
muzeme touto operaci ziskat velmi zajimavé objekty. Protoze je obCas ndrocné si
predstavit, co vznikne takovym slepovanim, doporucujeme zkusit si lepeni vizua-
lizovat pomoci kusu pruzné latky. Jeden takovy jsme pribalili do obéalky s timto
¢islem.

Napriklad si vezméme obdélnik, jehoz dvé protilehlé strany slepime v opac¢nych
smérech, viz obrézek 3] Timto zptisobem ziskdme Mdbiovu pasku. Piesné stejnym
zpusobem jsme pieci postupovali pii jeji konstrukci v prvnim dile.

Obrazek 3: Ukazka operace kvocient neboli ztotoznovani dvou mnozin bodi, které je
zde naznaceno pomoci zipu.

Uloha 6 [1b]: Co vznikne, kdyz slepime ve stejném sméru obé dvojice protilehlgch
stran obdélnika, viz obrdzek [{d?
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(a) Protilehlé strany obdél- (b) Protilehlé strany obdél- (c) Obé strany obdélnika le-
nika lepené v souhlasném nika lepené jedna dvojice pené v nesouhlasném sméru.
smeéru. v souhlasném a druhd v ne-

souhlasném sméru.

Obrazek 4: Ruzné moznosti, jak mizeme pomoci kvocientu ,slepovat® dvé protilehlé
strany obdélnika.

Podivejme se na vysledek slepovani u obdélniku z obrézku [4b] Za¢neme zazi-
povanim rovnobéznych stén se shodnou orientaci. Tim ziskdme valec s kruznicemi,
kde jedna mé orientaci po sméru hodinovych rucicek a druhd proti. Co mtizeme
udélat, aby sly kruznice slepit? Co tfeba zafixovat kruznici na jednom konci vélce
a otacet se druhou podle jejitho stfedu, stejné jako zdimame srolovany rucnik?
To nam nepomuze, orientace kruznic se nezméni. Aby byla orientace zménéna,
musime kruznici pretocit o 180° podél tsecky, ktera tvori jeji pramér a prochazi
jejim stiedem. PTi zachovani této orientace je zazipovani ke druhé kruznici mozné,
jen pokud dokézeme projit plochou obdélnika (coz redlné materidly bohuzel ne-
umi). Cely postup je ukdzany na obrazku[5} Objekt, ktery jsme ziskali, se nazyva
Kleinova lahev.

Obrazek 5: Postup ziskavani Kleinovy lahve ztotoznénim protilehlych stran obdélnika.

Posledni zpusob, jak ztotoznit protilehlé strany obdélnika, je znézornén na
obrazku Tady si tikol trochu rozkouskujeme, abychom si pochopeni objektu
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udélali snazsi. Postup je zndzornén na obrézku [6] Konkrétné uiizneme spodni
stranu obdélnika s kusem plochy okolo a fez nahradime zipem, ktery zazipujeme
pozdéji. Mtzeme si rozmyslet, ze na poradi spojovani zipu nezalezi. Toto pozoro-
vani se ndm bude jesté nékolikrat hodit.

Obrazek 6: Postup slepovani protilehlych stran obdélnika s nesouhlasné orientovanymi
zipy. Ruzné druhy sSipek reprezentuji rizné druhy zipu.

Nejdrive si uvédomime, co tvori horni useknuta ¢ast obdélnika. Pretocime-li
pravy konec vzhiru nohama, dostaneme péas s jednim pretocenim a souhlasné
orientovanymi protilehlymi stranami. Jejich slepenim ziskdme Md&biovu pasku, je-
jimz okrajem je kruznice se dvéma typy zipu ve stejném sméru, které na sebe
navazuji. Vnitiek dolni useknuté ¢asti obdélnika muzeme vyboulit a natdhnout
tak, ze ziskdme sféru obsahujici kruhovou diru (mtiZzeme si ji predstavit jako nafu-
kovaci balének), jejimz okrajem jsou opét dva rtzné zipy, které na sebe souhlasné
navazuji. Ted stac¢i vzit Mobiovu pasku a zazipovat ji podél jejiho okraje k okraji
kruhové diry sféry. Kdybychom se pokusili vzit Mobiovu pasku z realné latky a pfi-
zipovat ji ke kruhové dife, neslo by to. Opét dojdeme do stavu, kdy se paska musi
prokfizit sama se sebou, abychom mohli pokracovat v lepeni. Proto véc, ktera
vznikne prilepenim okraje Mobiovy pasky ke kruhové dife v néjakém objektu,
oznacujeme jako kriZitko. Sféra s jednim kiizitkem odpovida rediné projektivni
rovine E] ktera se v matematice obcas vynoruje i v jinych kontextech.

Uloha 7 [1b]: Zipovat k sobé mizZeme i strany, které nejsou protilehlé. Jaky je
vysledek slepovdni z obrdzku[7d?

Uloha 8 [4+2b]: Slepovat v dané orientaci mizeme i vice nei dvé hrany, aviak
tady uZ nase analogie se zipy zacing pokulhdvat. Zkus si predstavit objekt z ob-
razku [T, ve kterém se postupné ztotoZriuji vsechny tri strany trojihelnika. Svou
predstavu co mejndzornéji popis pomoct obrdzku a pripadné doplnujiciho textu.

2Projektivni rovina je zobecnéni roviny, které vznikne pfiddnim bodi ,,v nekoneénu“, kde
se protinaji rovnobézné primky. Kromé reilné projektivni roviny existuji i kone¢né a komplexni
projektivni roviny.
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Nemyslime si, Ze by se predstava, jak dany objekt vypadd, dala popsat dostatecné
jasné jen slovy, ale pokud to preci jen zvlddnes, body té neminou. Pokud misto
obrazku dodds peknou animaci, dostanes plusové body.

/

—

(a) Ztotoznovat muzeme i sousedni (b) Ztotoznovat muzeme i vice nez dvé
strany. strany.

Obréazek 7: Obrazky k Uloham [7]a
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Téma 2 — Optika
Dil 2: Spektrometry podruhé

V minulém dile jste nasli sablonu a ndvod na vyrobu svého vlastntho spektrometru
(pro jistotu je priklddame i do tohoto ¢isla). Nékolik z vds ndm poslalo fotky vasich
spektrometrt a spekter, které jste pozorovali, za coz moc dékujeme a patficné jsme
je bodové ohodnotili. V tomto dile nabizime nékolik tipt, které jste nim napsali a
které by se vAm mohly hodit pro vylepsSeni vaseho spektrometru a splnéni dalsich
tuloh ¢ problému:

o Vystiihnéte a slozte vas spektrometr z cerného, idealné silnéjsiho, papiru.

Zejména, pozorovani slunecniho spektra vam to velice usnadni.

o Sténu, ve které je Stérbina, udélejte dvojitou, aby svétlo prochiazelo opravdu
jen stérbinou.

e Pokud vam nejde oddélit u DVD stribrna vrstva od prtuhledné, zkuste nej-
prve DVD zlomit. Vrstvy popraskaji a ptjdou od sebe dobre odloupnout.
Vhodné ulomeny kus potom upravte nizkami na spravnou velikost.

Zkuste vas spektrometr nakalibrovat — prifadit jednotlivym ¢astem duhy jejich
vinové délky — podle problému 11. Z jednoduché fyzikalni hracky tak vyrobite
opravdovy mérici pristroj. Zkuste pouzit nékterou mobilni aplikaci, hledat muzete
tfeba pod slovnim spojenim Light Spectrometer.

Hodné stésti se studiem ruznych svételnych zdroju!

Uloha 1 (27.1) [2b]: Sestavte spektrometr podle ndvodu a poslete ndm jeho fotku.
Napiste nejaké tipy, at muzeme zlepsit ndvod.

Uloha 2 (27.1) [1b]: Jak se zméni obraz spekter ve spektrometru, kdyz nalepime
kus DVDcéka otocenyj o 90° oproti tomu, jak je popsdno v ndvodu?

Problém 3 (27.1): Zkuste experimentovat se zménou tvaru spektrometru. Jak se
zmeéni obraz spekter ve spektrometru, kdyz ho vyrobime delsi, kdyz udélame vetsi
nebo mensi stérbinu, kdyz zménime uhel na jednom jeho konci?

Uloha 4 (27.1) [2b]: Rozlozte svétlo Zdrovky a bile rozsviceného monitoru. Po-
piste, jaké rozdily vidite.

Uloha 5 (27.1) [3b+]: Pozorujte nekolik svételngch zdroji, které byste oznacili
jako teplé, a nékolik takovych, které byste oznacili jako studené. Které vinové délky
previddaji v kterjch rozkladech? Rozepiste se o tom, které zdroje jste pouzili a jak
spektra vypadala.

Problém 6 (27.1): Nastudugjte si, jakgm zpisobem vlastné takto vyrobeny spek-
trometr funguje, a sepiste o tom krdtky clanek, ktery budeme moci otisknout pro
ostatni.
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Uloha 7 (27.1) [3b]: Pozorujte pies spektrometr jasné slunecni zdreni. Méli byste
spatrit celé spektrum a v ném néjaké cerné prouzky. Co je to za prouzky? Prilozte
fotku a zkuste identifikovat jejich vinové délky (Ize to i bez kalibrace popsané v Pro-
blému 11).

Uloha 8 (27.1) [2b]: Mdte-li doma barevné félie, zkoumejte je. Popiste, které
vinové délky v nich chybi a které jsou naopak vyrazné, kdyz je prosvitite slunecnim
svétlem?

Problém 9 (27.1): Jak se zméni vysledky Ulohy 8, pokud nebudete prosvécovat
slunecnim svétlem, ale jinym svételnym zdrojem?

Problém 10 (27.1): Nastudujte si, jak vznikaji cerné prouzky z Ulohy 7, a se-
piste o tom krdtky cldnek, ktery budeme moci otisknout pro ostatni. Pokud zndte
vlastnosti jednotlivgjch prvki, co jsme schopni presné zjistit podrobnym zkoumdnim
téchto cernych prouzku?

Problém 11 (27.1): Pripojte spektrometr k vasi webkamere nebo fotoapardtu.
Pomoci laserového ukazovdtka nebo barevné LED ho nakalibrujte. Zdokumentugjte
pribéh kalibrace a sepiste kratky textik, ve kterém zminite vSechny tipy a triky, na
které jste prisli, abychom ho mohli otisknout a ostatni to méli jednodussi.

Navod: U LED nebo laserového ukazovatka mate dobrou sanci zjistit, jakou vino-
vou délkou presné sviti. Laserova ukazovatka to maji casto uvedeno v manudlu nebo na
obalu, u LED si pred koupi radéji v datasheetu ovétte, ze je zde vlnova délka uvedena.
Kdyz posvitite na spektrometr, méli byste vidét jen jednu ¢aru. Potom muzete prohlésit,
ze tomuto mistu odpovidd vami zjisténa vinova délka. Kdyz to provedete jesté s jinou
vlnovou délkou, mate uz stupnici. Predpokladejte, ze vSsude na stupnici odpovid4 stejnéd
vzdélenost stejné velkému rozmezi vlnovych délek. Pozor: pokud svitite do spektro-
metru laserovym ukazovatkem, nikdy se do spektrometru nedivejte pouhym
okem!

Uloha 12 (27.1) [6b+]: Zkoumejte alespori 3 svételné zdroje (slunecni svétlo,
riuzné LED, zarivka, laserovd ukazovdtka, Zdarovka, tspornd Zdrovka, baterka v te-
lefonu, ... ) a s kalibrovangm spektrometrem popiste, jaké vinové délky odpovidaji
mazximum, minimaum, vyraznym cdram spektra. Pokud to lze, porovnejte vase me-
reni s tabulkovymi hodnotami. Poslete fotodokumentaci.

Nebojte se, ze vinové délky nebudou sedét moc presné s tabulkovymi hod-
notami, vami vyrobeny spektrometr je jen priblizny. I 50 nm je dobréd presnost.
A néjaké vysledky jsou lepsi nez zadné.

Problém 13 (27.1): Vymyslete néjaky vlastni zajimavy problém nebo dlozku a
poslete ndm zadani, at mohou ostatni zkoumat! Muzete poslat rovnou i reseni!
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Téma 3 — Olympiadni matematika
Dil 2: Nerovnosti
Uvod

V minulém dile tématka jsme se podivali na geometrii, coz je jeden ze ¢tyt zdklad-
nich typu tdloh v matematické olympiddé (dalsi jsou algebra, teorie ¢isel a kom-
binatorika). V tomto dile se od geometrie vzdalime a podivime se na oblibenou
skupinu algebraickych tloh, a to jsou nerovnosti.

V prvni fadé se budeme snazit zménit zptsob, jakym nad nerovnostmi premys-
lite. Béhem stfedoskolské vyuky jste se nejspis setkali s nerovnicemi. Ty mohly
vypadat tfeba takto.

3% > 81
a®+6a+9>25

Jednalo se v podstaté o rovnice, ve kterych se zménilo znaménko, a vasim
tkolem bylo urc¢it neznamou — zpravidla tedy vyresit rovnici a ,,uhadnout*, jestli
mnozina Feseni jsou ¢isla vétsi nebo mensi nez vysledek rovnice. Nékteti se mozné
setkali i s nerovnicemi s parametrem — postup stejny, ale feSeni zahrnovalo vyja-
dreni parametrem, a ne presnym c¢islem.

Na to ted na chvili zapomente. Predstavte si tfeba nerovnici nasledujici:

?y? + ¢ > 2ay? (1)

Je vidét, ze danou nerovnici spliuje mnoho dvojic x,y. ZkuSenéjsi z vas si
mozna v§imnou, ze dokonce plati pro libovolna realné z,y.

S timto typem prikladl se nejpravdépodobnéji setkdme v matematické olympi-
adé. Vasim cilem nebude ur¢it hodnoty x,y, ale dokézat, ze pro dand x,y (povét-
Sinou omezend Ciselnym oborem, popripadé néjakym dalsim vztahem) nerovnost
vzdy plati, a vétsinou i urcit, pro jaké hodnoty x,y nastavd rovnost. Mluvime
tedy o merovnostech, jejichz platnost dokazujeme, na rozdil od nerovnic, u kte-
rych hleddame koreny.

Nerovnostmi si ale mizeme pomoct i u jinych typa prikladd, kde bychom to
necekali. Typickym piikladem jsou napiiklad dlohy ,urcete maximalni/minim4ln{
hodnotu tohoto vyrazu*. Ackoliv se budeme v tomto dile vénovat predevsim kla-
sickym tiloham na nerovnosti, na konci si ukazeme i takovyto priklad.

Jak vypada takové zadani nerovnosti?

Vyhodou tohoto typu tloh je v drtivé vétsiné velmi kratké zadani. Sklada se

typicky ze t¥i ¢asti — zadani, definicniho oboru neznamych a samotné nerovnosti.
Zadanim se mysli ,,dokazte, ze plati ... “. Co byva ¢astou chybou, je opomijeni

magického ,,...a urcete, pro které neznamé nastane rovnost“, ktera se vétsinou
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nachdzi na konci, a ¢lovék na ni pak lehce zapomene. Je to skoda — pripravite
se minimalné o bod, a dost Casto je to nejjednodussi ¢ast celé tlohy, kterd vam
uleh¢i i zbytek feSeni v pripadé, ze s ni zacnete.

Defini¢nimu oboru se vétsinou nepriklada velkd vaha, nékdy nam ale mize
dost napovédét, jak tlohu vyresit. Nejcastéji se muzeme setkat s neznamymi redl-
nymi nebo redlnymi kladnymi — to druhé je napiiklad znamenim, Ze se ¢lovék pii
feSeni miiZe obratit na AG nerovnost. Ze vam to nic nefika? I k tomu se v tomto
dile dostaneme. Jesté dulezitéjsi ale byvaji ,,omezeni“, kterd obcas pro neznamé
dostaneme, a ze kterych pri feseni vychazime. Ta mohou mit riznou podobu — daji
se rozdeélit na rovnosti (tedy Ze se naptiklad soucet nebo soucin nezndmgych rovna
néjakému ¢islu, popiipadé vyrazu) a nerovnosti (napifklad Ze jedna nezndma je
vzdy vétsi rovna druhé).

Posledn{ a nejdulezitéjsi ¢dsti je nerovnost, kterou (typicky) musime doké-
zat.

Jak resit?
I zde méame dva pristupy k feSeni, které mizeme vyuzit. Prvni je cesta od pred-
pokladu (co vim o nezndmych) k zadané nerovnosti — pokud dokazu predpoklad
ekvivalentnimi ipravami dostat do tvaru zadané nerovnosti, tak je pripad vyresen.
Druhym zptisobem je vyjit ze zadani a dojit k predpokladu, nebo s pouzitim pred-
pokladu dojit ekvivalentnimi tipravami k obecné platné nerovnosti. Ten nejspise
vyuzijete vice.

>
l]l

—_—

\

—-—

A

I
vV
N
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1. Algebraické dpravy

Casto nenarazite na tlohu, jejiz feSeni by spoéivalo pouze v aplikaci algebraickych
uprav — na druhou stranu, nejspiSe také nenarazite na tlohu, kterd by ke svému
feseni néjaké algebraické upravy nevyzadovala. Jaké algebraické tpravy mulzeme
pri feseni nerovnosti vyuzit?

a) roznasobovani vyrazi v zavorkach

prevadéni ¢lenti na druhou stranu vyrazu

c¢) vytykani
) pri¢itani ¢i odéitdni vyrazu od nerovnosti

nasobeni nebo déleni nerovnosti vyrazem, a to:

e kladnym

e zapornym se soucasnym obracenim znaménka nerovnosti

Pri této uprave si dejte pozor, aby vyraz nemohl byt roven nule a byl opravdu
budto vzdy kladny, nebo vzdy zaporny. Pokud to nemate zaruceno, zkuste
misto nasobeni ¢i déleni spolecny ¢len vytknout.

f) vyuzit vzorce pro rozklad mnohoclenu

Préci s Gpravou vyrazi si muzete vyzkouset na nasledujici tloze.

Uloha 1 [2b]: Mdme a, b, ¢ celd éisla, kterd nejsou rovna nule. Ddle vime, Ze
plati:
a  a+ c?

b+c¢2 b
Dokazte, Zea+b+c < 0.

2. VyuZiti zndmych tvrzeni a nerovnost{

S pomoci algebraickych tprav jsme schopni zadanou nerovnost prevést do mno-
hem privétivéjstho tvaru. Ale co ted? Jednou z moznosti je ukdzat, ze to, k cemu
jsme upravami dosli, obecné plati — tedy ze se jedna o néjaké zndmé tvrzeni nebo
nerovnost — a priklad je vyfeSen. Zni to jednoduse, ze? Bohuzel pro nés to zas tak
jednoduché neni. Tvrzeni, kterd obecné plati, totiz neni malo, a nékdy je potfeba
jich i nékolik zkombinovat. Pojdme se nyni podivat na ta nejzndméjsi, jejichz
znalost by vam méla pomoct ve vétsiné olympiddnich priklada.

vvvvvv

vyuzitelnym tvrzenim je fakt, Ze jakakoliv sudd mocnina je vétsi rovna nule. Je
to velmi prosté, nicméné vérte, ze jen s vyuzitim tohoto zvladnete néjaké tlohy
vyresit. Zalistujte nahoru na ukazkovou nerovnost z prvni sekce. Na prvni
pohled se moznd mohla zdat byt necitelnd, pokud ale vSechny ¢leny prevedeme
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na levou stranu, snadno nahlédneme, Ze se leva strana rovna (zy — y)?, a tim
padem bude vzdy vétsi rovna nule. Uloha vyteSena! To nebylo tak tézké, ne? Ted
si to muzete vyzkouset sami:

Uloha 2 [2b]: Mé&jme redlnd cisla a,b. Dokazte, e plati:

a* +v* > a2(b2—|—2b— 1)

Stejné tak bude platit, ze soucet nebo soucin sudych mocnin bude vzdy neza-
porny.

a+ X > 2, aje kladné reilné Tady to neni na dlouhé povidani. Jednoduché
a

a primocaré tvrzeni, které ale obcas muzeme vyuzit. Rovnost nastane v piipadé,
ze a =1.

Uloha 3 [1b]: Turzeni dokaste.

Uloha 4 [3b]: Necht jsou a,b kladnd redlnd cisla. Dokazte, Ze plati:

> 2(a+b— ab)

Q| o

L
b

AG nerovnost Jedna se pravdépodobné o nejsilnéjsi ,zbran“, kterou mate pri
reSeni olympiddnich nerovnosti k dispozici. Pismena A a G maji vyznam aritme-
ticka a geometricka, a jedna se tedy o nerovnost mezi aritmetickym a geometric-
kym prumérem. MuZete se setkat i s pojmem QAGH nerovnost (pfipadné néjakd
podmnozina téchto pismen), kde se ptid4 jesté prumér kvadraticky a harmonicky.
Na zac¢atku si ale bohaté vystacime s prvnimi dvéma uvedenymi. Aritmeticky pri-
mér nejspise vsichni znate. Vezmete soucet vsech clenti, ze kterych chcete udélat
prumeér, a ten vydélite jejich poctem. Matematicky zapsano:

1+ T+ ... +xTp
n

A:

O geometrickém priméru mozna slysite poprvé. Jedna se o soucin vsech ¢lent, ze
kterych chcete udélat primér, odmocnény na jejich pocet. Zapiseme takto:

G= Yrix9-... 2p,

A ted to dulezité — tvrzeni o nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym pri-
mérem nam 1ika, ze pro vSechna kladna realna xq,xo,...,x, a prirozené n plati,
ze aritmeticky pramér je vzdycky vétsi nebo roven geometrickému praméru.

Uloha 5 [1b]: Zkuste odhadnout, pro jakd x1,xs,. .., %, nastdvd v AG nerovnosti
rovnost. Dukaz vijjimecné uvddét nemusite.

Ackoliv uvedené tvrzeni plati pro vSechna pfirozena n, nejCastéji se setkate
s n = 2 nebo n = 3. Pojdme si nyn{ ukdzat pouziti AG nerovnosti.



16

Cvicna uloha: Necht jsou xz,y kladnd redlnd c¢isla. Dokazte, Ze plati:

+
x y>f+\[—1

Pozorné se podivejme na zaddni. Nejenze v ném figuruji dvé proménné (coZ
nékdy nemusi byt Gplné smérodatné), ale zdroven je levd strana délena dvéma
— prvni myslenkou tedy je, ze pii feSeni vyuzijeme AG nerovnost pro 2 cleny.
Nejdrive si ji tedy rozepisme. Aby se ndm nepletly proménné ze zadani, pouzijme
proménné a, b.

“;bzﬁ

Ackoliv leva strana obou nerovnosti vypadé totozné, pravé strany se znacné lisi.
Navic na pravé strané zadané nerovnosti neni jedna odmocnina, ale soucet dvou.
To nés privadi k napadu, Ze zadana nerovnost by mohla byt sou¢tem dvou ruz-
nych AG nerovnosti. Jesté se zamyslime nad minus jednickou na pravé strané.
Jelikoz v AG nerovnostech jsou vzdy jen kladnd ¢isla a soucty, budeme se ji chtit
zbavit — tfeba tim, Ze ji prevedeme na levou stranu. Chceme tedy dokézat, ze tato
nerovnost je souc¢tem dvou AG nerovnosti:

X
STl VE+Vy

Nékteti z vas uz to mozna vidi, zbytek jesté postouchneme. Pojdme si vyse na-

psanou nerovnost jeSté jednou prepsat.

z+1 y+
>
2 Vet

Tyto dvé nerovnosti jsou ekvivalentni, ale v druhé z nich uz muzeme jasné vidét
pouzité AG nerovnosti:

:v+1

> Ve Ly

Jelikoz jsme ukazali, Ze zadana nerovnost vznikla sou¢tem dvou AG nerovnosti a
jejich ekvivalentnimi ipravami, je uloha dokazana.

Uloha 6 [3b]: Mé&jme kladnd redind ¢isla x,y. Dokazte, Ze plati:
w2y + 22 +y > 2%y + 2y

Pro kterd z,y nastane rovnost?

Uloha 7 [4b]: Dokaste, Ze pro kladnd redlnd x, y, z plati:
FRPNIPIE S S

T 2 —t—F— > =

Y 2vy  2yz  2zz T 2

Pro kterd x,y, z nastane rovnost?



ERES  XXVII/2 17

Cauchy-Schwarzova nerovnost CS nerovnost je dalsi velmi znama a rozsi-
fena nerovnost. M4 nékolik podob — my se zamérime predevsim na tu ,klasickou*.
Ta m& oproti dalsim — a napriklad taky AG nerovnosti — tu vyhodu, Ze plati pro
vSechna redlna, a nejen pro kladna realné ¢isla. Tak tedy:

(22 +ad+. +22) (B +yE+. +y2) > (my + 2oye + o Tayn)”

Pro dva cleny je dikaz jednoduchy (zkuste si to napiiklad vyuzitim AG ne-
rovnosti), ddle se typicky dokazuje indukei. Jesté se podivejme, kdy v uvedeném
vyrazu nastane rovnost — je to pravé tehdy, kdyz existuje néjaké redlné nenulové
a takové, ze pro kazdé ¢ mezi 1 a n plati x; = ay;.

Uloha 8 [3b]: Mé&jme kladnd redind a,b, c. Dokazte, Ze plati:

1
—_— >
abc(a+b+c)(ab+bc+ca) >9

Ukéazeme si jesté jednu znamou podobu CS nerovnosti. Tu vyuzijete predevsim
v momenté, kdy se v zaddni mate vyporadat s vétsim mnozstvim zlomku. Ale
pozor, na rozdil od predchozi varianty plati jen pro vSechna z, y kladna realna.

2
e i S Vot Vot t V)
Y1 Y2 Yn Yy1+y2+...+un

Uloha 9 [3b]: Necht je a kladné redlné. Pak plati a® + L >a+ 1. Dokaste.

n«g@i
B

j2%
= 2
N o
/2

)
(5]

y
j
;
y

-(

T,
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Jensenova nerovnost Jako bonus se podivame na Jensenovu nerovnost. Co

se tyce olympiadnich tloh narodni irovné, jedna se vétsinou o moc tézky kalibr.

Vétsinu tloh, které byste sice zvladli vytesit za pomoci Jensena, vyresite pomoci

AG nebo CS rychleji a hezceji. V nékterych typech tloh je ale Jensen jen tézko

zastupitelny - a to jsou predevsim nerovnosti obsahujici goniometrické funkce.
Zjednodusené si Jensenovou nerovnost muzeme napsat takto:

%(f(x1)+f($2)+...+f(xn)) 9 f<$1+$2+---+xn)

n

Riké nam tedy, Ze priimér z funkénich hodnot &fsel 1 az x, je ve vztahu s funkéni
hodnotou priméru téchto ¢isel. Co tam ale déla ten otaznik? A co je mysleno tim
,ve vztahu“?

Jensenova nerovnost totiz zalezi na tom, s jakou funkci pracujeme — jestli
s funkci konvexni, nebo konkévni. Pokud je funkce konvexni, pak je leva strana
veétsi rovna pravé. Pokud je ale funkce konkavni, leva strana je mensi rovna pravé.
Jelikoz se jednd o pomérné pokrocilé pojmy popisujici pribéh funkce, nebudeme si
je definovat. Velmi neformalné je konvexni funkce ,,vyduta®“ smérem dolu, zatimco
konkavni je ,,vydutd® smérem nahoru, jak muzete vidét na obrazku

7 7

6 6

5 5

4 4

3 3

2 2

1 1

2 -1 0 1 2 3 4 5 2 /10 1 2 3 4 5

-1 -1

2 2
(a) Konvexni funkce (b) Konkévni funkce

Obrazek 8: Ukazka konvexity a konkdvnosti kvadratické funkce

Jelikoz si chceme ukazat pfedevsim pouziti Jensenovy nerovnosti pro préaci
s goniometrickymi funkcemi, fekneme si nésledujici:

a) Funkce sinus je na intervalu od 0 do 7 konkavni.

b) Funkce cosinus je na intervalu od 0 do 7 konkavni.
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V tomto pripadé si prvni uzit{ Jensenovy nerovnosti demonstrujeme.

Cvicna dloha: O:znacme si a, 8,7 uhly v trojihelniku. Dokazte, Ze plati:

3v3

sina 4 sin 8 + siny < >

Jelikoz jsou v zadan{ goniometrické funkce (a tloha je cviénou tilohou na Jen-
senovu nerovnost), prvof ndpad je pouzit na feSen{ pravé tu. MuZeme to ale viibec
udélat? Po precteni zaddni zjistime, ze ano. Ackoliv je funkce sinus konkdvni jen
na intervalu 0 az 7 (tedy 0 az 180 stupiit), vSechny thly ze zaddni jsou dhly
trojuhelniku — a tim padem urcité v rozmezi 0 az 180 stupni. Zkusme si tedy
napsat Jensenovu nerovnost pro 3 ¢leny, kde f(x) = sin(x).

a+5+7)

1
(Sina+sin5+sin’y)<sin< 3

3
To se znac¢né podoba nerovnosti ze zadani. Na pravé strané ale mame stale sinus,
zatimco v zadané nerovnosti je konstanta. Miizeme se tohoto sinu néjak zbavit?
V tomto pripadé si znovu prectéme zadani a opét vyuzijme fakt, ze a, 5,7
jsou thly v trojuhelniku. Nejen zZe jsou vSechny mensi nez 180°, ale navic musi
byt soucet jejich velikosti roven 180°. Mizeme se tedy vratit k nasi rovnici.

1 180°
3 (sina + sin 8 4 siny) < sin <830> = sin(60°) = ?

Po vynéasobeni celé nerovnosti tfemi ziskame:

(sina +sin f +sinvy) <

w
w%
w

A to je prece nerovnost ze zadani. Jelikoz jsme se pouze pomoci ekvivalentnich
dprav dostali od znamé nerovnosti k nerovnosti ze zadéani, tiloha je timto vyfesena.
Tak a ted je to na vés!

Uloha 10 [4b]: Méjme a, 8, uhly v ostrothlém trojihelniku. Urdete mazimdlni
hodnotu vijrazu cos a + cos 8 + cos .

Jane; pallova.jane@gmail.com
e-mailovd konference: olymp@mam.mff.cuni.cz
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Téma 4 — Pocitac z nul a jednicek

Dil 2: Pocitac od slova pocitat

Vitejte u druhého dilu tématu Pocitac z nul a jedni¢ek. Minule jsme si predstavili
nejjednodussi hradla a pripomnéli jsme si, jak funguje dvojkova soustava. Pokud
jste prvni dil necetli, doporucujeme vam se k nému vratit, budeme na néj nyni
navazovat. Ukazeme si néktera feseni a hlavnim cilem tohoto dilu bude postavit
si kalkulacku.

NOT, AND a OR

V prvni ¢asti tématka jsme si ukazali, co jsou to logické funkce. Tvrdili jsme vam,
ze z funkei NOT, AND a OR umime slozit vSechny ostatni logické funkce, a zadali
jsme nasledujici ilohu.

Zadani:

Muizeme z trojice NOT, AND a OR néco vynechat tak, abychom stdle dokdzali
vyjadrit vsechny logické funkce? MuzZeme vynechat libovolnou z nich? MizZeme
vynechat dvé z nich? Své odpovédi zduvodnéte.

Reseni:

Mgr.MM Vojtéch Gadurek tlohu vytesil nasledovné:

Zacnéme tim, ze si uvédomime, ze funkce NOT je nepostradatelnd. Méjme
situaci, ve které vstupy jsou pouze nuly a chceme, aby vystupem byla 1. Funkce
OR nam vyhodi 1, jen pouze pokud i jednim ze vstuptu je 1 a AND dokonce
vyzaduje dvé jednicky.

Nyni si ukdZeme, ze funkce AND/OR, lze vytvofit pouze za vyuziti
OR/AND a NOT.

Stac¢i ndm pouze si povsimnout, ze AND vyda 1, pouze pokud m4 jako vstup
dvé 1, a OR vyda 0, pouze pokud jsou vstup dvé 0. Tedy pokud u OR znegujeme
vystup, tak 1 ziskdme pouze, pokud jsou vstup dvé 0. Pokud znegujeme i vstup,
tak 1 musime ziskat pouze pokud vlozime dveé 0.

Obréazek 9: AND slozeny z NOT a OR

Obrazek 10: OR slozeny z NOT a AND
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Dr.MM Tomé4s Flidr si v§iml, Ze mu k vytvoreni NOT z AND a OR nepomiizou
ani konstanty:

NOT m4 jeden vstup (z), takZze muzeme operovat pouze s z, 0 a 1. Pro OR
pritom 2 ORxz =2,z OR1=1ax OR 0 = z, pro AND déle x AND z = x,
x AND 1 =z axz AND 0 = 0. Misto kazdé operace tedy muzeme napsat x nebo
konstantu, takze vysledkem slozeni AND a OR je také vzdy = nebo konstanta,
takze nemuze vzniknout NOT z.

A jak je to s vypusténim vice nez jedné logické spojky? Dr.MM Tomés Flidr
pokracuje:

Dvé z téchto tii funkci vynechat nelze — bez NOT nevznikne NOT, pouze
z NOT nemuze vzniknout funkce vice nez jedné proménné.

Vidime tedy, Ze muzeme vynechat bud AND nebo OR, protoZe je umime
poskladat pomoci zbylych dvou funkci. Nic dalstho vynechat nemizeme.
Be.MM Ondiej Chwiedziuk, stejné jako néktef{ dalsi z vis, spravné poznamenal,
ze vztahy
a AND b =NOT ((NOT a) OR (NOT b))
a OR b=NOT ((NOT a) AND (NOT b))
se nazyvaji De Morganovy zdikony.

Vyhybka
Zadani:
LVihybka* budeme rikat hradlu se tremi vstupy oznacenymi v, o a x1. Na vystupu
vghybky bude to samé, jako na vstupu xg, pokud v = 0, nebo to samé, jako na

vstupu x1, pokud v = 1. Posklddejte vghybku z hradel NOT, AND a OR. Miuzeme
libovolnou logickou funkci poskladat jen z vyhybek a konstant?

Reseni:
v
x0 [0}

x1 G

Obrazek 11: Vyhybka

Témeér vsichni, kdo jste odevzdali tuhle tlohu, jste zhruba dosli k feseni jako
na obrazku Mgr.MV Veronika Jtzkova a Mgr.MM Dominik Farhan ndm hezky
popsali, jak na to prisli.
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Reseni Mgr.™M Veroniky Jtizkové

Nejprve ze vseho si vytvorim pravdivostni tabulku, abych z ni nasledné
mohla vyéist (minimaln{ dostac¢ujici mnozstvi) podminky.

vystup

—E=[mlo oo ol
P~ oo+~ oolf

@@»—A@@owoe

@HoH@ooo

Tabulka 1: Vystupy vyhybky v zévislosti na vstupech

Kdyz mam hotovou tabulku, barevnéﬂ si do ni vyznac¢im kombinace, které
jasné specifikuji, Ze je vystup 1. (Mazu to udélat i pro vystup rovny 0, v né-
kterych ptripadech se to vyplati vice. Musim byt ale pro vSechny podminky
konzistentni.) Idedlné tak, aby bylo podminek co nejméné a sit tedy byla co
nejjednodussi.

Pak uz staci zkombinovat podminky do jedné hradlové sité, jak je vidét na
obrazku [Tl

Reseni Mgr.MM Dominika Farhana

Vsimnéme si, ze pokud privedeme na jeden ze vstupi AND jednicku, tak
dojde k tomu, ze druhy vstup bude piekopirovan do vysledku. Takto bychom
si mohli vyjadrit ¢asti funkce, které nam budou urcovat zda by mél byt bran
z-ovy vstup v potaz, nasledujicim zpisobem:

(NOT v) AND zg (2)
v AND X1 (3)

Nyni potiebujeme tyto ¢asti spojit. VSimnéme si, ze OR se chova v jistém
smyslu stejné jako AND a to tak, ze prekopiruje hodnoty jednoho vstupu, pokud
je ten dalsi nepravda.

K sestaveni vyhybkové funkce ndm ted uz stac¢i si jen uvédomit, ze vzdy
alespoi jedna z funkci bude mit nulovou hodnotu, kvili pfitomnosti v (a jeho
negace) na obou strandch.

Tyto tvahy ndm nakonec umoznuji a spojit pomoci OR a ziskat tak
vyslednou vyhybku:

((NOT v) AND zy) OR (v AND z4) (4)

3Zde naznaceno kolecky a obdélnicky.
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Mizeme libovolnou logickou funkci posklddat jen z vijhybek a konstant?

Mgr.™ Dominik Farhan si vSiml, Ze miize jednotlivé ¢asti vzorecku vyhybky
vypinat a zapinat, a tim dostat AND a NOT:

Ukazat, ze z logické funkce lze poskladat jakoukoliv jinou, jde tak, ze uka-
zeme, ze 7z dané funkce jde poskladat vSsechny funkce, které nélezi néjaké mno-
ziné, o které jsme tuto vlastnost uz dokazali.

Pokusme se dokézat, ze pomoci vyhybky jsme schopni pocitat funkce AND
a negaci. Pokud si zafixujeme xy = 0, zjistime, ze leva cast se nam jako by
vypne (nikterak nebude ovliviiovat vysledek) a vSe se ndm tak zjednodusi na
funkci .

To, ze jsme schopni pocitat pres vyhybku negaci, jde ukazat tak, Ze si zvolime
x1 = 0, ¢imz se zbavime pravé c¢asti , a xg = 1, ¢imz zajistime Ze levy AND
nam vzdy okopiruje negaci v, coz je proménnd, kterou budeme negovat.

Vyhybka je tedy tplnou logickou funkei.

Dr.M Tomé4s Flidr si v8iml, Zze maze AND postavit i alternativnim zptisobem.
Pro tplnost uvadime i OR, coz mnozi z vas taky nahlédli.

AND Dr.MM T Flidra

Obrazek 12: Vyjadreni logickych funkei pomoci vyhybky

A konecéné, Dr.M Lukas Veskrna si vsiml, e se nase vyhybka chova jako if
v programovacich jazycich.

Co nédm zbyva?

Jak vidite, obé Teseni spoléhaji na to, ze NOT, AND a OR k vyjadreni vSech
logickych funkci staci. To jsme vam predlozili jako fakt a vy ndm to muzete veérit,
nebo si to mizete zkusit sami dokazat, pokud jste tak dosud neuéinili. ReSeni
prislusné tlohy z minulého ¢isla muzete odevzdéavat i nadale.
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Uloha 2 (27.1) [4b]: Dokazte, Ze pomoci NOT, AND a OR miZeme opravdu
vyjadrit vsechny logické funkce.

Stejné tak mizete odevzdavat TeSeni tloh 3 a 4, nicméné zde bychom se vam
chtéli omluvit, do jejich zadani se ndm minule vloudily hned dvé chyby. Prvni
z nich je, Ze jsme $patné odhadli obtiznost Ulohy 3, takze jsme byli nuceni zpétné
zménit jeji ohodnoceni z péti bodu na tfi. Druhym problémem je, Ze puvodni
znéni Ulohy 4 §lo pochopit i tak, Ze stadilo najit jedno dalsi hradlo pro zdavod-
néni kladné odpovédi. Nasim zamérem vsak bylo se vas zeptat i na presny pocet
takovych hradel a zdivodnéni toho, Ze jich je pravé tolik. Zadani Ulohy 4 jsme
tedy zménili a nechdvame ji dal otevienou. Pokud jste jako feseni odevzdali pouze
konstrukci druhého takového hradla, ziskali jste nyni jeden bod a muzete se znovu
zamyslet nad otdzkou v upraveném znéni.

Uloha 3 (27.1) [5b 3b]: Dala by se viechna hradla, at uZ maji jakgkoliv pocet
vstupt, poskladat jen z jednoho druhu dvouvstupového hradla? Jinak receno, exis-
tuje logickd funkce dvou argumentd, pomoci které bychom umeli vyjddrit vsechny
ostatni logické funkce? Pokud myslite, Ze ano, napiste, jaké vistupy by takové
hradlo mélo vydat pri rizniych vstupech. Nezapomernte ukdzat, Ze libovolné hradlo
lze posklddat pouze za pouZiti (néjakého poctu kusi) vami navrzeného hradla.

Uloha 4 (27.1) [3b]: Kolik takovych hradel existuje?
Nezapomente napsat, jak jste tlohy vyftesili, samotny vysledek nestaci.
S¢&itani
V posledni ¢asti minulého dilu jsme si predstavili dvojkovou soustavu a vy jste

méli za kol vymyslet, jak pomoci hradel scitat. Protoze s¢itani se ndm bude pri
stavbé kalkulacky urc¢ité hodit, podivame se nyni, jak se to udéla.

Zadani:
Navrhneéte, jak z hradel, kterd uz zndte, postavit pulscitacku.
Reseni:
Hezké vysvétleni nam zaslala Mgr.MM Klara Grinerova:
U pulscitacky oba vystupy zavisi na vstupech a, b, jen kazdy vystup jinym
zpusobem. Pri sestavovani se tedy muzeme zvlasté podivat na vysledek a pre-
nos.

e Vysledek

Pokud plati a = b, pak je vysledek vzdy nula, jen se lisi prenos. Hledame
tedy funkci a, b, kterd vraci hodnotu 1 praveé tehdy, kdyz je jedna z hodnot
a, b rovna jedné. Tedy jedna z hodnot je 1 (OR) a zaroven (AND) nejsou
obé hodnoty 1 (NOT (AND)), tedy:

(a OR b) AND (NOT (a AND b))
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Logické funkci, kterou zde Mgr.MM Klara Grinerové postavila, se fikd XOR
(eXkluzivni OR). Znacku XOR hradla muzete vidét na titulnim obrézku.

+« Prenos

Prenos do vyssiho fadu nastava pouze, pokud je hodnota vstupt a i b
rovna 1, tedy:
(a AND b)

Pulsc¢itacku tak pomoci hradel sestavime:

b}

Obrazek 13: Pulscitacka

Tabulka hodnot vystupu puls¢itacky, tedy vysledek a prenos, v zdvislosti na
vstupech a, b:

a b | vysledek prenos
0 0 0 0
0 1 1 0
1 0 1 0
1 1 0 1

Tabulka 2: Hodnoty vystupu pulséitacky

Zadani:

Jak scitat vicebitovd cisla? MizZete pouZit pulscitacku.

Reseni:

Mgr.MM Jan Engler spravné pise, ze pii s¢itani budeme postupovat po sloupcich,
tedy po jednotlivych bitech od toho nejméné vyznamného, ke kterym navic vzdy
pricteme prenos zdola:

Scitani vicebitovych ¢isel se dé rozdélit do s¢itani po sloupcich: dané hradlo
(s¢itacka) ze dvou bittu v séitancich a pFeneseného bitu z minulého sloupce vrati
bit souctu a preneseny bit do dalsiho sloupce.
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prenos_zdola[0} a  vysledek |rm————0) vysledek
J_ b prenos
afO}—Ja vysledek W—D—@ prenos_nahoru
b @- b prenos
pulscitacka

Obrazek 14: Scitacka

Scitacku [14] lze poskladat ze dvou pilscitacek: se¢tu bity v ¢islech, vysledek
seCtu s prenosem z minulého sloupce — to bude vysledek. Obé pulscitacky ne-
muzou mit prenos 1 zaroven, takze prenosy z obou prevedu pres OR — to bude
prenos do dalstho sloupce.

Pro zajimavost zminime, ze vyuzit ptlsc¢itacku nebylo ke konstrukei séitacky
potieba. Napiiklad Mgr.MV Jiti Kvapil ji zkonstruoval pfimo podle toho, jak chtél,
aby se chovala. Vyuzil u toho hradlo XOR, které jsme jiz zminili v feSeni predchozi
tlohy.

Udélame novou krabicku, sc¢itacku. Ta méa t¥i vstupy (a, b, pfenos) a dva
vystupy (prenos na dalsi bit, vystup). Pfenos se objevi, kdyz s¢itdme dvé a vice
jednicek. Vystup, kdyz s¢itdme jednu nebo tfi.

To se da také vyjadrit nasledujici tabulkou:

a b prenos zdola | vysledek prenos nahoru
0 0 0 0 0
0 0 1 1 0
0 1 0 1 0
0 1 1 0 1
1 0 0 1 0
1 0 1 0 1
1 1 0 0 1
1 1 1 1 1

Tabulka 3: Hodnoty vystupu sc¢itacky

prenos_nahoru

prenos_zdola[@}

a[@}

b [0]—

Obrazek 15: Séitacka podle Mgr.™ Jiitho Kvapila




ERES  XXVII/2 27

Zapojeni s¢itacek do hradlové sité pro s¢itani vicebitovych ¢isel uz je jednodu-
ché. Priklad pro étyfbitova ¢isla muzete vidét na obrazku [I6] Pro prvni sé¢itacku
bude prenos zdola konstantni 0, protoze zadny pfenos jesté nemame.

sc¢itanec a sc¢itanec b

ojojeje] [ejejejoe

O== prenos_z vysledek

a prenos_n ™
b

prenos_z  vysledek

a prenos_n [~
b

L prenos_z  vysledek

a prenos_n ™

b

prenos_z  vysledek

L

a prenos_n

b

soucet

Obrazek 16: Sc¢itani dvou ¢tytrbitovych cisel

Posledni tloha se ptala, jak odéitat. Stale ji mizete odevzdat, ovSem jiz za ni
ziskate nejvyse polovinu bodu, protoze s¢itani a odCitdni jsou si preci jen velmi
podobné.

Uloha 8 (27.1) [3b 1,5b]: Jak pomoci hradel odéitat?
Zaporna Cisla

Problém 9 (27.1): Zatim jsme scitali a odcitali jen kladnd ¢isla, ale budeme chiit
umet pracovat i se zdpornymi Cisly. Zkuste vymyslet, jak pouze pomoci jednicek
a nul ,zakédovat® celd ¢isla (treba z néjakého rozsahu). Zkuste se taky zamyslet,
jaké maji vase reprezentace vyhody a nevyhody a v cem se zmeni scitdni a odcitani
oproti situaci jen s kladnymzi cisly.

Mgr.™M Vojtéch Gadurek navrhuje posledni cifru ésla vyhradit na kédovani
znaménka, a to tak, ze nula bude znacit zaporna a jednicka kladna ¢isla. Rovnou
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ve svém Teseni navrhl séitacku na sc¢itani ¢isel v této reprezentaci, tu vam ale
zatim neukazeme, mohla by vim napovédét u jinych tloh.

Bce.MM Ondiej Chwiedziuk také zmiiuje, Ze by ¢isla mohla mit jeden ,zna-
ménkovy bit“, a piSe, ze by to mohl byt ,,prvni bit“. Zde bychom radi upozornili,
ze neni ziejmé, odkud by se bity mély pocitat, a pozdéji v tomto ¢isle ukdzeme
ustalenou konvenci ¢islovani bitu.

Mgr.MM Viclav Tichy pise:

Vezmeme si kupiikladu 8bitové ¢islo. Osmy bit ma hodnotu 128, takze nej-
kombinaci. Kdybychom misto hodnoty osmého bitu (128) mu piitadili moz-
nost ,vynasobit ¢islo minus jednickou®, rozsah 8bitového ¢isla by poté byl
(—127;127) misto (0;255). Dale bychom mu také mohli pfifadit jesté funkci
,odecist jedna“, aby nedoslo k ,—0%, rozsah by poté byl (—128;127). Cislo
12719 by poté vypadalo jako 011111115 a tfeba —101¢ by bylo 100010015.

Jak vidite, Mgr.MM Viclav Tichy také vyhradil prvni bit pro znaménko, na
rozdil od Mgr.MM Vojtécha Gadurka a Bc.M Ondieje Chwiedziuka ale reprezen-
tuje nulou kladna ¢isla a jednickou zaporna. Vsiml si, ze mu pii tomto kédovani
vzniknou dvé reprezentace nuly, a to 000000002 a 100000005. Problém vyftesil tim,
ze zaporna cisla jesté ,posunul® o jedna, tedy 100000002 = —119. O tomto pro-
blému se ve svém Feseni zminil i Dr.M Lukas Veskrna a navrhuje stejné fesent.
Jako vyhodu navic zminuje, Ze reprezentace kladnych ¢isel zuistava nezménéna.

Maéame tedy nyni dokonce rizné moznosti, jak reprezentovat celd ¢isla, super!
Nicméné, vidite néjaké problémy nékteré z reprezentaci? Napada vas, v jakych
situacich by se mohla kterd z nich hodit a kdy by naopak byla neprakticka?
Napadaji vas dalsi zpusoby, jak celd ¢isla reprezentovat? MuzZete samoziejmé i
vylepsit néktery z jiz navrzenych. Zajimavy napad méla Mgr.MM Kristyna Petr-
likové, ktera navrhuje vyuzit pii reprezentaci zapornych &sel negaci. Slo by to?
Jak byste néco takového udélali? Problém je stale otevieny a vSechny navrhy jsou
vitdny, tak hurd do toho!

Logisim

Postavte feseni tloh v Logisimu a odevzdejte ve formatu .circ!

Mozna jste si na nasem webu nebo facebooku vsimli upozornéni na Videdﬂ
o simuldtoru hradlovych sit{ Logisim Evolution. Pokud ne, tak se na néj urc¢ité
podivejte, dozvite se tam, jak zacit Logisim pouzivat.

V Logisimu muzete jednoduse stavét hradlové sité, ménit jejich vstupy a sle-
dovat, jaké vraceji vystupy. Muzete tak napiiklad pred odevzdanim otestovat, ze
vase TFeseni dloh funguji tak, jak byste chtéli. Hradlové sité, které v ném postavite,
muzete ulozit jako soubory s pfiponou .circ. Pokud nam spolu s vasim fesenim
poslete i jeho implementaci v Logisimu, body navic vas neminou.

4https://www.youtube.com/watch?v=oRTKdb1NBL4


https://www.youtube.com/watch?v=oRTKdblNBL4
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Za prvni vlastovky v Logisimu timto dékujeme Mgr.MM Viclavovi Tichému
a Mgr.MM Vojtéchu Gadurkovi a tésime se na dalsi.

My budeme vzorova reseni stavét také a dame vam je k dispozicﬂ v pribéhu
tématka budeme totiz vyuzivat, co uz jsme si postavili. Kdyby se vdm nékterou
ulohu nepovedlo vyresit, stahnete si vzorak, abyste s nami mohli pokracovat dél.

Kalkulacka

Postavime si kalkulacku pro dvé 4bitova cisla ve dvojkové soustavé s 8bitovym
vysledkem. S¢itat umime, odcitat urcité ted uz zvladneme taky, ovsem to by byla
docela nudna kalkulacka. Budeme tedy jesté nasobit.

Uloha 1 [3b]: Navrhnéte hradlovou sit, kterd na vstupu dostane dvé ctyrbitovd
¢isla ve dvojkové soustavé a vrdti osmibitovy soucin.

Uloha 2 [3b]: Postavte kalkulacku, kterd na vstupu dostane dvé ctyrbitovd cisla
ve dvojkové soustavé a vrdti osmibitovy vysledek. Je na vds, jokym zpusobem se
bude ve vasi kalkulacce vybirat, kterd operace se provede, nezapomernte ndm to vsak
popsat. Samozrejmé smite vyuZivat vsechny hradlové sité, které jsme jiz zminili.

Kalkulacky, zvlasteé ty starsi, obvykle zobrazuji vysledek na displeji slozeném ze
sedmisegmentovych digitalnich ¢islic. My jsme zatim pracovali s ¢isly ve dvojkové
soustave, ovsem tady vas ¢ekd dalsi tkol. Zobrazte cisla 0-9 jako digitalni cislice
na sedmisegmentovém displeji.

Uloha 3 [3b+]: Postavte hradlovou sit, kterd dostane na vstupu jednu cislici (0 az

9) zakédovanou jako ctyrbitové ¢islo a na kaZdém ze sedmi vistupt reprezentuji-
cich segmenty displeje vrdati jednicku, pokud md dany segment svitit.

oh T @ T —

hradlova sit —l'@ ®-

pro rozsvéceni —-@
displeje —L@ @_

digitalni_cislice |

Obrazek 17: Ilustra¢ni obrazek rozsvéceni sedmisegmentového displeje

Problém 4: Posklddejte sit z predchozi ulohy z co nejméné hradelﬁ NOT, AND a
OR. Zvladnete to s méné hradly nez ostatni resitelé? S méné nez organizatori?

Shttp://mam.mff.cuni.cz/media/prilohy/27-2-logisim.circ
SAND a OR uvazujte bindrni, NOT unérni. Muzete si samoziejmé z téchto t¥i postavit i


http://mam.mff.cuni.cz/media/prilohy/27-2-logisim.circ
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Problém 5: Co ndm v kalkulacce jesté chybi? Zkuste vymyslet, co zatim neumi
a jak bychom ji mohli dal vylepsit. Zvlddnete néco z toho udélat? Odevzddvat
muzete hotovd vylepseni i samotné ndméty, co bychom mohli pridat.

Rizné notace

Logické funkce, se kterymi se v tématku setkdvame, se v rtznych zdrojich znaci
ruzné. V tabulce jsou znacCeni, na kterd jsme mezi fesenimi zatim narazili. Budeme
radi, pokud budete pouzivat stejnou notaci, jako my v zadani. Nékdy ale muze
byt vhodnéjsi nékterd z téch dalsich, proto je zde také zmiﬁujemeﬂ

textovd  matematicka inzenyrska
NOT a ] a

a AND b alb a X b nebo ab
a OR b aVb a+b

Tabulka 4: Ruzné notace.

Pokud se rozhodnete pouzit notaci, kterd se v témétku jesté neobjevila, na
zalatku svého feSeni nas s ni prosim seznamte. Tak to udélala Mgr.MV Kris-
tyna Petrlikova, protoze jak piSe, na smajlicich (obr. je krasné vidét jejich
vyznam:

e Funkce AND je velice prisnd, tudiz nebude spokojend, pokud se ji byt
jediné ze zadanych hodnot nebude libit.

e Funkci OR staci ke stésti velice malo, klidné i jedna pozitivné naladéna
proménna.

e Funkce NOT moc rdda prevraci ostatnim zivot vzhuru nohama.
AND OR NOT

Obrazek 18: Notace Mgr.™ Kristyny Petrlikové

Poradi bitd
Jak jsme si v§imli vyse, poradi bitti ve vicebitovych ¢islech neni tiplné samoziejmé.
Meély by se bity pocitat zleva ¢i zprava? Konvence pocita bity zprava a od nuly.

"Pro zajimavost: Volba operétorti inZenyrské notace vyplyva z toho, Ze pfi ndsobeni jednidek
a nul mizeme ziskat jednicku jediné tak, ze oba ¢initelé budou jednicky, stejné jako v ANDu
(proto se mu k4 logicky soucin), ,s¢itdni“ je pak ,ta druhd“ operace, tedy OR, téz zvany logicky
soucet, negace prouzkem muze bez nutnosti zdvorek pokryt i slozitéjsi vyraz. V této notaci se
obcas pro omezeni ziavorek uplatnuje prednost logického soucinu pred logickym souctem, stejné
jako v normadlni aritmetice.
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Takto i-ty bit odpovidd hodnoté 2¢. Bézné se taky uvadi velikost (bitova s§i7ka)
¢isla, ne vsak podle nejvyssi platné ¢islice, ale podle celkového uvazovaného poctu
¢islic. Cislo 0111 10115 tedy budeme povazovat za osmibitové, piestoze by byvalo
stacilo bita sedm (a prestoze se ¢islo 01231 oznacuje za trojciferné).

doplnéni vyssi bity nizsi bity

nulami (l<1orm’ bity)  (dolni bity»)

zleva ‘
11. bit — ~—_ 0. bit
nejvySsl bit ? nejnizsi bit
MSb 1. bit

i-ty bit odpovida
radu 2°.

LSb

Obrazek 19: Konvence pojmenovani bitu

Déle se s nékterymi bity pracuje Casto, a proto maji sva jména. Konkrétné
to je nejvyznamnéjsi bit — MSb, z anglického ,most significant bit“ — a nejméné
vyznamny bit — LSb. (Podotykdme, Ze pismeno ,b‘ je v obou zkratkich malé, pro
odliseni biti od byti.) Pojmy vyssi a nizsi bity se pouzivaji spiSe intuitivné pro
bity blizsi k MSb, resp. LSb. Z obrézku[19]je taky patrné, ze delsi ¢isla shlukujeme
po ¢tvericich — bitové sifky ¢isel jsou totiz Casto ndsobky ¢tyr (¢i jinych mocnin
dvojky).

Co nas Ceka pristé?
Co kdyby se vstupy hradel ménily v case? Musi vystup sité zdviset jen na tom,
co ma sit na vstupu?

Uloha 6 [2b]: Postavte hradlovou sit, kterd na vystupu vraci 1, pokud uz nékdy
na vstupu byla 1. Na zacdtku je na vstupu i vystupu 0.

Uloha 7 [2b]: Upravte sit z predchozi ulohy tak, aby sla resetovat, tedy néjakgm
zpusobem zaridit, aby na vystupu opét byla 0, dokud se na vstupu opét neobjevi
jednicka.
Pavel a Kdta; pa-ka®mail .ledoian.cz
e-mailovd konference: hradla@mam.mff.cuni.cz

Vysledkova listina

Témata
Po¥. | Jméno R.|2 .| tl t2 t3 t4 |2 ol >
1.|Dr.M T, Flidr 3| 88,4(12,0 19,5 13,0 |44,5|44,5
2. | Mgr.™ J. Engler 2 | 42,5/15,0 13,5 14,0 | 42,5 (42,5
3. | Mgr.™ V. Gadurek | 4 | 39,0/ 8,0 4,0 27,0 |39,0(39,0
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Témata
Por. | Jméno R. 2_1 tl t2 t3 t4 Zo 21
4. | Mgr.™ K. Grinerovéd | 4 | 49,9 3,0 14,0 16,4 |33,4|33,4
5. | Dr.MM 1. Veskrna 3| 63,1] 4,0 27,3 131,3]31,3
6. | Doc.™ J. Kalvoda 4 |165,4 31,0 31,0 31,0
7. | Mgr.™ P. Hladik 3| 43,0] 3,5 2,5 24,0 [30,0130,0
8 |MgrM V. Juzkovd | 4 | 354 7,0 19,9 (26,9 26,9
9. | Mgr.™ J. Kvapil 3| 39,2 23,5 [23,5]23,5
10. | Mgr.™M V. Tichy 2| 22,7] 2,5 20,2 22,7 (22,7
11. | Mgr.™ K. Petrlikova | 3 | 22,5 22,5 (22,5 (22,5
12. | Mgr.™M D. Farhan 4] 221 22,1 [22,1]22,1
13. | Mgr.™ H. Nguyen 4| 21,5 21,5 21,5|21,5
14. | Dr.™ D. Perout 4| 505 18,5 18,5[18,5
15. | Be.™M O. Chwiedziuk | 4 | 18,3 18,3 18,3 18,3
16. | Be.™™ A. Hustava 3| 17,7] 3,0 14,7 (17,7 17,7
17. | BeM V. Poldskovd | 2 | 17,0] 9,5 3,0 4,5 17,0 17,0
18.-20. | Mgr.™ A. Opl 3| 36,5 16,0 16,0 [ 16,0
BeMM K. Sedové 2| 16,0] 6,0 10,0 16,0 16,0
Be.M M. Stencel 4| 16,0 16,0 | 16,0 16,0
21. | Be.™ M. Valtrova 2| 14,0 14,0 14,0 14,0
22.-24. | Mgr.™ A. Cmielovd | 2 | 38,6(13,0 13,0 13,0
Dr.™ 0. Gonzor 4| 584 13,0 [13,0] 13,0
Be.MM 0. Skécel 2 | 13,0]10,0 0,5 2,5 |13,0]13,0
25. | J. Kfimsk4, 9,0] 9,0 9,0 9,0
26. | S. Brezovjdk 4 8,0 8,0 8,0| 8,0
27.| D. Skypala 3| 65]65 6,5| 6,5
28. | P. Khartskhaev 4| 6,0 3,0 30| 60| 6,0
29. | E. Beranova 1| 4,0 3,0 1,0 40| 4,0
30. | P. Herman 2 1,71 1,0 0,7 1,7 1,7
31. | A. Cechové 1 0,6 0,6 | 0,6| 06

Sloupecek ) | je soucet vSech bodi ziskanych v nasem semindii, ), je soucet bodi
v aktudlni sérii a 21 soucet vSech bodi v tomto ro¢niku. Tituly uvedené v predchozim

textu slouzi pouze pro ucely M&M.

Casopis M&M je zastfeen Matematicko-fyzikalni fakultou Univerzity Karlovy. S ob-
sahem casopisu je mozné nakladat dle licence CC BY 3.0. Autory textu jsou, neni-li

uvedeno jinak, organizatori M&M.

Kontakty:

M&M, OPMK, MFF UK E-mail: mam@matfyz.cz
Web: mam.matfyz.cz

Ke Karlovu 3

121 16 Praha 2

FB: casopis.MaM
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