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z nich otiskneme. Nejlepsi feSitele zveme na podzim a na jafe na sousttedén.
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Mili fesitelé,

predné bychom se chtéli omluvit za takto pozdni vydani posledniho ¢isla 26. roc-
lime povedlo. Proto doufame, Ze ndm zpozdéni odpustite a najdete si chvili na
precteni i tohoto ¢isla. Nova zadani v ném nejsou, presto ale je na co se tésit!

Vsechna témata a s nimi i cely ro¢nik si uzavieme, takze zde najdete zbyla vzo-
rova Teseni diive zadanych tloh. V tématu tykajicim se her navic také pohled do
historie oboru a tuplné vysledky turnaje spolu s kratkym komentarem k nejlepsim
skriptum. Dékujeme vSem, kdo ndm své skripty zaslali, a gratulujeme k umisténi
v turnaji!

Tim se dostavame k véci uplné posledni, a tou jsou celkové vysledky roc¢niku.
Dékujeme uplné vsem, kdo se do tohoto ro¢niku zapojili a doufame, ze jste Cetli
a Tesili tak radi, jako my psali a opravovali!

Vysledkovou listinu najdete na konci ¢isla. Zde zminime tii nejpilnéjsi resi-
tele — Dr.MM Viclav Vladimir Janicek (96,9 bodu), Doc.M¥ Jiti Kalvoda (134,4
bodu). .. a tiplné nejvic bodii (143,2) nasbirala Doc.MM Kateiina Vokéalové, ktera
méla zaroven také nejlepsi skript herniho turnaje! A konec¢né dort za nejlepsi ¢la-
nek ziskava Mgr.MM Vilém Starosta za pojednini o hledani optimélnich strategii
v maticovych hréch, které jsme otiskli ve 4. ¢isle. Gratulujeme jesté jednou!

Pokud pokracujete ve studiu na stiedni skole, doufame, ze ve 27. ro¢niku
uz jsme od vas dostali néjaké reseni a téSime se na dalsi interakci. Maturantim
prejeme mnoho $tésti na vysokych Skoldch (nebo kdekoliv jinde, kam se vydéte)
a také doufdme, ze na M&M nezapomenete a jesté nékdy se potkdme!

Meéjte se co nejlépe to pijde,

Vasi organizatori

Téma 1 - Teorie her............... it 3
Téma 2 - VypocCetni modely ........... ... ... . i
Téma 3 - Zpracovani obrazovych dat ze senzord ......................

Téma 4 - Vybrané kapitoly z elektromagnetismu......................



EREA  XXVI/6 3

ReSeni témat
Téma 1 — Teorie her

Dil 5: Historie teorie her

Mili fesitelé, mate v rukou zavérecny dil tématka Hry. Strucné si shrneme historii
objevovani teorie her a dozvite se pri tom o dalsich disciplindch spadajicich do
tohoto oboru.

John von Neumann — vzestup génia (1903 ~1927)

1903
Na konci roku 1903, mezi Vanoci a Silvestrem, se v Madarsku narodil John von
Neumann [1], jeden z nejvyznamnéjsich védct vsech dob.

1910

Jiz od détstvi John von Neumann mezi svymi vrstevniky vynikal. V Sesti letech
umél zpaméti délit osmicifernd ¢isla a taky se dokazal s otcem bavit ve staro-
rectiné. V osmi letech ovladal diferencidlni a integrélni pocet. V deviti letech se
ucil zaroven anglicky, némecky, francouzsky a italsky, ale nejvic ze veho ho zaji-
mal déjepis. V jeho pokoji se tou dobou vrsily knihy od podlahy az ke stropu. Do
skoly zacal oficidlné chodit az v deseti letech, stejné jako ostatni madarské déti
v té dobé [1].

1919

V patnécti letech ho zacal navstévovat renomovany matematik Gabor Szegd, aby
ho uéil pokroé¢ilou matematickou analyzu. Riké se, ze kdyz pfi jejich prvnim
setkani Gabor Szegé zjistil, s jakym neuvéritelnym matematickym talentem se
setkal, dohnalo ho to k slzdm. V osmnécti letech zacal John von Neumann pub-
likovat vlastn{ matematické objevy [2]. Jeho prvni publikace se tykala polynomi
nad komplexnimi ¢éisly [3], dalsi se tocily kolem teorie mnozin.

1921

Otec Johna von Neumanna se obaval, ze matematickd draha nepfinese jeho potom-
kovi dostatek penéz, proto ho presvédéil, aby se radéji dal na studium chemie [4].
John tedy studoval chemii na univerzité v Berliné, ale zaroven pfi tom zvladl
déalkové vystudovat matematiku na univerzité v Budapesti. Poté pokracoval stu-
diem chemického inzenyrstvi na ETH v Curychu, béhem néj se ale vénoval hlavné
matematickému vyzkumu s mistnimi matematiky, za jednoho z nichz dokonce
zaskakoval pri prednaseni.
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1926

V roce 1926 obdrzel John von Neumann inzenyrsky titul za chemii na ETH
v Curychu a také doktorsky titul za matematiku na univerzité v Budapesti [5]. Zde
zaCind jeho kariéra uspésného matematika a pozdéji také fyzika a informatika.

Klasicka teorie her (1928 ~1959)

1928

John von Neumann jako prvni predlozil teorii her jakozto védeckou disciplinu,
spadajici do matematiky a ekonomie [6]. Ve svém ¢&lanku ,Zur Theorie der Ge-
sellschaftsspiele“ 7] se John von Neumann zabyval hrami s nulovym souc¢tem pro
obecny pocet hract. Pro hry dvou hrac¢t s nulovym sou¢tem odvodil dilezity vztah
,in max = max min‘ﬂ Tento poznatek se ndm dnes muze zdat jednoduchy, ale
tehdy bez aparatu linedrniho programovénﬂ muselo byt tézké jej dokézat. Pro hry
t¥{ hraca s nulovym souc¢tem analyzoval to, které dvojici hrac¢u se vyplati vytvorit
tzv. koalici, ¢imz zapocal vyzkum v oblasti kooperace. Také nastinil, k ¢emu by
mobhla byt teorie her dobrd v praxi [7].

1944

Do na$eho piibéhu na chvilku vstupuji dvé nové postavy. Poté, co Eduard Cech
rekl Oskaru Morgensternovi o ¢lanku Johna von Neumanna z roku 1928, se Mor-
genstern zacal intenzivné zajimat o Neumannovu praci [§]. Rozhodl se na néj
navazat dalsi praci o teorii her. Pivodné to mél byt ¢lanek, ktery by Morgenstern
s Neumannem konzultoval. Neumann ale tak dlouho navrhoval dalsi poznatky,
které by mohli pridat, az nakonec z jejich spolec¢ného 1sili misto ¢lanku vzesla
kniha ,The Theory of Games and Economic Behavior® [9] o vice nez 600 stra-
néch.

V této knize Neumann a Morgenstern rozpracovali teorii v oblasti her vice nez
dvou hraca, ve které pokrocili zejména pro pripady t¥i a ¢tyt hract. Vice nez polo-
vina knihy se tyka kooperativnich her, coz jsou hry, ve kterych spolu mohou hraci
jesté pred ozndmenim strategie uzavirat zédvazné smlouvy [10]. Neumann a Mor-
genstern také zkoumali hry s nedplnou informaci. A v neposledni fadé zapocali
vyzkum her s nenulovym souctem.

1947

John von Neumann se setkal s Georgem Dantzigem tésné poté, co George Dant-
zig publikoval simplexovou metodlﬂ Tou dobou John von Neumann o linedrnim
programovani nic nevédél, ale kdyz mu Dantzig tento koncept popsal, Neumann

1Vzpomerite si na tlohu z druhého dilu, kde jste si to sami ovéfili na malém piikladu, nebo
na prvni kapitolu z tfretiho dilu, kde jsme tento vztah vysvétlili v obecnosti.

2Jedn4 se o teorii vybudovanou kolem soustav linedrnich nerovnic.

3Simplexova metoda je algoritmus pro feseni tilohy lineadrniho programovani.
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si jej okamzité spojil se svym vyzkumem maticovych her. V tu chvili vymyslel te-
orii duality a celou ji Georgi Dantzigovi béhem jedné hodiny spatra vysvétlil [1].
Georg Danzig poté publikoval tento objev spoleéné s Alexem Ordenem [11].

1950

John Forbes Nash dokdzal [12], Ze kazd4 bimaticovd hra (a obecnéji kazdd ne-
kooperativni soucasnd hra n hract s nenulovym souctem) mé stabilni feSeni ve
smisenych strategiich, zobecnéné na tzv. Nashovo ekvilibrium. Jednd se o mnohem
obecnéjsi tlohu, o které bylo pozdéji dokazano, ze je NP-tuplné, a to jiz pro n=2,
tedy nase znamé bimaticové hry. John Forbes Nash byl pozdéji za svou praci na
ekvilibriich odménén Nobelovou cenou za ekonomii.

Kombinatoricka teorie her (1960~ 1975)

1960

V Sedesatych letech se zacala rozvijet kombinatorickd teorie her. Ta se zabyva
hrami, ve kterych se hraci stiidaji v tazich a vyslednd odména je urcena az po
mnoha krocich, které uréitym zptisobem méni stav hry. Klasické priklady kombi-
natorickych her jsou Sachy, ddma, go, nim, zolik, kanasta, bridge, ...

1969

John Horton Conway vymyslel zvldstni hru jménem Hackenbusﬂﬂ Zkoumani této
hry ho dovedlo az k objevu tzv. surreal numbers, coz je nestandardni model redl-
nych ¢isel shodujici se s redlnymi ¢isly ve vSech vlastnostech popsatelnych predi-
kétovou logikou prvniho fadu, v némz existuji podivné ¢isla jako w (tj. ¢islo vétsi
nez vSechna redlnd ¢isla), e (tj. ¢islo vétsi nez nula ale mensi nez vSechna kladna
realnd ¢éisla), —w, €2, 3 +2¢, w — 5, w?, W3 + w +e W ...

Jeho prvni inspiraci pry bylo studium hry go, konkrétné jejich koncovek (yose),
pfi némz ho napadlo, Ze by mohl jednotlivé ¢dsti hraci plochy (goban) popsat
Cisly vyjadrujicimi urcité diléi skore, ktera by pak stacilo poséitat. Pri pokusech
o realizaci této myslenku zjistil, Ze mu klasicka redlna ¢isla nebudou stacit.

Na hru go se ovSem nepouzije plnd Site surreal numbers. Oproti tomu popis
pozic ve hie Hackenbush potfebuje vSechna surreal numbers [13].

Prace na poli kombinatorické teorie her mezitim nezastavila vyvoj klasické
teorie her. Dodnes se v klasické teorii her aktivné bad4, napriklad na alternativnich
definicich ekvilibrii nebo v oblasti evolué¢ni teorie her. Kromé toho, ze pokracuje
priméarni vyzkum, teorie her nachézi také nova vyuziti. V poslednim desetileti se
teorie her napiiklad zacala vyuzivat pri ovérovani bezpecnosti kryptomén.

Uméla inteligence pro hry (1976 ~2020)

1976
Pocitacové programy zacaly v Sachu porédzet uz i silnéjsi amatéry [14].

4Spodni liska na obélce &isla vyjadiuje, jak mize Hackenbush vypadat.
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1994
Program Chinook porazil v ddmé Mariona Tinsley, nejlepsitho hrace damy své
doby [15]. Jeho hlavni silnou strankou byla rozsihla databédze optimélnich konco-

vek. Ta tidajné obsahovala 250 miliard pozic zkomprimovanych do souboru men-
stho nez 6 GB.

Utkéani v roce 1994 se mélo hrat na 20 zapasi rozlozenych do péti dni. Prv-
nich 6 zapast skoncilo remizou. Po Sestém zdpase musel Marion Tinsley utkani
prerusit z vaznych zdravotnich duvodi. KdyZz mu pozdéji diagnostikovali rako-
vinu slinivky brisni, Marion Tinsley povéril Dona Laffertyho, aby utkani dohral
za néj. Lafferty byl tou dobou druhy nejlepsi hra¢ ddmy ve svétovém zebiicku
a Tinsley byl jeho dlouhodoby rival [16]. Lafferty mél navic zkuSenosti s hrou
proti predchozi verzi programu Chinook. Povéfit ho dohranim utkani se zdalo byt
jedinou rozumnou moznosti. Zatimco pokracovani utkani bylo odlozeno, Tinsley
na své smrtelné posteli predaval Laffertymu své zkusenosti s hrou proti nové verzi
programu Chinook [15].

Kdyz utkéni pokracovalo, Don Lafferty obh&jil dalsi 3 remizy. V desaté hre
prohral, ¢imz se rucicka hodin zacala naklanét ve prospéch umélé inteligence. N4~
sledovalo 10 remiz v fadé. Program Chinook se tedy stal diky svym 19 remizam
a 1 vyhfe tésnym vitézem utkani. Pfestoze se obvykle uvadi, ze Chinook tehdy po-
razil Mariona Tinsleyho, zvitézil spise nad Clovékem nez nad jednim konkrétnim
¢lovékem.

1997

Sachovy pocita¢ Deep Blue porazil Garryho Kasparova, nejlepsiho hrace Sachi
své doby [17]. Deep Blue stavél hlavné na ohromné hrubé sile k prohledavani
stavového prostoru a na dobré ohodnocovaci funkei pro kvalitu pozic.

Pocitac se s velmistrem utkal nejprve v roce 1996, kdy Kasparov zvitézil 4: 2.
Utkéani Kasparova s vylepsenou verzi pak probéhlo v roce 1997, kdy Deep Blue
zvitézil 3% : 2%. Utkani bylo ve své dobé kritizovano kvili konani za neptiznivych
hernich podminek pro Garryho Kasparova, ale jak potvrdila pozdéjsi utkéni ¢lo-
véka proti pocitaci uskutecnénd za jinych podminek, pocita¢ se doopravdy stal
schopnym porazit Sachového velmistra.

2006
Sachové programy zacaly pordzet profesionalni Sachové hrace uz i na béznych
osobnich pocitaéich [18].

2007

Diky vypoctum, které bézely na az 200 osobnich pocitacich a jejichz dokonceni
trvalo fadu let, bylo dokdzano, Ze v ddmé si oba hré¢i mohou vynutit remizu [19].
Déma je tedy nyni povazovana za definitivné vyfeSenou hru. V tom se dama lisi
od Sachu a go, kde sice médme (nyni jiz pro obé hry) umélou inteligenci schopnou
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nadlidského vykonu, ale nikdo nevi, k jakému vysledku vede skutecné optimalni
hra.

2016

AlphaGo porazilo v go Lee Sedola, nejlepsiho hréce své doby [20]. Bylo toho dosa-
zeno spojenim hlubokych konvolu¢nich neuronovych siti s pokrocilymi metodami
stochastického prohledavani stavového prostoru.

Go je mnohymi povazovano za nejnarocnéjsi hru vsech dob. V této hie se
hréaci stiidaji v pokladani kament na ¢tvercovou plochu. Cilem je obkli¢it soupere
a ziskat co nejvétsi izemi. Pro umélou inteligenci je go tézké, nebot ma prilis roz-
sahly stavovy prostor, mnohem vétsi nez maji ddma nebo sachy. Lidé oproti tomu
umi pri svém uvazovani stavovy prostor velmi efektivné omezovat diky intuici na
tvary. Takova intuice je u nas rozvinutéjsi nez sekvencni uvazovani, které je nutné
napriklad pri hrani damy.

Hra go byla dlouhodobé proslula jako tdajné nefesitelny kol pro umélou
inteligenci. V dobé, kdy sachové programy porazely profesiondlni hrice, ve hie go
jesté neumély nejlepsi programy poraZet ani mirné pokrocilé amatéry [21]. V roce
2015 odbornici na umeélou inteligenci tvrdili, ze nas déli jesté 10 let od chvile, kdy
uméld inteligence porazi profesionalni hrace.

Demis Hassabis, zakladatel start-upu DeepMind, se rozhodl pokotfit go mno-
hem rychleji. Zacal se svym tymem pracovat na programu AlphaGo [20]. O tomto
projektu rekl: We think of DeepMind as kind of an Apollo program effort for AL
Our mission is to fundamentally understand intelligence and recreate it artifici-
allyﬂ Doufal, Zze pomoci nejnovéjsich metod posilovaného strojového uceni vyvine
algoritmus schopny nadlidského vykonu pfi hrani go. Nakonec sdhl po hlubokych
neuronovych sitich (tzv. deep learning), konkrétné po konvoluénich sitich [22],
které se v nékolika predchozich letech osvédécily pro automatické rozpoznavani
obrazu. Tyto neuronové sité pouzil jako ,zazracnou krabicku* dosazenou na dveé
mista uvniti jiz znamého algoritmu Monte-Carlo Tree-search, ktery umi aproxi-
movat o¢ekdvané vysledky v kone¢nych kombinatorickych hrach [23].

Utkani se mélo hrat na 5 zdpast, prvni z nich mél probéhnout 9. 3. 2016.
Pfed nim si byl Lee Sedol jisty, Ze zvitézi a Ze by zdpas nemél byt moc tésny [20].
Tvrdil, ze chce vyhrat 5:0 a ze by bral jako netspéch, pokud by vyhral pouze
4:1. Tésné pred zacatkem Lee Sedol rekl, ze lidskd intuice je prilis pokrocild na
to, aby ji néjaka uméla inteligence mohla dohnat. Piimy prenos zapasu Lee Sedol
vs. AlphaGo sledovalo 200 miliona divédka [24].

K velkému piekvapeni hraéské komunity zvitézilo v prvni hie AlphaGo [25].
Kdyz pak v druhém i tfetim zdpase opét a znovu vyhralo AlphaGo, budilo to
uz mnohem mensi prekvapeni. Odlisny byl ¢tvrty zdpas [26]. Zadatek vypadal
podobné. Lee Sedol opét agresivné utocil, ale AlphaGo skélopevné vzdorovalo
a pomalu si budovalo malou teritorialni vyhodu. Po 77 odehranych tazich vsak

5y prekladu: DeepMind je pro nés néco jako projekt Apollo pro umélou inteligenci. Nasi misi
je hluboce porozumét inteligenci a pak ji stvofit uvnitt pocitace.



8

nastal zvrat. Lee Sedol odhalil velmi dobry netradi¢ni tah. Zahral ho jako tah 78
a tim AlphaGo zaskocil. Jak DeepMind zpétné prozradil, AlphaGo az o osm tahu
po dobu dalsich sedmi tahii netusilo, k jakym ndsledktim tah 78 vedl [20|. Divaci
zacali tahu 78 pridélovat heroické prezdivky jako ,God’s move*“, ,Divine move*,
»The bot-confusing move“, , The short-circuiting move“ nebo ,Humanity’s last
stand“ |27]. Lee Sedol pak dovedl étvrty zépas ke zddrnému konci. V patém
zédpase vSak jesté jednou vyhrdlo AlphaGo [20], ¢imz zakoncilo utkéni se skére
4:1. Bfezen 2016 se navzdy zapsal do historie. Lidstvo bylo porazeno pocitacem
ve hre, kterd byla do té doby povazovana za posledni triumf lidské inteligence,
intuice a kreativity [27].

V nésledujicich letech DeepMind vynalezl jesté silnéjsi verze AlphaGo [28],
které dokazaly porazit 100:0 ptivodni verzi, ktera porazila 4:1 Lee Sedola. Nezda

.....

Lavér
Jak asi uz tusite, tady nase vyprava konci. Dostali jsme se do pritomnosti — a v ni
to muzete byt pravé vy, kdo zanechd svij otisk pro budouci generace. At uz se
budete pokouset posouvat hranici lidského poznani v teorii her nebo v jakékoliv
jiné discipliné, prejeme vam hodné zdaru! Vézte, ze Riki bude pro vas vzdycky
drzet tlapky seviené.
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Reseni 4. série
Problém 1

Zadani:

Upravte model konfliktu hrdlicka-jestrab, aby popisoval déj, ve kterém se dvé hrd-
licky nedéli o potravu napil, ale soutézi v tom, kdo déle zistane koukat na jidlo.
AZ to jedna z nich vzdd a odleti, druhd hrdlicka sni celé jidlo. Rozdil bude v tom,
ze se levd horni hodnota v bimatici snizi o nejaké malé cislo e, jez bude vyjadrovat
penalizaci za ztrdtu casu pri cekdni v pripadé setkdni hrdlicky s hrdlickou. Jakd
bude v upravené hre optimdlni strategie pro jedince? A co by v upravené hie bylo
nejlepsi pro celou populaci v souctu?

Reseni:

Upravend bimatice vypada nasledovné:

H J
H 3—e\3—-¢ 0\6
J 6\0 —6\ —6

Co je ted optimalni strategii pro jedince? Stejné jako v puvodnim prikladu si to
vyjadrime v zavislosti na z, které vyjadruje pomér hrdlicek v populaci. Prumérny
zisk hrdlicky je (3 —¢) - z. Pramérny zisk jestiédba je 6-z+ (—6)-(1—2) = 122 —6.
Najdeme hodnotu z, pri které se rovnaji.

83—¢)-2=122—-6

6=(094¢) 2
6
z =
9+¢
Jako zkousku miizeme vypocitat, ze pri nasem z vychazi primérny zisk hrdlicky:
6-(3—¢)
9+e¢

Primérny zisk jestiaba vychazi:

6-6 (3+¢)-6 (3—¢)-6

9—1—57 9+4¢ 94+¢



https://youtu.be/I2WFvGl4y8c
https://youtu.be/I2WFvGl4y8c
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Zisky se rovnaji, pfi tomto poméru budou hrdlicky i jestiabi prosperovat stejné.

Vidime, Ze rovnovdznym bodem je z = % — 2%5 + O(e), coz je v souladu
s nasim ocekavanim, nebot bez penalizace za ¢ekani bylo rovnovaznym bodem
z = %, a pokud ¢ekani penalizujeme, dava to vyhodu jestiabim (pro malé e

zhruba linedrné).

Co je optimem pro celou populaci? Bude to zase stav, ve kterém vsichni pou-
zivaji strategii H? Pojdme si spoéitat prumeérny zisk r jako funkci z.

V dostatecné velké populaci je $ance na setkani dvou hrdlicek 22, riziko stfetu
dvou jestiabt je (1 — 2)?2, s pravdépodobnosti 2z(1 — z) dojde k zahnén{ hrdlicky
jestrabem.

r=0B-¢6)-22+3-22(1—-2)+(-6)- (1 —2)?
Tuto funkci zjednodusime.
r=2322—e2” + 62— 622 + —6 + 122 — 62>

Nejprve jsme roznasobili zavorky, nyni posc¢itdme jednocleny se stejnou mocni-
nou z.
r=—(94+¢)2?+182 -6

Zderivujeme nagi funkci podle z.
r'=—9+¢) 22+ 18
Abychom nasli maximum, poloZime derivaci rovnou nule.
0=—-9+¢)-22+18

Vyfesime tuto snadnou linearni rovnici.

(94¢)-2=9
Obdrzime presny vysledek.
9
z_9+5

Vidime, Ze optimem pro celou populace je z = 1— %s—l—(’)(s), coz je opét v souladu
s nasim ocekavanim.
Problém 2

Zadani:

Prevedte iterované véznovo dilema na obycejnou bimaticovou hru, popiste néekolik
metastrategii a vyjadrete jejich vzdjemné zisky (primérny pocet bodi na kolo pri
dlouhé interakci s dangm protéjskem). Analyzujte optimdlni metastrategii v této
LStatické verzi ¢ veznova dilematu.

ReSeni:

Problém 2 nemd vzorové reseni. Kazdy z vas zvolil jinou mnozinu metastrategii.
Hodnocena byla presnost, rozsah, napaditost a kvalita prezentace vysledkii.
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Problém 3

Zadani:
Najdéte optimalni (smisenou) strategii pro kaZdé hrdce v této bimaticové hre bez
opakovdani. K jakému primeérnému vysledku kazZdého hrdce hra povede, pokud se
oba hrdci budou rozhodovat cisté raciondlné? (Tato tloha nevychdzela z textu
tématka.)
Reseni:
Uvazme prvntho hrace. Zadny fadek nedominuje jiny fadek. Stejné tak zadna kon-
vexni kombinace dvou fadki nedominuje zbyvajici fadek. Presunime se k druhému
hraci. Zde je prostiedni sloupec dominovan primeérem levého a pravého sloupce.
Skrtame prostiedni sloupec.

Podivejme se zpét na hrace 1. Nyni uz je spodni fddek dominovany (napiiklad
prosttednim fadkem). Skrtdme spodni fadek. Dostdvame bimaticovou hru 2 x 2.

3\ 9 6\0
7\ 0 5\9

Tato bimatice nemé ,zobecnény sedlovy bod* (optimum v ryzich strategiich).
e Z bodu 3\ 9 bude prvni hra¢ vzdy chtit prejit do bodu 7 \ 0.
e Z bodu 7\ 0 bude druhy hra¢ vzdy chtit prejit do bodu 5 \ 9.
e Zbodu 5\ 9 bude prvni hraé¢ vzdy chtit prejit do bodu 6 \ 0.
e Z bodu 6 \ 0 bude druhy hrac vzdy chtit prejit do bodu 3 \ 9.

Podivejme se na smisené strategie. Necht prvni hrac voli strategii 1 s pravdeé-
podobnosti z a druhy hrac voli svou strategii 1 s pravdépodobnosti y. Nésledujici
rovnice vyjadiuje, jaké ma prvni hrac¢ zvolit z, aby se druhému hraci vyplatily
obé strategie stejné.

92 =9 (1 —x)

1
=

2
Nésledujici rovnice vyjadruje, jaké ma druhy hrac¢ zvolit y, aby se prvnimu
hraci vyplatily obé strategie stejné.
3y+6(1—y)=Ty+5(1-y)
6 —-3y=5+2y
1 =5y
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Y=z

1
5

Dostali jsme optimalni smiSenou strategii (%, %; 0) pro prvniho hréce a (%, 0; %)
pro druhého hréace. Pri jejich pouziti je priumérny zisk prvniho hrace 5,4 bodu

a prumeérny zisk druhého hrace 4,5 bodu.

Slava vitéztm, Cest porazenym, a velké podékovani vsem tucastniktm!

Vysledky turnaje

¢islo turnaje 1 2 3 4 5 6 T 8 9 10
Doc.MM Katefina Vokalovs | 2. 1. 1. 4. 1. 1. 1. 1. 1. 1.
Hromislav - 3. 2. 1. 3. 3. 4. 3. 3. 4.
Vsemysl - - 7. 07 2. ] 2. | 5 | 2 2. | 2.
Bozetéch 1. | 4 | 3 | 3 | 4 | 6 | 3 | 6 | 6 | 6
ggsﬂmhﬂv;iagﬁsz 5. 16 | 5 | 20| 5 | 5 |6 | 5 | 5 | s
Mgr.MM Vilém Starosta 3. 2. 4. 5. 6. 7. 7. 7. 7. 7.
Mgr.MM Luk4s Veskrna - - - - - 4. 2. 4. 4. 3.
Dr.MM Martin Fof 4. 5. 6. 8. 8. 9. 9. 8. 9. 9.
Sobérad - - - 6. | 7. | & | & | 9 | 8 | 8
Nezabud - - 9. | 9. | 9. | 10 | 10. | 10. | 10. | 10.
Mgr.MM Kl4ra Pernicova 6. 7. 8 | 10. | 10. | 11. | 11. | 11. | 11. | 11.

3

v

V tabulce je uvedeno pofadi mezi vemi ,lidskymi hraci“. Resitele M&M uvadime
celym jménem. Ostatnim ucastnikim turnaje jsme kvili ochrané osobnich udaji

zménili jména na starocCeskd.
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Komentar

Jisté vas zajimé, jakou strategii volili pti psani svych skriptl ostatni icastnici tur-
naje. Zminme tedy v kratkosti prvni tfi, jejichz skripty jsou shodou okolnosti na-
vzédjem velmi rozdilné. Doc.MV Katefina Vokalova napsala dlouhy skript s mnoha
podminkami, ktery nejprve klasifikoval aktudlniho soupefe a poté cilené reagoval
na konkrétni hrace, ktefi v turnaji byli. Hromislav (uveden v tabulce na druhém
misté) oproti tomu napsal velmi jednoduchy ale u¢inny skript, jehoz rozhodo-
vaci mechanismus mé pouhych osm fadkt. A nakonec Vsemysl, jenz je uveden
v tabulce na tfetim misté, ale priblizné celou druhou polovinu turnaju konc¢il na
druhém misté, pristoupil k problému uplné jinak — pouzil neuronové sité. Je za-
jimavé, jak se takto odlisné pristupy osvédcily v turnaji a ziskaly témér stejny
pocet bodt. Hromislavav skript pro jeho jednoduchost otiskujeme:

def reward(self, result):
self.opponent_moves.append(result.opp_move)

def next_move(self):
if len(self.opponent_moves) < 2:
return Move.cooperate

elif self.opponent_moves[-1] == Move.deceive and
— self.opponent_moves[-2] == Move.deceive:
return Move.betray

elif self.opponent_moves[-1] == Move.betray and
— self.opponent_moves[-2] == Move.betray:
return Move.a_safe_way

else:

return self.opponent_moves[-1]

Markét, Martin; martin.dvorak@matfyz.cz
e-mailovd konference: hry@mam.mff .cuni.cz


mailto:martin.dvorak@matfyz.cz
mailto:hry@mam.mff.cuni.cz
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Téma 2 — Vypocetni modely

Vzorova feseni 4. série
Problém 1

Zadani:

Zamyslete se nad tim, jaké vsechny vlastnosti od RNG chceme. Ukazte, Ze nami
popsand definice je splnuje. Pokud bychom meli jiné rozsirent, které nékteré z nich
nesplnuje, umime pomoci nej sestrojit stroj, jehoz vystup by tyto vlastnosti mel?
Pro predstavu wvddime dva priklady alternativnich rozsireni: ,V kazdém kroku si
nejdrive vygeneruje skutecné ndhodny bit. Pokud je to 1, tak vygeneruje jeste jeden
a ten vypise. Pokud je to 0, tak zopakuje ten, co vypsal posledné.“ ,Kdyby mél
vypsat treti jednicku v rade, tak misto ni vypise nulu. “

Reseni:

Od generatoru ndhodnych ¢isel (v nasem piipadé spiSe generatoru ndhodnych
biti) vétsinou chceme nésledujici vlastnosti:

¢ Nestrannost

Vsechny vystupni hodnoty (v nasem piipadé nula a jednicka) maji vzdy
stejnou pravdépodobnost. Tuto podminku nespliiuje generator, ktery ve 3/4
pripadu vraci jednicku ani generator, ktery vzdy zac¢ne nulou.

¢ Nezavislost

Predchozi vygenerované bity nemaji zadny vliv na nésledujici bity. Genera-
tor, ktery si na zacatku férové vygeneruje jeden bit a ten pak opakuje by
tuto podminku nesplnoval.

7 uvedenych priklada alternativnich rozsiteni prvni neni nezavisly - ma prav-
dépodobnost 3/4, ze zopakuje predchozi bit. (S pravdépodobnosti 1/2 opakuje
posledni vygenerovany a ve zbyvajici 1/2 ptipadi mé pofad Sanci 1/2 se trefit.)
Druhy piiklad pak neni ani nestranny (nuly jsou o néco pravdépodobnéjsi neZ
jednicky), ani nezévisly (pokud vygeneroval dvé jednicky, urcité bude nésledovat
nula).

Némi navrhovand definice ,,dokonalé* ndhodnosti naopak obé tyto vlastnosti
splnuje.

Pokud vsechny posloupnosti délky n maji pravdépodobnost %, tak sekvence
kondici nulou maji celkovou pravdépodobnost 1/2; stejné tak sekvence konéici
nulou a n-ty bit je tudiz nutné nestranny.

Pro libovolnou posloupnost délky n—1 maji obé jeji mozna pokracovani stejnou
pravdépodobnost, a tudiz n-ty bit je nutné nezavisly.

Klasicky problém je to, Ze miZeme mit generdtor ndhodnych cisel, ktery je
nezavisly, ale neni nestranny. Dejme tomu, ze mame generator, ktery vraci jed-
nicku s pravdépodobnosti p a nulu s pravdépodobnosti 1 — p. Pokud potiebujeme
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nestranny generator, tak misto ¢teni jednoho bitu pfec¢teme rovnou dva a pokra-
cujeme podle nasledujici tabulky:

00 precteme dalsi dva bity
01 vratime 0
10 vréatime 1

11  precteme dalsi dva bity

Vsimnéte si, ze 01 i 10 maj{ stejnou pravdépodobnost p(1 — p).

Problém 2

Zadani:

Co ndm RNG umoznuje tesit (nebo alespori usnadriuje)?

Reseni:

Z ,klasickych“ problémt ndm RNG umi usnadnit tfeba tiizeni pomoci algoritmu
QuickSorE Pokrocilejsi priklady pak muzou byt algoritmy typa Monte Carle] a
Las Vega

Problém 3

ZadAani:

Popiste stroj na reseni problému dvou loupeznikiu. Uvedte jeho asymptotickou slo-
Zitost.

Reseni:

Nejjednodussi deterministické feSeni dvou loupezniku je postupné zkouset vsechny
mozna rozdéleni na dvé hromady. Dokonce existuje domnénka, ze v obecném
piipadé tento problém ani nejde FeSit o moc rychleji. (Nésledujici tlohy maji
snazs{ feseni.)

vstup
fronta (Sem ulozime cely vstup abychom jej mohli opakované Cist. Pfi ¢teni z fronty

tudiz budeme predméty vracet zpatky.)

registr (pocatelni hodnota 0) (stav vypoctu)
ALU (po&ateéni hodnota 0) (pristi testované rozdéleni)
ALU (po&ateéni hodnota 0) (jedna hromada)
ALU (pocateni hodnota 0) (druhé hromada)
ALU (pocateni hodnota 0) (aktuélni bit rozdéleni)
ALU (pocateéni hodnota 0) (zbyvajici bity rozdéleni)
vystup

Shttps://cs.wikipedia.org/wiki/quicksort
“https://cs.wikipedia.org/wiki/Algoritmus_typu_Monte_Carlo
8https://cs.wikipedia.org/wiki/Algoritmus_typu_Las_Vegas


https://cs.wikipedia.org/wiki/quicksort
https://cs.wikipedia.org/wiki/Algoritmus_typu_Monte_Carlo
https://cs.wikipedia.org/wiki/Algoritmus_typu_Las_Vegas
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$,

}O:_,_’_,_’_ — #)

}1:2,O’+,O’O:+,O:O,+’O)0,+:1,O’+1

(na konec fronty umistime miizku jako zardzku a zacneme fesit prvni rozdéleni)

a,_,O,_,_,_,_,_ — a,

$,a,1,r,x,y,d,0

$,a,1,r,x,y,d,1

Zadani:

%

_>

%

_)

LI R N N N P i D R R R R R e )

(vstup kopirujeme do fronty)

_,_,_,_,_,_,_,_,_,_,_,_,_,_,_,_,_,_,ANO

#,

(lispésné nalezené reseni)
>’1’r,1’+’O’O’+’O’O,+’r,2)/’r,2’%,

(zah&jeni dalsiho pokusu)

(vSechna rozdéleni byla vyzkousena)

a,>,1,r,o,+,X,a,+,y,0,+,d,2,/,d,2,%,

(pritazeni prvku k prvni hromadé)

a,>’15r:O:+’X’O5+:y:a,+:d,2’/:d’2:%’

(prirazeni prvku k druhé hromadé)

Problém 4

Popiste stroj na nedeterministické reseni problému dvou loupezniki. Uvedte jeho

asymptotickou sloZitost.

Reseni:

Nedeterministické feseni dvou loupeznikti ndhodné rozdéli predméty ze vstupu na
dvé hromady a poté zkontroluje, zda se ceny hromad rovnaji. Pouzivame dvé ALU
pro prubézné pocitani cen hromad. (Existuje feseni, kterému staéi jedno rozsifeni
ALU. Dokéazete jej vymyslet?)

vstup
RNG

ALU (pocateCni hodnota 0)
ALU (pocateéni hodnota 0)

vystup

$,_,x,x — ,

>

B

>

B

,ANO

$’—’X’y- — > 9 o 5 :NEVj:M
a,O,X,y — X,a,"',Y,O,*',
a,1,x,y = x,0,+,y,a,+,

V kazdém kroku zpracujeme jeden predmét ze vstupu. Asymptoticka slozitost

je tudiz O(n).

Zadani:

Problém 5

Popiste stroj, ktery nedeterministicky pozndvd palindromy za pouZiti pouze rozsi-

reni RNG, 10 a zdsobnik.
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Reseni:

Asi nejelegantnéjsi feseni vyzaduje pouziti jednoho zasobniku jako registru. Stroj
zapisuje vstup do zasobniku az do prvni jednicky z RNG. Pokud je jednicka né-
sledovana nulou, testujeme moznost sudé délky palindromu. Pokud je jednicka
nésledovana dalsi jednickou, testujeme moznost liché délky palindromu. Pro jed-
noduchost predpokladame, ze vstup neobsahuje ¢islice.

zasobnik (,registr)
I0

zasobnik (,,hlavni* zasobnik)
RNG

$,$,$,_ — ,ANO, (tohle osetfuje prazdny vstup)
$,a,$,0 — 0, ,a (nulav ,registru® indikuje zpracovavani prvni ptlky vstupu)
$,a,$,1 — a, , (pri potkédni jednicky ulozime aktudlni vstup do ,registru®)
0,a,b,0 — 0, ,ba

0,a,b,1 — a, ,b

l,a,a,_ —+ 1, , (1 v ,registru® indikuje zpracovavani druhé pulky vstupu)
b,a,b,0 — 1, ,a (sudé délka palindromu a uprostfed jsou dva znaky ,b*“)
b,a,a,1 —+ 1, , (lich4 délka palindromu a uprostfed je sekvence ,aba‘“)
s_s_,_ — ,NEVIM, (cokoliv jiného znamend selhdni postupu)

Mozné konce a jejich vyznam (s trochu volnéjsi notaci):

_,ne-$,$,ne-$ = pilku vstupu jsme tipli moc pozdé
_>$,ne-$,ne-$ = pilku vstupu jsme tipli moc brzo

_,a,b,1 = vstup neni symetrickyj kolem tipnutého stredu
0,a,b,ne-b = na tipnutém stfedu jsou dva rtzné znaky
1,a,ne-a,b = kolem tipnutého stfedu jsou dva ridzné znaky

= I
7 '%/ "F‘\j _
- =N T L —
e I/
LOZoMOTIVA _@

Problém 6

AR

Zadani:
Popiste stroj, ktery nedeterministicky poznd, zda mnozina ¢isel na vstupu obsahuje
svuj prumér. Nepouzivejte zdsobniky, fronty, pdsky ani pole.
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Reseni:
Néhodné si vybereme, ktery prvek zkusime prohlasit za prameér.

RNG

vstup

ALU (po&ate&ni hodnota 0) (soudet)
ALU (pocateéni hodnota 0) (souéet)

registr (pocatelni hodnota 0)
(tip na prumeér, X po spocitani o¢ekavaného souctu do 2. ALU)
vystup

_:_:X:X’X -> s 9 3 3 3 9 ,ANO
X, y,X >, , , , , , ,NEVIM

R .

_,$,S,p,t -> s5,0,+,p,t,*,X, (ovérime, ze je prumér spravné)
0,a,s,p,t -> s,a,+,p,1,+,t, (normélni zpracovdni prvku)
l,a,s,p,_ -> s,a,+,p,1,+,a, (nahrazeni dosavadniho tipu na primér)
Problém 7
Zadani:

Predstavte si, Ze mdte registr, ktery zacind na hodnoté 1, a vasim ukolem je zjistit,
zda je mozné jej vynulovat. Zddrhel je v tom, Ze registr md nejakd omezeni na to,
jak jej lze menit. Dostanete ¢islo n na vstupu a pole obsahujici n X n bitu, kde bit
na pozicii-n—+j (¢islovdno od nuly) uréuje, zda muZete zmeénit hodnotu v registru
z1 na j, pricemz zZddné jiné zmeny nejsou povoleny. Instance problému tedy mize
vypadat napriklad takto:

n =4
Obsah pole: 0000 0010 0001 1000
Pole reprezentuje ndsledujici tabulku:

nova
01 2 3
_0]o 0 0 0
”S ; 00 1 0
2 00 0 1
311 0 0 0

Odpovéd: ANO (1 -> 2 -> 8-> 0)

Jak rychle umite tento problém resit? Jak rychle jej umite resit nedeterminis-
ticky? Pokud vam to pomize, tak muZete predpoklddat, Ze n je mocnina dvojky.
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Reseni:
Tento problém je uz pro nasi notaci prilis komplikovany, coz je davod, proc¢ jsem
se neptal na popis stroje. Nastinim mozné algoritmy a jejich o¢ekdavanou ¢asovou
slozitost.

e Deterministicky algoritmus - dosazitelné stavy

Algoritmus mé frontu stavi, na které se mé jesté podivat a pro kazdy stav si
pamatuje, zda jej jiz prozkoumal. Na zacatku neni zadny stav prozkoumany
a mame se podivat na stav 1.

Dokud fronta neni préazdna:
Odeber stav z fronty
Pokud tento stav jeSté neni prozkoumany,
pridej vSechny z néj primo dosazitelné stavy do fronty
a oznal tento stav za prozkoumany

Celkova slozitost: O(n?)

e Nedeterministicky algoritmus - uhodnuti cesty

Z RNG vzdy precteme logn biti a zkontrolujeme, zda se jednd o validni
krok. Pokud takhle dojdeme do nuly, tak jsme vyhrali. Pokud se pokusime
o nevalidni krok nebo po n—1 krocich porad nejsme v nule, tak jsme prohrali.

Problém 8

ZadAani:
Jakymi jingmi zpiusoby lze nahlizet na nedeterminismus? Jak by se to dalo imple-
mentovat v nasich strojich?

Pro ptiklad uvedu dva dalsi pohledy na nedeterminismus:

Misto rozsiteni RNG muzeme mit rozsifeni Fork, které umoziuje nasemu stroji
se naklonovat. Postup vypoctu si mizeme predstavit jako vétvici se cestu. Kdyz se
stroj dopracuje k rozcesti, tak se rozkopiruje, aby mohla kazdou vétvi pokracovat
jedna kopie stroje. Opét koukdme na to, zda alespon jedna kopie najde cil.

Trochu zajimavéjsi alternativa je misto RNG mit dalsi vstup, ktery cte tak-
zvany certifikat. Idea je takova, ze pokud je odpovédi ANO, tak existuje certifikat,
ktery zptisobi, ze nés stroj vstup prijme. Pokud je odpovédi NE, tak naopak bude
vstup odmitnut pro libovolny certifikat. Mizete si predstavit, ze spravny certifikat
odpovida tomu vystupu RNG, ktery dovede nedeterministicky stroj k spravnému
vysledku.
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Vzorova feseni 5. série

Problém 1

ZadAani:
Jak najit mazimum z ¢isel uloZenych na pozicich 1 aZ n ve sdilené paméti?

1 stroj v ¢ase O(n)

O(n) stroji v case O(logn)

O(n?) strojii v case O(1)

O(y/n) stroji v ¢ase O(y/n)

O(n/logn) stroji v case O(logn)
(n!

S)

n'®) strojii v case O(1)

Reseni:

Jeden stroj prosté jenom precte cely vstup a pribézné si pamatuje nejvyssi
nalezenou hodnotu. Tohle je klasicky sekvencni algoritmus.

Tady zac¢indme vyuzivat paralelizmus - n/2 stroju si rozdéli vstup na dvojice
¢isel a kazdy stroj vybere vétsi ¢islo ze své dvojice, ¢imz zkrati délku vstupu
na polovinu. Po logn opakovanich zbyde jen jedno ¢islo.

Vice stroji ndm umoznuje rychlejsi vypocet. Zacneme tedy pouzivat tymy.
Sezeneme si n tyml po n strojich. i-ty stroj j-tého tymu zkontroluje, zda
je j-ty prvek alespon roven i-tému. Pokud ne, tak na n + j-tou pozici v pa-
méti zapiSe jednicku. Pokud néjaky tym zjisti, ze na jejich n + j-té pozici
se neobjevila jednicka, tak jejich ¢islo je maximem. Tohle Feseni je izasné
rychlé, ale potfebuje pfilis mnoho prace.

Pojdme se opét pokusit o linedrni mnozstvi prace. Pokud pouZijeme /n
strojii, tak ty si mtzou vstup rozdélit na /n dlouhé tseky. Kazdy stroj
sekvencéné najde maximum svého tiseku a pak jeden z nich najde maximum
z téchto mezivysledk.

Kam az se dokdZzeme dostat bez zvySeni celkové prace? n/logn stroju si
muze rozdélit vstup na log n dlouhé useky, najit maximum kazdého tseku a
pak pouzit postup z prvniho paralelniho feSeni k vyreseni celého problému.

Pro Teseni v konstantnim c¢ase je potreba vice nez linedrni pocet stroju, ale
ne o moc. Muzeme si napifklad poridit y/n tymi, kde kazdy tym mé /n
podtymi po /n strojich. (Ukol pro zvidavé: Rozmyslete si, jak tohle dal
zlepSovat.)
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Problém 2

Zadani:
Jak setridit ¢isla uloZend na pozicich 1 aZn ve sdilené paméti?
o 1 stroj v case O(nlogn)
o O(n) stroji v case O(n)
o O(n?) strojii v case O(logn)
e O(n) strojii v case O(log®n)

Reseni:
e Tradic¢ni sekvené¢ni algoritmus. Priklady jsou mergesort nebo heapsort.

o PouZijeme n/2 stroji. MizZeme si to predstavit tak, ze kazdy stroj mé na
starosti svou sudou pozici v poli. VSechny stroje pravidelné srovnavaji svou
pozici se sttidavé levou a pravou sousedni pozici a podle potieby prohazuji
¢isla smérem k usporadanéjsimu poradi. Stroje timto posouvaji ¢isla smérem
k jejich cilovym pozicim a stf¥idani sméru zajistuje, Ze si stroje nebudou
prekazet.

e Tentokrat ptijdou na radu tymy. Kazdy tym spocitd pozici, na kterou jeho

Cislo patif a pak jej tam piesune. O(logn) ¢asu zabere kombinovan{ infor-
maci od jednotlivych ¢lent tymu.

e Tohle uz je hodné narocné. Nejlépe dokumentované feseni se jmenuje bito-
nické tridéni a bud se mé zeptejte, nebo si pockejte na magisterské studium
na Matfyzu. :)

Problém 3

Zadani:

Jak rychle umite deterministicky tesit problém 7 ze ¢turtého cisla?
o 1 stroj v case O(n?)
o O(n?) strojii v case O(n)

o O(n?) strojii v case O(logn)

Problém 7 ze ctvrtého cisla: Predstavte si, Ze mdte registr, ktery
zacind na hodnoté 1, a vasim ukolem je zjistit, zda je mozné jej vynu-
lovat. Zddrhel je v tom, Ze registr md nejakd omezeni na to, jak jej lze
menit. Dostanete c¢islo n na vstupu a pole obsahujici n x n bitu, kde
bit na pozici i -mn + j (cislovano od nuly) urcuje, zda miZete zménit
hodnotu v registru z i na j, pricemz zZadné jiné zmeny nejsou povoleny.
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Instance problému tedy muze vypadat napriklad takto:

n =/
Obsah pole: 0000 0010 0001 1000
Pole reprezentuje ndsledujici tabulku:

Nova
01 2 3
_0lo 0 0 o0
S 10 0 1 0
Z 200 0 0 1
3/1 0 0 0

Odpoved: ANO (1->2->3->10)

Jak rychle umile tento problém resit? Jak rychle jej umite tesit
nedeterministicky? Pokud vam to pomuze, tak mizete predpokladat, Ze
n je mocnina dvojky.

Reseni:
o Prvni moznost je uvedend vyse ve vzorovych fesenich ¢tvrté série.

e Vezmeme sekvencni feseni a kazdému povolenému prechodu pritadime jeden
stroj. Hned jak je stav ¢ dosazitelny, tak pokud je prechod z i do j povoleny,
tak ni + j-ty stroj rovnou prohlasi stav j za dosazitelny. Ano, dochazi ke
spousté plytvani vykonem a koliznich zapisu, ale nevadi nam to.

e Na zacatku upravime matici tak, aby pozice i,i obsahovala jednicku pro
kazdé i. Kazdy stroj se pak snazi ovérit, zda se da dostat ze stavu i do
stavu k pfes stav j pro néjaké i,5,k. V kazdém ,kole“ se tedy podiva na
pozici 4,5 a j,k v tabulce a pokud jsou oboji jednicky, zméni pozici i,k na
jednicku. Na zacatku prvniho kola pozice 7,57 v matici udavd, zda existuje
cesta z 7 do j na nejvyse jeden krok. Po prvnim kole matice ukazuje existenci
cest na nejvyse dva kroky, po druhém na ¢tyti kroky, pak na osm krokt a
tak déle. Po O(logn) krocich mame zaruc¢ené nalezené vSechny mozné cesty.
Tento postup je znam jako Floyd-Warshalltv algoritmusﬂ

9mttps://cs.wikipedia.org/wiki/Floyd%4C5%AFvE2%80%93WarshallC5%AFv_algoritmus


https://cs.wikipedia.org/wiki/Floyd%C5%AFv%E2%80%93Warshall%C5%AFv_algoritmus
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Problém 4

ZadAani:
Jak pomoci ALU a konstantné mnoha registri simulovat zdsobnik, pdsku, nebo
dokonce pole bitu?

Reseni:

Nejdrive si postavime zésobnik na bity. Ulozené bity budeme skladovat jako bity
v bindrnim zépisu ¢isla v registru (a mozné budeme chtit druhy registr pro sledo-
van{ poctu vlozenych bitir). VloZen{ bitu vyZaduje zdvojndsobeni obsahu registru
a pri¢teni nového bitu. Ze dvou zasobniki se da postavit paska a nasledujici stroj

vvvvvv

po nasi odpovédi.

vstup (pozice)
vstup (bit)
registr (,pole bitu“)
registr (aktudlni krok)
registr (mocnina dvojky)
ALU

vystup

a,_,x,0,X,0

1
M
o
e
IS
Iz

(spocitame pozici odpovidajici mocninu dvojky)

%, 1,X,m — x,2,m,x,m,/,
_,_»X,2,m,y — x,3,m,5,2,%, (vytdhneme pozadovanou pozici)
_,0,x,3,m,0 —+ x,0,X,0,0,+,0 (nasli jsme nulu a nic neménime)
_,0,x,3,m,1 — x,4,X,x,m,-,1 (nasli jsme jedni¢ku a nastavujeme nulu)
,1,x,3,m,0 — x,4,X,x,m,+,0 (nasli jsme nulu a nastavujeme jednicku)
_,1,x,3,m,1 — x,0,X,0,0,+,1 (nasli jsme jedni¢ku a nic neménime)
_s_s_s4,_,x =+ x,0,X,0,0,+, (ulozeni nového stavu pole)
Problém 5
Zadani:

Jak pomoci ALU a konstantné mmnoha registri setridit n b-bitovych cisel v case
O(n+0b)?

Reseni:

Tohle opét jedna z tézsich tloh. Nésledujici skripta obsahuji alespon zakladni
myslenky Feseni: http://mj.ucw.cz/vyuka/1920/ds2/02-integer . pdf| (strany
5a6)


http://mj.ucw.cz/vyuka/1920/ds2/02-integer.pdf
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Problém 6

ZadAani:
Proc jsou nedeterministické algoritmy zajimavé i z pohledu realisticky silngch vij-
pocetnich modelu?
Reseni:
Asi nejvétsi vyuziti ma onen nahled pomoci certifikatti — vzhledem k tomu, ze
najit certifikdt je (domnivdme se) mnohem té7s{ nez jeho ovéfeni, tak se souvisejici
myslenky Casto pouzivaji v kryptografii. Také se hodi umét poznat, Ze je problém
tézky, a tudiz vyzaduje jiny pristup.

Problém 7

Zadani:

Jak by se dalo vyuzit O(n-n!) procesori k teseni problémi 2 a 3 v case O(1)?
Reseni:

Hrubéa myslenka postupu:

Problém 2 (tfidéni): Kazdy tym mé svou konkrétni permutaci, o které si
mysli, ze vstup setiidi. Stroje v tymu jen ovéri, ze po zpermutovani by vstup byl
setfizen. (Kazdy stroj kontroluje dvé sousedni pozice vysledku.) Kazdy tym ma
vyhrazenou pozici, kam zapise jednicku libovolny stroj, ktery najde nesetiizenou
dvojici. Pokud v tymu zadny stroj jednic¢ku nezapise, dany tym muze provést svou
permutaci a setridit vstup.

Problém 3 (hledani nulujici posloupnosti): Kazdy tym mé svij tip na
moznou cestu k cfli. (Rozmyslete si, ze mdme dost tymu pro cesty vSech moznych
délek.) Pokud zédny stroj v tymu nenajde na tymové cesté neplatny krok, tak
dany tym muize vypsat, ze se mu podarilo najit cestu.

Problém 8

Zadani:
Kolik procesori potrebujete k secteni n b-bitovych cisel v case O(1)?

Reseni:

Piiblizné 27(+108n) . (b + logn). Celkovy soudet nebude delsi nez O(b + logn)
bitt. Kazdy tym si ,tipne“ vSechny mezisoucty, coz jsou O(b+ log n)-bitova cisla.
Tymy se rozdéli na podtymy, kde kazdy podtym ovéruje, ze dva po sobé jdouci
mezisoucty se lisi praveé o prislusny prvek vstupu. Kazdy stroj pak uz jen kontroluje
zménu jednoho konkrétniho bitu v mezisou¢tu - podiva se (a¢ neovéri), zda nizsi
bit pretekl a diky tomu muze ovérit chovani svého bitu. Pokud si v celém tymu
zadny stroj nevsimne nic¢eho podezrelého, tak jejich tip je spravné véetné tipnutého
vysledku.
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Téma 3 — Zpracovani obrazovych dat ze senzorti

V tomto zavéreéném dile uz nehledejte zadné dalsi zadani. Postupné si projdeme
ulohy ze ¢tvrtého a patého dilu a ukazeme si jejich feseni. Veskera vstupni data i
zdrojovy kdd si mizete stdhnout nahttps://mam.mff.cuni.cz/media/prilohy/
26-6-3-data.zip.

Vzorova feseni 4. dilu
Problém 1

Zadani:
Naprogramugte v libovolném programovacim jazyce (doporucuji Python) funkci,
kterd na vstupu vezme 2D pole s namérenymi daty a na vystupu vrdti vizualizacst
téchto dat v poldrnich souradnicich. Vstupni data najdete ve formdtu .npy pro
Python (knihovna numpy) nebo ve formdtu .csv pro ostatni programovact jazyky.
Odevzdejte zdrojovy kéd kompletniho programu (ne jen implementaci této funkce),
ktery precte vstupni data ze souboru a vizualizaci uloZi jako obrdzek nebo ji alesporn
zobrazi na obrazovce.
Reseni:
V prvni tloze bylo vasim tikolem zobrazit dvojrozmérny obrazek v polarnich sou-
fadnicich. V tomto feseni jsem opét pouzil knihovnu Matplotlib v jazyce Py-
thon.

Pokud neméte knihovny numpy a matplotlib nainstalované z minulych dild,
je tfeba to napravit pfikazem v termindlu (nebo v PowerShell konzoli na Windows
v administratorském rezimu):

pip install numpy matplotlib

Implementaci vizualizace v polarnich souradnicich ukazuje funkce ppiPlot ().

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
import math

def ppiPlot(
frame = None,
minDistance = 0, maxDistance = 256,
minAngle = 255, maxAngle = 285,
numAngleValues = 3, cmap = ’binary’

"""Yykreslent 2D np.matriz hodnot do grafu v polarnich
— souradnicich.


https://mam.mff.cuni.cz/media/prilohy/26-6-3-data.zip
https://mam.mff.cuni.cz/media/prilohy/26-6-3-data.zip
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frame: np.matriz (2D pole) hodnot typu float (vstupni
— obrazek).

minDistance: Minimalni vzdalenost od pocatku souradnic.

mazDistance: Mazimalni vzdalenost.

minAngle: Minimalnt zobrazeny uhel.

mazAngle: Maxzimalnt zobrazeny uhel.

numAngleValues: Pocet uhlu vypsanych na ose.

cmap: Barevna mapa, viz dokumentace matplotlib.

# Pokud mneni spectfikovan obrazek, vytvorime nejaky priklad
if frame is None:
distanceValues = 256
angleValues = 256
# Jinak precteme rozmery obrazku
else:
distanceValues = frame.shape[0]
angleValues = frame.shape[1]

35
36
37
38
39
40
41
42
43

# Nastavime vlastnosti polarniho grafu
ax = plt.subplot(11l, polar=True)
ax.set_thetamin(minAngle)
ax.set_thetamax(maxAngle)

# Hodnoty uhlu, ktere se vypisou na ose
plt.thetagrids(

np.linspace(minAngle, maxAngle, numAngleValues)

)

# Spocitame souradnice vsech pizelu
radiusSpace = np.linspace(minDistance, maxDistance,
— distanceValues)
azimuthSpace = np.linspace(
math.radians(minAngle),
math.radians(maxAngle),
angleValues
)

radius, theta = np.meshgrid(radiusSpace, azimuthSpace)
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55 # Pokud nment specifikovan obrazek, vytvorime nejaky priklad
56 if frame is None:

57 displayedValue = radius ** 2.0

58 # Jinak vytvorime pole zobrazovanych hodnot

59 else:

60 displayedValue = frame.T

61

62 # nakonec obrazek wvykreslime

63 plt.pcolormesh(theta, radius, displayedValue, cmap=cmap)

Funkénost vysSe popsané funkce si miZzeme ovérit tfeba na téchto prikladech:

1 ppiPlot ()
2 plt.show()

ppiPlot(
minAngle = 0, .
maxAngle = 270, ‘ o
numAngleValues = 4)
plt.show()

[ O

ppiPlot (
np.load(’3_2D.npy’) [:96,:],
0, 45, 255, 285, 3, ’binary’)
plt.show()

=W N =
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# pip install imageto
import imageio
riki = imageio.imread(’Riki.png’)
riki2D = np.sum(rikil[:,:,:2],

— axis=2)
5 ppiPlot(riki2D, 50, 100, 255,

— 285, 3, ’binary_r’)

6 plt.show()

O R

100
255°

135° 100

1 ppiPlot(
2 riki2D, 25, 100,
3 180-45, 360+45, 19,
4 ’binary_r’)
5 plt.show()
Problém 2
Zadani:

Libovolnym zpusobem vizualizujte 3D data jako 3D graf srozumitelny pro lidské

oko.

Reseni:

Ve druhé tloze jste naopak dostali za kol vizualizovat trojrozmérny snimek libo-

volnym zpusobem. Mohli jste se vydat cestou vlastni implementace nebo zkusit

najit jiz existujici nastroj. Zde opét vyuziji sily knihovny matplotlib. Na po-

drobnéjsi prozkoumani riiznych 3D vizualizaci pomoci knihovny matplotlib vas

odkazu na kapitolu 4.12 v této knize:
https://jakevdp.github.io/PythonDataScienceHandbook

Jedna z moznych implementaci 3D vizualizace jako funkce plot3D():

# Zde ziskame 3D projekci, ale import jinak zustava nepouzity

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D # noqa: F401 unused import

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np


https://jakevdp.github.io/PythonDataScienceHandbook
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def plot3D(image3D):
# Jednotliva pole s X, Y, Z souradnicemi a jejich hodnotami
xs, ys, zs, vs = [1, [0, [0, [I
for x in range(image3D.shape[0]):
for y in range(image3D.shape[1]):
for z in range(image3D.shape[2]):
xs.append (x)
ys.append(y)
zs.append(z)
vs.append (image3D[x,y,z])
# Prevedeme na pole knihovny numpy
xs = np.array(xs)
ys = np.array(ys)
zs = np.array(zs)

fig = plt.figure()
ax = fig.add_subplot(111, projection=’3d’)

# Volitelne popiseme jednotlive osy
ax.set_xlabel(’0sa_ X’)
ax.set_ylabel(’0Osa,Y’)
ax.set_zlabel(’0Osa Z’)

# Zobrazime jako scatter plot
ax.scatter(xs, ys, zs, c=vs, marker=’s’, cmap=’binary’)

# Nacteme data ze souboru,
# logaritmus kvuli lepsimu rozlozeni barev
image3D = np.loglO(np.load("3_3D.npy"))

# Nakonec funkct plot3D zavolame a vykreslime vizualizact
plot3D(image3D)
plt.show()

Vysledek muzete vidét na obrazku[Ial Problém je, Ze takto vidime jen obrysové
plochy zobrazovaného kvadru, ale hodnoty uvnitt nam ziistavaji utajeny. K hod-
notdm uvniti kvadru se dostaneme pomoci prithlednosti. Reknéme, ze nizkym
hodnotam pfifadime vysokou pruhlednost a vysokym hodnotdm naopak nizkou
prihlednost. Diky tomu se nam podari tato data vizualizovat pomoci trojrozmérné
mlhy s rtiznou hustotou v rtznych oblastech. (Pomoci pomyslné mlhy se mimo-
chodem zobrazuji napiiklad 3D snimky lidského téla porizené pomoci 1ékarskych
pristroju.)

Priihlednost do naseho grafu nyni vlozime pomoci barevné mapy, modifiku-
jeme pravé pridanim prihlednosti:
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(a) Piivodni 3D snimek (b) Po aplikaci linedrni prihlednosti

Obrazek 1

...

import numpy as np

import matplotlib.pylab as pl

from matplotlib.colors import ListedColormap

# Vybereme z podporovanych barevnych palet
cmap = pl.cm.binary

# Pouzijeme jejti barvy pro nasi novou paletu
my_cmap = cmap(np.arange (cmap.N))

# Pridame pruhlednost

my_cmap[:,-1] = np.linspace(0, 1, cmap.N)

# Vytvorime nast movou barevnou paletu
my_cmap = ListedColormap (my_cmap)

def plot3D(image3D):
...

ax.scatter(xs, ys, zs, c=vs, marker=’s’, cmap=my_cmap)

# Nacteme data ze souboru,

# logaritmus kvult lepsimu rozlozeni barev

image3D = np.loglO(np.load("3_3D.npy"))

# Nakonec funkci plot3D zavolame a vykreslime vizualizact
plot3D(image3D)

plt.show()

Vysledek muizete vidét na obrazku[Ib] Moc jsme si nepomohli, vyrenderovand
mlha je prili§ hustd a kvili tomu vidime skrz jen nékolik prvnich voxeli. Pro-
blém vyresime napriklad nelinearnim rozdélenim prihlednosti. Malou prihlednost
chceme prifadit jen opravdu vyznamnym voxelim, aby ndm nezakryly jiné vzda-
lengjsi vyznamnéjsi voxely. Linedrni rozdéleni prithlednosti & = v nyni zménime
na a = v'% kde v € (0,1):
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...

# Pridame pruhlednost

my_cmap[:,-1] = np.linspace(0, 1, cmap.N)**10
¢...)

Nyni uz v datech za¢indme vidét smysluplny objekt — vizte obrazek 2]

N

Obréazek 2: Po aplikaci nelinedrni prithlednosti z*°

Bonus:
Jako bonus jste se méli zamyslet nad tim, pro¢ jsou data v 3D prostoru rozlo-
zena zrovna timto zpusobem. Navic jste méli z predchozich ¢asti informaci, ze
tfeti rozmér odpovidd odrazené frekvenci. Tato odrazend frekvence koresponduje
diky Dopplerové efektu s radidlni rychlosti zobrazovaného predmétu vuci radaru.
Uprostied obrazku je zachycena cesta, kterd je z obou stran lemovana stromy. Ra-
dar se v danou chvili pohyboval konstantni rychlosti nad terénem, coz znamena,
ze predmeéty pred radarem se k nému priblizovaly a naopak predméty za radarem
se vzdalovaly. Kdyz se radar nachazel primo nad cestou a poridil tento snimek,
tak jeden strom byl akorat pred radarem a druhy strom uz za radarem. Proto
v namérenych datech vidime rtznou rychlost obou strom.

To neznamenad, ze se tyto stromy viuci sobé pohybovaly. Znamend to jen, ze
jeden strom se k radaru priblizoval a druhy vzdaloval.

Problém 3
Zadani:

Zkuste odfiltrovat sum z 3D snimku jesté pred tim, nezZ ho zacnete prevadét na 2D
obrdzek. Meéli byste tak dosdhnout lepsiho vysledku neZ v predchozim dile.
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Reseni:

Jesté lepsiho vysledku dosdhneme odfiltrovanim Sumu. Jako Sum prohlasime za-
nedbatelné nizké namérené hodnoty. Nasi vykreslovaci funkci upravime tak, aby
ignorovala vSechny voxely s hodnotou mensi nez jedna:

...
# Nyni opet stact limearnti rozdeleni pruhlednosti
my_cmap[:,-1] = np.linspace(0, 1, cmap.N)
...
def plot3D(image3D):
xs, ys, zs, vs = [1, [1, [, []
for x in range(image3D.shape[0]):
for y in range(image3D.shape[1]):
for z in range(image3D.shape[2]):
# Data filtrujeme timto IFem
if image3D[x,y,z] > 1.0:
xs.append (x)
ys.append (y)
zs.append(z)
vs.append(image3D[x,y,z])
...
...

Vysledek vypada zase o néco 1épe, jak ukazuje obrazek

60
70 0

Obréazek 3: Po aplikaci threshold filtru
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Mozné si pamatujete druhy dil tohoto tématka, kde bylo vasim tkolem od-
stranit Sum z dvojrozmérného obrazku. Odstranéni Sumu tehdy nebylo zas tak
snadné, pritom tady v origindlnich datech nam bohaté stacil obycejny threshold
filtr. Po odstranéni Sumu hned ve 3D snimku ziskdme 2D snimek, ktery vidite na
obrazku [4

40 0

45

50

55

60

65

70 &

75 255°
0 5 10 15 270°

285°

Filtrovany v kartézskych Filtrovany v polarnich sou- Originél v polarnich soufad-
souradnicich fadnicich nicich

Obrazek 4
Poznamka:

Vv

K renderovani trojrozmérnych dat muzete pouzit robustnéjsi nastroje, které jsou
pro tyto ucely primo stvorené. Zde vam ukazu priklad vyexportovani dat do pro-
gramu ParaView a nasledné vyrenderovani:

#pip3 install pyevtk

import numpy as np

import os

from pyevtk.hl import gridToVTK, VtkGroup

image3D = np.loglO(np.load("3_3D.npy"))

X = np.arange(image3D.shape[0]+1)

y = np.arange(image3D.shape[1]+1)

z = np.arange(image3D.shape[2]+1)

filepath = os.path.join(’.’, ’3_3D.vtr’)

gridToVTK(filepath, x, y, z, cellData={’data’:image3D.copy()})
# Vyrenderovat soubor ’3_3D.vtr’ v ParaView
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Vysledek vidime na obrazku

Obrazek 5: Vyrenderovany vysledek pomoci nastroje ParaView

Problém 4

Zadani:

Vratme se zpdtky k prunimu dilu, kde jsme nameérili jednorozmerny seznam hod-
not. Tento seznam reprezentoval intenzitu odraZeného signdlu s narustajici vzdd-
lenosti od senzoru. Pokud se napriklad 20m od senzoru nachdzi jedind prekdzka,
tak seznam namérengch hodnot bude obsahovat nizké hodnoty (Sum) pro vechny
vzddlenosti mensi nez 20 m. Naopak hodnoty reprezentujici vzddlenost 20 m bu-
dou virazné vyssi, nebot z této vzddlenosti dorazil signdl odraZeny od prekdzky.
Pro upresnént pripomenu obrdzkem[f] z proniho dilu.

Zdrojovd data k tomuto obrdzku jsou uloZena jako textovy soubor, ve kterém
je kazdd namerend hodnota na samostatném radku. Obsah souboru muzete primo
kopirovat do Fzcelu, Rka ¢i jiného ndstroje.

Vasim ikolem je pro dany vstup najit dvé cisla reprezentujict vzddlenost (sou-
Tadnice X). Pruni ¢islo reprezentuje vzddlenost nejblizsi a druhé cislo nejvzddle-
néjsi nameérené prekdzky. Napriklad pro obrdzek vyse je vzddlenost nejbliZsi pre-
kazky nékde v intervalu 20m — 25m a nejvzddlenéjsi neékde v intervalu 38 m —
42 m.

Reseni:

U tohoto problému stacilo vratit nejmensi a nejvetsi indexy, na kterych byla
hodnota vétsi nez zvolena konstanta. Jak rika zadani, je celkem jedno, jestli jste
k Teseni této tlohy pouzili Excel nebo skript v libovolném jazyce.

Volba této konstanty byva soucédsti kalibrace celého senzoru. Dynamicka ka-
librace v kazdém snimku neni dobry napad hlavné v pripadé, kdy senzor nevidi
zadné predméty. V tom pripadé se nema podle ¢eho nakalibrovat a muze snadno
zacit vnimat vyssi hodnoty Sumu jako realné predméty.
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Obrazek 6: Vyznam naméfenych dat

Kalibrace tohoto senzoru zavisi na zméndch atmosférickych podminek. Tato
problematika je ale vhodna spis na fyzikalni konferu na soustfedéni nez na tématko.
Takze tady se kalibraci nebudeme vice zabyvat.

Obrazek [7] ukazuje jedno z moznych FeSeni tohoto problému pomoci Excelu.
Sloupec B obsahuje jen vzestupné cislovani, tedy indexy indikujici vzddalenost.
Sloupec C obsahuje naméfend data a sloupec D vznikl pomoci této formule:
=IF(C1>$H$1, B1, 0)

Diky tomu sloupec D obsahuje vSechny indexy vzdéalenosti, na kterych byla de-
tekovana prekazka, neboli naméfena hodnota je vétsi nez zvoleny threshold. Nyni
z tohoto sloupce stac¢i vybrat minimum a maximum, pokud budeme ignorovat
nulové hodnoty.

Minimum: =MIN(IF(D15:D256<>0,D15:D256))

Maximum: =MAX(D15:D256)

Vzorova feseni 5. dilu

Doposud jsme meéli piilezitost pracovat s obrazovymi daty, ktera nebyla pofizena
piimo fotoaparatem. Zjistili jsme, Ze tfeti (¢tvrtd, ...) dimenze nemusi reprezen-
tovat jen cas, ale tfeba barvu, frekvenci, rychlost, teplotu nebo jakoukoliv jinou
veli¢inu. Vyzkouseli jsme si vizualizaci vicerozmérnych obrazku a jejich analyzu
(hlavné za tcelem odstrariovani Sumu). Nyni se vratime zpét ke klasickym 2D
obrazkim z fotoaparatu a zkusime na nich vyuzit dovednosti ziskané z minulych
dila tohoto tématka.
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46| 39,0377971 0
47| 31,87381376 0
48| 33,02532891 0
49| 43,4390459 0
50| 53,26685745 0 Threshold 100
51| 82,19119722 0 Minimum 52
52| 105,3705606 52 Maximum 66
53| 164,8365802 53
54| 205,3800453 54
55| 187,3589776 55

Obrazek 7: Tabulka z Excelu s feSenim problému 4

Problém 1

ZadAani:

Viytvorte program (nebo najdéte existujici nastroj), ktery dostane zadany vstupni
obrdzek v podobe vybarvenych détskych omalovdnek. Vds program tento obrdzek
rozdeli na regiony podle barvy. Pro kaZdy nalezeny region spocitd jeho velikost
a obvod v pizelech. Region je v tomto pripadé ohranicend oblast vybarvend stejnou
barvou. Testovaci obrdzek omalovinek Rikiho najdete na konci v datech k tomuto
dilu pod ndzvem ,Rikil.png“ (zde obrdzek @
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Obrazek 8: Vstupni obrazek, ve kterém jste méli najit vSechny spojité regiony stejné
barvy
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Reseni:
Cilem tohoto problému bylo seznamit vas se strojovym vybarvovanim obrazki.
Regiony, které mame vybarvit jednou barvou, mizeme najit pomoci prohledavani
do sitky. Prohleddvani do sitky pracuje s frontou, do které si ukladame vsSechny
noveé objevené pixely. Jako prvni krok si vybereme pixel, od kterého chceme zaéit
prohledavat. Tento pixel je automaticky soucasti hledané plochy. Pokud chceme
najit oblast se stejnou barvou, ulozime si do fronty vSechny sousedy tohoto prvniho
pixelu, které maji stejnou barvu. Potom vybereme dalsi pixel z fronty a opét
provedeme totéz. Musime si ale pamatovat vSechny uz navstivené pixely, protoze
jinak se zacyklime. Az se naSe fronta vyprazdni, tak jsme s hleddnim hotovi.
Neexistuje uz totiz zadny nenavstiveny pixel, ktery by mél stejné vybarveného
souseda.

Timto zptisobem miizeme postupné prohledat cely obrazek a rozdélit ho tak
na regiony stejnych barev.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

from queue import *

import imageio

# Funkce vrati vsechny sousedy daneho pizelu
def neighbors(x, y, maxX, maxY):
output = []
if x > 0O:
output.append((x-1,y))
if y > 0:
output.append ((x,y-1))
if x < maxX-1:
output.append ((x+1,y))
if y < maxY-1:
output.append((x,y+1))
# Volitelne pridame i Tohove sousedy
if x > 0 and y > O:
output.append((x-1,y-1))
if x > 0 and y < maxY-1:
output.append((x-1,y+1))
if x < maxX-1 and y > O:
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output.append((x+1,y-1))
if x < maxX-1 and y < maxY-1:

output.append ((x+1,y+1))
return output

# Vrati seznam vsech sousedicich bodu stejne barvy
def findArea(startX, startY, img, mask, arealndex=1):
area = []
q = Queue(Q)
q.put((startX,startY))
while not q.empty():
X,y = q.get(Q
area.append ((x,y))
for i,j in neighbors(x,y,img.shape[0],img.shape[1]):
if mask[i,j] == 0 and (imglx,y] == imgl[i,j]).all():
q.put((i,j))
mask[i,j] = arealndex
return area

# Najde v dane plose vsechny okrajove pizely
def countEdgePixels(mask, area):
edgePixels = 0
for (x,y) in area:
isEdge = True
nei = neighbors(x,y,mask.shape[0] ,mask.shape[1])
if len(nei) != 8:
isEdge = False
else:
for (i,j) in nei:
if mask[i,j] !'= mask[x,y]:
isEdge = False
if isEdge:
edgePixels += 1
return edgePixels

# Naceteme obrazek ze souboru
image = imageio.imread(’Rikil.png’)

# Zajimajti nas pouze kanaly RGB, kanal alpha vynechame
image = imagel[:,:,:3]

# Maska, kde st ulozime navstivene body
mask = np.zeros(image.shape[:2])
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print("Pocitam...")
counter = 0
regions = []

for x in range(mask.shape[0]):
for y in range(mask.shape[1]):
if mask[x,y] == 0:
counter += 1
area = findArea(x,y,image,mask,counter)
regions.append(
(len(area), countEdgePixels(mask, area))
)
regions.sort(reverse = True)
print(regions)
print(len(regions))

# Zobrazime vysledek, kde kazdy region ma vlasini unikatni cislo
plt.imshow(mask, cmap=’nipy_spectral_r’)
plt.show()

Diky tomuto algoritmu mizeme zadany obrézek Rikiho rozdélit na 73 regioni,
které muzete vidét zde sefazené podle velikosti od nejvétsiho po nejmensi. Prvni
¢islo uddva velikost regionu v pixelech a druhé ¢islo jeho obvod v pixelech (bez
okraje celého obrazku). Mimochodem, v8imli jste si i dvou schovanych regionii
velikosti 1 pixel na souradnicich (694,400) a (1537,1087)?

[(2572994, 2540939), (385264, 378934), (166784, 115032),
(127740, 124185), (119994, 115042), (10381, 9515),

(9827, 8942), (7208, 6301), (3017, 2184), (2638, 1923),
(2420, 2133), (2003, 1650), (1909, 1669), (1897, 1658),
(1682, 1401), (1655, 1415), (1619, 1313), (1533, 1296),
(1513, 1234), (1510, 1253), (1462, 1255), (1409, 1212),
(1368, 1183), (1328, 1067), (1278, 1080), (1271, 1076),
(1137, 970), (1114, 937), (1104, 943), (1098, 870),

(1096, 923), (1094, 921), (1093, 908), (1082, 919),

(1080, 857), (1035, 814), (1026, 862), (985, 817),

(975, 806), (960, 770), (941, 761), (936, 785), (935, 780),
(932, 771), (911, 754), (897, 688), (868, 658), (862, 714),
(849, 691), (782, 642), (777, 619), (777, 606), (774, 628),
(769, 628), (745, 556), (739, 592), (738, 599), (727, 537),
(726, 575), (726, 505), (671, 490), (624, 492), (617, 492),
(616, 436), (610, 465), (607, 436), (593, 448), (567, 439),
(525, 406), (486, 341), (359, 251), (1, 0), (1, 0)]

Jako bonus pfiddvAm upraveny obrazek [9] kde kazdy region mé pfifazenou
trosku jinou barvu.
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Obrézek 9: Stejny obrazek, ve kterém je kazdy nalezeny region vybarveny ndhodnou
unikatni barvou

Poznamka:

Mozné jste byli pfi praci s Pythonem lehce znepokojeni pomalejsim vypoctem
nez u stejného algoritmu, ktery je zapsany v jazyce C/C++. Kbd v jazyce Py-
thon je mozné optimalizovat tak, aby bézel srovnatelné rychle, ale bez predchozi
kompilace kédu piimo pro dany procesor je prakticky nemozné dosdhnout stej-
ného vykonu. Tomuto problému se v tématku vénovat nebudeme. Zdrojovy kod
v téchto ukazkach je optimalizovan pro prehlednost, nikoliv pro vykon.

Problém 2

Zadani:

Upravte predchozi program tak, aby dokdzal pracovat se stejnym obrdizkem, ktery
ale prosel JPG kompresi. Testovaci obrdzek najdete v datech k tomuto dilu pod
ndzvem ,,Riki2.jpg“.

Reseni:

Pokud stejny algoritmus aplikujeme na tento zdanlivé stejny obrazek, tak zjis-
time, Ze pocet nalezenych regiont je vyrazné vyssi. Format JPG bohuzel pouziva
ztratovou kompresi, coz v praxi znamend, ze béhem ukldddni muze na obrazku
nékteré pixely drobné pozménit. Drobné pozménit znamend, Ze zména by neméla
byt viditelnd lidskym okem. Z praxe uz pravdépodobné vite, ze tyto artefakty
v JPG obrézcich obcas viditelné jsou.
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Stejny algoritmus najde v obrazku Riki2.jpg (obrazek celkem 228639
regiont, z nichZ (jen) 43818 m4 velikost vétsi nez 1 pixel.
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Obrazek 10: Takto se prvni algoritmus rozbije na obrazku, ktery prosel JPG kompresi

Zkusme nyni zménit predchozi algoritmus tak, aby toleroval podobné barvy
az do urcité, predem dané hranice. Reknéme, ze u kazdé barevné slozky budeme
tolerovat 1/6 spektra, toleranci tedy nastavime na 256 - 3/6 = 128.

...
# Vrati seznam vsech sousedicich bodu stejne barvy
def findArea(startX, startY, img, mask, arealndex=1):
area = []
q = Queue(Q)
q.put((startX,startY))
sumColor = [0,0,0]
while not q.empty():
X,y = q.get(Q
area.append ((x,y))
sumColor += imglx,y,:]
for i,j in neighbors(x,y,img.shape[0],img.shape[1]):
# sumColor/len(area) dava prumernou barvu
# v hledanem regionu
if mask[i,j] == 0 and sum(abs(sumColor/len(area) -
— imgli,jl)) < 128:
q.put((i,3))
mask[i,j] = arealIndex
return area
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...

# Naceteme obrazek ze souboru

image = imageio.imread(’datab5/Riki2. jpg’)

...

# Zobrazime vysledek, kde kazdy region ma vlasini unikatini cislo
plt.imshow(mask, cmap=’nipy_spectral_r’)

plt.show()

Vsimnéte si, ze algoritmus porovnava aktudlni pixel s primérnou barvou v ce-
lém regionu. Kdyby porovnédval s ndhodnym pixelem uvniti regionu jako v minu-
lém prikladu, mohlo by se stét, Ze zrovna tento zvoleny pixel bude nabyvat néjaké
sporné hodnoty na hranici mezi dvéma regiony.

Nyni uz upraveny algoritmus nasel jen 73 regiont, coz je stejné jako v pred-
chozim prikladu. Dokonce i velikosti a tvary regioni jsou uplné stejné.

Problém 3

Zadani:

Upravte predchozi program tak, aby dokdzal podle barvy rozpoznat hnédé pole bez
Urody a zelené pole s rostlinami. Vds program opét spocita celkovou plochu, kterou
zabiraji zelend pole s rostlinami respektive hnedd pole s holou hlinou. Obvod pocitat
nebudeme hlavné z toho duvodu, Ze hranice maji fraktdlovité vlastnosti, které ndm
vypocet obvodu vyrazne zkomplikuji. Testovaci obrdazek najdete v datech k tomuto
dilu pod ndzvem ,pole.jpg“ (zde obrdzek .

Obrézek 11: Letecky snimek zeleného a hnédého pole, které mé vas algoritmus rozlisit

Reseni:

V predchozim obrazku jsme nemuseli fesit problémy spojené s riznym osvétlenim
povrchu. Nyni bychom chtéli vSechny odstiny zelené vnimat jako jednu a vSechny
odstiny hnédé jako druhou barvu.
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Obrazek 13: Barevny rezim HSV

K tomu se nam bude hodit pfevod obrazku z barevného rezimu RGB do HSV.
Rezim RGB reprezentuje barvy pomoci kombinace zakladnich barev ¢ervené, ze-
lené a modré. Rezim HSV reprezentuje barvu pomoci odstinu (Hue) podobné jako
v duze, sytosti (Saturation) od Sedé do plné syté barvy a jasu (Value) od Cerné az
po plné rozsvicené barvy. Jednotlivé kanaly v obou rezimech zobrazuji obrazky
a

Konkrétné u tohoto obréazku neni rozdil mezi jednotlivymi barevnymi kanaly
az tak zasadni a hledani zelenych a hnédych regioni by nam pravdépodobné
fungovalo u kazdého z téchto obrazki. My si pro dalsi zpracovani vybereme kandl
H z rezimu HSV.

import matplotlib.pyplot as plt
import matplotlib.colors

import numpy as np

import imageio

import colorsys

image = imageio.imread(’pole.jpg’)
image = matplotlib.colors.rgb_to_hsv(image)
image = imagel[:,:,0] # pouze kanal H

# Threshold zvolen v procentech tak,

# aby wvohovoval zadani zelena vs. hneda barva
image[image < 0.25] = 0

image[image != 0] = 1
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plt.imshow(image, cmap=’binary_r’)
plt.show()

Vysledek je znézornén na obrazku

Obrazek 14: Rozliseni barev poli pomoci barevného rezimu HSV a threshold filtru

Timto zptusobem jsme zjistili, ze zelena plocha zabird 832225 pixeld a hnéda
779334 pixelti. Mozna namitnete, ze plochy zanedbatelné velikosti nechceme po-
¢itat, nebot jsou to ¢asto jen drobné mezery ve vegetaci, cesty nebo vétve dfevin.
Podivame se jesté na jednu tpravu, kterd zohlednuje i nejblizsi okoli pravé pro-
hlizeného pixelu.

Reknéme, Ze kdy# bude priimérna barva v okoli daného pixelu podobna (bude
se lisit maximalné o pfedem danou konstantu), uzndme tento pixel jako soucdst
aktudlniho regionu. Volba velikosti tohoto okoli ndm zptsobi moznost zvolit si
uroven detaild, kterd nas zajimé. V této ukdzce budeme pouzivat okoli velikosti
16 pixeli. To znamend, Ze zarostlé (zelené) oblasti mensi nez 16 x 16 pixeltt budeme
zanedbévat.

...

radius = 16

outImg = np.zeros((image.shape[0]-radius, image.shape[1]-radius))
for x in range(image.shape[0]-radius):

for y in range(image.shape[1]-radius):

temp = image[x:x+radius, y:y+radius].reshape(1,-1)[0]
outImg[x,y] = sum(temp)/len(temp)

plt.imshow(outImg, cmap=’binary_r’)
plt.show()



© 00 N O Ut W N

-~

y

(a) Pred aplikovdnim thresholdu (b) Po aplikovéni thresholdu

Obrazek 15: Threshold filtr aplikovany na primérnou barvu v okoli daného pixelu

Obrazek na nas pusobi trosku rozmazané. Kdyz bereme v tivahu priameér-
nou barvu z okoli 16 pixeld, tak tato operace je opravdu ekvivalentni operaci
rozmazani. Obecné se linedrnim operacim nad okolim daného pixelu fika konvo-
luce.

O néco lepsi je vzit misto pramérné hodnoty median. Medidn je statistickd
veli¢ina, kterd neni tolik nachylna na zmény jako jiz zminény aritmeticky priameér.
Na druhou stranu pocitani medianu je pro procesor vypocetné narocnéjsi. Vymeéna
pruméru za medidan ve zdrojovém kédu vypada takto:

...

radius 16

outImg = np.zeros((image.shape[0]-radius, image.shape[1]-radius))

for x in range(image.shape[0]-radius):

for y in range(image.shape[1]-radius):

temp = image[x:x+radius, y:y+radius].reshape(1,-1) [0]
temp.sort()
outImg[x,y] = temp[len(temp)//2]

(a) Pred aplikovdnim thresholdu (b) Po aplikovéni thresholdu

Obrazek 16: Threshold filtr aplikovany na median barev v okoli daného pixelu

Kdyz se na[l6] podivime z dalky, moznd budeme mit pocit, Ze se jednd o stejné
snimky jako v pripadé priméru. Pii pohledu zblizka ale zjistime, Ze obrazek uz
se nejevi tak rozmazané a jednotlivé regiony nejsou tolik zatizené Sumem.
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Problém 4

Zadani:

Napiste program, ktery na vyse uvedeném obrdzku co nejpresnéji rozlisi les od
louky. Zamyslete se nad tim, jaké vlastnosti muzeme u tohoto obrdizku vyuZit.
Vids program opét vypocita celkovou plochu v pixelech, kterou zabird les respektive
louka. Obvod opét ze stejnych duvodi pocitat nebudeme. Testovaci obrdzek najdete
v datech k tomuto dilu pod ndzvem 'lesLouka.jpg"(obrdzek .

Obrazek 17: Obrazek ze zadani, u kterého ma vas program rozlisit les od louky

Reseni:
Zde se dostavame k vrcholu a podle mého nézoru k nejslozitéjsimu prikladu celého
tématka. Snazime se rozlisit regiony velmi podobné nebo dokonce stejné barvy.
Presto se tyto regiony néjak 1isi, nebot lidské oko je hravé rozpozna.

Jednotlivé regiony se mohou lisit i jinak nez barvou. Podivejme se tfeba na
obrazek

Taky v obrazku vidite sachovnici? Zkuste se na tento obrazek podivat z vétsi
dalky a Sachovnice se pravdépodobné proméni v Sedou plochu. |T_U| U vétsiny ob-
razki hodné zalezi na tom, jakou miru detaild mame k dispozici, tedy z jaké
dalky se na dany obrazek divame. To ndm napovida, ze pro hlubsi analyzu néja-
kého bodu budeme muset brat v ivahu i jeho okoli.

Kdyz znédme okoli daného bodu, tak kromé pramérné nebo medidnové barvy
muzeme sledovat i celou skalu dalsich statistickych veli¢in. Napriklad v pripadé

10P#i prohlizen{ tohoto obrazku v elektronické podobé se mize stat, e se v ném objevi arte-
fakty zptsobené riznym rozliSenim obrazku a vaseho monitoru. Tyto artefakty bohuzel pokazi

zde rozebirany efekt. Pokud artefakty vidite, zkuste si dokument zobrazit v méritku 1:1. Nékteré,
prevazné mobilni operacni systémy, tuto volbu nemusi podporovat.
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Obréazek 18: Sachovnice

rozlisovan{ mezi lesem a loukou se ndm bude hodit veli¢ina zvand rozptyl (vari-
ance). Bude nds zajimat, jak moc se jednotlivé barvy v okoli vybraného pixelu
lisi. P1i pohledu na obrazek mizeme pozorovat, ze na louce vidime vyrazné mensi
zmény v barvé nejblizsitho okoli nez v lese.

Ptesné tohoto jevu vyuzijeme pii rozliSovani mezi zelenou loukou a zelenym
lesem. Abych ukézal, Ze se zde nemusime omezovat jen na bézné dobie zndmé
statistické veli¢iny, budu zde pouzivat vlastni statistickou veli¢inu podobnou roz-
ptylu. S klasickym rozptylem vam nize ukazany algoritmus bude fungovat taky.

Vezmeme vSechny pixely v okoli vybraného pixelu a zjistime jejich nejnizsi
a nejvyssi hodnotu. Takova analyza bude bohuzel velmi nachylna na extrémy
a na pixely s chybnou hodnotou (Sum). Proto si v8echny hodnoty z okol{ vybra-
ného pixelu sefadime podle velikosti (u vicebarevnych systémi musime defino-
vat vlastni porovnavaci funkci). Nésledné nds bude zajimat rozdil mezi hodnotou
v prvni a v posledni osminé. Takto ,ufizneme* extrémni hodnoty na obou stra-
nach a predpokladdme, ze Sumem zatizenych pixeli bude méné nez 1/8. Pomoci
tohoto rozdilu nakonec rozhodneme, jestli je dany region spiSe les nebo louka

Moznéa vas napadne, ze pokud tuto technologii zdokonalime a budeme sledo-
vat vyrazné vice statistickych veli¢in, tak se ndm podari také vyrazné presnéji
rozliSovat v obrazcich regiony s ruznymi vlastnostmi. V tomto bodé zacind cela
véda o zpracovani obrazu a pocitacovém vidéni.

Algoritmus pro rozpoznani zeleného lesa od zelené louky v ortofoto snimku:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import imageio

# Zvolena velikost okoli bodu
neighbourhood = 32
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# Spocitame statistickou velicinu pro vsechny pizely
def regions(sizeX, sizeY, image):
imageSizeX, imageSizeY = image.shape

output = []
for x in range(imageSizeX-sizeX):
line = []

for y in range(imageSizeY-sizeY):
# Indexy okraju aktualniho okol<
left, top, right, bottom = x, y, x+sizeX, y+sizeY
# Serazene pole hodnot pizelu v okoli
values = np.sort(
image [x:x+sizeX, y:y+sizeY].reshape(1l, -1)[0]
)
# Vypocet statisticke wveliciny pro dany pizel
diff = abs(values[len(values)-len(values)//8] \
- values[len(values)//8])
# Ulozent vysledku do moveho obrazku
line.append(diff)
output.append(line)
# Vratime vysledky jako 2D pole (novy obrazek)
return output

# Nacteme obrazek ze souboru a pro jednoduchost

# secteme jednotlive RGB barvy do jedne slozky.

# Tim obrazek prevedeme na stupne sedi.

image = np.sum(imageio.imread(’lesLouka.jpg’), axis=2)

# Vyhledame regiony pomoci zmineneho algoritmu
computedRegions = np.array(
regions (neighbourhood, neighbourhood, image)

)

# Vsechny pizely s hodnotou <50 oznacime jako louku
computedRegions [computedRegions < 50] = 0

# Ostatni jako les

computedRegions [computedRegions > 0] = 1

# Zobrazime vysledek
plt.imshow(computedRegions, cmap=’binary’)
plt.show()
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# Spocitame plochu lesa a louky
cO0, c1 =0, 0
for i in range(computedRegions.shape[0]):
for j in range(computedRegions.shape[1]):
if computedRegions[i,j] ==

cO += 1
else:
cl += 1

print("Louka:,", cO0)
print("Les: ", cl)

Vysledek pro velikost okoli pixelu = 32 vidime na obrazku Pro zajimavost
pridavam i vysledek pro jiné velikosti okoli pixelu, je zndzornén obrazkem [I9]

(a) Okolf = 03 (b) Okoli = 16 (c) Okoli = 50 (d) Okoli = 75

Obrazek 19: Vysledek algoritmu pro riznou volbu velikosti okoli

,‘-_.
w’ ’S:
¢
A
s WY )
- =N -

(a) Hodnota statistické (b) Threshold
veli¢iny

Obrazek 20
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Timto jsme dorazili na Uplny konec tématka o zpracovani obrazovych dat
ze senzorti. Pokud jste se diky tomuto témétku dozvédéli néco nového ze svéta
strojového vniméani, tak toto tématko splnilo sviij tucel. Dékuji vam a méjte se
krasné!

B
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Téma 4 — Vybrané kapitoly z elektromagnetismu
Redeni 4. série
Problém 1

Zadani:

Mdme vodic¢ zanedbatelné tloustky a z néj zformujeme kruhovou civku se 150 zdvity
o polomeéru 2 cm. Na konce dratu prilozime voltmetr a civku vloZime do vnéjsiho
magnetického pole. Velikost vektoru magnetické indukce zvysujeme s casem podle
rovnice B(t) = 12t — 0,003 (jednotka mT). Smér vektori magnetické indukce je
konstantni — svisle dolu. Rovina plochy smycky je natocend oproti vodorovnému
smeéru o 30°. Vypoctéte, jaké napeti bychom nameérili na koncich drdtu v tomto
stavu.

Reseni:

Pottrebujeme vypocitat napéti generované v proménném poli na civce s N zavity,

pouzijeme tedy vztah
do
€= ——
K3 dt )
kde

d = 7{ N B cos adS.
s

Magnetickd indukce je vuéi plose smycky neménnd (méni se s ¢asem, ne v za-
vislosti na plose zavitu), tudiz ji lze vytknout pied integrél. Nezédvislost na plose
se vztahuje i na thel natoceni smycky viuci magnetickym indukénim ¢ardm, takze
ten lze také vytknout. Integrujeme ptes celou plochu, vypocet integralu vypadé
takto:

@chosa% dS = NBS cos .
s

—

PN
R

Obrazek 21: Néakres smycky podle situace popsané v Problému 1.

Tyto ivahy ndm integraci velmi zjednodusily a vztah pro magneticky indukéni
tok jde prepsat na
¢ = NBScosa.
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Spojeni vzorcu ndm d& vztah

d(NBS cos a)
g =—"7T—"
dt

Vzhledem k tomu, ze pocet zaviti N, plocha zavitu smycky S a tihel natoceni «
jsou v Case neménné, muzeme je vytknout a derivovat jen magnetickou indukci
podle predpisu ze zadani. Postup vypada takto:

d(NBS cos a)

e T —NSCOSO(E

Po zderivovani predpisu pro B (linedrni funkce ¢asu), prevedeni na zdkladni

jednotky, dosazeni hodnot ze zaddni a vypoéteni plochy zavitu smycky S = 7r?2,

kde r = 2cm, se dostaneme ke vztahu
g = —150-0,012 - 7-0,02% - cos 30° = —1,959 mV.
Na koncich civky bychom namérili 1,959 mV.

Problém 2

Zadani:
Napiste, jak byste vypocetli indukované napéti a jaky smér bude mit vysledny proud
v situaci na obrdzku[22

Obrazek 22: Modelova situace pro indukei napéti v homogennim vnéjsim magnetickém
poli. Pohyb vodi¢em o délce L bude ménit velikost plochy smycky. Plocha smycky je
kolméa na vektory magnetické indukce vnéjstho magnetického pole.

Reseni:
Podle obrazku 22] ze zadan{ je ndm jasné, ze plocha smycky bude v ¢ase narts-
tat. Maly priristek plochy za ¢as dt je roven dS = Lvdt. Abychom se vyhnuli
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integraci vztahu pro magneticky indukéni tok, tak si pomtzeme matematickou
upravou: celkovy magneticky indukéni tok je soucet jeho nekonecné malych pii-
rustkid, které znacime d@. Tento symbol se vyskytuje i ve vzorci pro vypocet
napéti indukovaného vnéjsim magnetickym polem. Navic namisto celkového mag-
netického toku nyni pracujeme jen s jeho nekone¢né malou ¢asti, takZe si muzeme
dovolit vynechat znaménko integralu a pouzit jen vztahy s diferencidly pro malé
prirastky. Jinymi slovy: z celkového magnetického indukéniho toku jsme udélali
jen jeho nekoneéné malou ¢ést, takze jsme si mohli dovolit vynechat integrdl na
pravé strané vztahu, ktery jsme doted pouzivali ve tvaru @ = 555 N B cosadsS.

Této shody vyuzijeme a vzorec pro vypocet €; upravime dosazenim vztahu
d® = BdS = BvLdt. Kosinus thlu jsme mohli vynechat, protoze vektory plochy
a vnéjsi magnetické indukce jsou rovnobézné.

Nyni jen dosadime:

d¢  BuLdt

B

& =

Nyni uréime smér protékajictho indukovaného proudu podle pravidla pravé
ruky a znalosti, Ze vektory indukované magnetické indukce B’ musi mit opacny
smeér nez vektory vneéjsi magnetické indukce B.

K obrazku prilozime pravou ruku tak, ze palec ukazuje proti sméru vektoru
B a stocené prsty nam ukazuji smeér toku proudu I smyckou, viz obrazek

Obrazek 23: Smycka s vyznacenym protékajicim proudem I.
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Problém 3

Zadani:

Na vas je zamyslet se, jaky bude casovy prubéh tohoto napéti pri konstantni ve-
likosti velicin B a w. Plocha smycky md povrch S. Vyneste své zavéry do grafu
zavislosti generovaného mapéti na case. Porovnejte s prubéhem velikosti slozky
magnetické indukce, kterd se poddli na indukci napéti. (Napovéda: Rozmyslete si,
kam budou smérovat vektory normdaly plochy a vektor magnetické indukce B.)

Reseni:

Pro rotujici smycku plati, Ze slozka vektoru plochy smycky kolmé na magnetické
pole bude proménné v ¢ase. Tato proménnost bude charakterizovana zménou ko-
sinu thlu «, se kterou souvisi tthlova rychlost w.

\
x e

) o ) _._  (b) zobrazuje obecnou polohu smy¢ky béhem ro-
(a) zobrazuje ndmi zvoleny pocitecn ¢,qq
stav

(c) jeden z extrémnich piipadd rovno-
béznosti vektora

Obrazek 24: Vybrané momenty pii rotaci smycky v magnetickém poli.

Popis problému charakterizuje obrézek 24} Jako po¢éteéni stav v nulovém ¢ase
si zvolime ten, kdy je vektor plochy smycky kolmy na vektor magnetické indukce,
tedy o = 90°. Rotace smycky bude v zdporném sméru, tedy po sméru hodinovych
rucicek.
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Nyni si sestavime obecny vztah pro vypocet indukovaného napéti. V problému
1 jsme si jiz ukdzali, ze plati

d(NBS cos a)
€ = ” .

Pro smycku plati N = 1 a dal tuto proménnou nebudeme psat. Jedina pro-
ménnd na case je zde tthel mezi vektorem plochy smycky a vektorem B. Tento
uhel muzeme charakterizovat jako a = wt + ¢ (v radidnech), kde ¢ = 7/2 rad je
natoceni vektorti v ¢ase ¢ = 0 s. Pfi rostoucim case nartista thel «. Prepisme si
vztah pro napéti a zderivujme:

_ d(BScos(wt + ¢))
dt

g =

g; = wBSsin(wt + ¢)

Co se tykd velikosti i¢inné slozky vektoru B, tak nas zajima ta slozka, ktera je
ve sméru vektoru plochy magnetické indukee, tedy slozka B cos(wt + ¢). Vyneseni
zavislosti do grafu vidime na obrazku Argument goniometrickych funkei sinus
a kosinus obsahuje proménnou w, ktera zkracuje nebo prodluzuje vzdjemny fazovy
posun sinusoidy a kosinusoidy, stejné tak jako jejich vzajemnou hodnotu maxim.

Obecné lze fict, Ze vzdjemny posun maxim hodnot B a €; je roven o-.

Bi
3]

B (T), & (V)

1 1 1
-/2W 0 /2w /W 1.5mw
t(s)

Obrazek 25: Zobrazen{ zavislosti B a ¢; (0sa y) na Case (osa x).

Pdja, Fanda; |fandazajic@gmail.com
e-mailovd konference: elmag@mam.mff.cuni.cz
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Vysledkova listina 4. Cisla

Témata
Por. | Jméno R. 271 t2 t3 t4 turnaj Zo 21
1. | Doc.™ K. Vokalovs 4 |155,6 11,0 16,0 |27,0]143,2
2. | Doc.™ J. Kalvoda 3 1134,4]28,0 6,6 34,6 134,4
3. | Dr.™ v, Janscek 3| 96,9(15,0 6,6 |21,6] 96,9
4. | Dr.MM M. Fof 2| 58,7 4,2 42| 587
5. | Mgr.™ V. Starosta 2 | 46,0 5,9 59| 46,0
6. | Mgr.™ O. Piroutek 2 | 45,4 0| 454
7. | Mgr.MM K. Pernicové 3| 41,8 2,6 26| 41,8
8. | Mgr.M J. Knillov4 1| 35923 2,3 35,9
9. | Mgr.™ D. Perout 3| 32,0 0] 32,0
10. | Mgr.™ L. Vegkrna 2| 31,8 9,0 9,8 |18,8| 31,8
11. | Mgr.™ A. Cmielovs 1| 256 0| 256
12. | Doc.™ J. Havelka 4 |129,4 0| 25,0
13. | Dr.™ K. Hlougkovd 4| 525 0] 22,0
14. | Mgr.™ A. Opl 2| 20,5 0] 205
15.-16. | Dr.™M O. Chlubna 3| 54,7 0| 19,9
Mgr."™™ J. Piroutek 4| 33,1 0] 19,9
17.| Dr.MM M. Kalouskové 4| 69,8 0| 19,5
18. | Mgr.™ T. Flidr 2 | 43,9 0] 17,9
19. | Mgr.™ L. Kunéarové 4| 20,6 0] 17,0
20. | Dr.M M. Holubicka 4| 54,41 1,0 9,0 10,0| 16,6
21. | Be."™ K. Grinerové 3| 16,5 0| 16,5
22. | Mgr."™™ E. Vitkova 4 | 476 0| 16,3
23.| Be.M J. Kaifer 4| 19,8 0] 16,0
24. | Mgr.™ O. Gonzor 3| 45,41 27 2,7 15,5
25. | Be.M P. Hladik 2| 13,0 0| 13,0
26. | Be."M J. Jedlicka 2| 12,7 0| 12,7
27.| Be.M J. Kvapil 2| 15,7 0] 12,0
28. | Mgr.™M B. Kopéak 4| 286 0] 11,1
29. | Dr.MM M. Souza de Joode | 3 | 51,3 0] 11,0
30. | A. Zackova 3 9,5 0| 95
31. | Be.™ L. Vomelové 4| 15,3 0| 82
32. | Be."™M V. 74k 4| 11,6 0| 80
33. | Mgr.™ M. Bocek 1| 29,2 o] 7.8
34. | J. Bldhova 3| 65 0| 65
35.| Bc.™" E. Neumannové 3| 15,3 0| 5,2
36. | M. Bu¢kova 31 99 0| 50
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Témata
Por. | Jméno R. 271 t2 t3 t4 turnaj Zo 21
37. | Bc."™™ F. Bujnovsky 2| 12,2 0| 34
38.| V. Juzkova 31 85/ 3,0 3,0/ 3,0
39. | M. Turinska 3 3,0 0 2,0
40. | Be.™™ M. Vicha 1] 124 0| 14

Sloupecek 2_1 je soucet vSech bodu ziskanych v nasem seminéfi, Zo je soucet bodu

v aktudlni sérii a Zl soucet vSech bodi v tomto ro¢niku. Tituly uvedené v predchozim
textu slouzi pouze pro ucely M&M.

Vysledkova listina 25. rocniku

Cislo
Po¥. | Jméno R.|> .| 2 4 5 6| >,
1.| Doc.M K. Vokélovd 4. 1155,6 21,2 36,1 58,9 27,0 |143,2
2. | Doc.™ J. Kalvoda 3.1134,4| 5,0 52,0 42,8 34,6 | 134,4
3.|Dr.M V. Janacek 3. | 96,9]10,5 22,0 42,8 21,6 | 96,9
4.|Dr.MM M. Fof 2. | 58,7| 9,7 21,5 23,3 4,2 | 587
5. | Mgr.™ V. Starosta 2.| 46,0] 0 12,3 27,8 59 | 46,0
6. | Mgr.™ O. Piroutek 2.| 454|100 7,6 27,8 0 | 454
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Cislo
Por. | Jméno R. Z,l 2 4 5 6 Zl
7.| Mgr.™ K. Pernicovi, 3.| 41,8|124 6,3 20,5 2,6 | 41,8
8. | Mgr.™ J. Knillové 1.] 359(20,1 0 135 23| 359
9. | Mgr.™ D. Perout 3.0 32,0/12,8 2,2 17,0 0 | 32,0
10. | Mgr.™ L. Veskrna 2.1 31,8 0 0 13,0 18,8 31,8
11. | Mgr.™ A, Cmielové 1.] 256 0 3,6 220 0 | 256
12. | Doc.™ J. Havelka 4.1129,4(250 0 0 0 | 250
13. | Dr.™ K. Hlouskové 4.1 52,5(179 41 0 0 | 22,0
14. | Mgr.™ A, Opl 2.1 205|115 0 90 0 | 205
15.-16. | Dr.™M 0. Chlubna 3.| 54,7180 3,9 80 0 | 19,9
Mgr.™ J. Piroutek 4.| 33185 114 0 0 | 199
17. | Dr.MM M. Kalouskova 4.1 69,8180 75 40 0 | 195
18. [ Mgr.™ T, Flidr 2.| 439|135 44 0 0 | 17,9
19. | Mgr.™ L. Kuncarovd 4.1 206(170 0 0 O | 17,0
20. | Dr.M M. Holubicka 4. 544165 0,1 0 10,0| 16,6
21.|Bc.M K. Grinerova 3.1 165/ 0 0 16,5 0 | 16,5
22. | Mgr.™ E. Vitkovs 4.| 476(143 0 2,0 0 | 163
23.|Bc.™ J. Kaifer 4.1 19,8160 0 0 0 | 16,0
24. | Mgr.™ 0. Gonzor 3.] 4541128 0 0 27| 155
25. | Bc.M P. Hladik 2.1 130/ 0 0 13,0 0 | 13,0
26. | Bc.M™ J. Jedlicka 2.1 12,757 0 70 0 | 12,7
27.|Be.M J. Kvapil 2.1 157|120 0 0 0 | 120
28. | Mgr.™ B. Kopéak 4. 286(11,1 0 0 0 | 11,1
29. | Dr.M M. Souza de Joode | 3. | 51,3] 0 0 11,0 0 | 11,0
30. | A. Zackova, 3./ 95/95 0 0 0 9,5
31.|Bc.M™ L. Vomelova 4.1 153182 0 0 0 8,2
32.|Bc.M™ V. Z4k 4.1 11,6180 0 0 O 8,0
33. | Mgr.™ M. Bodek 1.] 292(78 0 0 0 7,8
34.| J. Bldhovéa 3.] 65[65 0 0 0 6,5
35.| Bc.™ E. Neumannovi 3.1 153|552 0 0 0 5,2
36. | M. Buckové 3.1 99|50 0 0 0 5,0
37.|Be."™ F. Bujnovsky 2.0 122134 0 0 O 3,4
38.| V. Juzkova 3] 8| 0 0 0 30| 30
39. | M. Turinské 3.] 30/20 0 0 O 2,0
40. | Be.™ M. Vicha 1.| 12414 0 0 O 1,4

Sloupecek 2_1 je soucet vSech bodu ziskanych v nasem seminéfi, Zo je soucet bodu

v aktudlni sérii a 21 soucet vSech bodi v tomto ro¢niku. Tituly uvedené v predchozim

textu slouzi pouze pro tcely M&M.
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