STUDENTSKY CASOPIS A KORESPONDENCNI SEMINAR

Rocnik XXVI

MATEMATIKA FYZIKA INFORMATIKA

Uvnitf najdete nékolik témat a s nimi souvisejicich Gloh. Zamyslete se nad nimi a poslete
nam sva reseni. My vam je opravime, poSleme zpét s dalSim Cislem a ta nejzajimavéjsi
z nich otiskneme. Nejlepsi feSitele zveme na podzim a na jare na soustfedéni.
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Mili Fesitelé,

pravé drzite v rukou nejen Ctvrté Cislo tohoto roc¢niku, ale také prvni ¢islo
nového roku. Doufadme, ze jste do néj vkrocili spravnou nohou a bude pro vés
nejméné tak tspésny, jako byl rok predchozi.

A co vés Cekd na néasledujicich strankach? V hernim tématku tentokrat vyuzi-
jete nabyté znalosti o bimaticovych hrach pfi feseni problému evoluéni biologie.
V tématku o vypocetnich modelech zjistite, co je to nedeterminismus a jak vaAm na-
hoda muze pomoci pri reseni informatickych tloh. Na strankéch tietiho témétka
rozsitite data z radaru o dalsi dimenzi a dale si muzete precist autorské reseni
problémt z minulych cisel. V téméatku o elektromagnetismu se sezndmite s Fa-
radayovym zdkonem elektromagnetické indukce. Urcité také neprehlédnéte hezky
¢lanek Be.MM Viléma Starosty o alternativnich metodach pro hledani optimalnich
strategii.

Ackoliv je teprve zaCatek tnora, pripravy na jarni soustiedéni, které probéhne
v terminu 18.—26. dubna, jsou v plném proudu. Pokud se vam zatim nepodafilo
ziskat dostatek bodi, nezoufejte, stale mate Sanci se na néj dostat! Pokud ndm
poslete sva feseni do 5. bfezna, tilohy vAm opravime a body zapoc¢itdme. ReSeni
mitizete posilat i po tomto terminu, az do 26. bfezna, avsak body z nich ziskané
vam uz k tcasti na jarnim soustifedéni bohuzel zapocitat nestihneme.

Pokud se vdm nechce ¢ekat do dubna a chtéli byste své kamarady ze soustie-
déni a nékteré organizatory potkat diive, mate moznost se zticastnit dalsi zajimavé
tymové soutéze, na kterou v soucasnosti bézi prihlasovani, a to Nébojeﬂ

Vasi organizdtori

7 rd AV 4 A\V4 rd 7
Zadani a reseni témat
Termin odeslani tuloh 4. série: 26. 3. 2020
(5. 3. 2020 pro ucast na jarni soustiedéni)

Téma 1 — Hry
Dil 4: Teorie her v biologii

Nyni bychom vam chtéli ukézat, ze teorie her najde vyuziti i jinde nez v infor-
matice a ekonomii. Ukdzeme si, jak uplatnit, co vime o bimaticovych hrach, pri
studiu evolucni biologie.

Predstavme si nasledujici konflikt. Dva ptacci se sleti nad jednim kouskem
potravy a oba na né&j maji chut. Mzou o jidlo bojovat, miizou ho nechat byt a
odletét, ale taky se mohou o potravu rozdélit.

Zkusme si pomoci ¢isel vyjadrit, jak vysledek interakce ovlivni pravdépodob-
nost na preziti daného jedince, a tudiz i na jeho rozmnozeni.

Thttps://math.naboj.org/
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Necht potrava ma hodnotu 6 a zranéni ze souboje ma hodnotu —18. Z toho
plyne, Ze rozdéleni se o potravu da kazdému 3 body. Souboj konc¢i vysledkem —6,
coz je prumeér hodnot —18 a 6. Pro jednoduchost zde totiz uvazujeme, ze vitéz si
odnasi pouze potravu a porazeny si odnasi pouze zranéni. Zaroven predpokladame,
ze neni mozné predem odhadnout, kdo v souboji vyhraje.

7 pohledu biologie by se dalo zjednodusené Fict, ze chovani je uréeno prede-
vsim genetickou vybavou jedince. Jednotlivé varianty gent se nazyvaji alely. Pro
jednoduchost predpokladejme, Ze existuje jedna alela pro agresivni chovani (bojo-
vat o potravu) a jedna alela pro mirumilovné chovani (chtit se o potravu rozdélit
a v pripadé souboje hned utéct). Kazdy jedinec ma jednu z téchto alel. Jedinci,
ktefi béhem obstaravani potravy ziskaji vice bodi, maji vétsi Sanci na preziti a
tedy i na rozmnozeni a preneseni svych alel do dalsich generaci.

Uvazme strategie hrdlicky (H) a jestfédba (J). Na prvni pohled je nerozezndme.
Kdo je kdo se ukaze, teprve kdyz dojde na lamani zobakt. V takovém pripadé
hrdlicka rychle utece, zatimco jesttab se pere za kazdou cenu. Pokud se potkaji
dvé hrdlicky, poklidné se o potravu rozdéli. Upozornujeme, ze se nejednd o dva
rizné zivocisné druhy, ale pouze o nazvy strategii pouzivanych jedinci stejného
druhu.

Jedn4 se o symetrickou hru s nenulovym souc¢tem. Ddme to ted do bimatice:

H J
H 3\3 0\6
J 6\0 | —6\—6

Co je optimélni strategie? Lze snadno nahlédnout, Ze optimum v ryzich stra-
tegiich nenajdeme. Jaka je optimélni smisend strategie? Pokud pomér hrdlicek
v populaci ozna¢ime z, pak (kvuli symetrii zde z oznaduje zaroven pravdépodob-
nost volby prvniho fadku i pravdépodobnost volby prvniho sloupce) prumérny zisk
strategie H je 3z, kdezto prumérny zisk strategie J je 6z + (—6)(1 — z) = 12z — 6.
Rovnovaha nastane, kdyz z = %, nebot v tuto chvili je pramérny zisk hrdlicek
i jestrabu 2. Jakmile se slozeni populace vychyli od tohoto bodu, ,nedostatkové
varianté® se zacne darit 1épe, zplodi vice potomkii a pomér strategii se navrati do
rovnovazného stavu (2:1).

Vsimnéte si, ze individudlni zadjmy jsou i zde v rozporu se skupinovymi z4jmy.
Populaci jako celku by se nejlépe darilo, kdyby vsichni pouzivali strategii H. Pak
by zisk kazdého byl 3 body namisto zminénych 2 bodi. Bohuzel v evoluci zvitézi
zajmy jedince nad zdjmy skupiny, nebot, jakmile by do této zcela mirumilovné
populace proniknul preddtor (vyskytla by se mutace ménic{ chovdni na strate-
gii J), zacal by ziskavat 6 bodu a pfislusné alela by se brzy exponencidlné zacala
rozsitovat v populaci — priblizné az do dosazeni zminéné rovnovahy, kde jesttabi
budou tvotit tfetinu populace.

Minule jsme mluvili o véznové dilematu a jeho rozsifenich. I tuto hru mizeme
najit v biologii.



Predstavte si ptacky, ktefi ob¢as maji parazity v opereni. Pokud se parazit
nachézi tfeba na brisku, dokaze si ho ptacek vyzobnout svym vlastnim zobackem.
Ale pokud mé parazita tfeba na vrsku hlavicky, nedokéze se ho sam zbavit. Nyni
by potreboval, aby jiny ptacek pfisel a tohoto parazita vyzobnul. M4 vSak nas
hrdina néjaky zpusob, jak presvédcit jiného ptacka, aby mu pomohl?

Je celkem jisté, ze kdyby si oba pomahali navzajem, spoluprace by se jim
vyplatila. Ztrata Casu pri vyzobdvani paraziti z ciziho opefeni méa urcité mensi
evolu¢ni cenu nez zhorseni zdravi kvili parazitim. Muze se ale spoluprace néjak
prirozené vyvinout, kdyz jsou jedinci ¢i spise jejich geny sobeckéE[?

Prvni moznost je pokrevni pribuznost. Podle Hamiltonovy evolu¢ni teorieﬂ je
vyhodné poméahat ostatnim rodinnym ptislusnikiim. Napriklad bratr naseho hr-
diny v sobé nosi polovinu genil, které méa i nas hrdina, takze zvySenim bratrovy
Sance na preziti pomaha sitit i své geny. Dle Hamiltona totiz nakonec nezilezi na
tom, kolik potomku zplodi nas hrdina, ale na tom, kolik kopii alely zpusobujici
sklony k vyzobavani bratrovych paraziti z jeho opefeni je pfeneseno do dalsich
generaci (nehledé na to, zda se dand alela prenese do dals{ generace prostied-
nictvim jeho vlastnich déti nebo prostfednictvim bratrovych déti). Tudiz, je-li
velikost jeho ztraty alespon dvakrat mensi nez bratruv zisk, spoluprace se stane
pro tuto alelu vyhodné (nebot ji v 50 % piipadii nese i jeho bratr), takze se tato
alela Uspésné rozsiti v populaci. Vsimnéte si, ze zde nebyl potreba jakykoliv pii-
slib vzajemné pomoci — té alele se vyplati presvédcit naseho hrdinu k ,nezistné“
pomoci jeho bratrovi.

Nyni se zaméfme na ten zaludnéjsi pripad, kde ti ptacci nejsou pokrevné pri-
buzni. Co ted? Muze se stat, ze spolupriace vznikne sama od sebe na zakladé
potencialni moznosti vzajemné pomoci?

Situace je jiz pomérné komplikovana. Zkusime si vzit na pomoc teorii her.
Vzpomeneme si na vézinovo dilema, které lze popsat matici nize:

C D
C 3\3 0\5
D 5\0 1\1

Tato matice vlastné docela dobre popisuje i problém nasich ptackti. Spolu-
price (C) odpovida vyzobavani paraziti. Zrada (D) odpovidé ignoranci druhého
ptacka.

Nyni uz ptackova genetickd vybava nemusi urcovat volbu jedné konkrétni stra-
volit v jaké situaci. Pokud by ptacci neméli pamét na chovani ostatnich ptack,
a tedy by soupefova (¢i spiSe kolegova) volba strategie nezdleZela na nasem pied-
chozim chovani, vyplatilo by se vzdy volit strategii D.

thtps ://en.wikipedia.org/wiki/Gene-centered_view_of_evolution
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Vétsina ptacka ale neni tak hloupa. Budme si vsak védomi, ze fakt, zZe si ptacek
dokéze zapamatovat diivejsi interakce se svymi kolegy, jesté neznamend, ze tento
ptécek bude mit pfirozenou tendenci se podle toho chovat. Je docela realné, byt si
ptacek bude pamatovat, kdo mu v minulosti poméhal, ze bude mit pouze tendenci
vyhleddvat v budoucnu interakci s témito jedinci, aniz by témto ptackim nazpét
také pomahal. Obcas se vSak muze vyskytnout mutace, kterd zpusobi napriklad
osvojeni postupu tzv. TitForTat:

»,KdyZ potkdm nového kolegu, zkusim nejprve spolupracovat (C). Pfi dalSich
setkanich se k nému budu chovat tak, jak se tento kolega choval minule ke mné. ¢

Muzeme si vSimnout, ze postup TitForTat m& spoustu dobrych vlastnosti.
Kdyz potkdme ptacka, ktery je prételsky ke vSem, kdo ho doposud nezradili (ze
zaCatku voli strategii C, a jakmile soupef pouzije D, navzdy voli strategii D),
budeme neustéale ziskavat 3 body. Kdyz potkame ptacka, ktery kasle na vsechny
(stéle voli strategii D), budeme dlouhodobé ziskavat 1 bod, coz je nejlepsi mozny
vysledek proti tomuto ptackovi. Kdyz potkame ptacka, ktery stejné jako my po-
uziva postup TitForTat, budeme taktéz neustéle ziskavat 3 body, coz je nejlepsi
mozny dlouhodobé udrzitelny vysledek.

Model samoziejmé neni presny. Interakce neprobihd uplné zaroven, Ciselné
hodnoty zisku nejsou tplné realistické. . .

Muzeme se ted ptét, co je ispésnd metastrategie (tj. dlouhodobé taktika neboli
postup voleni strategii v pribéhu Zivota). Nemluvime ted o jedné strategii (volbé
C nebo D), ale o pfifazeni alely (kterd bude urcovat chovani ptacka po cely jeho
Zivot) definujici dlouhodobou taktiku vybéru, s kym spolupracuje (C) a s kym
ne (D). Situaci si muZzeme predstavit tak, Zze se narodi novy ptacek s alelou urcujici
metastrategii, napt. postup TitForTat, a pak si v pribéhu zivota zahraje s kazdym
z ostatnich ptacku v populaci jedno kolo hry bez opakovani, kde ziskand odména
odpovida dlouhodobému priaméru ziskanych odmén pii hrani véznova dilematu
se zafixovanymi metastrategiemi (viz Problém 2).

Problém 1 [7b]: Upravte model konfliktu hrdlicka-jestidb, aby popisoval déj, ve
kterém se dvé hrdlicky nedéli o potravu napul, ale soutézi v tom, kdo déle zustane
koukat na jidlo. AZ to jedna z mich vzdd a odleti, druhd hrdlicka sni celé jidlo.
Rozdil bude v tom, Ze se levd horni hodnota v bimatici se snizi o néjaké malé
cislo €, jez bude vyjadrovat penalizaci za ztrdtu casu pri cekdni v pripadé setkani
hrdlicky s hrdlickou. Jakd bude v upravené hre optimdlni strategie pro jedince?
A co by v upravené hre bylo nejlepsi pro celou populaci v souctu?

Problém 2 [8b]: Prevedte iterované véziiovo dilema na obycejnou bimaticovou
hru, popiste nékolik metastrategii a vyjddrete jejich vzdjemné zisky (primérnyg
pocet bodi na kolo pri dlouhé interakci s dangm protéjskem). Analyzujte optimdlni
metastrategii v této ,statické verzi“ véznova dilematu.
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Problém 3 [6b]: Najdéte optimdlni (smisenou) strategii pro kaZdé hrice v této
bimaticové hre bez opakovdni. K jakému prumeérnému vysledku kaZdého hrdce hra
povede, pokud se oba hrdci budou rozhodovat ¢isté raciondlné? (Tato dloha nevy-
chdzi z textu témdatka.)

3\ 9 5\ 4 6\0
7\ 0 2\ 4 5\9
3\0 8\ 4 4\ 9

ReSeni 2. série

Nésledujicich pét tloh vychdazi ze hry urcené nize uvedenou matici A. Prvni hrac
ma na vybér ze tii strategii, druhy hra¢ ma na vybér ze dvou strategii.

1 | -2
3 | -4
-1 2

Problém 1: optimalni strategie prvniho hrace

Zadani:

Urcete optimdlni strategii pro proniho hrdce.

Reseni:

Jako prvni si vSimneme, ze pro prvniho hrac¢e neni vyhodné pouzivat strategii 1.

Prumér mezi strategii 2 a strategii 3 ndm dava vektor (1;—1), coz je lepsi nez

vektor (1; —2) odpovidajici strategii 1. Z toho plyne, Ze pokud by smiSend strategie
T x

(z1;x2; x3) méla byt optimdlni, pak smiSend strategie (0; zo + ?1; x3+ ?1) je také

optimélni (nebot musi dét stejny nebo lepsf primérny vysledelf’). Tim padem

miizeme bez jmy na obecnosti predpokladat, ze optimalni strategie prvniho hrace

ma nulovou pravdépodobnost volby strategie 1. Timto se ndm hra zredukovala na

matici 2 x 2:

3 | —4
-1 2

3Pokud bychom trochu zménili pravdépodobnosti a misto strategie 1 bychom pouzili strate-
gii 2 s pravdépodobnost{ 51 % a strategii 3 s pravdépodobnost{ 49 %, pak by vysledny vektor byl
(1,04; —1,06), coz je dokonce v obou slozkach ostte lepsi nez (1; —2) patrici strategii 1. Nicméné
pro zdivodnéni neoptimality strategie 1 toto pozorovani neni tieba.
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Oznacme si pravdépodobnost volby strategie 2 (tj. prvni fadek upravené ma-
tice) proménnou p. Budeme tedy zkoumat smiSené strategie ve tvaru (0;p; 1 — p).
Nyni musime uvazit nejneprijemnéjsi moznou strategii druhého hrace. Zde se bez
jmy na obecnosti muzeme omezit na ryzi strategie druhého hrace, protoze (kdyz
zafixujeme smisenou strategii prvniho hrace) vysledky jakékoliv smiSené strategie
druhého hrace budou lezet v intervalu mezi vysledkem pii pouziti strategie 1 dru-
hym hracem a vysledkem pfi pouziti strategie 2 druhym hracem. Kdyz druhy hrac
zvolf strategii 1, my v pruméru ziskdme 3p — (1 — p) = 4p — 1. Kdyz druhy hraé
zvoli strategii 2, my v prumeéru ziskdme —4p+2- (1 — p) = 2—6p. VSimneme si, ze
prvni funkce je rostouci v p, kdezto druhé funkce je klesajici v p. Tim padem ma-
ximum funkee min{4p—1;2—6p} nastéva pii rovnosti 4p—1 = 2—6p. Ekvivalentni
upravou ziskdme rovnici 10p = 3, takze 0,3 je optimélni hodnota p.

Vypoditali jsme, ze optimélni strategie prvniho hrécde je (0 %; 30 %; 70 %).

Problém 2: optimalni strategie druhého hrace

Zadani:
Urcete optimdlni strategii pro druhého hrdce.

Reseni:

Druhy hrac¢ mtze provést stejnou ivahu jako prvni hrac, takze hru také zredukuje
na matici 2 x 2, uvedenou vyse. Oznac¢me si pravdépodobnost volby strategie 1
proménnou ¢g. Hleddme hodnotu ¢ takovou, Ze smisena strategie (¢; 1 — ¢) nabyde
co nejnizsi hodnoty max{3¢g—4-(1—q); —¢+2-(1 — ¢)}. Prvni funkce je rostouci v g,
druhd funkce je klesajici v g, takze optimélni hodnotu najdeme opét v pruseciku.
Rovnice 7g — 4 = 2 — 3¢ ndm da feseni g = 0,6.

Vypoditali jsme, ze optiméln{ strategie druhého hrécde je (60 %; 40 %).

Problém 3: priimérny vysledek pfi optimalnich strategiich

Zadani:
K jakému priumeérnému vysledku vede, pokud oba hrdaci pouZiji optimdlni strateqii?

Reseni
T
3 7 3 2 9 6 21 14
2. )42 2 —0-1 (=2)+ = . (=) + (D) + 22 =
0 10’10) (5’5) 0-1+0-( )+50 3+50 ( )+50 ( )+50

27-24-21+28 10 1

50 5 5

Pokud oba hraci pouziji optimalni strategii, bude prumérny zisk roven 0,2 pro
prvniho hréce.



Problém 4: mozné priimérné vysledky, pokud pouze prvni hrac hraje optimalné

Zadani:
Jaké jsou mozné prumérné vysledky, pokud proni hrdac¢ zvoli optimdlni strategii,
ale druhy hrdc se od optimdlni strategie odkloni?

3 7 T 2 2 T 1
2 ) LA (g1 — == 2 ) (g1 — ==
(0, 10,1()) (;1—9q) (10,10) (;1—1q) E

Pokud prvni hra¢ pouzije optimalni strategii a druhy hrac¢ se od optiméalni
strategie odkloni, bude prumérny zisk stéle a jenom 0,2 pro prvniho hréce.

Reseni:

Problém 5: mozné priimérné vysledky, pokud pouze druhy hra¢ hraje optimalné

Reseni:
T T
A (32 (11
55 555

Z vypoctu vidime, ze jakdkoliv konvexni kombinace strategie 2 a strategie 3
dava stale stejny vysledek 0,2, ale pouziti strategie 1 dava horsi vysledek —0,2,
tedy ztratu pro prvniho hrace. Jakakoliv smiSend strategie je jejich konvexni kom-
binaci, takze prumérny vysledek prvniho hrace pti optimalni volbé druhého hrace
bude lezet vzdy v intervalu (—0,2;0,2).

Vysledky turnaje z 3. Cisla

Tresitel body  body do M&M
2. Dr.MM Katefina Vokélova 14 808 10b
3. Bc.MM Vilém Starosta 13 863 7b
4. Mgr.M Martin Fof 13 833 5b
6. Mgr.™M Viclav Janacek, Dr.MM Jiti Kalvoda 13 775 3b
11. Bc.MM Klara Pernicova 5 717 1b

Odted budeme turnaj opakovat kazdé dva tydny (akordt s nizsimi bodovymi
odménami do M&M). Pri kazdém spusténi turnaje pouzijeme jiny pocet kol
(abyste nemohli optimalizovat na ukonceni spoluprace nékolik kol pred koncem).
Soucasni ucastnici budou automaticky zarazeni i do dalsich kol, neuvedou-li jinak.
Kdybyste se chtéli pripojit do turnaje nékdo dalsi, nevahejte a piste. Radi vam
poradime s technickou strdnkou véci (psani, testovani a odevzddvan{ skript).

Zdrojové kody vasich feseni nebudeme zverejnovat, abyste je nemohli od sebe
navzajem kopirovat. Pokud chcete ziskat orientac¢ni predstavu o tom, jak se které
feSeni v turnaji chovalo, podivejte se do souboru s podrobnymi vysledky, ktery na-
jdetenahttps://mam.mff.cuni.cz/media/prilohy/26_4_turnaj_vysledky.txt.

Markét, Martin; martin.dvorak@matfyz.cz
e-mailovd konference: hry@mam.mff .cuni.cz


https://mam.mff.cuni.cz/media/prilohy/26_4_turnaj_vysledky.txt
mailto:martin.dvorak@matfyz.cz
mailto:hry@mam.mff.cuni.cz
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Alternativni metody pro hledani optimalnich strategii
Be.™M Vilém Starosta 10 b

Pfi hledani optimélnich smiSenych strategii (ddle jen optimalnich strategii) vy-
vstava otazka, zda je mozné pouzit jednodussi metodu, nez je linedrni programo-
vani. V tomto ¢lanku se budu konkrétné zabyvat hledanim optimalnich strategii
v maticich, ve kterych maji oba hraci na vybér mezi dvéma strategiemi, a pokusim
se najit obecny zpusob, kterym je lze fesit. (Muze se zdat, Ze FeSeni tohoto spe-
cidlniho pripadu neni nijak zvlasté prinosné, ale velké mnozstvi her 1ze do tvaru
2 x 2 zjednodusit, a tak tento postup nalezne uplatnéni i ve hrach vétsich.)

Predstavme si matici, ve které si mohou oba hraci vybirat mezi dvéma strategi-
emi. Pravdépodobnost, se kterou prvni hrac¢ vybira svoji prvni strategii, oznacme
vyrazem z, pravdépodobnost volby jeho druhé strategie tedy oznac¢me vyrazem
1 — z. Analogicky u druhého hriace budou pravdépodobnosti volby jeho strategii
popisovat vyrazy y a 1 —y. Jednotlivé prvky matice (zisky) oznac¢im pismeny a,
b, c, d.

-y
T a b
11—z c d

Primérny vysledek v tomto obecném tvaru udava vyraz:
azy +bx(1—y)+c(l —x)y+d(1—2z)(1 —y)

Prameérny zisk druhého hrace pro jeho prvni strategii, pokud prvni hra¢ pouzije
smiSenou strategii, mohu zapsat pomoc{ vyrazu ax + ¢(1 — ) = ax — cx + ¢ a pro
jeho druhou strategii analogicky vyrazem bx + d(1 — z) = bz — dx + d.

Prvni hra¢ potrebuje, aby bez ohledu na to, jakou strategii zvoli druhy hrac,
ziskal co nejvétsi pocet bodi. Zminéné vyrazy mohu znazornit jako funkce a
sledovat, pro jakou hodnotu z plati, Ze funkce y = min{az — cx + ¢; bx — dx + d}
na intervalu (0;1) zde ma maximum. Lépe pochopitelné to bude na konkrétnim
prikladu. Pfedstavme si matic

p q
T 2 | =3
l—z| -3 4

Jednotlivé strategie druhého hrace jsem oznacil pismeny p a ¢g. Funkce uda-
vajici primérny zisk pro jeho jednotlivé strategie v zavislosti na smiSené strategii
prvniho hrace budou tedy vypadat takto:

4Tato hra je zndmé pod nazvem ,morra“. Funguje tak, ze kazdy z obou hrac¢t ukize bud
jeden nebo dva prsty. Pokud oba hraci ukdzi jeden prst, ziskava prvni hra¢ 2 body, pokud ukéze
kazdy dva prsty, ziskava prvni hra¢ 4 body. V ostatnich pripadech ziskdva druhy hrac 3 body.
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p=2zx+(-3)(1—xz)=5x—-3
g=-3z+4(1—z)=-Tx+4

0 0.2 0.4 O 08 1

4 N

Nyni hleddm bod, ve kterém m4 funkce y = min{5z—3; —7x+4} své maximum
na intervalu (0;1). V tomto konkrétnim piipadé tento bod odpovida priseciku
obou funkci. Kdyz by totiz prvni hrac¢ zvolil jiny bod nez zminény, druhy by toho
mohl zneuzit a Castéji volit strategii, kterd by mu prinesla vice bodt, tzn. pokud
by prvni hrac¢ zvolil x vétsi, tak by druhy hrac¢ castéji volil strategii ¢, a naopak.
Hodnota z, kterd urcuje pravdépodobnost volby prvni strategie prvniho hrace,
lze tedy vyjadrit z rovnice

7
br—3=—-Te+4d=2x= 5 (prumérny vysledek je pak fﬁ)

Vratme se k obecnému pripadu, tedy k matici, kterd byla v ¢lanku zmi-
néna jako prvni. z-ova soufadnice pruseciku urcuje optimélni strategii pouze
v pripadé, pokud je jedna funkce rostouci a druhd klesajici a pokud prusecik
lezi v intervalu (0;1). Jediné tak totiz plati, Ze prisefik je maximum funkce
min{ax — cx + ¢;bx — dr + d} na intervalu (0;1). Obé funkce jsou rostouci
pouze v piipadé, kdy plati vi: (@ > ¢) A (b > d); a naopak klesajici, pokud plati
va:(a < ¢) A (b < d). V prvnim pfipadé je u obou z ve vyrazech popisujicich
funkce kladny koeficient a v druhém pripadé zaporny koeficient. Pokud jsou obé
funkce rostouci (tedy plati v1), jednoduchou tvahou dojdeme k tomLﬂ ze r = 1.
Prvni strategii tudiz voli prvni hra¢ v kazdém pripadé. Naopak pokud jsou obé
funkce klesajici, urc¢uje optimalni strategii x = 0, takze hracova prvni strategie
neni volena viibec a je volena pouze strategie druhé. Jednoduse si také mtzeme
tict, ze kdyz jsou ve vSech pripadech zisky pfi pouziti prvni strategie vétsi nez

5Diikaz lze provést po jednotlivych pifpadech (pro funkce, které maji priiseéik v intervalu
(—00;0), pro funkce, které maji prusec¢ik uvnitf intervalu (0; 1), pro funkce, které priseéik nemaji
atd.).
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pri pouziti druhé strategie, tak je zfejmé, ze hracovou optimalni strategii je volba
prvni strategii ve vSech ptipadech (a naopak). Déle miZe nastat situace, ve které
je jedna z funkci konstantni. Jinymi slovy plati bud, ze a = ¢, nebo b = d. Jestlize
tento pripad nastane, tak zalezi na tom, zda je druha funkce rostouci nebo klesa-
jici. Pro rostouci funkci plati, ze maximum funkce y je interval od priseciku obou
funkef do =1, tudiz = € (p; 1) N (0;1) (p ziskdme jako x-ovou soufadnici prise-
¢iku funkef). Obdobné je tomu v pripadé, kdy je druhd funkce klesajici, tentokrat
x € (0;p) N (0; 1>|ﬂ Jakym zptusobem najit prisecik si ukdzeme jiz v ndsledujicim
odstavci. V piipadé, ze jsou obé funkce konstantni, tak to v prvé fadé znamena,
ze mé matice sedlové body; dale to znamena, ze nezédlezi na tom, jakou strategii
prvni hrac¢ voli, protoze je v obou pripadech zisk stejny.

Pokud nejsou funkce obé rostouci nebo obé klesajici, ani neni jedna ¢i obé
konstantni, tak mizeme hledat optimalni strategii pomoci prusec¢iku funkeci, tudiz
vyjadiime x z rovnice:

ar —cx+c=bxr—dr+d
zla—c—b+d)=d-c

d—c
a—c—b+d
a—c—b+d d—c _ a—>b
a—c—b+d a—c—b+d a—c—b+d

Zde prirozené vyvstava otdzka, za jakych podminek je vyraz ve jmenovateli
rovny nule. Pokud plati vs:a — ¢ — b+ d = 0, neboli a + d = b + ¢, pak musi
platit vs: (@ > b) A (¢ > d) nebo vs:(a < b) A (¢ < d). Z vyq plyne, ze body b
a d jsou minimélni na svych radcich, v zavislosti na hodnotach b a d tak bude
jeden z nich sedlovym bodem (pokud b = d, tak budou dokonce oba sedlovymi
body, a v pfipadé, Ze a = b = ¢ = d, budou vSechny body matice sedlové).
Z vy analogicky vyplyva, Ze sedlovym bodem bude a nebo ¢ (nebo oba)ﬂ Pokud
si ovéfime, Ze matice nemé sedlovy bod, mizeme vyraz pro hledani pruseciku
funkci, respektive optimélnich strategii, s klidnym svédomim pouZit.

Nynf tedy dosadime konkrétn{ hodnoty do vyrazu. Pokud ndm vyslo z € (0; 1),
tak muizeme Fict, Ze jsme nasli optimalni strategii pro prvniho hrace. Hra¢ voli
svou prvni strategii s pravdépodobnosti z a druhou s pravdépodobnosti 1 — x.
Co kdyz nam ale vyslo £ mimo tento interval? Znovu se vratme ke grafim funkci.
Vime, zZe jedna z funkci ax — cx +c a bz —dx +d je klesajici a druhd rostouci. Stale
postupujeme stejné, hleddme maximum funkce y = min{az — cx + ¢; bx — dz + d}

Tr =

l—z=

SPro svou optimdln{ strategii miize prvni hrac teoreticky volit jakékoli  ze zminénych inter-
valli. Pokud je ale prvni hrac¢ ochoten pocitat i s faktem, ze se jeho protivnik mize od optimélni
strategie odchylit, je pro néj vyhodnéjsi zvolit v pripadé jedné rostouci funkce z = 1, v pripadé
klesajici funkce x = 0. Pokud by se druhy hrac¢ odchylil od své strategie, ztrati tak vice bodu.

"Kdy# vztdhneme tyto vlastnosti k analogii funkei, kterou v tomto &ldnku pouzivame, tak
zjistime, ze ziskané funkce nebudou mit prisecik, tedy budou rovnobézné nebo budou splyvat.
Pokud budou obé rostouci, tak optimalni strategii urcuje x = 1, pokud budou klesajici, tak
x = 0; pokud konstantni, tak urcuje optimalni strategii libovolné x.
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na intervalu (0;1). KdyZz si funkce predstavime, tak snadno dojdeme k tomu,
ze pokud je x-ovd soutradnice pruseciku vétsi nez 1, tak je hledané maximum
v bodé 1, tedy optimalni strategii prvniho hrace odpovidd x = 1, a pokud je
x-ova soutadnice priseciku mensi nez 0, tak je hledané maximum v bodé 0, takze
x urcujici optimélni strategii = 0.

Pri hledani optimalni strategie pro druhého hrice postupujeme analogicky.
Vsechny tvahy vychéazi v tomto pripadé z funkci r = ay—by+ba s = cy—dy+d.
Dulezité je uvédomit si, ze v pripadé druhého hrace hleddme naopak minimum
funkce x = max{ay — by + b;cy — dy + d}. Vysledny vyraz pro hleddni optimdln{
strategie druhého hrace je: y = b

Na zavér si shrime cely postup hledanl optimalnich strategii po prvniho hrace
(pro druhého jsou tvahy analogické). Nejdiive ovéime, Ze matice nemé sedlovy
bod. Pokud ho m4, je optimélni strategie obou hract pevné dana. Poté se podi-
vejme, zda plati v1:(a > ¢) A (b > d). Jestlize plati, tak = = 1. JestliZe naopak
plati va: (@ < ¢) A (b < d), tak optimélni{ strategii uddvd x = 0. Pokud neplati
ani jeden z vyroku, pouzijme vzorec x = #jad. Kdyz ndm vyjde z € (0;1),
tak jsme nasli optimdlni strategii. Jestlize plati a = ¢ nebo b = d, musime jesté
provést tvahu, ze které vyplyne, Ze hodnotu x mizZeme vybirat z intervalu (p;0)
nebo (p; 1), v zdvislosti na tom, zda je druhd funkce rostouci ¢i klesajici. Pokud
je z mensi nez 0, tak optimalni strategii odpovidda x = 0, pokud je vétsi nez 1,
tak x = 1.

Téma 2 — Vypocetni modely

Nahoda a nedeterminismus
Generator ndhodnych &isel

Dosud byl vysledek vypoctu pevné urcen popisem stroje a jeho vstupy. Pojdme
tuto vlastnost porusit a pofidit si generator ndhodnych cisel. Dale jej budeme
oznacovat jako RNG, coz je zkratka anglického oznaceni random number genera-
tor.

RNG je rozsiteni, které v kazdém kroku vypise na vypis bud jednicku, nebo
nulu. Budeme predpokladat, ze generator je dokonale ndhodny — pravdépodob-
nost, ze RNG v prvnich n krocich vygeneruje danou posloupnost jednic¢ek a nul
delky n je 2” pro libovolné n a libovolnou posloupnost délky n. (Tohle je pomérné
formalni popis toho, co si predstavite pod ,skuteénou* ndhodou.)

Problém 1: Zamyslete se nad tim, jaké vsechny vlastnosti od RNG chceme.
Ukazte, Ze ndmi popsand definice je spliuje. Pokud bychom méli jiné rozsirent,
které nekteré z nich nesplnuje, umime pomoci néj sestrojit stroj, jehoZ vystup by
tyto vlastnosti mel? Pro predstavu wvddime dva priklady alternativnich rozsireni:
, V kazdém kroku si nejdrive vygeneruje skutecné nahodny bit. Pokud je to 1, tak
vygeneruje jesté jeden a ten vypise. Pokud je to 0, tak zopakuje ten, co vypsal
posledne. “ ,,Kdyby mel vypsat treti jednicku v radé, tak misto ni vypise nulu. ¢
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Problém 2: Co ndm RNG umoZriuje resit (nebo alespors usnadnuje)?

Nedeterminismus

Naésledujici problém je idajné inspirovan situaci, kdy si dva loupeznici potirebovali
rozdélit lup skladajici se z rizné cennych nedélitelnych pfedmétﬁﬁ Proto se mu
vétsinou 1ika ,,problém dvou loupezniki“: Lze rozdélit danou mnozinu ¢isel na
dvé podmnoziny se stejnym souctem?

Dovolim si uvést par prikladi pro ujasnéni:

mnozina odpovéd Teseni
1,2 NE

1,2,3 ANO 1,213
1,2,3,4 ANO 1,412,3
1,2,3,4,5 NE

1,2,5

Problém 3: Popiste stroj na resent problému dvou loupezniki. Uvedte jeho asympto-
tickou slozZitost.

Nedeterminismus je mocny nastroj, na ktery se da nahlizet nékolika riznymi
zpusoby. Asi nejsnazsi zpusob je nasledujici: Mame problém, na ktery je skute¢nou
odpovédi bud ANO, nebo NE. Sestavime stroj, ktery pouzivdi RNG a odpovida
bud ANO, nebo NEVIM. Pokud splni nésledujici dvé podminky, tak fikédme, 7e
stroj nedeterministicky resi dany problém.

1. Pokud je skute¢nou odpovédi NE, tak stroj nesmi nikdy odpovédét ANO.
2. Pokud je skuteénou odpovédi ANO, tak existuje sance, Ze stroj odpovi ANO.

Casovou slozitost nedeterministického stroje pro dany vstup uréujeme podle
nejkratsiho ¢asu potiebného na odpovézeni ANO. Muzete si to predstavit tak, ze
poustime nekonec¢né mnozstvi kopii stroje najednou. Pokud vime, Ze pro libovolny
vstup dané délky s odpovédi ANO by uz alespon ¢ést kopii stroje odpovédéla ANO
a zatim se tak nestalo, tak je urc¢ité odpovédi NE.

8Piedpoklddejme, Ze se na cenich shodli, nebo (pokud se to odehrilo po vlddé kréle Sala-
mouna) mozné pomahdme jednomu, aby jej druhy nemohl obrat o vétsinu lupu.
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vstup (Tady dostaneme délku pole — predpokladejme, Ze je to mocnina dvojky)
RNG (Generator ndhodnych biti pro nedeterministické reseni)

ALU (Tato jednotka bude opakované délit délku pole dvéma, abychom provedli log(n)

kroku.)
ALU (Tato jednotka postupné vypoéitéd ndhodné éislo od 0 do n-1)
pole (Tady hledame jednicku)
vystup
n,_,_,_,_ —1n,2,/,0,0,+,_,_, (Inicializace)
$, ,0,b,_ — 3,0,+,0,0,+,b,_, (Kdyz prvni ALU

dosahne nuly, mizeme precist ndhodnou pozici v poli. Vyuzivime toho, Ze prvni ALU
standardné vypisuje mocniny dvojky.)

$,_,3,0,1 —+ 0,0,/,0,0,/,_,_,ANO

$,_,3,0,a — 0,0,/,0,0,/,_,_,NEVIM

$,0,a,b,_ = a,2,/,b,0,

$,1,a,b,_ — a,2,/,b,a

o s (Nulovy ndhodny bit)
ty_ s> (Jednickovy ndhodny bit)

>

Stroj 1: Priklad stroje, ktery nedeterministicky hleda jednicku v poli, jehoz délka je
mocnina dvojky. Stroj postupné déli pole na poloviny a ndhodné vybird, do které pilky
se podivd. Kdyz mu zbyva jeding bunka, odpovi ANO pokud je to jednicka (tj. trefil
spravnou buriku), jinak NEVI (bud v tom poli jedni¢ka vibec neni, nebo se jen netrefil).

Problém 4: Popiste stroj na nedeterministické reseni problému dvou loupezniki.
Uvedte jeho asymptotickou sloZitost.

Nedeterminismus dovoluje vyrazné vice nez ,jen“ urychlit vypocty. Nékteré
kombinace rozsifeni ¢ini zna¢né silnéjsimi.

Problém 5: Popiste stroj, ktery nedeterministicky pozndvd palindromy za pouZiti
pouze rozsireni RNG, 10 a zdsobnik.

Problém 6: Popiste stroj, ktery nedeterministicky poznd, zda mmnozina cisel na
vstupu obsahuje svij prumér. NepouZivejte zasobniky, fronty, pdsky ani pole.

Problém 7: Predstavte si, Ze mdte registr, ktery zacind na hodnoté 1, a vasim
ukolem je zjistit, zda je mozné jej vynulovat. Zadrhel je v tom, Ze registr mad néejakd
omezeni na to, jak jej lze menit. Dostanete cislo n na vstupu a pole obsahujici
n X n biti, kde bit na pozicii-n—+j (¢islovano od nuly) urcuje, zda miZete zménit
hodnotu v registru z i na j, pricemz Zddné jiné zmeény nejsou povoleny. Instance
problému tedy mize vypadat napriklad takto:

n =4
Obsah pole: 0000 0010 0001 1000

Pole reprezentuje ndsledujici tabulku:
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nova
0 1 2 3
= 0[0 0 0 0
2 1]0 0 1 0
Z 2/0 0 0 1
= 311 0 0 0

Odpovéd: ANO (1 -> 2 -> 8-> 0)

Jak rychle umite tento problém resit? Jak rychle jej umite 7esit nedeterminis-
ticky? Pokud vam to pomuze, tak muzete predpoklidat, Ze n je mocnina dvojky.

Problém 8: Jakiymi jingmi zpusoby lze nahlizet na nedeterminismus? Jak by se
to dalo implementovat v nasich strojich?

Reseni aloh z druhého dilu
Problém 1
Zadani:
Sestrojte stroj, ktery poznd sprdvné uzdvorkované retézce.
Reseni:
Budeme si na zasobnik uklddat oteviené zavorky. Vzdy, kdyz precteme uzaviraci

zédvorku, jednu otevienou zavorku ze zdsobniku smazeme (,uzavieme“ ji). Na
konci vypoctu na zasobnik vlozime jiny znak, ¢imz zpusobime zastaveni.

zasobnik
I0
$,C— G
GC—=
() — s (uzaviraci zavorky ubiraji ze zdsobniku)
$,$ — X,ANO
,$ — X,NE (pokud zbyly neuzavtené zévorky, odpovéd je NE)
$,) — X,NE (stejné tak pokud prebyvaji uzaviraci zdvorky)
Problém 2
Zadani:

Sestrojte stroj, ktery poznd palindromy.

Reseni:

Jedno z mnoha moznych feseni je zkopirovat vstup do zasobniku a fronty. Fronta
pak vypise vstup od zacatku a zasobnik pozpatku, coz stac¢i porovnat. Pro pre-

hlednost budu predpokladat, ze po odpovézeni je ukoncen vypocet. Dalo by se to
zaridit pridanim stavového registru, coz by ale zneprehlednilo popis stroje.
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I0
zasobnik
fronta

$,$)$ % ANO! s b

$,a,a —

>

> >

$,a,b - NE, , ,

a,b,_ —

Zadani:
Naleznéte stroj, ktery déld totéz, co stroj 2 nizZe, ale

I0
fronta

,ba,a,

Problém 3

a) md co nejkratsi popis.
b) potrebuje méné krokai.

stavovy registr (polatecni stav S)

0o,_,Ss — ,0, ,L
1, ,8 —- ,1, ,L
o,_,L — ,0, ,S
i, ,L—- ,1, ,S
$,0,s - , ,>,L
$,1,8 —» , ,>,L
$,a,L — a, ,>,S

Stroj 2: Stroj z 2.

Reseni:
Priklad feSeni splnujici oba pozadavky najednou:

I0
fronta

¢isla, ktery vypise pouze znaky s lichou vzdalenosti od konce.

stavovy registr (polatelni stav S)

$,8,L —
$,_,S % b
$,a,L — a,

a,_’S — »a, s
a,_’L — »a, s
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Problém 4

ZadAani:
Sestrojte ndsobicku. (Ndsobicka na dvou vstupech dostane dvé prirozend éisla ve
dvojkové soustave a na vistup vypise jejich soucin.)
Reseni:
stavovy registr (polatelni stav K)
vstup (od nejméné vjznamného bitu)
vstup (od nejméné vyznamného bitu)
fronta (Tady si ulozime prvni{ vstup)
fronta (Tady si ulozime druhy vstup)
fronta (Tady budeme prubézné udrzovat mezisoucet)
vystup

(Kopirovani vstupu do front)

A,$,%,_,_,%$ — B,X, X, ,X, , (Na konec si pfiddme zarazku a za¢neme
nésobit)

A$,b, ,_,8 — A, , b, , ,,

Aa,$, ,_,8$ — Aa, , , , , ,

A,a,b,_,_,$ — A,a, ,b, , , ,

(Kontrola toho, jak vypada druhy vstup)

B,$,8,_,X,X =X, , , , , (Kontrola, ze druhy vstup je neprazdny)
B,$,$,_,0,X - B, , , ,>, , ,0 (Pokud na konci druhého vstupu jsou nuly,
tak rovnou vypisuju nulové bity.)

B,$,$, ,1,X > C, , , , , , , (Tady mtzeme zacit ndsobit)

(Zamysleme se nad aktualnim stavem.)

(Stavovy registr je ve stavu C.)

(Oba vstupy jsou vyCerpany.)

(V prvni fronté vidime nejméné vyznamny jesté nezpracovany bit prvniho vstupu.)
(V druhé fronté vidime nejméné vyznamny bit druhého vstupu.)

(Ve tfeti fronté vidime nejméné vyznamny bit prenosu.)

(Pokud skoncil prvni vstup, tak konc¢ime)
C’$}$’$, 1’X % X, s b b b b b
C,$’$’$’1’a % C’ b b b b ’>’a

(Pokud v prvnim vstupu narazime na nulu, tak rovnou vypiseme dalsi bit)
c,$,$,0,1,x = ¢C, ,>, , , , ,0 (Pokud v pfenosu nic neni, tak nula)
c,$,$,0,1,a =+ C, ,>, , , ,>,a (Jinak posledn{ bit pfenosu)

(Pokud v prvnim vstupu narazime na jednicku, tak vypiseme bit a jdeme pric¢itat k pre-
nosu)

C’$’$’1’1!0 % D’ !>’1’>’ ’>!1
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c,$,$,1,1,1 — E, ,>,1,>, ,>,0 (Stav E indikuje pfensseni jednicky)
(S¢itani)
D,$,$, ., X,Xx = C, , ,X,>,X,>, (Kdy# skonéi pFicitani, tak zahéjime dalsf
cyklus.)
D,$,$,_,a,X — D, , ,a,>,a,>, (Druhy vstup muze byt delsi nez prenos,
naopak to byt nemize.)
D,$,$,_,a,0 —» D, , ,a,>,a,>,
D,$,$,_,0,1 — D, , ,0,>,1,>,
D,$,$,_,1,1 - E, , ,1,>,0,>,
E,$,$,_,X,X—>D, , , , ,1, ,
E,$,$,_,0,X - D, , ,0,>,1, ,
E,$,$, ,1,X = E, , ,1,>,0, ,
E,$,$,_,0,0 — D, , ,0,>,1,>,
E,$,$,_,1,0 - E, , ,1,>,0,>,
E,$,$,_,a,1 — E, , ,a,>,a,>,
Problém 5

Zadani:

Predstavte si, Ze nemdte k dispozici pisku. Sestavte stroj, ktery ji simuluje — na
jednom vstupu cte znak k zdpisu, na druhém smeér posunu a na vystup pise aktudlné
cteny znak.

Reseni:
Priklad mozného feseni je nize. Doporucuji nejdiive zkoumat normalni chovani, a
az pak specidlni pripady.

vstup

vstup

vystup

zasobnik (Tady si udrzujeme zndmou éast pasky vlevo od néas)
zasobnik (Tady si udrzujeme zndmou ¢ast pasky vpravo od nés)

(Speciélni pripady pro prvni krok:)
a,,$,$ —» a, ,

a,>,$,$ — 4, a,

a,<,$,$ —» o, ,a

(Speciélni pripady pro okraje zatim vidéné oblasti:)
a, ,$,r » a, ,r

a,>,$,r > r, a,

a,<,$,r » 4, ,ra
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a:\_l}1:$ — a, 1:
a,>’1:$ — U,la,
a’<’l’$ — l’ »a

(Norméalni chovani:)
a,y,l,r -+ a, 1,r
a,>,l,r = r,la,
a,<,l,r - 1, ,ra

Problém 6

Zadani:
Jakd dalst rozsiteni bychom mohli chtit? (Zamyslete se nad tim, jak s nimi bude
interagovat prechodovd funkce.)
Reseni:
Viz dalsi dily témaétka. :-)
Problém 7

Zadani:

Zamyslete se nad tim, jak jinak bychom mohli dostdvat vstupni retézce. Které
problémy by to usnadnilo? Co by to zkomplikovalo? Chtéli byste zménit i néco
jiného? Proc¢ a jak?

Reseni:

Moznosti zahrnuji vstup v zasobniku, fronté i pasce. Obecné ndm to usnadnuje
praci v situaci, kdy napriklad stroj nestihd zpracovavat vstup stejnou rychlosti,
kterou jej aktualné dostava.

Zasobnik a fronta se lisi tim, zda si stroj miize pripisovat véci na zacatek nebo
konec vstupu, zatimco paska umoznuje se ve vstupu pohybovat v obou smérech.
Nutno fici, Ze s vyjimkou zasobniku ndm to pridava hned dvé polozky do pokynu,
coz muze byt prilis.

Jesté zminim, Ze pomérné Castym fesenim je zavedeni ,vstupni® fronty nebo
pasky, ktera je urcena pouze ke Cteni, procez si vystaci s jednou polozkou v po-
kynu. Toto feSeni ma také tu prijemnou vlastnost, ze takové stroje jsou o néco
slabsi nez ty se schopnosti modifikace vstupu, a tim umoznuji o néco jemnéjsi
analyzu slozitosti problému.

Problém 8

Zadani:
Nékterd z vds jiZ moznd tusi, co je to nedeterminismus. (Pokud ne, tak se o ném
dozvite v prigtim cisle.) Jak by se dal formulovat v Teci nasich modeli?
Reseni:
Viz tento dil tématka. :-)
Matej; lieskovsky.matej+stroje@gmail.com
e-mailovd konference: stroje@mam.mff.cuni.cz


mailto:lieskovsky.matej+stroje@gmail.com
mailto:stroje@mam.mff.cuni.cz
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Téma 3 — Zpracovani obrazovych dat ze senzorti
4. dil

V minulém dile jsme se zabyvali pfevazné odstranovanim sumu z naméfenych
dat. Nyni nas cekaji Cisté programovaci tkoly a na zavér i jeden kol vhodny pro
neinformatiky.

Doposud jsme méli k dispozici dvojrozmérné pole nekalibrovanych namétrenych
hodnot, kde jeden rozmér reprezentoval vzdalenost od senzoru a druhy smér.
Prestoze data byla namérena v radidlnich souradnicich, pro jednoduchost jsem
vam je zobrazoval jako obrazky. Presnéjsi vizualizace v radidlnich souradnicich
vypada takto:

0 0
5
20
10
40 15
20
60
25
80 30
100 35
40
120
255° 285° 45
270° 255° 285°
PP ‘ . 270°
(a) Originalni obrézek v radi- . i e
Alnich soufadnicich (b) Stejny obrazek, ale pribli-

zeny

Problém 1: Naprogramugjte v libovolném programovacim jazyce (doporucuji Py-
thon) funkci, kterd na vstupu dostane 2D pole s namérenymi daty a na vygstupu
vrdti vizualizaci téchto dat podobnou obrdzku vijse. Vstupni data najdete ve formdtu
.npy pro Python (knihovna numpy) nebo ve formdtu .csv pro ostatni programo-
vact jazyky. Odevzdejte zdrojovy kéd kompletniho programu (ne jen implementaci
této funkce), ktery precte vstupni data ze souboru a vizualizaci uloZi jako obrdzek,
nebo ji alespon zobrazi na obrazovce.
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vy

Nyni namérend data rozsifime o treti dimenzi. Ve chvili, kdy zpét k senzoru
dorazi signal odrazeny od statického objektu, frekvence tohoto odrazeného signalu
je stejna jako vysilana. Jenze ve chvili, kdy se sledovany objekt priblizuje nebo
oddaluje, je odrazend frekvence zménéna na zakladé Dopplerova efektLﬂ Tato
ménici se frekvence ndm v datech pridava zminény treti rozmeér.

Nova data jsou reprezentovana jako trojrozmérné pole, kde prvni rozmér pred-
stavuje vzddlenost (v rozsahu 0-255f°} druhy frekvenci (v rozsahu 0-63) a tieti
uhel natoceni antény (v rozsahu 0-18). Naméfend hodnota ulozend na danych
soutadnicich je opét intenzita odrazeného signalu v nekalibrovanych jednotkéch.
S témito daty pracujeme stejné jako v minulém dile:

import numpy as np

image3D = np.load("filename.npy")

print (image3D. shape)

# Vypise (256, 64, 19),

# coz odpovida rozmerum (vzdalenost, frekvence, uhel)

Zobrazit 3D data jako obrazek uz je o néco obtiznéjsi. V minulém dile jsem
vam ukéazal 2D obréazky, které z téchto 3D dat vznikly sectenim intenzit vSech
frekvenci do jedné. Jinymi slovy jsem secetl vSechny hodnoty Y (intenzity rtznych
frekvenci) v bodech ve stejné vzddlenosti pod stejnym thlem (tj. na stejnych
soufadnicich X a 7).

image2D = np.sum(image3D, axis=1)
Kéd vyse mizeme pro ndzornost prepsat i bez pouziti funkce np.sum():

image2D = np.zeros(256%19) .reshape (256, 19)
for x in range(256):
for z in range(19):
for y in range(64):
image2D[x,z] += image3D[x,y,z]

Vypocitany 2D snimek mutzeme zobrazit stejné jako v minulém dile:

import matplotlib.pyplot as plt
plt.imshow(image2D, interpolation=’nearest’, cmap=’binary’)
plt.show()

7 3D dat si mUzeme vybrat ,fez“, ktery zobrazime jako 2D obrazek. Nasledu-
jici priklad vybere z image3D hodnoty na vSech souradnicich X, Y, kde Z = O:

plt.imshow(image3D[:,:,0], interpolation=’nearest’, cmap=’binary’)
plt.show()

9nttps://cs.wikipedia.org/wiki/DopplerC5%AFv_jev
10Rozsah je dany pouzitym hardwarem.


https://cs.wikipedia.org/wiki/Doppler%C5%AFv_jev
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Cely 3D snimek si miazeme zobrazit napriklad jako animaci vSech ezl podle
libovolné osy nebo jako 3D graf:

Problém 2: Libovolnym zpusobem vizualizujte 3D data jako 3D graf srozumi-
telny pro lidské oko. Muzete pouzit ndsledujici sablonu zdrojového kédu v jazyce
Python:

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
image3D = np.load("filename.npy")
print (image3D.shape)

#TODO: vizualizace promenne image3D

Jako vysledek muzete ziskat napriklad tento obrdzek:

P ———

Bonus: Zamyslete se nad tim, pro¢ 3D nameérend data vypadaji zrovna takto.
Priddm malou ndpovédu: Senzor umi mérit pouze radidlni rychlost (tedy slozka
rychlosti ve sméru k radaru,).

Nyni se opét vratime k problému odstranovani sumu. Kdyz se podivate na
trojrozmérna data, tak zjistite, ze Sum je najednou nizs$i nez v predchozich 2D
snimcich. V predchozich snimcich se sé¢italo vice namérenych hodnot, a tim vzni-
kala kumulativni chyba.

Problém 3: Zkuste nyni odfiltrovat sum z 8D snimku jesté pred tim, neZ ho
zacneme prevadét na 2D obrdzek. Méli byste tak dosdhnout lepsiho visledku neZ
v predchozim dile. Mizete k tomu pouzit Sablonu niZe:

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

image3D = np.load("src/094057010609_3D.npy")
print (image3D.shape)
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filteredImage3D = np.zeros((256, 64, 19))
for x in range(256):
for y in range(64):
for z in range(19):
# Misto nasledujiho radku vlozte svuj filtr
# na odstraneni sumu.
# Zobrazeni na nasledujicim radku je nyni identita,

# ktera zadny sum neodstrani.
filteredImage3D[x,y,z] = image3D[x,y,z]

filteredImage2D = np.sum(filteredImage3D, axis=1)
plt.imshow(filteredImage2D)
plt.show()

Problém 4 (Ukol vhodny i pro neinformatiky): Vratme se zpdtky k pro-
nimu dilu, kde jsme namérili jednorozmeérny seznam hodnot. Tento seznam hodnot
reprezentoval intenzitu odraZeného signdlu s narustajici vzddlenosti od senzoru.
Pokud se napriklad 20jednotek od senzoru nachdzi jedind prekdzka, tak seznam
namérengch hodnot bude obsahovat nizké hodnoty (sum) pro vSechny vzddlenosti
mensi neZ 20 jednotek. Naopak hodnoty reprezentujici vzddlenost 20jednotek bu-
dou vyrazné vyssi, nebot z této vzddlenosti dorazil signdl odraZeny od prekdzky.
Pro upresneni pripomenu obrdzkem z prvniho dilu:
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intenzita odrazu

Zdrojovd data k tomuto obrazku jsou uloZena jako textovy soubor, ve kterém je
kazdd namérend hodnota na samostatném ridku. Obsah souboru muzete napriklad
primo kopirovat do Ezcelu, R ¢i jiného ndstroje.
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Vasim kolem je pro dany vstup najit dvé ¢isla reprezentujici vzddlenost (sou-
Tadnice X). Prung ¢islo reprezentuje vzdalenost nejblizsi prekdzky a druhé éislo re-
prezentuje vzddlenost nejvzddlenéjsi prekdzky. Napriklad pro obrdzek vise je vzdd-
lenost nejblizsi prekazky nékde v intervalu 20jednotek — 25jednotek a nejvzdd-
lenejsi nekde na intervalu 38 jednotek — 42jednotek. Odevzddvejte dvé cisla pro
kazdy vstup. Ddle odevzdejte jeden postup resenti, ktery jste pouZzili pro vsechny
vstupy. Nalezeni visledku pomoci lidského oka nebude uznané jako reseni této
ulohy.

Data ke stazeni k tomuto dilu

https://mam.mff.cuni.cz/media/prilohy/26-4-3-data.zip

Redeni dilu1a?2
Dil 1, zamysleni 1

ZadAani:

Zkuste se zamyslet nad tim, jak byste na zdkladé téchto dat mérili vzddlenost ra-
daru od zemé (chtéli byste jej pouZit jako viyskomér). Odhadnéte, jak spolehlivd
data muzeme ocekdvat. Jestli treba miZe nastat situace, kdy zem wvibec neuvi-
dime, jaok bude nase méreni ovlivriovat pocasi nebo noc. Nemusite nic programo-
vat, ale pokud chcete, muzete své myslenky ovérit na testovacich datech. Testovact
data véetné ndvodu k jejich pouZiti jsou na https: //mam. mff. cuni. cz/media/
prilohy/26-1-t3-data. zip.

Reseni:

V pruvodnim textu je doslova uvedena véta: ,Potom vidime odraz od koruny
stromu a nésledné od zemé. Aktualné neméme dostatecné silny radar, abychom
vidéli i pod zem, takze dalsi odrazy nejsou méritelné a v grafu uz vidime jen
Sum.

7 toho vyplyva, ze odraz od zemé je zaroven odraz od nejvzdalenéjsiho objektu.
Ovsem pokud je na zemi nebo nad zemi prilis mnoho jinych prekazek, tak se
muze stat, Ze na zem nedohlédneme viibec. Naopak pokud jsme prilis vysoko, tak
nemame dostatecné silnou anténu na to, abychom odraz od zemé slyseli. Intenzita
signdlu klesd s druhou mocninou (povrch koule)lﬂ vzhledem ke vzddlenosti.

Noc naSe méfeni neovlivni, nebot radar si posild vlastni pulzy (sviti sdm).
V pravodnim textu je doslova napsdno: ,Radar je anténa, kterd odesle kratky
pulz elektromagnetického signalu na definované frekvenci a ¢eka na odrazy, které
se vrati.

Naopak pocasi mé na méreni nezanedbatelny vliv. V privodnim textu se do-
¢teme: ,Prvnich nékolik metria (postupujeme v ose X od nuly) pfijimame jen

11Signél se §if{ jako prostorova elektromagnetické vlna. Energie této viny se rozprostird rovno-
mérné v celém svém povrchu, ktery muzeme reprezentovat povrchem rozpinajici se koule. Povrch
koule stoupd s druhou mocninou poloméru. Intenzita signdlu je nepfimo imérna k tomuto po-
vrchu. Intenzita signdlu tedy klesd s druhou mocninou vzhledem ke vzdalenosti.


https://mam.mff.cuni.cz/media/prilohy/26-4-3-data.zip
https://mam.mff.cuni.cz/media/prilohy/26-1-t3-data.zip
https://mam.mff.cuni.cz/media/prilohy/26-1-t3-data.zip
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maly odraz od vzduchu.“ Vzduch ndm odeslany signél ¢astecné rozptyluje, pokud
je vlhky, tak je rozptyl o néco vétsi. Pokud prsi, tak dochazi k ¢astecnému pohl-
covani signalu kapkami vody, coz nam zpusobi kratsi dohlednost se stejné silnym
vysilacem a se stejné citlivou anténou.

Obrazky v testovacich datech maji rozmér 256 x 19 pixeli, coZz znamenad, Ze
vzdalenost umime mérit pouze v kvantech celého pixelu do maximalni vzdale-
nosti 256 pixeld. Vzdélenost 256 pixeli mutze v realu znamenat nékolik raznych
vzdalenosti v metrech v zévislosti na nastaveni konkrétniho radaru. (Na obrézcich
v tomto tématku jeden pixel zhruba odpovida vzdalenosti 0,5 jednotek.)

Pokud budeme chtit radar pouzit jako vyskomér, sta¢i nam hledat odraz od
nejvzdélenégjsi prekdzky. (Muzeme hledat i odraz od nejblizsi prekdzky, coz ndm
vétsinou poskytne informaci o vysce nad vrcholky stromi ¢i nad st¥echami budov.)
Pokud budeme hledat odrazy od prekazek, musime si stanovit intenzitu odrazu,
kterou uz budeme povazovat za prekazku a nikoliv za Sum. Tento ,threshold“ se
relativné snadno pocita pomoci histogramu, zde si ale bohaté vystacime s vyrazné
nadprumérnymi hodnotami.

Nasledujici kdd v jazyce Python otevie jeden snimek a vypocita vzdalenost
od zemé ve sméru ulozeném na indexu 5, radar tedy pouzije jako vyskomeér:

import numpy as np

# Vybrany smer
direction = 5

# Precteni snimku ze souboru
image2D = np.load("1_2D.npy")
imagelD = image2D[:, direction]

# Chceme jen vyrazne nadprumerne odrazy
average = np.sum(imagelD)/len(imagelD)
threshold = 2*average
maxDistance = 0
for y in range(256):

if imagelD[y] > threshold:

maxDistance = y

print (maxDistance)

Dil 1, zamysleni 2
Zadani:
Jak budou vypadat data porizend nad rovnou loukou nebo treba nad vodni hladi-
nou? Jak bude vypadat snimek nad budovou, nad hustym nebo ridkiym lesem, nad
lesni cestou mebo v hordch? Co vSechno muzeme obycejnym radarem vidét z ptaci
perspektivy? Pro inspiraci priddvam nékolik radarovych snimki, ale haddni, co je
jejich obsahem, uZ nechdm na vds.



26

Reseni:
Primo v zadani jsem vam napovédél, co mate v obrazcich hledat. Vezméme to
postupné:

1. Rovné louka, fotbalové hristé, stejné bude vypadat libovolny rovny terén
bez prekazek a bez vegetace.

2. Stejné rovna louka z trosku vétsi vysky, ale tentokrat se mezi nasi koptéru
a zem vloudila jesté jina koptéra, kterd simulovala létajici prekazku.

3. Prtlet nad polni cestou, ktera je z obou stran lemovana stromy.
4. Rozhrani louky a lesa, les se zac¢ind svazovat mirné z kopce.

5. Toto byl asi nejtézsi snimek. Uzndvam, Ze pokud bych nevédél, kdy jsem
tato data méril, tak bych sam nepoznal, co je obsahem. Takto vypada vodni
hladina, kterda odrazi signal jako zrcadlo. Tim paddem se k ndm vrati jen
ten signal, ktery je od hladiny odrazen pod pravym ithlem. Proto nevidime
celou hladinu, ale jen ,tecku“. Signal, ktery dorazi k vodni hladiné pod
jingm thlem, neni odrazen zpatky ke zdroji, ale naopak dplné na druhou
stranu podle pravidla ,,ihel dopadu = tihel odrazu*“.

6. Posledni snimek ukazuje pohled shora na zed domu. Vrchni linka je odraz
od stiechy, spodni linka je odraz od podlahy.

0 0 0 0 0 0
50 4 50 q 50 4 = 50 50 4 50 ———
— p— R -
| —|

100 A 100 - 100 A 100 - 100 A 100 -
150 A 150 4 150 A 150 4 150 A 150 4
200 A 200 A 200 A 200 A 200 A 200 A
2501 . 250" 1 2501 : 250" . 2501 - 250" )

0 10 0 10 0 10 0 10 0 10 0 10

(1) (2) (3) (4) (5) (6)

Dil 2, problém 1

Zadani:

V minulém dile jste dostali celkem Sest obrdzku ruznych typu terénu, u kteryjch
jste hadali, co asi zobrazuji. Najdete je ve formdtu PNG v odkazu na konci tohoto
Cldnku. Zkuste si tyto obrazky otevrit v néjakém grafickém editoru (doporucuji



EREA  XXVI/4 27

naptiklad Gimp) a najit jeden postup aplikovatelng na vSechny obrdzky (ne iuprava
obrdzku Stétcem rucéné pomoci mysi), ktery z téchto obrdzki co nejlépe odstrani
Sum a zvyrazni detekované objekty (zem, strom, skdla, létajici objekt, ...). Ve
svych resenich popiste, jaké problémy jste museli resit a jaké postupy jste zkouseli
aplikovat. Odevzdejte také postupy a vami upravené obrdzky.

Reseni:

V ramci feseni tohoto problému jste si vyzkouseli, ze automatizované odstrano-
vani Sumu neni zas tak jednoduchd operace. Akceptoval jsem libovolné reSeni,
které doséhlo lepsiho vysledku nez obrazek v zadani. Osobné bych pouzil kombi-
naci filtrt rozmazani, filtr threshold (pfebarveni vSech bodl na ¢ernou nebo bilou
podle zvolené hranice) 50% a nakonec filtr eroze, ktery odstrani vSechny okrajové
pixely. Tim se vSechny objekty zmensi o jeden pixel a objekty sitky jeden pi-
xel uplné zmizi. Filtr eroze je mozné aplikovat vicekrat podle potteby, napriklad
dokud nezbyde maximalné N objekti. VSechny zminéné filtry jsou podporované
naptiklad programem Gimp.
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Obrazek 4: Priklad vysledku ziskaného pomoci zminéného postupu.

Nebudu zde tajit, Ze timto procesem muzeme dosdhnout i vyrazné lepsich
vysledkt, k tomu uz ale radéji vyuzijme silnéjSich néstroji, které jsou dostupné
v ruznych programovacich jazycich. Zde pouzijeme programovaci jazyk Python.
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Dil 2, problém 2

Zadani:
Sum v obrdzku miZeme redukovat i bez pomoci grafického editoru. Pokusime se
naprogramovat vlastni filtr redukujici sum v jazyce Python.

V datech k tomuto clanku najdete soubory s priponou *.npy, které obsahuji
data ke stejnym obrdzkum jako v minulém dile. Tento soubor opét prectete stejngm
zpusobem jako v minulém dile, viz ndsledujici kod:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

frame = np.load("1.npy")
plt.imshow(frame, interpolation=’nearest’, cmap=’binary’)
plt.show()

Projdéte postupné vsechny pizely nacteného obrdzku a aplikujte na kazdy pixel
vami vytvoreny filtr:

# Muzete upravit libovolnou cast kodu,
# staci ale, kdyz upravite jen radek 17.
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

frame = np.load("1l.npy")

fig = plt.figure()

fig.add_subplot (1, 2, 1)

plt.imshow(frame, interpolation=’nearest’,
cmap=’binary’, aspect=’auto’)

for y in range(frame.shape[0]):
for x in range(frame.shape[1]):
# zde vlozte svuj filtr, i jeden radek staci
# nasledujici radek je priklad threshold filtru
frame[y] [x] = framely] [x] if framel[y] [x]>500 else O

fig.add_subplot(l, 2, 2)

plt.imshow(frame, interpolation=’nearest’,
cmap=’binary’, aspect=’auto’)

plt.show()

Viyzkousejte si, jestli vds filtr funguje na véechny obrdzky (nebo aspori na vét-
Sinu), které mdte k dispozici. Upravte vyse wvedeny kdd v jazyce Python.
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Reseni:
V minulé 1loze jste si vyzkouseli filtrovani Sumu pomoci existujicich metod v gra-

vvvvv

kud jste pouzili napiiklad néstroje z knihovny OpenCV (Open Computer Vision),
je to plné v poradku. V nésledujici ukdzce jsem se knihovné OpenCV zamérné
vyhnul, abych vam ukazal, jak techniky zpracovani obrazu funguji uvnitt.

Mozn4 jste si vSimli, ze se v kédu objevilo par konstant. Tato ¢isla ziskame
nejcastéji na zédkladé kalibrace. Pokud pouzivame stéle stejny senzor, je bezpec-
néjsi stanovit konstanty predem. Pokud bychom chtéli robustnéjsi reseni, mtzeme
si do kédu pripsat dynamickou kalibraci, kterd kontroluje, jestli se od stanovenych
konstant ptilis neodchylujeme.

V obrazcich vyse jsme mohli najit Sum ve tvaru pismene T, ktery byl silnéjsi
nez nameérend data. V praxi to znamend, ze v téchto mistech je senzor slepy, ne-
bot sum bude vzdy silnéjsi nez redlné odrazy. Tento typ sumu mizeme odstranit
treba tak, ze v téchto mistech prepiSeme namérené hodnoty na nuly nebo na hod-
noty sousednich pixelti, které nejsou timto typem Sumu zatizeny. Tim odstranime
vSechny falesné hodnoty.

Dalsi vlastnosti senzoru je, ze odrazy od atmosféry z mensich vzdélenosti ge-
neruji silnéjsi Sum nez ty vzdalenéjsi. Na zdkladé namérenych hodnot mizeme
intenzitu tohoto Sumu aproximovat rovnici, kde k je vypocitana intenzita Sumu a

y vzdalenost v pixelech:
10
T y+128
252

Tento Sum nésledné odstranime odectenim vypocitané intenzity pro kazdy
radek ve vysledném obrazku.

Nakonec aplikujeme threshold filtr podobné jako v minulé tloze. Dalsi filtry
nyni nechavam stranou, protoze si vystacime i bez nich. Vzdy je dobré co nejlépe
znat (nebo odhadnout) fyzikdln{ charakteristiky zvoleného senzoru. Tyto charak-
teristiky nam primo napovi, jaké techniky zpracovani dat v daném pripadé pouzit.
V nasem tématku k tomuto ucelu slouzilo celé prvni ¢islo.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

frame = np.load("1_2D.npy")

# noise background value for every row
rowConst = np.zeros(256)
for i in range(1l, 256):

rowConst[i] = 10/((i+128)/25%%2)

# show original image
fig = plt.figure()
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fig.add_subplot(l, 2, 1)
plt.imshow(frame, interpolation=’nearest’,
cmap=’binary’, aspect=’auto’)

# blind areas reduction
frame[:,9] = framel:,8]
frame[:,10] = frame[:,11]
frame[9,:] = frame[8,:]

frame[10,:] = frame[9,:]
frame[12,:] = frame[13,:]
frame[11,:] = frame[12,:]

# background noise reduction
for y in range(frame.shape([0]):
framely,:] -= rowConst[y]

# negative numbers reduction
for y in range(frame.shape[0]):
for x in range(frame.shape([1]):
if framel[y] [x] < O:
frame[y] [x] = O

# Faster alternative to negative numbers reduction
# frame[frame < 0] = 0

# threshold reduction
for y in range(frame.shape[0]):
for x in range(frame.shape[1]):
if frame[y] [x]>50:
frame[y]l [x] = 1
else:
framel[y] [x] = O
# Another alternative to mentined "if"
# framely]l[x] = 1 if frame[y] [x]1>50 else O

# show result

fig.add_subplot(l, 2, 2)

plt.imshow(frame, interpolation=’nearest’,
cmap=’binary’, aspect=’auto’)

plt.show()
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Vysledky filtrovani Sumu pomoci vyse popsaného postupu:

0 0 0 0
-
e
50 50 50 501
100 100 - 100 100
150 150 150 150
200 200 200 200
250 250 250 250
0 5 10 15 0 5 10 15 0 5 10 15 0 H 10 15

(a) Rovn4 louka, fotbalové hfisté

(b) Louka z vétsi vysky s prekdzkou

0 0 0 o
-
s S *
e SRS - e N L
e | s |
100 100 100 100
150 150 150 150
200 200 200 200
250 250 250 250
0 5 10 15 o 5 10 15 0 5 10 15 0 5 10 15
(¢) Polni cesta lemovana stromy (d) Rozhrani louky a lesa
0 0 0 o
- -
5 —_— —_
50 50 50 50
Coe— 0T
100 100 100 100
150 150 -—— 150 150
200 200 200 200
250 250 250 250
10 15 o 5 10 15 0 5 10 15 0 5 10 15

(e) Vodni hladina

(f) Zed domu

Béda; bedrich.said@gmail.com
e-mailovd konference: radary@mam.mff.cuni.cz
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Téma 4 — Vybrané kapitoly z elektromagnetismu

Dil 4: Faradaytiv zakon elektromagnetické indukce

Ve druhém dile tohoto tématka jsme se zabyvali pripadem, kdy proud tekouci vo-
dicem indukuje magnetické pole charakterizované vektorem magnetické indukcee,
obecné znacenym jako B. Nyni se podivame na opac¢ny pripad — proménnym vnéj-
$im magnetickym polem B vytvorime elektrické napéti, a tim i tekouci proud I.
A neni ndhodou, Ze tento proud prochéazejici vodi¢em nam bude vytvaret induko-
vané magnetické pole, které v tomto textu budeme znacit jako B’.

I
-
® 5

Obrazek 6: Model smycky pohybujici se v nehomogennim magnetickém poli B. Vektor
indukované magnetické indukce B’ je te¢na k indukovanym magnetickym ¢ardm v roviné
smycky a smeéfuje od ctenare kolmo na plochu nakresny. Indukované pole je vyvoldno
proudem [ souvisejicim s indukovanym napétim e;.

Prikladem ndm muze byt vodiva smycka, tedy stoCeny vodi¢, ktery ma vzhle-
dem ke svym rozmeérim konce blizko u sebe, umisténd v nehomogennim mag-
netickém poli, viz obrazek @ Vidime, Ze vnéjs{ magnetickd indukce B (tedy ta,
kterd ndm indukuje napéti{) sméfuje kolmo na rovinu nékresﬂ smérem k vam,
Ctenaium, a vodic¢ lezi v roviné nékresu. Indukované napéti se méri na koncich
smycky. Pozorny ¢tenat si mohl vsimnout, ze smycka je jeden zavit civky.

Pro jednodussi vypocty budeme pti popisu nasledujicich modelovych situaci
zachovavat vzajemnou kolmost plochy smycky a vektoru indukce vnéjsiho neho-
mogenniho magnetického pole B. Pokud by kolmé nebyly, tak bychom museli brat
v uvahu jen slozku vektoru magnetické indukce, ktera je kolmé na plochu smycky.
Plose smycky prifazujeme normalovy vektor, tj. vektor kolmy na plochu. Smér
vektoru udavame pomoci pravidla pravé ruky: prsty pravé ruky obtoc¢ime kolem
smycky tak, ze palec ukazuje proti sméru vektoru indukce B.

Vygenerované indukované napéti, které lze obecné spocitat jako zadporné vza-
tou zménu magnetického indukéniho toku v ¢ase, matematicky zapiSeme pomoci

12Takto se bézné znadi vektory kolmé k nakresné. Pokud by vektor nesméfoval k vam, ale od
vas do nékresny, znacil by se krizkem v kolecku.
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Faradayova zakona elektromagnetické indukce jako

do

dt’

kde €; je indukované napéti vytvarejici magnetické pole. Znaménko minus znaci,
Ze indukované napéti se snazi pusobit proti zméné, kterd jej vyvolala (lepsi odu-
vodnéni déle v textu). Souvisi tedy pouze se smérem, ne s velikosti elektrické
intenzity (resp. poklesu napéti). Nezndmd ® znaci onen magneticky indukéni tok,
jehoz vyznam muzeme zjednodusené interpretovat jako ,pocet indukénich car
prochézejicich plochou smycky“. Vypocte se podle vzorce & = fs BdS.

Vztah pro vypocet magnetického indukcniho toku ® obsahuje vektorové ve-
liciny, coz znamend, ze umime urc¢it i vysledny smér proudu tekouciho civkou,
a to podle polarity indukovaného napéti a pravidla pravé ruky. V zasadé mame
dvé moznosti sméru toku proudu smyckou. Spravné feseni je na obrdzku[6} Vzpo-
meneme si na pravidlo pravé ruky, které se aplikovalo na magnetickou indukci
v okoli vodice: palec prilozime k vodi¢i ve sméru proudu tak, Ze prsty obtocené
kolem vodice ukazuji smér indukovanych magnetickych silocar, jejichz tecna je
vektor indukované magnetické indukce B’ v daném bodé.

Problém je, ze nezname smér proudu. Vime vsak, jaky smér maji mit vektory
magnetické indukce B’. Chceme totiZ, aby smér indukované magnetické indukce
byl opac¢ny oproti sméru vektort té vnéjsi, znacené B. Tudiz si pravidlo pravé
ruky ,otoc¢ime“ — pravou ruku kolem vodice obtoc¢ime tak, aby prsty smétfovaly
v opacném sméru nez maji vektory vnéjsi magnetické indukce B, tedy ve sméru
indukce B’. Vzty¢eny palec ndm tak ukdze smér proudu vyvolaného indukovanym
napétim ;.

Kdyby vektory magnetické indukce B’ mély stejny smér jako vektory magne-
tické indukce vnéjsitho pole B, oba vektory by se secetly a vyslednd magneticka
indukce by vychazela vétsi nez ta puvodni, coz by porusovalo zdkon zachovani
energie. Proto musi pole B a B’ sméfovat opacné.

&= —

Problém 1 [4b]: Mdme vodi¢ zanedbatelné tloustky a z néj zformujeme kruhovou
civku se 150 zdvity o polomeéru 2 cm. Na konce drdtu priloZime voltmetr a civku
vloZime do vnéjsiho magnetického pole. Velikost vektoru magnetické indukce zvy-
Sujeme s casem podle rovnice B(t) = 12t — 0,003 (jednotka mT). Smér vektord
magnetické indukce je konstantni — svisle doli. Rovina plochy smycky je mato-
cend oproti vodorovnému sméru o 30°. Vypoctéte, jaké napeti bychom nameérili na
koncich drdtu v tomto stavu.

Podivame se na dalsi pripad, kdy mame homogenni magnetické pole neménné
v ¢ase. Napét{ lze indukovat jen v pfipadé, ze ménime velikost plochy smycky (viz
definice magnetického indukéniho toku).

Jak takova situace vypada? Podivejme se na ndvrh situace na obrazku[7] Méame
z vodice vytvoreny obdélnik, jehoz jedna hrana o délce L je pohybliva — posouva
se v naznaceném smeéru konstantni rychlosti v a zvétsuje tim plochu obdélniku
tvoreného vodicem.
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Obrazek 7: Modelova situace pro indukci napéti v homogennim vnéjsim magnetickém
poli. Pohyb vodi¢em o délce L bude ménit velikost plochy smycky. Plocha smycky je
kolmé na vektory magnetické indukce vnéjsitho magnetického pole.

Problém 2 [4b]: Napiste, jak byste vypocetli indukované napéti a jaky smér bude
mit vysledny proud v situaci na obrdzku 7

Nyni se podivame na jednu z aplikaci Faradayova zdkona: generovani strida-
vého napéti. Mame otécejici se smycku v homogennim magnetickém poli, jejiz
osa rotace je kolmd na svislé magnetické pole, viz obrdzek B Vime, ze smycka
rotuje s uhlovou rychlosti w (roztaci ji naptiklad lopatky vétrné turbiny). Tim
generujeme napéti.

Problém 3 [4b]: Na vds je zamyslet se, jaky bude casovy pribéh tohoto napéti
pri konstantni velikosti velicin B a w. Plocha smycky md povrch S. Vyneste své
zavéry do grafu zdvislosti generovaného napéti na case. Porovnejte s pribéhem
velikosti slozky magnetické indukce, kterd se podili na indukci napéti. (Ndpovéda:
Rozmyslete si, kam budou smerovat vektory normdly plochy a vektor magnetické
indukce B.)

\
¢

Obrazek 8: Rotujici smycka v magnetickém poli.
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Regeni 2. série
Problém 1

Zadani:

Urcete smeér vektoru magnetické indukce v nekonecné dlouhém vodici v prikladu
vyse. Jaky tvar budou mit magnetické silocdry?

Reseni:

Soucin vektori dl a r uré¢ime pomoci pravidla pravé ruky: prsty pravé ruky nam
sméruji ve sméru vektoru dl tak, ze vektor r ndm vystupuje z dlané. Vztyceny
palec ndm sméfuje ve sméru vektoru magnetické indukce B. Vime, ze vektor
sméfuje kolmo z ndkresny smérem k ndm, viz obrazek [9]

PG

)
A 0 = S A, [ —>
Obrazek 9: Smér magnetické indukce v bodé P v okoli nekone¢né dlouhého vodice.

Vektor B je teénou k magnetické siloc¢are, tudiz pokud aplikujeme pravidlo
pravé ruky na vice bodu v okoli dlouhého vodice, lze odhadnout, Ze indukéni ¢ary
magnetického pole jsou soustiedné kruznice, viz

®;) \5

Obrazek 10: Magnetické indukéni ¢ary v okoli nekonecné dlouhého vodice.
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Problém 2

Zadani:

Napiste Biot-Savartiv zakon pro magnetickou indukci nachdzejici se v ose civky,
kterd md jeden zdvit a jejiz osa je kolmd na plochu zdvitu. Odhadnéte, jak budou
vypadat magnetické silocdary v ose a v roviné ploch civky. (Ndpovéda: RozloZte
si ndhodné orientovany vektor B do dvou kolmych smeéru, z nichZ jeden bude
rovnobézny s plochou civky. Integrujte pres Al po uzavrené krivce, tedy smycce
civky.)

Reseni:

Na ose smycky najdeme obecny bod P. V tomto bodé popisuje indukéni éary
magnetického pole obecny vektor magnetické indukce B. Vyuzijeme napovédu ze
zadani a rozlozime vektor B do dvou kolmych sméru tak, ze jeden z téchto sméri
bude rovnobézny s rovinou plochy smycky, viz obrazek

Obrazek 11: Magnetickd indukce v bodé P na ose smycky. Poloha bodu P je charak-
terizovana polohovym vektorem r v souradném systému os = a y. Vektor B je rozlozen
do obou kolmych smériu.

Z obrézku muzeme vycist, ze kazdy velmi maly tsek smycky (oznacen dl) ge-
neruje v bodé P maly prispévek celkové magnetické indukei, ktery oznacime dB.
Slozky téchto prispévkt dB ve sméru osy y se pro vsechny malé ¢asti smycky dl
vyrusi. Tim padem nas zajimé jenom x-ova slozka tohoto prispévku magnetické
indukce. Oznacme si jej dB,. Z obrazku urc¢ime, ze dB, = dB cos ¢ a z podob-
nosti trojuhelniku urcéime, Ze cos ¢ = -3¢z, kde a je polomér smycky a x je kolma
vzdélenost bodu P od stiedu plochy smycky. Aplikujeme Biot-Savartuv zikon a
pouzijeme substituci za cos ¢:
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B:?{de

]{dBcos _ o Idl a _ Mo Ia ]{dl*@ I-27a?
L A1 22 + a2 (z2+a2)%  Arx (x2+a2)%  Arx (:1:2+a2)%

Vysledny tvar pro vypocet magnetické indukce v ose smycky je

po I -2ma?
47 (22 + QZ)%

Tvar magnetickych indukénich ¢ar 1ze odhadnout, kdyz se na smycku podivame
jako na zkrouceny vodi¢. Magnetické indukéni ¢ary budou tedy smycku ,,obtacet “,

viz obréazek [12
B
%
. \‘)

/7 VAN

Obrazek 12: Nakres magnetickych indukénich car. Smyckou protéka proud I ve vy-
znaceném smeéru.

Problém 3

Zadani:

Pokud dame vedle sebe dva nekonecne dlouhé rovnobéiné vodice, kterymi protékd
proud, zacnou spolu interagovat diky generované magnetické indukci. Popiste, jak
bude vypadat vyslednd magnetickd indukce v prostoru kolem vodici, pokud proudy
ve vodicich potecou stejnym smérem a pokud potecou opacnym.

Reseni:

Opét aplikujeme pravidlo pravé ruky postupné na oba vodi¢e na obrazku[[3} Prvni
dvojice v horni poloviné obrazku reprezentuje dva vodice, v nichz tecou proudy
stejnym smérem (smérem do vds, ¢tendru), tudiz magnetické indukéni ¢dry budou
yobihat“ vodi¢ shodné. Nicméné v prostoru mezi vodi¢i je smér magnetickych
indukénich car opacny, a tak bude velikost vysledné magnetické indukce mensi nez
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hodnota B; nebo B,. Pro ptipad, kdy budou proudy protékat riznymi sméry, se
vektory magnetické indukce v prostoru mezi vodic¢i sectou.

V prostoru vné od dvojice vodi¢i budou magnetické indukéni éary (a tedy i
vektory magnetické indukce) poli obou vodi¢i sméfovat opaéné. V pripadé vodici,
kterymi tece proud stejnym smérem, se jednotlivé vektory magnetickych indukci
obou vodica budou sé¢itat. Pro pripad dvou vodica s proudy tekoucimi opa¢nym
smérem se budou odcitat.

H 1 [)‘,'2 g 1
B,
B,
Bl B, I,

Obrazek 13: Nékres dvojic nekonecné dlouhych rovnobéznych vodi¢a kolmych na na-
kresnu. Prvni piipad popisuje situaci, kde proud v obou vodic¢ich teCe stejnymi sméry
a vektory magnetickych indukci poli B1 a B2 od obou vodi¢ se mezi nimi odecitaji.
Druhy pripad ukazuje opak — proudy tecou opacnymi sméry, vektory indukce se scitaji.
V prostoru vpravo a vlevo od vodi¢u vektory magnetické indukce budou interagovat
presné opacné, budou se s¢itat pro stejny smér proudi a odcitat pro opacény.

Pdja, Fanda; fandazajic@gmail.com
e-mailovd konference: elmag@mam.mff.cuni.cz

Vysledkova listina 2. Cisla
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Por. | Jméno R. 271 tl t2 t4 turnaj Zo 21
1. | Dr.™ K. Vokélova 4 | 69,7/6,1 13,0 7,0 10,0 |36,1|57,3
2. |Dr.M J. Kalvoda 3| 51,7 44,5 2,2 46,7 | 51,7
3. | Mgr.™ V. Janscek 3| 34,2|7,0 14,5 2,2 237342
4. | Mgr.™ M. Fof 2 | 31,2]6,4 10,1 50 |21,5(31,2
5. | Doc.™ J. Havelka 4 1294 0]25,0
6. | Mgr.™ J. Knillovs 1] 201 0120,1
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7. | Dr."™ K. Hlouskova 4 | 50,5 2,1 2,1(20,0
8. | Mgr.™ J. Piroutek 4| 33,1|5,0 7,0 12,0 (19,9
9. | Be.™ K. Pernicové 3| 18,7]5,3 1,0 6,3|18,7
10. | Mgr.™ T. Flidr 2| 43944 441179
11. | Be.™ O. Piroutek 2| 17,6]4,6 3,0 7,6|17,6
12. | Mgr.™ L. Kunéarovd | 4 | 20,6 0(17,0
13. | Be.™ J. Kaifer 4| 19,8 0]16,0
14. | Dr.™ M. Kalouskovd | 4 | 65,8[3,5 4,0 7,5|15,5
15. | Be.™M D. Perout 31 150122 2,2115,0
16. | Mgr.™ E. Vitkova 4| 45,6 014,3
17. | Mgr.™ O. Gonzor 3| 42,7 0]12,8
18. | Be.MM V. Starosta 2| 12,3]5,3 7,0 12,3(12,3
19. | Be.™M J. Kvapil 2| 15,7 0]12,0
20. | Mgr.™ O. Chlubna 3| 46,7|3,9 3,9/11,9
21.|Bc.M A. Opl 2| 11,5 0]11,5
22. | Mgr.™M B. Kopéak 4 | 286 0|11,1
23.| A. Zackova, 3 9,5 0| 95
24. | Be.M L. Vomelové, 4| 153 0| 8,2
25. | Be.M V. Zik 4 | 11,6 0| 8,0
26. | Mgr.™ M. Bocek 1] 292 0| 7,8
27. | Mgr.™ M. Holubicka | 4 | 44,4]0,1 0,1| 6,6
28. | J. Bldhova 3| 6,5 0| 65
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33. | Be.™ F. Bujnovsky 2| 12,2 0| 3,4
34. | M. Turinska 3 3,0 0| 2,0
35. | Be.™ M. Vicha 1] 12,4 0| 1,4

Sloupecek 2_1 je soucet vSech bodu ziskanych v nasem seminéfi, Zo je soucet bodu

v aktudlni sérii a 21 soucet vSech bodu v tomto ro¢niku. Tituly uvedené v predchozim

textu slouzi pouze pro ucely M&M.
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