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Uvnitf najdete nékolik témat a s nimi souvisejicich Gloh. Zamyslete se nad nimi a poslete

nam sva feseni. My vdm je opravime, posleme zpét s dalSim Cislem a ta nejzajimavéjsi
z nich otiskneme. Nejlepsi fesitele zveme na podzim a na jafe na soustfedéni
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Mili fesitelé,

posledni barevné listy uz opustily koruny stromut a prichézi zima. Dny se krati a
svetla ubyva, coz primo vybizi k traveni vecert u tepla krbu. Protoze ale urcité
nechcete jen tak zahalet, prindsime vam tieti ¢islo.

V tématku o hrach si muazete precist o dalsich typech her a ztcastnit se turnaje,
ve kterém si zahrajete proti ostatnim feSitelim. Ve Vypocetnich modelech se
podivdme na to, jak porovnévat rychlost strojii (odbornéji éasovou sloZitost) a
jak je rozsitit o préaci s celymi ¢isly pomoci ALU. Treti tématko si da jeden dil
pauzu a z elektromagnetismu tentokrat rozebereme chovani kondenzatoru.

Na zacatku prosince probéhla v Zabfehu na Moravé tradié¢ni M&Mi vanoéni
vikendovka. Popovidali jsme si, zahrdli deskové hry a zazpivali u kytary, po so-
botnim vyleté si predali darky, a prijemnou vanoc¢ni atmosféru dotvorila dokonce
i trocha pfitomného snéhu. Fotky jiz najdete na nasem webu.

Prejeme vam vSem veselé Vénoce a $tastny novy rok (nejen s M&M) a dou-
fame, Ze se v pristim roce s mnohymi z vas setkdme na nasich akcich.

Vasi organizdtori

Zadani a reSeni témat
Termin odeslani uloh 3. série: 6. 2. 2020

Téma 1 — Hry

Dil 3: Matice, bimatice a turnaj

V tomto dile zavrsime ¢ast o maticovych hrach, zacneme studovat bimaticové hry
a vyhlasime prvni turnaj!

Maticové hry

Minule jsme si zkusili na malém piikladu, jak se hledd optimélni (smiSend) stra-
tegie v maticové hie. Nyni bychom vam radi predstavili obecny algoritmus na jeji
hledani. Jedné se o pokrocilou véc, ale prijde ndm, ze je to hezka konstrukce,
kterou bychom vam radi nabidli, byt ji pochopi jen ti s teoretickym zdzemim, jez
tu nemame prostor vybudovat od zakladu. Jeji znalost nebude potreba na po-
chopeni zbytku témaéatka, takze tuto pasiz klidné preskoéte (a zacénéte ¢ist rovnou
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nebo skoéte na protoZe k jeho vyfeseni nejsou potfeba

Z&dné znalosti z tohoto témaéatka).
Méjme hru, ktera je definovand matici A € Q™*™. Hleddme optimalni strate-
gii z* pro prvniho hrace, kterd je (formalné, ale nekonstruktivné) definovand jako

r* = argmax(min (z7Ay)). Vyuzijeme k tomu tzv. linearn{ programovzinﬂ
TEST yES2

Proménné: v,z1,...,T.,
Podminky: z,...,2, >0
214 Fa, =1
Vie{l,....,n} a1 @1 +agTa+ -+ A iTm >V

Cil: maximalizovat v

Obdobné sestavime linedrni program, ktery hleda optimalni strategii pro dru-
hého hréce.

Proménné:  w,y1,...,Yn
Podminky: y1,...,yn >0
y1+--+yn = 1
Vie{l,...,m}:a;1y1 + ai2ya + -+ appYn < W

Cil: minimalizovat w

Slovni popis: Prvni hra¢ hleda takovou konvexni kombinaci rddka matice A, aby
méla co nejvyssi minimum vysledného fadku. Druhy hrac¢ hleda takovou konvexni
kombinaci sloupci matice A, aby méla co nejnizsi maximum vysledného sloupce.
Uvedené linearni programy jsou navzdjem duélnﬂ 7 toho plyne, ze v = w.
Jak mame tuto rovnost interpretovat? I kdyby musel prvni hra¢ predem oznamit,
jakou smiSenou strategii bude volit (jaké budou pravdépodobnosti voleb jednotli-
vych fadku), tak na zdkladé toho nemuze druhy hrac zvolit strategii, kterd by mu
prinesla vyssi prumérny zisk, nez by mohl bez této znalosti. To samé plati, kdyby
druhy hra¢ predem ozndmil svoji smiSenou strategii prvnimu hraci (jaké budou
pravdépodobnosti voleb jednotlivych sloupcti). Formélné to muzeme vyjadrit:

P . T
RGeg ) = Gt )

7 toho plyne, Ze se jedna o sedlovy bod na spojitém prostoru kartézského
soucinu vsech smisenych strategii prvniho a druhého hrace. Tento sedlovy bod ma
kazda maticova hra, i v pripadé, ze matice definujici hru zadny sedlovy bod nema
(a pokud ho ndhodou m4, je optimdln{ ryzi strategie rovna nékteré z optimdlnich
smiSenych strategii).

Thttps://iti.mff.cuni.cz/series/2006/311.pdf|strana 4 az 15
?https://iti.mff.cuni.cz/series/2006/311.pdf|strana 79 az 85


https://iti.mff.cuni.cz/series/2006/311.pdf
https://iti.mff.cuni.cz/series/2006/311.pdf

I kdyz Teseni uloh pomoci linedrntho programovani vypada komplikované, je
moznost Tesit maticové hry pomoci linedrnich programi skvéld. Mame jasny navod
na hledani optimalnich strategii a muzeme velmi dobfe analyzovat jejich vlast-
nosti.

Zatimco nerovnost ,maxmin < minmax“ je snadné dokdzat (viz tloha niZe,
ve které toto tvrzeni zobecnime na jakékoliv funkce dvou proménnych), druhd
nerovnost ,maxmin > min max“ je podstatné hlubsi a velice hodnotné zjisténi.
uz nebude existovat obecny algoritmus na hledani optimélni strategie. Dokazat
néjaké jejich vlastnosti bude podstatné narocnéjsi.

Problém 1 [5b]: Necht X a Y jsou neprizdné mnozZiny. Necht f je funkce typu
X xY — R. Dokazte, Ze:

max(min f(z,y)) < min(max f(z,

max(min f(x,y)) < min(max f(z.y))

Pozndmka: Toto turzeni dokaZte zcela obecné a formdiné. NepouZivejte pri tom
analogie vztazené k teorii her. Opravdu zde mluvime o jakékoliv funkci f, jejimz
vstupem mohou byt proky konecné mnoziny, redlnd cisla, pravdepodobnostni vek-
tory, bindrnd Tetézce, sténdtka, kotdtka, morcatka, prosté cokoliv.

Bimaticové hry

Nyni se presuneme k bimaticovym hrdm. Zatimco u maticovych her byl soucet
zisku obou hracu fixn{ (typicky nula), u bimaticovych her toto omezen{ neni. Diky
tomu mohou bimaticové hry umoznit spolupraci mezi hraci.

Nyni musime zapisovat kazdou situaci dvéma hodnotami: zisk prvniho hrace
a zisk druhého hrace. Budeme je psat jako dvojici ¢isel oddélenou zpétnym lomit-
kem, pricemz zde bude platit pro oba hrace, ze vyssi hodnota je lepsi. I nadale
plati, ze prvni hrac si vybird radek, druhy hrac si vybira sloupec; a tyto dvé volby
musi byt provedeny ,nardz“, tj. bez znalosti aktualni volby soupere. Podivejme
se na priklad hry, kde je snadné navazat spolupraci.

0\0|1\3
2\1]4\4

Pojem bimaticové hry vychézi z toho, Ze se vlastné jedna o dvé matice zapsané
do jedné tabulky. Vyplatni matice prvniho hrace je:
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Vyplatni matice druhého hrace je:

Zde je pro oba hrace jednoznacné lepsi zvolit strategii 2. Takze ji oba zvoli, ¢cimz
kazdy ziskd 4 body. Navazani spoluprdace mezi hraci tu nevyzaduje vzajemnou
davéru, protoze sobecké optimum se zde shoduje se skupinovym optimem. Tézsi
to bude tady:

3\3/0\5
5\0|1\1

Zde je skupinové optimum 3 \ 3, coz nastéva, pokud oba hraci zvoli strategii 1.
Problém je, ze kdyZ se na to podivd kazdy hrac¢ individualné (sobecky), volba
strategie 2 vede vzdy k lepsimu vysledku. Tato volba umoznuje ziskat 5 bodu
misto 3 bodt (kdyz druhy hra¢ voli strategii 1), p¥ipadné 1 bod misto 0 bodu
(kdyz druhy hrac voli strategii 2). A kdyz strategii 2 takto zvoli oba hridi, tak
se spolecné dostanou do podstatné horsi situace 1 \ 1. Je zde nesoulad mezi
individudlnim a skupinovym zdjmem.

Uvedeny priklad je siroce znam pod nazvem véznovo dilemaﬂ Predpokladejme
dal, ze jsme sobecti jedinci. Jaka strategie se vyplati vice? Pokud hru hrajeme jen
jednou, tak uz vime, ze je to strategie 2. Ale co kdyz budeme se stejnym soupeiem
hrat tuto hru kazdy den? Nedava vétsi nadéji, ze se pokusime navazat spolupraci
pomoci strategie 17 Kdyz soupef taktéz zvoli strategii 1, ziskdme kazdy 3 body.
V tu chvili bychom mohli prepnutim na strategii 2 ziskat 5 bodd misto 3 bodu,
ale to je kratkozraké teseni. Lze totiz ocekavat, ze souper ztrati ochotu s nami
spolupracovat a nadale bude i on volit strategii 2. Pravdépodobné pak skonc¢ime
v situaci, kde kazdy hrac ziskava jen 1 bod. Tim, Ze hrajeme hru opakované, se
i sobeckému hraci muze vyplatit spolupracovat. Bohuzel se vSak nejedné o abso-
lutni pravdu, ale stoji to na predpokladech o soupefové chovani. Pokud by souper
vybiral strategii podle predpripraveného planu bez zohlednéni nasi strategie, nebo
kdyby souper strategii volil zcela ndhodné, bylo by pro nas vyhodnéjsi volit vzdy
strategii 2.

Vsimnéte si, Ze se jednd o tzv. symetrickou hru. To znamena, ze kdyZ je na
pozici [i,j] hodnota a \ b, tak na pozici [j,i] musi byt hodnota b \ a (k ¢emuz
samoziejmé musi byt pocet Fadkt roven poctu sloupct). Jinymi slovy, oba hraci
maji ve hre stejné podminky.

Shttps://sk.wikipedia.org/wiki/V}%C3%A4z%C5%88ova_dilema


https://sk.wikipedia.org/wiki/V%C3%A4z%C5%88ova_dilema

Je zrejmé, ze kazdou maticovou hru lze ekvivalentné zapsat jako bimaticovou
hru. Uvazme naptiklad maticovou hru z minulého ¢isla:

—2
3 | -4
-1 2

Tu mizeme prepsat do bimaticové podoby takto:

1\ -1 | =2\ +2
13\ =3 | -4\ +4
—1\ 41 | 42\ -2

Definici symetrické hry ted muzeme aplikovat i na maticové hry ¢tvercového
tvaru. V fe¢i maticovych her mizeme symetrii vyjadiit takto:

Vi € {1,2, . 7m} Vj e {1,2, . ,n} 1A = —Q

Znama hra kamen-nuzky-papir je prikladem symetrické maticové hry, protoze ma
nulovy soucet a zaroven maji oba hraci stejné moznosti a stejné vyplaty. Z toho
pro symetrické maticové hry mimo jiné plyne, ze na diagonale musi byt samé

nulyﬁ

0

= | 1|0 |1
€| 1 [-1]0

K tématu bimaticovych her se budou vazat nasledujici dvé tlohy a taky tur-
naj.

Problém 2 [3b]: Urdete optimdlnd strategii pro oba hrdce v této bimaticové hre
(bez opakovdni). Jingmi slovy, pokuste se z pohledu kazdého hrdce ziskat co nejvice
bodi za predpokladu, Ze druhy hrdc je raciondlni a také se snazi maximalizovat svij
zisk.

4\ 3 5\ 1 6\ 2
2\ 1 8\4 | 3\6
5\9 9\ 6 2\ 8

4Tkony ,Rock icon“, ,Paper icon“ a ,Scissors icon® od Johna Redmana pod licenci
CC BY 3.0 jsou z https://game-icons.net/


https://game-icons.net/
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Problém 3 [6b]: Ve mésté stoji dva stinky se zmrzlinou. Stanky si vybiraji cenu
zmrzliny mezi cenami 10 K¢, 20 K¢ a 25 Ké. Predpokladejme, Ze za jinou cenu
nelze zmrzlinu proddvat. Ddle predpokldidejme, Ze oba stanky maji nekonecnou zd-
sobu zmrzliny (takze ji nemuseji nakupovat) a Ze cena chlazent a nabirdni zmrzliny
je zanedbatelnd. Ocekdvd se, Ze béhem jednoho letniho mésice si zmrzlinu v tomto
meste koupi 6000 turisti a 4000 mistnich obyvatel. Turisté si vybiraji stanek se
zmrzlinou uniformné ndhodné, takze muzeme predpoklddat, Ze do kazZdého stdnku
pujde presné polovina turisti. Mistni obyvatelé si vZdy pujdou koupit zmrzlinu
do stanku, kde je levnéjsi; a pokud se ceny shoduji, presné polovina z mich pujde
do kaZdého stanku. Ddle predpoklddejme, Ze si kazZdy ndvstévnik koupi jen jednu
zmrzlinu (pokud by si chtél koupit dvé, budeme ho pocitat jako dva ndvstévniky).
Jakou cenu zmrzliny maji jednotlivé stanky zvolit, kdyz chce kazdy mazimalizovat
svou trzbu?

Néapovéda na Teseni:

Uvedené hry v Problému 2 a Problému 3 budeme hrat bez opakovani, takze je
potieba se rozhodovat ¢isté sobecky, nebot tu neni moznost navazat spolupraci.

Vsimnéte si toho, ze pokud je néjaka strategie prvniho hrace vzdy horsi nez
jind konkrétni strategie prvniho hrace, tak tu horsi strategii mtze prvni hrac
ignorovat. Druhy hra¢ muze provést stejnou iivahu, ze prvni hra¢ nikdy nepouzije
tu horsi strategii, coz zase miize pomoci zuzit volby druhého hrace. Ukazme si to
na prikladu bimaticové hry 2 x 2:

9\4 | 0\3
8\7 | 20\6

Muze prvni hrac fict, ze néjakd z jeho strategii je vzdy horsi nez ta druhd
moznost? Zatim nevime. Muze druhy hrac rict, Ze néjaka z jeho strategii je vzdy
horsi nez ta zbyvajici? Ano! Druhy hra¢ muze zavrhnout strategii 2, protoze s nf
v obou pripadech ziskd méné boda nez se strategii 1. Strategie druhého hréace je
tedy zvolena. Kdyz stejnou tivahu provede prvni hrac, situace se mu zredukuje na
tuto:

9\ 4
8\ 7

Zde prvni hrac vidi, ze ma zvolit strategii 1. Takze prvni hrac zvoli strategii 1,
prestoze se mohla zpocatku zdat méné vyhodnou. Vysledny “zobecnény sedlovy
bod” dava prvnimu hraci zisk 9 bodd a druhému hraci zisk 4 body.

Vsimnéte si, ze vznikly vysledek 9 \ 4 je mnohem horsi nez vysledek 20 \ 6,
ktery se také v nasi bimatici nachazi. Bohuzel je vSak pro dvojici raciondlnich
hrac¢u nemozné k tomuto vysledku dojit, pokud se nehraje na vice kol.

Zkuste aplikovat podobny postup na hry v tlohéch vyse.



Turnaj

Nyni bude na vas rozhodnout se, jak opakovanou hru hrat. Nezustaneme vsak
u véznova dilematu, to uz je moc ohranéﬂ Pripravili jsme pro vas obdobu této
hry. Nase hra bude také symetrickd a opét v ni budou strety mezi sobeckymi
a skupinovymi zajmy, ale tentokrat budou na vybér ¢tyri strategie. Tuto hru
definuje nasledujici matice:

A B C D
6\6 | 3\1 3\ 1 3\ 1
1\3 | 2\2 | 8\0 | 8\0
1\3 | 0\8 [10\10 | 1\18
1\3 | 0\8 | 18\1 [ 4\4

Sla|m|»=|—

V turnaji je vasim tkolem vytvoreni skriptu v Pythonbﬁ (potfebnd verze Py-
thon 3.6), ktery bude umét hrat vySe popsanou bimaticovou hru.

Pravidla pro jeho vytvoreni jsou jednoducha. Nez si je popiSeme, stahnéte si
prosim zdrojové kody z repozitare: https://github. com/sauvermar/Turnaj-M-M
a nahlizejte do nich soucasné se ¢tenim tohoto ndvodu. Nyni se mizeme podivat
na jednotliva pravidla.

Zaprvé skript musi implementovat rozhrani ze souboru player. py, to znamena
dodrzovat podminky, co musi vracet a co maji k dispozici jednotlivé metody po-
psané v rozhrani. Pficemz metoda je v Pythonu normélni funkce, ktera se vola
s objektem jako s prvnim parametrem. Pokud si chcete praci ulehéit, muzete si
zkopirovat vzorového hrdde mirror.py (ten jiz rozhrani implementuje) a pouze
jeho metody upravovat podle své strategie.

Rozhrani obsahuje inicializdtor __init__, coz je funkce, kterd se zavold pri
vytvoreni objektu vasi tiidy. Tento objekt se bude vytvaret na zacatku kazdého
souboje béhem turnaje a tedy, bude se volat i vas inicializdtor. Proto je inici-
alizator dobry pro vytvoreni atributu tridy, které jsou viceméné vlastni lokalni
proménné objektu, vhodné napiiklad na zapamatovani predchoziho stavu hry.
Metodu author_name pouze upravte, aby vracela string s vasim (celym) jmé-
nem.

Metoda next_move vraci nasledujici hractv tah prostfednictvim typu Move.
Jedna se o datovy typ, pomoci kterého popisujeme mozné tahy, tedy fadky (p¥ip.
sloupce) matice uvedené vyse.

Shttps://axelrod.readthedocs.io/en/stable/reference/overview_of _strategies.html
6Pokud jste se s Pythonem nesetkali, doporuéujeme si projit tuto stranku:
https://naucse.python.cz/


https://github.com/sauermar/Turnaj-M-M
https://axelrod.readthedocs.io/en/stable/reference/overview_of_strategies.html
https://naucse.python.cz/

ERES  XXVI/3 9

class Move(enum.Enum) :
a_safe_way = ("A", 0)
betray = ("B", 1)
cooperate = ("C", 2)

deceive = ("D", 3)

Pro pouziti enumerace tahu je tfeba typ Move z player.py naimportovat do
vaseho skriptu. To jde udélat pfipojenim from player import Move na zacCitek
zdrojového koédu. Nésledné jde v kédu enumerace tahu pouzit dvéma zpusoby
Move.a_safe_way, odkazem na nazev, nebo Move (("A", 0)), odkazem na hod-
notu.

A nakonec, skrz metodu reward, obdrzite instanci tiidy Result, odkud je
dostupny vas tah, oponentuv tah a ziskané body. Jednotlivé metody pouzitelné
na tomto objektu jsou definované v souboru result.py.

Jednd se o metodu get_my_score, kterd na zakladé zvolenych taht (strategif)
vrati vase ziskané skore, a get_opp_score, kterd stejnym zptisobem vraci sou-
perovo ziskané skére. Trida Result také obsahuje inicializator, ktery k instanci
objektu priradi atributy my_move a opp_move, dostupné pres tecku.

Nyni uz znate vse potfebné pro vytvoreni vlastniho skriptu, a jeho dalsi vylep-
Seni jsou tedy pouze na vas! Pokud by ale stale nebylo néco jasné, k dispozici jsou
i ,jednoduché® vzorové skripty hracu, ze kterych muzete vychazet pti implemen-
taci rozhrani. Jednd se o soubory always_cooperate.py, always_deceive.py,
unforgiving.py, score_counting.py a mirror.py.

Sami si s dokon¢enym skriptem muzete zahrat pomoci souboru testing.py,
kterému v konzoli zaddte ndzev vaseho skriptu tecka ndzev vasi t¥idy (kterd im-
plementuje rozhran{ Player) jako prvni argument a piipadné pocet iteraci (kol)
hry jako druhy. Vychozi pocet iteraci je nastaven na 10. Nezapomente, ze vas
skript se musi nachazet ve stejné slozce, kde je ulozen soubor testing.py, jinak
ho program nedokdaze nalézt.

Ukéazku hry v konzoli proti hrac¢i always_cooperate muzete vidét na Ob-
razku [I1

Nakonec, az budete se svym hracem naprosto spokojeni, staci ndm zdrojovy
kéd skriptu odeslat e-mailem. My ho po terminu odevzdavani nechame zahrat
se vsemi ostatnimi skripty a nasledné sestavime vysledkovou listinu podle souctu
co nejvice bodu, nez abyste svym poctem bodu prekonali soupefuv pocet bodu.
A7 podle umfisténi ve vysledkové listiné vam pak udélime body do M&M. Mizeme
vam vsak slibit, ze kazdy ucastnik turnaje ziska alespon 1 bod.

Vsechny skripty budou mezi sebou hrat po dobu predem stanoveného poctu
kol, jehoz presnou hodnotu vam nemuzeme prozradit, ale pro predstavu uvadime,
Ze to bude ¢islo mezi 100 a 200.

Pokud byste méli dotazy k tomu, jak psat skript hrajici hru, napiste nam
prosim dotaz prostiednictvim e-mailové konference (viz niZe). Do turnaje se kromé
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vas, Tesiteld M&M, zapoji i dalsi hraci, ale tim se rozhodné nenechte odradit od
ucasti!

\Turnaj-M-M>py testing.py always_cooperate.AlwaysCooperate 2

Pick your next move: a

Your move was: A

Your opponent's move was:

You scored 3 , total: 3

Your opponent scored 1 , total: 1
>

Pick your next move: b

Your move was: B

Your opponent's move was:

You scored 8 , total: 11

Your opponent scored @ , total: 1

&

You scored in total 11 points.
AI player scored in total 1 points.

Obrazek 1: Testovani hry proti always cooperate

Zavér
Dnes jsme zakoncili ¢ast o maticovych hrach tim, ze jsme zformulovali algoritmus,
ktery najde optimalni strategii pro jakoukoliv maticovou hru. Poté jsme si zadefi-
novali novy typ her, bimaticové hry, které nabizi podstatné vétsi moznosti. Tyto
hry se hodi k popisu mnoha situaci v redlném svété, protoze zisk pro jednoho
¢lovéka nemusi predstavovat ztratu pro druhého clovéka. Budme vdécni za tento
svét!

Pokud vas néco z toho zaujalo a chtéli byste nam sdélit svoje postiehy, nebojte
se napsat vlastni prispévek k tomuto tématku. Radi ho otiskneme a odménime
vas body.

Co nas ceka pristé? Vyhlasime vysledky turnaje, spustime dalsi turnaj a taky
si povime néco o vyuziti teorie her v biologii.
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Regeni 1. série
Problém 1

Zadani:
Necht a; j, ax, jsou sedlové body matice A. Dokazte, Ze a; j = ay,.

Reseni:
Zaméfime se na Ctvefici hodnot a;j, a;i, ak,j, ax;. Mohou to byt ¢tyfi prvky
matice (tvofici vrcholy obdélnika), ale také muZe platit ¢« = k nebo j = I, to pro
dikaz neni dilezité.

e Protoze a; ; je sedlovym bodem, mame ay ; < a;; < a;;.

e Protoze ay, je sedlovym bodem, médme a;; < ap; < ay, ;.
Kdyz to poskladame dohromady, ziskdme sérii nerovnosti:

i < aiy < agg < agj < ag

Vsimneme si, ze prvni a posledni prvek je totozny. Tudiz plati:

Qij = Qi = Akl = Akj = Qij

Tim padem jsou vSechny uvedené prvky matice sedlovymi body se stejnou hod-
notou. |

Problém 2

Zadani:

Vymyslete matici bez sedlového bodu. Staci, kdyz mapisete jeden priklad takové
matice (bez vysvétlent).

Reseni:

Jako ptiklad matice bez sedlového bodu muze slouzit kterdkoliv matice z druhého
dilu, tfeba zminéna hra kdmen-nizky-papir.

Markét, Martin; martin.dvorak@matfyz.cz
e-mailovd konference: hry@mam.mff .cuni.cz


mailto:martin.dvorak@matfyz.cz
mailto:hry@mam.mff.cuni.cz
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Téma 2 — Vypocetni modely

Pokud jste necetli predchozi dily, doporucuji si je precist — najdete je na adrese
https://mam.mff.cuni.cz/rocnik/26 ve formé PDF. Alternativné je na webu
tématka uvedend ponékud strucnéjsi verze.

Dil 3: Cas a dcisla
Casova sloZitost

Nejdrive se pojdme zamyslet nad tim, jak by se dala srovnavat rychlost nami
navrzenych stroji. Jednotkou ¢asu pro nas bude krok. Budeme tedy zkoumat,
kolik krokt pro dany vstup stroj provede. Vsimnéte si, ze se muze stat, ze stroj
pobézi nekonecné dlouho. Témto strojim se budeme snazit vyhnout.

Pokud je moznych vstupti koneéné mnoho, tak lze sestrojit stroj, ktery si
pamatuje pro kazdy mozny vstup spravny vystup a misto vypoctu jen precte
vstup a najde spravny ulozeny vysledek. Proto budeme vétSinou chtit, aby nase
stroje byly schopné zpracovavat libovolné dlouhé vstupy.

Obecné nam pujde o slozitost v nejhorsim pripadé vzhledem k délce vstupu.
Délku vstupu budeme znacit n a pokud pouzivame standardni vstup nebo IO, je
to ¢islo, které udava, po kolika krocich zacne vypisovat ,,$“. Slozitost v nejhorsim
pripadé znamend, ze nas bude zajimat maximélni pocet kroku, které muze stroj
pro vstup dané délky potiebovat.

Abychom nemuseli pocet kroku pocitat presné, zavadime takzvanou ,,6¢kovou
notaci“. O¢kova notace je horni odhad na pocet kroku, které stroj provede, pokud
zanedbame multiplikativni konstanty a spustime ho pro dostatecné dlouhy vstup.
Pokud m4 tedy stroj éasovou slozitost O(n?), znamen4 to, Ze pro dostatecnd velka
n existuje konstanta k takové, Ze stroj provede maximalné kn? kroki (naptiklad
pro kazdé n vétsf nez 100 provede stroj maximalné 42n? krokt). Také si miizeme
viimnout, Ze napifklad algoritmus, ktery vzdy provede 3n? + 2n + 5 kroki, bézi
v éase O(n*), jelikoz 3n* + 2n + 5 < 5n* pro kazdé n > 1 (ze stejného divodu
bychom mohli tvrdit, Ze tentyz algoritmus bézi v ¢ase O(2"), tato informace by
ale pro nas nebyla prili§ cennd — vzdy se snazime o co nejtésnéjsi odhad.)



https://mam.mff.cuni.cz/rocnik/26
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Prace s Cisly

V mnoha piipadech by se ndm hodilo umét pracovat s celymi ¢isly. Vsimnéme si,
ze pracovat s konstantné velkymi ¢isly muzeme uz ted — vyuzivali jsme toho pri
kontrolovani délitelnosti. Problém nastava, pouze pokud velikost ¢isla za¢ne néjak
zéaviset na vstupu. V takovém pripadé jiz neni mozné popsat aritmetické operace
v popisu prechodové funkce. Jak v tomto tématku zac¢ina byti zvykem, vyfesime
tento problém dalsim rozsifenim.

Aritmetickd jednotka (tradiéné oznacovand ALU) je rozsifeni, které v pokynu
dostane dvé cisla a operaci, kterou s nimi ma provést. V pristim kroku pak na
vypis vypise vysledek. Podobné jako u registru, také u ALU si muzeme vybrat, co
vypisuje v prvnim kroku. Pro zac¢atek si povolime nasledujici operace, ale nékdy
bude zajimavé pouzivat i jinou sadu.

(séitdni)
(odéitani)
*  (ndsobeni)
(déleni, zaokrouhleno dolt)
(zbytek po déleni, takzvané modulo)

Cisla si dovolime ukladat do stavovych registrii i zapisovat je na péasku. Do
fronty a zasobniku c¢isla radéji ukladat nebudeme, protoze z popisu by nebylo
jasné, zda vkladame vicecifernou konstantu, nebo nékolik znakti. Z podobného
divodu je na misté jistd opatrnost piti pouzivani ¢isel s 10. Pro jednoznacnost
budeme vzdy uvadét, zda na vstupu dostaneme bity, desitkové ¢islice, nebo zda
v jednom kroku nacteme celé ¢islo — obcCas na tom zavisi slozitost algoritmu.

vstup (&te &isla)

vstup (Cte &isla)

stavovy registr (poclatecni stav A)
ALU

vystup (tiskne &isla)

$,$,a,0 — O,O)os/’a
$,$;a,b — b:a:b’%,
a:b,A:_ — b,a:b,%s

Stroj 1: Stroj implementujici Eukleiduv algoritmus na hledéni nejvétsiho spole¢ného
délitele, ktery na vstupech dostane dvé celd ¢isla. Predpokladame, ze pokus o déleni
nulou stroj zastavi.

Préce s ¢isly ndm nové dovoli pouzivat jesté jedno dalsi rozsiteni, a to je pole.
Pole v pokynu vzdy dostane dvé polozky. Prvni je vzdy ¢islo a udava ¢islo bunky,
jejiz dosavadni obsah ma v dalsim kroku vypsat na vypis, a pak jej nahradit
druhou polozkou. Pro jednoduchost si priddme moznost dat poli jako druhou
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polozku podtrzitko (_), v kterémzto piipadé zustane obsah builkky nezménén.
Pokud neni feceno jinak, opét budeme predpokladat, ze vsechny bunky na zacatku
obsahuji samé mezery.

vstup (&te &isla)
stavovy registr (polatecni stav 0)
ALU (v prvnim kroku vypisuje 0)

pole

vystup (tiskne &isla)
$,0,i,_ — 1,i,1,-,i,_,
a,0,i,_ —+ 0,i,1,+,i,a,
$,1,i,_ — 2,0,0,+,i,_,
$,2,_,k — 3,0,0,+,k,_,
$,3,_,x — 4,0,0,+,k,_,x

Stroj 2: Stroj, ktery posle na vystup k-té cislo vstupu, kde k je posledni cislo, které
dostal na vstupu. (Indexujeme od nuly.)

Problém 1 [2b]: Popiste, jak by slo implementovat nedestruktivnd étend z pole bez
pouZiti podtriitka v pokynu. Ukolem tedy je popsat, jak by se dal upravit libovolny
stroj pouzivajici pole na ekvivalentni (a podobné rychly) stroj ktery poli nikdy
podtrzitko neposle.

Problém 2 [3b za vSechny stroje]: Urcete casovou sloZitost stroji z predchoziho
cisla.

Problém 3 [2b]: Jak by se podle vds méla chovat aritmetickd jednotka v pri-
padé déleni nulou? Stroj 1 se v takovém pripadé zastavi. Mohlo by bijt k nécemu
uzitecné, kdyby se stalo méco jiného? Jak a proc?

Problém 4 [3b]: Predstavte si, Ze nemdte k dispozici pole. Sestavte stroj, ktery
jej stimuluje — na jednom vstupu cte, kterou burku md precist, na druhém, co tam
md zapsat, a na vystup pise to, co precetl. Vds stroj bude témer jiste pomalejsi
neZ skutecné pole. Predpoklddejme tedy, Ze se vstupy zméni vzZdy aZ po vypsdni
precteného obsahu bunky.

Problém 5 [2b]: Sestrojte stroj, ktery na vstupu dostane nejdrive posloupnost
éisel ay . .. an, pak oddélovac (treba ,X*), a pak druhou posloupnost ¢isel by...b,, €
{1...n}, a kterg md postupné vypsat b;-té éislo z proni posloupnosti. (Tedy vypise
ap, Ap, - - .abm.)

Problém 6 [3b]: Zkuste predchozi kol vyresit bez pouziti pole. Jaké jsou casové
sloZitosti obou verzi?
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Problém 7 [3b]: Casovd sloZitost stroje 1 neni omezitelnd pomoci délky vstupu.
Navrhnéte podobny stroj, ktery ale na vstupech dostane bindrni zdpis c¢isel, a zkuste
omezit jeho sloZitost.

Problém 8 [10b]: Nyni uZ mdme skutecné mocné stroje. Zkuste sestavit stroj,
ktery dokdze simulovat néjaky jednoduchy mikroprocesor. Tohle je rozsdhly ikol,
nebojte se na ném spolupracovat.

Poznamka: Na slibovany nedeterminismus v tomto dile nakonec nezbylo misto.
Nezoufejte, dockate se jej!
Reseni uloh z prvniho dilu
Problém 1

ZadAani:
Lze sestrojit stroj, ktery zjisti, zda je pocet 0 sudy a pocet 1 délitelny tremi?

Reseni:
Ano, Ize. Napriklad tento:

vstup
stavovy registr (polatelni stav 0) (Zbytek po déleni poétu nul dvéma)
stavovy registr (pocatecni stav 0)

(Zbytek po déleni poétu jednicek tremi)

-
-
-

-
-
-

-
-
-

-
-
-

-
-
-

-
-
-

-
-
-

-
-
-

-
-
-

-
-
-

[l el el ol eolNeolNol T o
ONEF ONEFEFNEFEONEFRO

-

N R A A A

-

P P, RPr P PP OOOOOO0O
P PR, OO0OO0OFR, P, KFE OOO
NP ONRFLFONRFEFONRKLO

-

Pokud nechceme mit dva stavové registry, tak je muzeme zkombinovat a mit
jeden stavovy registr se Sesti stavy. Ty mtzeme znacit treba ,,00, 01, 02, 10, 11,
12¢, nebo ,1,2,3,4,5,6“ — na tom nam zase tolik nesejde.
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Problém 2

Zadani:
Lze sestrojit prevodnik, ktery provddi bitovou negaci?

Reseni:
Ano. Napriklad tento:
I0

0
1

11
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Problém 3

ZadAani:

Lze sestrojit sé¢itacku? (S¢itacka na dvou vstupech dostane dvé prirozend disla ve
dvojkové soustavé a na vistup vypise jejich soucet.)

Reseni:

Ano. Potfebujeme pracovat s ¢isly od nejméné vyznamného bitu. Je dobré neza-
pomenout, ze ¢isla muzou byt ruzné dlouhd a vysledek mutze byt o bit delsi nez
vstup.

vstup
vstup
vystup
stavovy registr (polatecni stav 0)

(Prenédsime jednicku o fdd vySe, nebo ne.)

0,0,0 — 0,0
0,0,1 — 1,0
0,1,0 —+ 1,0
0,1,1 — 0,1
1,0,0 — 1,0
1,0,1 — 0,1
1,1,0 —- 0,1
1,1,1 — 1,1
$,0,0 — 0,0
$,0,1 — 1,0
$,1,0 — 1,0
$,1,1 — 0,1
0,$,0 — 0,0
0,$,1 — 1,0
1,$,0 — 1,0
1,$,1 — 0,1
$,$,1 — 1,0
Problém 4
Zadéani:

Lze sestavit stroj, ktery poznd délitelnost jedendcti? Sedmi? Cislem zadanim na
druhém vstupu?

Reseni:

Pro libovolné predem dané ¢islo &k to jde. Budeme potfebovat vstup, ktery bude
¢ist od nejméné vyznamného bitu, a stavovy registr, ktery bude mit stavy 0 az
k — 1 a zacne ve stavu 0.
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Prechodova funkce bude vypadat nasledovné: Pokud jsem ve stavu i a vstup
vypsal bit b, pfejdu do stavu s ¢islem odpovidajicim zbytku po déleni 2+ b ¢islem
k. Vsimnéme si, ze téchto 2¢ prechodl staci spocitat ,,ru¢né” pri konstrukei stroje.
Jak muzete vidét niZze, neni to moc slozité :-)

Priklad stroje pro délitelnost sedmi:

stavovy registr (polatecni stav 0)
vstup

o
o

N A A A
OORWNRE OO WN RO

v e e e .

™

v e e e .

OO OO D WWNNRE PO
P ORFrRrRORPRORFROFRORKROHR

-

Pro délitelnost ¢islem zadanym na vstupu to nejde — dejme tomu, ze by takovy
stroj existoval a pouzival x stavi. Tudiz urcité neumi rozeznavat délitelnost ¢islem
x + 1, coz je spor a proto takovy stroj nemuze existovat.

(Pokud by stroj mél vicero stavovych registri, tak je nejdifve zkombinujeme
jako v prvnim problému.)

Problém 5

Zadani:

Lze sestavit stroj, ktery poznd palindromy? (Palindrom je retézec, ktery se cte
zepredu stejné jako zezadu, napr. 1101011.)

Reseni:

Nelze.

Dejme tomu, ze takovy stroj existuje a ma z stavi. VSimnéme si, ze existuje
vice nez x ,pulvstupu® délky x, a proto alespon dva z nich zputsobi, Ze stroj na
jejich konci bude ve stejném stavu. (Tomuto se ¥ik& Dirichlettv princip.)

Pokud tedy vezmeme dva takové pulvstupy a za oba pripojime ten prvni z nich
napsany pozpatku, tak dostaneme dva vstupy, z nichz jeden je palindrom, druhy
neni, a nas stroj je neni schopen odlisit.

(Zde musim uznat, Ze mé prekvapil ndpad nékterych z vds, kteff si vyrobili
stroj se dvéma vstupy a nasledné do jednoho z nich poslali ptivodni vstup popredu
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a do druhého pozpatku, ¢imz tento problém zvladli vyresit. Striktné vzato to nas
model asi spiSe nedovoluje, bonusové body za to ale byly.)

Problém 6

Zadani:

Existuji problémy, ktery nase stroje zatim nemohou vyresit?

ReSeni:

Ano. Treba délitelnost zadanym ¢islem a palindromy, jak je uvedeno vyse. Tako-
vych problému je spousta a vétSinou zahrnuji potfebu pamatovat si proménlivé
mnoho informaci. Pokud chcete zjistit vice, tak doporucuji zac¢it ¢tenim o konec-
nych stavovych automatech. Pékny tivod je tfeba na Wikipedii:
https://cs.wikipedia.org/wiki/Kone?C478Dn7C3%BD_automat.

Problém 7
Zadani:
Jakd dalst rozsirend bychom mohli chtit? (Zamyslete se nad tim, jak s nimi bude
interagovat prechodovd funkce.)
Reseni:
Viz dalsi dily témaéatka. :-)
Problém 8

Zadani:
V cem by se lisily nase stroje, kdyby vstup po poslednim znaku misto vypisovdani
§ rovnou ukondil vypocet?
Reseni:
Mimo jiné by vystup nemohl byt delsi nez vstup, coz by nam dost vadilo napriklad
u scitani.
Matej; lieskovsky.matej+stroje@gmail . com
e-mailovd konference: stroje@mam.mff.cuni.cz

—/—/
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———————
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mailto:lieskovsky.matej+stroje@gmail.com
mailto:stroje@mam.mff.cuni.cz
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Téma 3 — Zpracovani obrazovych dat ze senzorti

V tomto ¢isle dalsi dil nenajdete, muzete nam ale dale posilat feseni tloh z pred-
chozich dvou dili, nebo téz své vlastni rozsifujici napady a postiehy. Predchozi
dily najdete v archivu na https://mam.mff.cuni.cz/rocnik/26/. Ulohy z dru-
hého dilu zde ve zkracené verzi zopakujeme, plnou verzi véetné kédu v Pythonu
najdete ve 2. ¢isle. Na pokracovani tématka se muzete tésit v dalsim cisle po
novém roce.

Problém 1: V pronim dile jste dostali celkem sest obrdzku ruzngch typi terénu,
u kterych jste hddali, co asi zobrazuji. Najdete je ve formdtu PNG v odkazu na
konci tohoto cldnku. Zkuste si tyto obrdzky otevrit v nejakém grafickém editoru
(doporucuji napriklad Gimp) a najit jeden postup aplikovatelng na vSechny obrdzky
(ne dprava obrdzku $tétcem rucné pomoct mysi), ktery z téchto obrdazki co nejlépe
odstrani sum a zvgrazni detekované objekty (zem, strom, skdla, létajici objekt,
... ). Ve sugch tesenich popiste, jaké problémy jste museli 7esit a jaké postupy jste
zkouseli aplikovat. Odevzdejte také postupy a vami upravené obrazky.

Problém 2: Sum v obrdzku mizeme redukovat i bez pomoci grafického editoru.
Pokusime se naprogramovat vlastni filtr redukujici sum v jazyce Python.

V datech k tomuto clanku najdete soubory s priponou *.npy, které obsahuji
data ke stejngm obrdzkum jako v prunim dile. Tento soubor opét prectete stejngm
zpusobem jako v prunim dile, projdéte postupné vsechny pizely nacteného obrdzku
a aplikujte na kazdy pizel vami vytvoreny filtr.

ViyzkousSejte si, jestli vds filtr funguje na véechny obrdzky (nebo aspori na vét-
Sinu), které mdte k dispozici. K 1eseni vyuZijte kéd v jazyce Python zverejnény ve
2. dile.

Data ke stazeni:
https://mam.mff.cuni.cz/media/prilohy/26-2-3-2D.zip

Béda; bedrich.said@gmail.com
e-mailovd konference: radary@mam.mff.cuni.cz
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Téma 4 — Vybrané kapitoly z elektromagnetismu

Dil 3: Kondenzatory

V tomto dile témétka se budeme vénovat kondenzatorim a vypoctu jejich kapa-
city. Kondenzator je elektrotechnicka soucastka, ktera je charakterizovana kapa-
citou. Skldda se ze dvou vodivych desek (elektrod), na které je priveden opaény
naboj. Mezi elektrodami je vrstva nevodice (dielektrikum), kterd nedovoli nabitym
elektrickym casticim pfechazet z jedné elektrody na druhou. Kapacita je fyzikalni
veli¢ina, ktera vyjadiuje schopnost kondenzatoru uchovat elektricky naboj. Vypo-
Cita se
Q
C= ik (1)

kde C je kapacita kondenzatoru, () ndboj na elektrodach a U napéti mezi elek-
trodami.

Velikost napéti mezi deskami A, B kondenzatoru muzeme vyjadiit pomoci
elektrické intenzity F jako:

_E_L‘BFdx_ BE [P
U—Q—iQ —/A de—/Ade, (2)

kde W je prace pro preneseni naboje @ z jedné elektrody na druhou a F sila
pusobici na tento naboj.

7 téchto dvou vztahu jsme schopni vyfeSit spousty tloh, kde mame zadany
tvar kondenzatoru, naboje na elektrodach a nasim cilem je spocitat jeho kapacitu.
Obecny postup je nasledujici:

1. Uvédomime si, ze elektrody kondenzatoru jsou vodivé, a proto jsou vSechny
body jedné elektrody na stejném (el.) potencidlu, tedy muZeme uvazovat
napéti mezi libovolnymi dvéma body elektrod. Zvolime tedy tyto dva body
podle symetrie tlohy (typicky nejkratsi vzdalenost).

2. Z Gaussova zakona (viz prvni dil témétka) si spo¢teme intenzitu elektrického
pole E v zavislosti na vzdélenosti x od jedné elektrody.

3. Spocteme napéti podle rovnice .
4. Dosadime do vzorce pro kapacitu kondenzatoru.
Problém 1 [3b]: Zdivodnéte, proc je vidy po priloZent napéti na kondenzdtor na

obou elektroddch stejné velky (opacny) ndboj. Ktery fyzikdlni jev to zpisobuje a
jak?
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Problém 2 [3b]: Kulovy kondenzdtor tvori dvé soustredné vodivé kulové slupky
o polomeérech 5¢cm a 10 cm. Na elektrody je priveden ndboj o velikosti 1 C. Jakd
je jeho kapacita? Muze takovy kondenzdtor existovat?

Problém 3 [3b]: Vilcovy kondenzdtor tvori dva dlouhé soustredné vdlce o polomé-
rech 20 cm a 26 cm. Na elektrody je priveden ndboj o velikosti 500 nC. Vypocitejte
kapacitu kondenzdtoru.

Problém 4 [3b]: Jakd je elektrickd intenzita vné kondenzdtord v problémech 2 a
37

Problém 5: Popiste co nejpresnéji jevy na koncich vdlcového/deskového konden-
zdtoru a uwvedte, jok ovlivnuji kapacitu kondenzdtoru.

Vzorové teseni problémi z prvniho dilu

V tomto ¢isle otiskujeme dvé feseni problémi z prvniho dilu. Najdete zde postupné
feSeni riizné nabitych vodivych kouli od Mgr.MM Lucie Kunéarové a feseni elek-
trického pole v okoli nekone¢né velké nabité desky od Mgr.MV Jolany Knillové.

Pdja, Fanda; fandazajic@gmail.com
e-mailovd konference: elmag@mam.mff.cuni.cz

Elektrické pole v okoli vodivé koule nabité homogenné a na
povrchu (7 b)

Mgr.™ Lucie Kuncarovd

Gaussova plocha

e Stejné jako v okoli bodového naboje bude mit v okoli obou kouli elektrické
pole sférickou symetrii.

e Zvolime si tedy jako Gaussovu plochu kouli s polomérem z, z > R, pro
vypocteni elektrického pole vné nabitych kouli a kouli s polomérem z, z < R,
pro vypocteni elektrického pole uvniti nabitych kouli.
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Koule s homogenné rozmisténym nabojem

Jako prvni se zaméfim na kouli s homogenné rozmisténym nabojem.

Pole vné koule

Obrazek 2: Nékres zjistovani elektrického pole vné koule

Vektor E bude smérovat od stfedu koule. Bude ve vSech smérech kolmy na
povrch Gaussovy koule. Gaussuv zakon tedy mtzeme zjednodusit na

Es =2,
€o

kde S je povrch Gaussovy koule S = 4m22. Po dosazeni dostavame

Q

dmepx?’

Tedy pole v okoli rovnomérné nabité koule je stejné jako pole v okoli bodového
néaboje.

Pole uvnitf koule

Obrazek 3: Nakres zjistovani elektrického pole uvnitt koule
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Na zacatku budeme postupovat podobné.

/

E -4nz? = g,
€o

kde Q' je naboj uvniti Gaussovy plochy. Ndboj je rozdélen rovnomérné, ¢ast
naboje v Gaussové kouli je imérna jejimu objemu.

g:47{'$3p:£3:>Q/:Q7m?’
Q 47R3p R® R3
Po dosazeni vychéazi
Qx
EF=—-
47TR25()

Koule s nabojem rozmisténym pouze na povrchu
Pole vné koule x > R

Néboj na sfére je rozmistén symetricky, elektrické pole sféry je symetrické. Vektor
FE bude smérovat od stfedu koule, £ 1| S, kde S je plocha Gaussovy koule.
Gaussovu vétu si tedy mtizeme zjednodusit

Es =2,
€0

kde S = 47z?, po dosazeni

_Q

T dmegr?’
Pole v okoli nabité sféry je stejné jako pole bodového naboje i rovnomérné nabité
koule.

Obrazek 4: Nakres zjistovani elektrického pole vné koule

Pole uvnitt koule x < R

Pro vypocet intenzity pouzijeme Gaussovu vétu, @ je ndboj uzavieny uvnitt Gaus-
sovy plochy. Plocha je ale zvolena tak, Ze uvniti ni neni zadny ndboj, intenzita
elektrického pole uvniti koule musi byt tedy taky rovna 0, protoze v integralu
neni nulova plocha, musi byt tedy vsude nulova elektricka intenzita.
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Obrazek 5: Nakres zjistovani elektrického pole uvnitt koule

X >
R R X
(a) Koule s rovnomérné rozmisténym né-

bojem (b) Koule s ndbojem na povrchu

Obrazek 6: Pribéh elektrické intenzity E v zavislosti na vzdélenosti od stiedu koule x

Elektrické pole v okoli nekoneéné dlouhé nabité desky (7 b)
Mgr.™ Jolana Knillovd

Abychom mohli vyresit, jak se bude chovat elektrické pole v okoli nekonecné
dlouhé nabité desky, musime spravné urcit Gaussovu plochu. V tomto ptipadé to
bude povrch vélce, jehoz stfedem prochazi rovnobézné s podstavami nabité deska.
Vilec se skldda ze dvou podstav a plasté. Jelikoz jsou obé podstavy stejné velké,
bude tok jimi prochézejici stejny, a proto je do vztahu napocitdme dvakrat:
T 5 a5 @
E-dS+2 E-dS=—=
plast podstava, €0

Plast valce je na Gaussovu plochu kolmy, proto je integral roven nule. Podstava
naopak s plochou svird thel 0°, proto mizeme Tict, ze:

Q

2ES, = <,
€o
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kde ndboj mtzeme pomoci plosné hustoty vyjadrit jako @ = wS,. Potom

S,
2ES, = 20— E:Qi
o €0

Z tohoto vztahu miizeme vycist, ze elektrickd intenzita v okoli nabité roviny
nezavisi na vzdélenosti od ni — nabitd deska tudiz kolem sebe vytvari homogenni
pole.

Obrazek 7: Nékres zjistovani elektrického pole v okoli desky

Vysledkova listina 1. Cisla

V této sérii vdm nebudou pricteny zadné body, nebot body za 1. sérii jsme vam pricetli do
vysledkové listiny, kterou najdete na konci 2. ¢isla. Body na feseni 2. ¢isla vim pricteme
po Vanocich ve ¢tvrtém cisle. Prikladame proto vysledky minulého ¢isla.

Por. | Jméno R. 2_1 21
1.| Doc.™ J. Havelka 4 1129,4125,0
2. | Mgr.M K. Vokslova | 4 | 33,6]21,2
3. | Mgr.™ J. Knillové 1| 20,1201
4.| Mgr.™ K. Hlouskova | 4 | 48,4|17,9
5.| Mgr.M 1. Kunéarovd | 4 | 20,6|17,0
6. | Bc."M J. Kaifer 4 | 19,8(16,0
7.| Mgr.™ E. Vitkov4 4 | 45,6(14,3
8. | Mgr.™ T. Flidr 2| 39,5(13,5

9.-10. | Mgr.™™ O. Gonzor 3| 42,7]12,8

Be." D. Perout 3| 12,8/12,8
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Por. | Jméno R. 271 21
11. | Be.MM K. Pernicové 3| 12,4]12,4
12. | Be.MM J. Kvapil 2 | 15,7(12,0
13. [ Be."™ A. Opl 2| 11,5(11,5
14. | Mgr.™ B. Kopé&sk 4] 286/(11,1
15. | Be.™M V. Janacek 3| 10,5]10,5
16. | Be."™M 0. Piroutek 2 | 10,0{10,0
17. | M. Fof 2 97| 9,7
18. | A. Z4ckova, 3 95| 9,5
19. | Be."M L. Vomelovd 4| 15,3| 8,2

20.-22. | Mgr.™ O. Chlubna 3| 42,8] 8,0
Dr.M M. Kalouskovad | 4 | 58,3| 8,0

BeMM V. Z4k 4 | 11,6] 8,0

23. | Mgr.M" J. Piroutek 41 21,1 7,9
24. | Mgr.™ M. Bocek 11292 78
25.-26. | J. Blahova 31 65| 6,5
Mgr."™™ M. Holubi¢ka | 4 | 44,3| 6,5

27.1J. Jedlicka 2| 5,7 5,7
28. | Be.™M E. Neumannové | 3 | 15,3| 5,2
29.-30. | M. Buckova 3 99| 5,0
J. Kalvoda 3 50| 5,0

31. | Be.™ F. Bujnovsky 2| 12,2] 3,4
32. | M. Turinské 3| 30| 20
33.| Be.™ M. Vicha 1| 124 14

Sloupecek 2_1 je soucet vSech bodi ziskanych v naSem semindii a Zl soucet, vSech
bodu v tomto ro¢niku. Tituly uvedené v predchozim textu slouzi pouze pro ucely
M&M.
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