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Uvnitf najdete nékolik témat a s nimi souvisejicich Gloh. Zamyslete se nad nimi a poslete
nam sva feseni. My vam je opravime, posleme zpét s dalSim Cislem a ta nejzajimavéjsi
z nich otiskneme. Nejlepsi feSitele zveme na podzim a na jafe na sousttedéni.
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Mili fesitelé,

ve druhém cisle na vas cekaji pokracovani tématek z minulého dilu. V hernim
tématku se budete moct zamyslet nad situacemi, kde neexistuje jedna optimalni
strategie, ve Vypocetnich modelech obohatite své stroje o nova rozsiteni ve formé
riznych druhti paméti, ve tfetim témétku o zpracovani dat ze senzoru se budete
zabyvat odstranovanim Sumu z vyslednych obrazi a v ramci tématka o elektro-
magnetismu zjistite, co se stane, kdyz se naboje daji do pohybu.

Treti tyden v rijnu probéhlo podzimni soustfedéni v Moldavé. Fotky a jiné
materidly k nému se objevi na webu v nadchéazejicich tydnech. Vsechny resitele
taktéz zveme na tradiéni vanocni vikendovku, kterd se bude konat od 6. do 8.
prosince. Blizsi informace naleznete na nasem webu.

Spolu s novym ¢islem vam prislo i zadani KoKoSu. Jednd se o matematicky
korespondenc¢ni seminaf pro zaky 6. az 9. t¥id a odpovidajicich ro¢niku viceletych
gymnézii, muzete ho tedy nabidnout mladsim sourozenctim nebo kamaradim se
zdjmem o matematiku.

Na zavér bychom véas chtéli upozornit na t¥i akce, které probéhnou v listo-
padu, jmenovité na MathRace, Internetovou matematickou olympiddu (IMO) a
Fyziklani online. Jedna se o tymové soutéze pro stredoskolédky, které proveri nejen
vase znalosti z oblasti matematiky a fyziky, ale i vasi schopnost pracovat ve sku-
piné. Prihlasovani na tyto akce stile bézi, mate tedy moznost se ziicastnit.

Hodné zdbavy a mnoho tspéchu pii reseni!

Vasi organizdtori

Zadani a reseni témat
Termin odeslani uloh 2. série: 17. 12. 2019

Téma 1 — Hry

Dil 2: SmiSené strategie

Nasim tématem jsou stdle maticové hry. Pokud mé matice sedlovy bod (viz mi-
nulé ¢islo), pak urcuje pro oba hrace strategii, kterd je optimdalni. Znalost, jakou
strategii pouzije souper, tedy neni mozné vyuzit k vybéru néjaké strategie vyhod-
néjsi pro nas, jak jsme jiz vidéli v minulém dile. Nema-li vSak matice sedlovy bod,
je situace zajimavéjsi. Nazornym prikladem je hra kémen—nﬁiky—papirﬂ
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kony ,Rock icon“, ,Paper icon“ a ,Scissors icon“ od Johna Redmana pod licenci
CC BY 3.0 jsou z https://game-icons.net/
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Pokud by souper predem védél, co udélame, mohl by toho jednoduse vyuzit a
obohatit se s jistotou na nas tkor (s jistotou by ziskal 1 bod, takze my bychom
vzdy 1 bod ztratili, nebot hrajeme hru s nulovym souctem). V takovou chvili je
lepsi byt nepredvidatelnym soupefem. Proto misto otazky, jakou konkrétni stra-
tegii zvolit, si budeme klast otazku, jaké pravdépodobnostni rozdélenjﬂ na nabi-
zenych strategiich zvolit. Tomuto pravdépodobnostnimu rozdéleni budeme fikat
smisend strategie. V pripadé hry kdmen-nizky-papir lze snadno dospét k zavéru,
Ze je optim&ln{ volit kazdou strategii ve tfetiné pripadi. Jakékoliv jiné (smiSené)
strategie by mohl soupel vyuzit ve sviij prospéch

Kdyz hraci aplikuji smiSené strategie, za¢ne byt rozhodujici otdzka prumér-
ného vysledku. Ukazme si to na néasledujicim prikladu.
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Reknéme, Ze prvni hra¢ (volici fadky) aplikuje strategii 1 v 1/4 piipadi a
strategii 2 v 3/4 piipadi. Reknéme, Ze druhy hra¢ (volici sloupce) aplikuje kaz-
dou strategii v 1/2 pifpadi. K jakému primérnému vysledku tato situace vede?
S pravdépodobnosti 1/8 zvoli oba hradi strategii 1, coz vede k zisku 2 bodt pro
prvnfho hréce. S pravdépodobnost{ 1/8 zvoli prvni hréé¢ strategii 1 a druhy hraé
strategii 2, coz vede k zisku 7 bodu pro druhého hrace. S pravdépodobnosti 3/8
zvoli prvn{ hrac¢ strategii 2 a druhy hrac strategii 1, coz vede k zisku 3 bodu pro
druhého hrace. A nakonec s pravdépodobnosti 3/8 zvoli oba hradi strategii 2, coz
vede k zisku 10 bodi pro prvniho hrace. Pramérny vysledek zde je:

1 1 3 3 1 7 9 15
82+8(7)—|—8(3)+8 10—4 3 8+4—2

Prameérny vysledek neni nic jiného nez vazeny primeér ¢isel v matici, kde kazdé
¢islo méa vahu definovanou soucinem pravdépodobnosti volby jeho rfadku a prav-
dépodobnosti volby jeho sloupce. Formalné, pokud bychom matici urcujici hru
oznacili A, vektor pravdépodobnosti prvniho hréce oznacili x a vektor pravdépo-
dobnosti druhého hrace oznadili y, je primérny vysledek hry roven x”Ay. Toto
je standardni formalismus pro maticové hry, ale my ho nebudeme prilis vyuzivat,
jelikoz je neintuitivni pro ty, kteri nejsou zbéhli v linearni algebre.

Pojdme se nyni podivat, jak tato situace vypada z pohledu prvniho hrace.
Pokud by prvni hra¢ védeél, ze druhy hrac voli kazdou strategii v 1/2 pfipadi, pak
si prvni hra¢ okamzité umi dopocitat, ze volba strategie 1 mu dava v prumeéru
zisk —2,5 bodu, zatimco volba strategie 2 mu dava v praméru zisk +3,5 bodu.
Diky znalosti, jakou smiSenou strategii aplikuje druhy hrac, se prvni hra¢ snadno
dokaze rozhodnout, ze strategie 2 je pro néj lepsi.

2Pravdépodobnostni rozdéleni pro nas bude zobrazeni, které kazdé strategii ptifadi pravdé-
podobnost jeji volby. Protoze budeme hrat jen hry s kone¢nou mnozinou strategii, mizeme bez
Gjmy na obecnosti zapisovat tato pravdépodobnostni rozdéleni jako K-tici nezdpornych cisel
(vektor délky K), jejichz soucet je roven jedné. Napi: (1/2;1/6;1/3)T



Rozvedme to jesté z pohledu druhého hréace. Je jeho smisena strategie dobra?
Vskutku nenf! Jakmile prvni hra¢ poznd, Ze druhy hréé¢ voli kazdou strategii v 1/2
pripadl, mize hned druhého hrace ,jocesavat® tim, ze bude uprednostnovat stra-
tegii 2, coz se mu z dlouhodobého hlediska musi vyplatit. Existuje ale viubec pro
druhého hrace néjaka dobra strategie? Existuje takova smisena strategie, kterou
muze druhy hrac¢ dlouhodobé aplikovat tak, ze i kdyz ji prvni hra¢ pozné a adap-
tuje se na ni, bude situace stale prizniva pro druhého hrace?

Ano, existuje! Reknéme, ze druhy hra¢ bude volit strategii 1 v 77 % procentech
pripadi (oproti puvodnim 50 %, se kterymi ,ostrouhal“). Kdyz ted prvni hraé
zvoli strategii 1, jeho prumérny zisk bude 0,77 - 2 4+ 0,23 - (—=7) = —0,07, tedy
priznivy pro druhého hréce. A kdyz prvni hra¢ zvoli strategii 2, jeho priamérny
zisk bude 0,77 - (=3) 4+ 0,23 - 10 = —0,01, taktéZz piiznivé pro druhého hrace.
Z toho plyne, ze tato smisend strategie druhého hrace je dobra, protoze se i pri
jeji znalosti prvni hra¢ nezvladne dostat do kladného zisku. Zda existuje néjaka
jesté lepsi smiSena strategie pro druhého hrace, zde uz nebudeme rozebirat.

Optimalni smiSenou strategii definujeme tak, ze kdyz pro kazdou moznou nasi
smiSenou strategii uvazime nejneprijemnéjsi moznou strategii soupere, tak je pru-
mérny vysledek s nasi optimalni smisenou strategii maximalni mezi vSemi nasimi
moznymi smiSenymi strategiemi.

Nyni si to zapiseme formalné. Necht S; je mnozina vSech nezdpornych vektori
délky m se souctem prvkia rovnym 1. Necht S je mmnozina vsech nezdpornych
vektoru délky n se souCtem prvku rovnym 1. Pak optimalni smiSend strategie
x* prvniho hréace je x* = argmax(min (z7Ay)). Déle budeme optimalni smiSenou

€S €852
strategii nazyvat zkracené jako opléimélni strategii.

Nésledujicich pét tloh vychézi ze hry urcené nize uvedenou matici. Prvni hrac

ma na vybér ze tii strategii, druhy hra¢ ma na vybér ze dvou strategii.
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3|4
-1] 2

Problém 1 [2b]: Uréete optimdlni strategii pro proniho hrdce.

Problém 2 [2b]: Urcete optimdlni strategii pro druhého hrdce.

Problém 3 [1b]: K jakému pramérnému visledku vede, pokud oba hrdci pouZiji
optimdlni strategii?

Problém 4 [1b]: Jaké jsou moiné primérné viysledky, pokud proni hrdé zvoli
optimdlni strategii, ale druhy hrdac¢ se od optimdlni strategie odkloni?

Problém 5 [1b]: Jaké jsou mozné primérné vysledky, pokud naopak druhy hrdé
zvoli optimalni strategii, ale proni hrdc¢ se od optimalni strategie odkloni?

Markét, Martin; martin.dvorak@matfyz.cz
e-mailovd konference: hry@mam.mff .cuni.cz
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Téma 2 — Vypocetni modely

Pokud jste necetli prvni diﬂ prectéte si jej. Budeme dale pouzivat notaci v ném
zavedenou a pridavat nasim strojum dalsi schopnosti.

Dil 2: Pamét a proménné

Na konci prvniho dilu byly nase stroje porad dost slabé — stavové registry nam
dovolovaly si uchovavat jen koneéné mnozstvi informaci a tudiz existovala spousta
problémt, které jsme neuméli fesit. Nejcastéji navrhovanymi rozsirenimi tudiz
byly rizné formy paméti, predevsim zasobnik a fronta.

Zasobnik je rozsireni, do kterého je mozné zapisovat retézce, a které v kazdém
kroku vypise nejnovéjsi znak v ném, ¢imz jej odstrani. Pokud v ném aktualné
zadné znaky nejsou, vypisuje ,$“. Pokud do zdsobniku zapisujeme dels{ Fetézec,
nejnovéjsi znak je ten vpravo. Pokud ze zasobniku nechceme znak odebrat, zapi-
Seme jej hned zpatky.

V zadjmu toho, aby ndm vychéazely jednotlivé ¢asti pokynt i nadéle do sloupci,
domluvme se, ze mezery v pokynech budeme ignorovat. Pokud budeme potiebovat
s mezerami pracovat, budeme je psat jako , .

I0
zasobnik

0,%

Pl
2

Stroj 1: Priklad stroje, ktery obrati poradi bita ze vstupu

Shttps://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/26/26-1.pdf


https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/26/26-1.pdf

Fronta je ponékud sofistikovanéjsi rozsiteni. Opét nam umoznuje do ni zapi-
sovat Tetézce, ale v kazdém kroku vypisuje nejstarsi v ni pfitomny znak, ktery
navic automaticky neodstranuje. Fronta totiz m4a i druhou polozku v pokynu, kde
za kazdy znak ,,>“ zahodi nejstarsi znak, ktery obsahuje.

Miizeme si tedy frontu predstavit jako fadu znakt, na jejiz (pravy) konec
muzeme piipisovat dalsi znaky a kterou ¢teme od zacatku (zleva).

I0
fronta
stavovy registr (pocateéni stav S)

0,$,s —» ,0, ,L
1,$,s — ,1, ,L
0,0,s —» ,0, ,L
1,0, —» ,1, ,L
0o,1,s - ,0, ,L
1,1, —» ,1, ,L
0,0,L —» ,0, ,S
1,0,L —» ,1, ,S
o,1,L — ,0, ,S
1,1,L —» ,1, ,S
$,0,S —» , ,>,L
$,1,8s —» , ,>,L
$,0,L — 0, ,>,S
$,1,L — 1, ,>,S

Stroj 2: Priklad stroje, ktery vypiSe pouze znaky s lichou vzdélenosti od konce. Nejdrive
zkopiruje vstup do fronty a pfi tom (podle toho, zda skoné{ ve stavu L nebo S) uréi, zda
je liché nebo sudé délky. Poté cte z fronty a vypisuje pouze prislusné znaky.

Mizete si v§imnout, ze popisy stroju pomérné rychle rostou do délky. Prove-
deme tedy malou odbocku a ukdzeme si par triki, jak je zase zkratit.

Nejdiive si rozmysleme, jak prechodova funkce vybird krok, ktery provede.
Bude to délat tak, Ze bude koukat na svuj popis fadek po rfadku a vzdy vy-
bere prvni odpovidajici fddek. Mald pismena budeme pouzivat jako promeénné.
Pokud prechodova funkce narazi na radek obsahujici mald pismena, pokusi se
kazdému malému pismenu priradit néjakou hodnotu tak, aby vypis odpovidal to-
muto Ffadku. Pokud se ji to podari, provede tento krok. Pokud ne, zkusi dalsi
radky.

vstup
vstup
vystup
a,a — 1
a,b - 0

Stroj 3: Stroj, ktery pro kazdou pozici vypiSe jednicku pokud se oba vstupy shodly a
nulu pokud nikoliv.
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Specidlni chovani bude mit znak podtrzitka (,,_ ). Jeho vyznam je ,tato
hodnota mé nezajima“ a tak se chovd, jako kdyby kazdé podtrzitko bylo nahrazeno
jingm (jinde nepouzitym) pismenkem.

Podtrzitka se mohou vyskytnout pouze pred Sipkou a kazdé pismenko za Sip-
kou se musi vyskytnout i pred ni.

Strucnéjsi verze predchoziho stroje tudiz muze vypadat tieba takhle:

I0
fronta
stavovy registr (pocateéni stav S)

0o,_,s —- ,0, ,L
1, ,8 —» ,1, ,L
o,_,L — ,0, ,S
i, ,L—- ,1, ,S
$,0,S —» , ,>,L
$,1,8s —» , ,>,L
$,a,L — a, ,>,S

Stroj 4: Kompaktngjsi verze predchoziho stroje. Rozmyslete si, Ze vypis $, $, L nemize
nastat.

Péska je tteti (a pro tento dil posledn{) nové rozsifeni. Predstavte si nekonec-
nou pasku, nad kterou se posouva cteci hlava. Paska je rozdélend na policka a do
kazdého policka je mozné zapsat jeden z konstantni mnoziny znaki. V kazdém
kroku paska vypise do vypisu znak, ktery se aktualné nachazi pod hlavou. V po-
kynu nasledné dostane znak, ktery na tutéz pozici mé zapsat, a smeér, kterym se
ma posunout. Neni-li uvedeno jinak, predpokladame, ze vsechna policka pasky na
zac¢atku obsahuji znak mezery (,,,“) a pokud hlava v pokynu nedostane jiny znak,
tak po sobé vzdy zanechd opét mezeru. Hlava se mtze posouvat doleva (znacime
»<*), doprava (,>“), nebo zistat na misté (,, “). V prvnich dvou ptipadech se
vzdy posune o pravé jedno policko.

stavovy registr (polatecni stav A)

I0

paska

AL,y — A, ,1,>
A#,0 — R, ,u,<
R,#,u — S, ,u,>
R,#,a —& R, ,a,<
S,#,0 — S, ,0,>
S,#,1 —- L, ,0,>
S,#,, — R,0,.,<
L,#,0 —+ L, ,0,>



L,#,1 — S, ,1,>
L,#’\_l — R,l,\_l:<

Stroj 5: Stroj, ktery vypise bindrni zapis poc¢tu jednicek, které dostal na vstupu. Vstup
zkopiruje na pasku a pak vzdy smaze polovinu jednicek, ¢imz postupné zjistuje bity od
nejméné vyznamného. Kdyz smaze posledni jednicku, dale vypisuje nekonec¢nou fadu
nul.

Problém 1: Sestrojte stroj, ktery poznd spravné uzdvorkované retézce.
Problém 2: Sestrojte stroj, ktery poznd palindromy.

Problém 3: Naleznéte stroj, ktery déld totéz co stroj 3 vyse, ale
a) md co nejkratsi popis.
b) potrebuje méné krokii.

Problém 4: Sestrojte ndsobicku. (Ndsobicka na dvou vstupech dostane dvé priro-
zend ¢isla ve dvojkové soustave a na vijstup vypise jejich soucin.)

Problém 5: Predstavte si, Ze nemdate k dispozici pdsku. Sestavte stroj, ktery ji
simuluje — na jednom vstupu cte znak k zdpisu, na druhém smeér posunu a na
vystup pise aktudine cteny znak.

Problém 6: Jakd dalsi rozsirent bychom mohli chtit? (Zamyslete se nad tim, jak
s nimi bude interagovat prechodovd funkce.)

Problém 7: Zamyslete se nad tim, jak jinak bychom mohli dostdvat vstupni Te-
tézce. Které problémy by to usnadnilo? Co by to zkomplikovalo? Chtéli byste zmé-
nit i néco jiného? Pro¢ a jak?

Problém 8: Nékterd z vds jiz moznd tusi, co je to nedeterminizmus. (Pokud ne,
tak se o ném dozvite v pristim cisle.) Jak by se dal formulovat v Teci nasich
modeli?

Matej; lieskovsky.matej+stroje@gmail . com
e-mailovd konference: stroje@mam.mff.cuni.cz
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Téma 3 — Zpracovani obrazovych dat ze senzorti

Dil 2: Redukce Sumu

V minulém dile jsme si ukazali, jak funguje obycCejny radar a jak zhruba vypadaji
namérend data. Prozkoumali jsme postupné prvni t¥i dimenze — vzdalenost, tihel
natoceni antény a intenzitu signalu. Data jsme si zobrazili pomoci 2D obrazku,
kde tfeti dimenzi symbolizovala barva.

Ve druhém dile se znovu podivame na tyto 2D obrazky a pokusime se z nich
odstranit Sum.

Pravdépodobné se vam nepodaii odstranit 100% Sumu. Zkuste ale slovné po-
psat, jaky typ Sumu se vam podarilo odstranit. Na plny pocet bodd neni nutné
odstranit iplné vSechen Sum.

Jak odstranit Sum

Uvedu nékolik zptuisobti (zdaleka ne vSechny), jak je mozné redukovat Sum v der-
nobilém obrazku. Nenechte se ale nasledujicimi odrazkami vazat, kreativita je zde
vitana.

e Threshold: Vybereme si odstin Sedé a vSechny svétlejsi barvy prohlasime za
bilou, naopak vSechny tmavsi za ¢ernou.

o Dynamicky threshold: Odstin sedé nevolime my, ale nechdme jej vypocitat
podle vlastnosti obrazku. Threshold urc¢i graficky editor nebo nas program
za nas.

e Rozmazdni: Existuje nékolik zpusobu, jak rozmazat obrazek, a kazdy z nich
muze poskytnout jiné vysledky. K rozmazani budeme pravdépodobné vyuzi-
vat konvoluci (https://cs.wikipedia.org/wiki/Konvoluce), aniz bychom
o tom védéli.

e Ignorovdni casti obrdzku: Muze se stat, ze senzor neni dokonaly a nékteré
pixely vzdy zobrazuji falesna data. Tyto pixely nebo celé oblasti mizeme
ignorovat. Je ale vhodné mit na pameéti, ze nas senzor se v tomto misté stava
slepym.

o Filtr ,odstranit sum“: Vétsina grafickych editorti tuto polozku nabizi. Za-
mysleli jste se uz nad tim, jak funguje? (K pochopeni funkce tohoto filtru
nam pravdépodobné nebude stacit ucivo sttedoskolské matematiky. V rdmci
tohoto témétka se nemusite zabyvat analyzou tohoto filtru.)

o Umelda inteligence: Metody zalozené na umélé inteligenci jsou v oboru zpra-
covani obrazu stale popularnéjsi. V ramci tohoto tématka se jimi zabyvat
nebudeme. To vas ale nijak neomezuje v pouzivani téchto metod, pokud vite
jak.


https://cs.wikipedia.org/wiki/Konvoluce
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e Predzpracovdni (pre-processing): U nékterych obrazkt je vhodné napifklad
upravit jas nebo aplikovat jiny filtr jesté pred tim, nez spustime samotné
odstranovani sumu.

o Kombinace vijse uvedeného: K dosazeni lepSich vysledku casto kombinu-
jeme vice filtru, které na obrazek postupné aplikujeme. Jeden obrazek mize
obsahovat vice typu Sumu, které se ndm pomoci jediného filtru nepodari
zredukovat.

Problém 1: V minulém dile jste dostali celkem Sest obrdzki rizngch typu terénu,
w kterych jste hddali, co asi zobrazuji. Najdete je ve formdtu PNG v odkazu na
konci tohoto cldnku. Zkuste si tyto obrdzky otevrit v néjakém grafickém editoru
(doporucuji napriklad Gimp) a najit jeden postup aplikovatelnyj na vSechny obrdzky
(ne dprava obrdzku §tétcem ruéné pomoct mysi), ktery z téchto obrdzki co nejlépe
odstrani Sum a zvgrazni detekované objekty (zem, strom, skdla, létajici objekt,
... ). Ve sugch tesenich popiste, jaké problémy jste museli Tesit a jaké postupy jste
zkouseli aplikovat. Odevzdejte také postupy a vdmi upravené obrdzky.

vy

e

Problém 2: Sum v obrdzku mizeme redukovat i bez pomoci grafického editoru.
Pokusime se naprogramovat vlastni filtr redukujici sum v jazyce Python.

V datech k tomuto clanku najdete soubory s priponou *.npy, které obsahuji
data ke stejngm obrdzkum jako v minulém dile. Tento soubor opét prectete stejngm
zpusobem jako v minulém dile, viz ndsledujici kod:
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import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

frame = np.load("1.npy")
plt.imshow(frame, interpolation=’nearest’, cmap=’binary’)

plt.show()

Projdéte postupneé vsechny pizely nacteného obrazku a aplikujte na kazdy pizel

vami vytvoreny filtr:

# Muzete upravit libovolnou cast kodu,
# staci ale, kdyz upravite jen radek 17.
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

frame = np.load("1.npy")

fig = plt.figure()

fig.add_subplot(1l, 2, 1)

plt.imshow(frame, interpolation=’nearest’,
cmap=’binary’, aspect=’auto’)

for y in range(frame.shape([0]):
for x in range(frame.shape([1]):
# zde vlozte svuj filtr, i jeden radek staci
# nasledujici radek je priklad threshold filtru
frame[y] [x] = frame[y] [x] if frame[y] [x]>500 else O

fig.add_subplot(1l, 2, 2)

plt.imshow(frame, interpolation=’nearest’,
cmap=’binary’, aspect=’auto’)

plt.show()

Vyzkousejte si, jestli vas filtr funguje na vsechny obrdzky (nebo aspori na vét-

Sinu), které mdte k dispozici. Upravte vyse wvedeny kdd v jazyce Python.

Data ke stazeni

Data k tomuto dilu:

https://mam.mff.cuni.cz/media/prilohy/26-2-3-2D.zip

Béda; bedrich.said@gmail.com
e-mailovd konference: radary@mam.mff.cuni.cz


https://mam.mff.cuni.cz/media/prilohy/26-2-3-2D.zip
mailto:bedrich.said@gmail.com
mailto:radary@mam.mff.cuni.cz
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Téma 4 — Vybrané kapitoly z elektromagnetismu

Dil 2: Biot-Savartav zakon

V minulém dile jsme se zabyvali prevazné elektrostatikou, nyni si ukdzeme, co se
déje, kdyz se naboje daji do pohybu. Kde je pohyb naboje, tam vznikd magnetické
pole, a magnetické pole plisobi silou na pohybujici se naboj.

My se budeme zabyvat prvnim pripadem, kdy pohybujici se ndboj generuje
magnetické pole. Tento jev popisuje Biot-Savartiv zdkon, ktery urcuje velikost
a smér magnetické indukce dB vyvolané malym kouskem vodice dI, kterym tece
proud I v bodé oznaceného polohovym vektorem r. Pro magnetickou indukci plati
princip superpozice, proto je vysledné pole B urceno souctem vsech ptrispévka dB
pres jednotlivé kousky vodice:

B /dB /dlxr:B:@/dlrsma
dr fp 3

Jak uvidime, dl, r a dB jsou vektorové veli¢iny, které maji smér jako na ob-
razku (1]l Element délky dlE] mifi ve sméru toku proudu, proud sam neni vektorova
veli¢ina. Polohu vektoru dB urcuje v souradném systému polohovy vektor r, je-
hoz pocétek je obvykle totozny s pocdtkem soustavy souradnic. Konstanta g
se nazyva permeabilita vakua a m4 hodnotu pg = 1,26 - 107N - A=2. Jednotka
magnetické indukce je T (Tesla). D4 se zapsat jako:

T=N-A1t.m'!t=kg -s7!.C!

Obréazek 1: Ilustrace Biot-Savartova zdkona pro obecny vodi¢ protékany proudem

Vektorovy soucin, ktery v zakoné figuruje, se da zjednodusit podle vzorce
la x b] = |a||b]sin«, kde « je tithel mezi vektory a a b. Vysledny vektor bude

4element je zde nekoneéné mald East celku
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kolmy na oba vektory a smér uréime podle pravidla pravé ruky (jelikoZ ndsobime
vektory v pravotocivé souradné soustavé). Pravidlo pravé ruky fika: pokud po-
lozime pravou ruku tak, ze mame prsty ve sméru prvniho vektoru a druhy nam
vystupuje z dlané, tak vztyceny palec ukazuje smér tietiho vektoru vzniklého
vektorovym souc¢inem. Geometricky lze velikost vektoru ¢ prohlésit za obsah rov-
nobézniku vymezeného vektory a a b s poc¢atky v jednom bodé. Vektorovy soucin
neni komutativni, po prohozeni vektori a a b by vektor ¢ vznikly jejich nasobenim
mél opacny smér.

Opét si ukazeme, jak se s timto zdkonem pracuje a odvodime si vzorec pro
vypocet magnetické indukce nekonecné dlouhého rovného Vodiédﬂ v misté vzdale-
ném od vodice kolmo 3 cm, kterym protéka konstantni proud 2 mA. Rozkreslime
si situaci:

A1 0 x df A2 [ —>

Obrazek 2: Nikres nekonecné dlouhého primého vodice, kterym protéka konstantni
proud I. Nula znaci pocatek soutadného systému os x, y, z, v niz je umistén vektor r;
samotny souradny systém zde pro piehlednost neni zakreslen.

Zmnaceni jsme zvolili @ = 3cm, I = 2mA. Osa z je totozna s vodicem, takze
plati, ze dI = dz. Biot-Savarttv zékon bude mit tvar:

B /dB /Idl;<r

o [ Irsina

= E . 7"3 dl

Pouzili jsme prepis vektorového souc¢inu pomoci funkce sinus a vytkli konstanty
pred integral. Druhy radek je skalarni forma téhoz zdkona. Integrujeme, tedy
sCitdme nekonecné malé Casti délky nekone¢né dlouhého vodice, coz muze byt
trochu problém. Abychom neintegrovali od minus do plus nekone¢na, pomuzeme
si trochou uprav.

Vidime, ze bod P je vzdalen od vodice a = 3cm, a ze proud je konstantni.
Bohuzel, pro kazdy bod vodice je vektor r proménny. Navic nevime témér nic
o nekonecné kratkém kousku vodice dl, pouze muzeme urcit z-ovou soutfadnici
kazdého nekoneéné malého kousku vodice od kolmé vzdalenosti bodu P po délce

5Tento piiklad lze aplikovat i na velmi dlouhy vodi¢
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vodice. Budeme si proto muset Biot-Savarttiv zakon vyjadrit trochu jinak a vyuzit
k tomu thel o mezi vektorem r a vodicem, ktery reprezentuje osu x:

a
T =

sin o
Vsimnéme si, ze se jedna pouze o velikost vektoru r, tedy jeho délku. Proto
zde nevystupuje jako vektor.

T = —acotgx

Derivaci druhé rovnice podle alfy ziskame diferencial dx, ktery jsme pottebo-
vali nahradit ve vypoctu velikosti magnetické indukce:

dx a

da  sin®a
Celou rovnici vynasobme da:

dx = do

sin? o

Substituujeme integral pro vypocet magnetické indukce B s tim, ze bodu vo-
dice blizicimu se k minus nekone¢nu odpovidé thel 0° a plus nekoneénu odpovida
thel 180°.

Idzrsina o [ sina a
B= [ dB= — — Ko I—5— —5—sinada =
r 4 J o, a sin“ o
pol [
= — sin ada
4ma

Nyni integrujeme pres konkrétni meze - integral pres thel, ktery svira vektor
r s vodorovné nakreslenym vodicem, tedy osou x. Jeho hodnoty tedy nabyvaji od
0° do 180°. Po integraci podle ihlu alfa dostaneme vztah, ktery hledame:

az I (e T
B:@I/ 5 C,L da:& sinada:&(cosoq—cosag):
o) Tesino dma

47 dma

_ pol pol
=D =5=

 4rwa 2ma

Vytkli jsme i proud pred integrdl, coz ndm umoznil nas predpoklad, ze proud

je vsude ve vodic¢i konstantni. Po dosazeni vsech hodnot dostaneme B = 13,34 -

107°T.

Problém 1 [3b]: Urcete smér vektoru magnetické indukce v nekoneéné dlouhém
vodici v prikladu vyse. Jaky tvar budou mit magnetické silocary?
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Problém 2 [4b]: Napiste Biot-Savartiv zikon pro magnetickou indukci nachd-
zejici se v ose civky, kterd md jeden zdvit a jejiz osa je kolmd na plochu zdvitu.
Odhadneéte, jak budou vypadat magnetické silociry v ose a v roviné ploch civky.

(Ndpovéda: Rozlozte si ndhodné orientovany vektor B do dvou kolmgch sméri,
z nichz jeden bude rovnobézny s plochou civky. Integrujte pres dl po uzavrené
krivee, tedy smycce civky.)

Problém 3 [4b]: Pokud dime vedle sebe dva nekonecné dlouhé rovnobézné vo-
dice, kterymi protékd proud, zacnou spolu interagovat diky generované magnetické
indukci. Popiste, jak bude vypadat vislednd magnetickd indukce v prostoru kolem
vodict, pokud proudy ve vodicich potecou stejnym smérem a pokud potecou opac-
nym.

Pdja, Fanda; fandazajic@gmail.com
e-mailovd konference: elmag@mam.mff.cuni.cz

Konference Domasov 2019

Fibonacciho soustava 6,7 b
Mgr.™™ Tomds Flidr a Mgr.™ Kldra Hlouskovd

Uvod

V ramci prace na nasi konfefe jsme se zabyvali ¢iselnou soustavou, kterd misto
mocnin néjakych ¢isel (jako desitkovd ma mocniny o zdkladu deset nebo bindrni
zdklad dvé) pouzivd jako fady ¢leny Fibonacciho posloupnosti. Tu jsme definovali
zacatkem 1, 2, protoze kdyby zacinala na dvé jednicky, zapis by ani nemohl byt
jednoznacny. Zkoumali jsme vlastnosti takto zapsanych ¢isel, operace s nimi i
moznosti vyuziti v kédovani.
Zapis

Abychom doséhli jednoznacného a co nejjednodussiho zapisu a viibec mohli poci-
tat, zapisovali jsme ¢isla ve Fibonacciho soustavé pouze ciframi 1 a 0 (Fibonacciho
¢isla rostou pomaleji nez mocniny dvojky, takZe by nemélo byt potfeba vice cifer)
a navic tak, aby v ¢isle nebyly zaddné dvé jednicky za sebou (prvni takovato dvojice
by se secetla na jednicku o Fad vyse). Pro pouzivani ale zapis musi byt bijekci na
prirozend c¢isla a nulu, takze se do néj vSechna tato ¢isla musi dat prevést a musi
byt jednoznacny.

Prvni podminku muzeme dokézat ukazanim algoritmu, ktery takto zapise li-
bovolné prirozené cislo. Je jim tzv. Hladovy algoritmus, ktery ¢islo rozlozi na
soucet Fibonacciho ¢isel tak, ze vzidy odecte nejvétsi mozné. Vsimnéme si, Ze ni-
kdy neodecte dvé po sobé jdouci Fibonacciho ¢isla — pokud by je mohl odecist,
odecetl by jejich soucet o rad vyse.


mailto:fandazajic@gmail.com
mailto:elmag@mam.mff.cuni.cz
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Splnéni druhé podminky (jednoznacnost zapisu) je ddno tim, Ze jednicka na
dané pozici nemuze byt zapsdna jinak. Je zfejmé, Ze ji neni mozné zapsat pomoci
vyssich Tadd, protoze vsSechna cisla ve vyssich fadech jsou vétsi. Obdobné jsou
vSechna ¢isla vznikld pouzitim mensich fada mensi: Nejvétsi povolené éislo s da-
nym poctem radua je takové, ve kterém se stiidaji cifry 1 a 0 a na prvnim misté
je jednicka. Kdyz k tomuto ¢islo pricteme 1, posledni dvé cifry se se¢tou na 1 na
misté 0 o fad vyse, coz se bude opakovat zezadu az na nejvétsi rad, kde vytvori
1 na o jedna vyssim radu nez nejvyssi fad ptvodniho ¢isla s tim, Ze ostatni fady
budou 0. Mame tedy pozadovany (takzvané pékny) zapis a muzeme se pustit do
pocetnich operaci.

Zakladni operace

Kdyz uz jsme zjistili, ze dokdzeme zapsat ¢islo skutecné jednoznacné, mizeme
zkoumat zakladni operace. Budeme pouzivat pouze ¢isla v pékném zapisu, ktery
jsme si na zacatku definovali. V tomto zapise napr. 7 zapiSeme jako 1010, protoze
7=0-14+1-240-3+1-5.

Zacneme scitanim, je takové nejpiimocarejsi. Kdybychom ¢isla scitali stejné
jako ve dvojkové nebo desitkové soustavé, vznikaly by (vyséitdnim se o fad vys)
nam dvojky a vyssi cislice, kterych bychom se obtizné zbavovali. Jak to tedy
zajistime, abychom se byli schopni zbavit dvojky vsude a aby ndm nevznikaly
trojky a vic? Pomoci jednoduchého postupu ilustrovaného obrazkem [3| Nejdiive
si vybereme jedno ¢islo, které budeme pric¢itat k druhému. N&s$ vybrany sc¢itanec
si rozdélime na ¢isla zacinajici jednickou, za kterou jsou samé nuly. Tim si za-
jistime, Zze se nam vysc¢ita pouze dvojka a pouze na jednom misté. Poté se¢teme
standardnim zpusobem, tedy pric¢itame cisla na odpovidajicich radech.

101001
1000
102001

1000100

Obrazek 3: Priklad s¢itani ve Fibonacciho soustavé

Muzou ndm nastat rizné situace, a sice Zze mame nad sebou pravé dvé jednicky,
tady ndm vychézi v souc¢tu dvojka. Jak se této dvojky zbavime? Vznikla jako 1+1,
tedy jednu z téchto jedni¢ek tam nechame a druhou rozdélime jako soucet dvou
predchozich radi s hodnotou jedna, tedy mame alespon tfi jednicky za sebou.
Tyto jednicky si rozdélime do dvojic odpredu a vyscitame o Fad vys. Jak vime,
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ze nam nevznikne dalsi dvojka vepredu? Protoze nemutzeme mit dvé jednicky za
sebou (protoZe bychom je mohli vyscitat dopfedu). A pokud ndm vznikne dvojka
o dva tady nize nez ta puvodni, tak se ji zbavime stejnym zptisobem jako té
predchozi. Pomoci tohoto postupu bud ziskdme ¢islo v nasem pékném zépisu,
nebo dojdeme na konec, kde existuje jen koneény pocet moznosti. Nékteré z nich
mohou zpusobit vznik dvou jednicek za sebou, coz muze zahajit sérii sc¢itani po
sobé jdoucich jednicek, kterd mozna ovlivni i nejvyssi rad ¢isla.

1010
_100
1110

10010

Obrazek 4: Priklad s¢itani ve Fibonacciho soustavé

Pokud ndm dvojka nevznikne? Tak vyséitdme pripadnou dvojici jednicek (v pii-
padeé trojice s¢itame od nejvyssiho radu, jako na obrazku . Pritom nam dvojka
nevznikne (protoze nemuzeme mit dvé jednicky za sebou), takZe nanejvys zase
vyséitdme jednicky o tfad vys, pripadné znovu posuneme o fad. Jednu ¢ast cisla
jsme tedy pricetli. Toto opakujeme pro kazdou jednicku vybraného scitance.

Jak by vypadaly ostatni operace? Upravou séitani miizeme snadno ziskat né-
sobeni, protoze to je vlastné opakované séitdni. A odcitani je operace opacnd
ke scitani. Nejprve si rozdélime ¢islo, které budeme odecitat od toho druhého,
stejné jako pri normalnim séitani. Poté vezmeme jednu ¢ast a tu odecteme. Po-
kud bychom odec¢itali od nuly jednicku, tak musime nékterou z jednicek na vysSsim
fadu (Feknéme nejblizsi vyssi) rozdélit na dvé na nizsich fddech. Toto budeme
opakovat, dokud nedostaneme jednicku pravé na misté, kde ji mame odecist, a
pak uz jen zapiSeme na prislusném radu nulu a nové cislo sepiseme. Pékny za-
pis bude vzdy vysledkem, protoze jediné misto, kde bychom méli dvé jednicky
za sebou je tam, kde jsme odecitali, tedy jedna zmizi. Pokud odecitdme jednicku
od jednicky, tak pouze bude mit pfislusny rdd hodnotu nula a ¢islo se na jiném
misté nezméni. Tyto postupy opakujeme v prislusnych situacich pro kazdou céast
rozdéleného cisla.

Nevyhodou této soustavy je velka casova slozitost sc¢itani — v kazdém kroku
hrozi, ze budeme muset projit celé ¢islo, takze pri¢teni jednicky v néjakém radu
trva O(n), takZe obecné séitdni ma Casovou slozitost O(n?), takze ndsobeni do-
konce O(n?).
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Kédovani

Fibonacciho ¢isla by mohla mit praktické uziti pravé v kddovani dlouhych cisel.
Predstavme si, ze chceme zapsat fadu velkych ¢isel pouze pomoci nul a jednicek
(tedy aby byla ¢isla napf. snadno ¢itelnd pro pocita¢) bez pritomnosti délicich
znaku. Jak bychom to mohli udélat, abychom byli schopni poznat, kde ¢islo konéi
a kde za¢ina?

Prvni moznost pouze pomoci Fibonacciho soustavy je docela prostd. Vime,
ze pokud mame Fibonacciho ¢islo v pékném tvaru, nenastane nam, ze by v jeho
zapisu byly dvé jednicky za sebou. Tedy zapiSeme prvni ¢islo a za néj pridame
jednic¢ku. Vime, ze dalsi ¢islo musi zac¢inat jednickou (nula pfed ¢islem nemd vy-
znam), tedy se vyskytnou ve vysledném fetézci dvé jednicky za sebou. Pfi deké-
dovani na takovém misté zastavime, oddélime pred dvojici jednicek, pak tu prvni
zahodime a ¢teme dalsi ¢islo. Odhadem pro rist Fibonacciho ¢isel je zlaty Tez,
takze pocet cifer je odhadnutelny logaritmem o zdkladu zlatého rezu. Napriklad
¢islo 101001010, neboli 83 v desitkové soustave, zapiSeme jako 1 101001010.

Dalsi zptsob, jak takhle ¢isla zapsat, je napt. pomoci bindrni soustavy, ale
nemuzeme pouzit trik s jednickou, protoze v bindrni soustavé muzou byt dveé jed-
nicky za sebou. Tedy jak bychom mohli ¢isla oddélit? Nabizi se prosté feseni, které
vyuziva faktu, ze ¢islo musi vzdy zacinat jednickou. PripiSeme-li pred néj néjaky
pocet nul, hodnotu nezménime. Tak co kdybychom pted néj predepsali tolik nul,
kolik cifer mé néasledujici zapisované ¢islo, ty spocitali a potom precetli pravé tolik
cifer? Pokud bychom chtéli zapis zkratit tim, ze zapiSeme nul o konstantu méné,
méli bychom problém zapsat malé cisla jako tfeba nulu a jednicku, které maji
pouze jednu cifru. Kontrola spravnosti (ale nikoli jistd) by mohla byt, Ze pokud
méme vice nez jednu nulu (jednou nulou muze byt zapsdno i samotné ¢islo nula),
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musi dalsi ¢tené Cislo zacinat jednickou. Hlavni nevyhoda tohoto zapisu je, Zze na
rozdil od predchoziho nam pripadnd chyba ovlivni celou fadu ¢isel a ne jen jedno
(pokud bychom méli chybu v predchozim zépisu, miiZzeme prosté navizat za dals
dvojici). Prestoze odhad poétu cifer je velky, dvojndsobek dvojkového logaritmu,
vyhodou tohoto zapisu je éteni bez prevadéni z Fibonacciho soustavy. 83 je takto
0000000 101001010.

Toto je ponékud zdlouhavé, dalo by se to zapsat i kratsim zapisem, a sice tfeba
pokud bychom samotné ¢islo zapsali bindrni soustavou a pred néj napiseme ve Fi-
bonacciho soustavé pozpatku pocet cifer. To nam zkrati zapis oproti predchozimu
docela zna¢né. Délici znak jsou znovu dvé jednicky, protoze kazdé (i binarni i
ve Fibonacciho soustavé zapsané) ¢islo musi zacinat jednickou. Ve Fibonacciho
soustavé nemame dvé jednicky za sebou, tedy vime, zZe jakmile narazime na dveé
jednicky, musime prestat ¢ist délku, obrétit ji a pak precist takto dlouhé c¢islo.
Tento zapis méa délku pouze dvojkovy logaritmus plus logaritmus o zakladu zla-
tého fezu z tohoto dvojkového logaritmu. Zapis ¢isla 83 je 0101 1010010, protoze
ma 7 (tedy 1010) cifer.

Teoreticky je pro velka ¢isla jesté vyhodnéjsi takzvany rekurzivni binarni zapis.
Zde se pred ¢islo zapiSe jeho délka minus jedna (alespori jedna cifra je vzdy), pred
ni jeji délka a tak déle, az nez se dostaneme k dvojcifernému ¢islu 10 nebo 11 (éisla
1 a 0 jako takova je potfeba zapsat s jednickou pred nimi). Aby systém poznal,
ze dand hodnota neni opét pocet cifer, za Cislo se napise nula — kazdy pocet cifer
totiz zac¢ina na jednicku. V tomto pripadé se 83 napise 10 110 1010010 0.

Vysledkova listina 2. Cisla

Ulohy

Po¥. | Jméno R.| 2 |t1 t2 t3 t4 k | D.0| 20
1. | Doc.M J. Havelka 4 1129,4(5,0 11,0 9,0 25,0 | 25,0
2. |Mgr.M K. Vokilovd | 4 | 33,6/5,0 8,7 1,5 6,0 21,2121,2
3.|Be.™ J. Knillova 1] 19,1150 51 3,0 6,0 19,1]19,1
4. |Mgr.™ K. Hlouskovéd | 4 | 48,4/4,9 5,0 3,0 5,0 17,9]17,9
5. | Mgr.™ L. Kuncarova | 4 | 20,6|5,0 5,0 7,0 17,0/ 17,0
6.|Bc.™ J. Kaifer 4] 19,8(3,5 12,5 16,0 16,0
7. |Mgr.™ E. Vitkové 4| 45,6(5,0 0,8 3,0 5,5 14,3 14,3
8. | Mgr.™ T. Flidr 2] 39,5(5,0 3,5 5,0 113,5[13,5
9.-10. | Mgr.™ O. Gonzor 3| 42,750 7.8 12,8112,8
Be.™ D. Perout 3| 12,850 7,8 12,8112,8

11. | Be."™M K. Pernicov4 3| 12,4(49 75 12,4 12,4
12. | Be.™M J. Kvapil 2| 15,7(5,0 7,0 12,0(12,0
13. | Be.™ A. Opl 2| 11,5[5,0 6,5 11,5[11,5
14. | Mgr.™ B. Kopésak 4| 286(50 4,1 2,0 11,1]11,1
15. | Be.™ V. Janscek 3| 10,5(5,0 5,5 10,5 (10,5
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Ulohy
Por. | Jméno R. 271 tl t2 t3 t4 k Eo 21
16. | Be.MM O. Piroutek 2 | 10,0]5,0 5,0 10,0 10,0
17. | M. Fof 21 97|50 4,7 9,71 9,7
18.| A. Z4ckovs 3 9,5/5,0 4,5 95| 9,5
19. | Be."M L. Vomelovd 4| 15,3(4,7 3,5 82| 8,2
20.-22. | Mgr.™ O. Chlubna 3| 42,8(5,0 3,0 8,0 8,0
Dr.™ M. Kalouskova | 4 | 58,3|5,0 3,0 8,0 8,0
BeM V. Z4k 4 | 11,6(5,0 3,0 8,0| 8,0
23. | Mgr.M™ J. Piroutek 4| 21,1|44 35 79| 7,9
24. | Mgr.™ M. Bocek 1] 292(50 2,8 78] 7,8
25.-26. | J. Blahova 31 6,5/40 2,5 6,5| 6,5
Mgr.™™ M. Holubi¢ka | 4 | 44,3 |4,5 2,0 6,5| 6,5
27.1J. Jedlicka 2| 57|50 0,7 57| 5,7
28.|Be.™ E. Neumannové | 3 | 15,3[1,2 4,0 52| 5,2
29.-30. | M. Buckovéd 31 9950 50| 5,0
J. Kalvoda 3| 50/50 50] 5,0
31. | B."™™ F. Bujnovsky 2 | 12,2(34 34| 3,4
32. | M. Turinské 3 3,012,0 20| 2,0
33. | Bc.™M M. Vicha 1] 12,4 1,4 14 1,4

Sloupecek 2_1 je soucet vsech bodil ziskanych v nasem seminari, Zo je soucet bodu
v aktualni sérii a 21 soucet vSech bodu v tomto roéniku. Tituly uvedené v predchozim

textu slouzi pouze pro tucely M&M.

Casopis M&M je zastfeen Matematicko-fyzikalni fakultou Univerzity Karlovy. S ob-
sahem casopisu je mozné nakladat dle licence CC BY 3.0. Autory textu jsou, neni-li

uvedeno jinak, organizatori M&M.

Kontakty:

M&M, OPMK, MFF UK E-mail: mam@matfyz.cz

Ke Karlovu 3
121 16 Praha 2

Web: mam.matfyz.cz
FB: casopis.MaM
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