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Uvnitf najdete nékolik témat a s nimi souvisejicich Gloh. Zamyslete se nad nimi a poslete
nam sva feseni. My vam je opravime, posleme zpét s dalSim Cislem a ta nejzajimavéjsi
z nich otiskneme. Nejlepsi feSitele zveme na podzim a na jafe na sousttedén.
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Mili fesitelé,

v rukou drzite posledni ¢islo 25. ro¢niku. Kromé vzorovych feseni vSech tématek
si v ném muzete preéist ¢lanek od Mgr.MM Martina Zimena o Lichtenbergovych
figurach nebo pifspévek k tramvajovému téméatku od Mgr.MV Tomése Flidra. Na
poslednich strankach naleznete vysledkovou listinu 25. roéniku. Jiz zde vam pro-
zradime, Ze nejvice bod ziskal Mgr.MM Tom4s Sourada, kterému timto gratulu-
jeme. Zaroven méame tu cest udélit lahodny dort Mgr.MV Martinu Zimenovi za
nejlepsi prispévek tohoto ro¢niku. Dékujeme vam za vasi feSitelskou prizen a té-
Sime se opét brzy na shledanou na strankach naseho casopisu. Pi{jemné pocteni
a hezky zacatek skolniho roku vam preji

Vasi organizdtori

ResSeni témat
Téma 1 — Paradoxni vysledky

Uvodem bychom chtéli podékovat Viktoru Maternovi, kterj nam poslal velmi pro-
pracované feéenﬂ Tési nas, ze do nich pridal vlastni napady, pocital s netrivialnim
mnozstvim faktort a celé téma velmi podrobné zpracoval.

Celé toto tématko pojednava o jednom objevu, ktery v roce 1963 ucinil tehdy
trinactilety kluk z Tanzénie, Erasto Bartoloméj Mpemba. Od néj se odviji né-
zev celého tohoto jevu — Mpembuv jev. Pokud se o ném chcete dozvédét dalsi
podrobnosti, doporucuji precist si diplomovou praci Pavla Bohma Mpembiv jev
— skutecnost nebo fikce? Vliv historie na mrznuti vod@,ﬂ Je tam skvéle popséano,
co se déje, kdyz si pohrajete s raznymi vlastnostmi at uz vody, nebo okolniho
prostredi.

My se jako prvni podivame na to, jak se chova voda, kdyz v ni budeme rozpous-
tét néjaké mnozstvi soli. Musime si dat pozor, abychom neprekrocili rozpustnost
soli, ktera je zavisla na teploté. Maximalni mnozstvi soli, ktera se rozpusti ve vodé
o teploté blizké nule, je 35,63 g na 100 ml vody pfi 0°C a toto mnozstvi nesmime
prekrocitf]

Mnozstvi soli se projevi na teploté tuhnuti solného roztoku. Proto si musime
stanovit néjaky moment, kdy ukonc¢ime méreni, i kdyz roztok nezmrzne. Jako
takovyto bod jsme si uréili 0°C. Nés zajimé prevazné pribéh mrznuti, povahu
konecného stavu zmrznuté vody se soli zndme a vime, co ocekavat: slany led.

V tabulce[I] vidite v prvnim sloupecku mnozstvi rozpousténé soli na 100 g vody
a ve druhém dobu, kterou trvalo roztoku dosdhnout 0 °C z pocatecni teploty
75°C. Cas tuhnuti nenf nijak vyrazné odlisny.

IText jeho piispévku si miizete pieéist na https://mam.mff.cuni.cz/media/tema/25/t1_
Viktor_Materna.pdf

“Najdete ji na http://mpemba.pavelbohm.cz/diplomka.pdf

3viz https://cs.wikipedia.org/wiki/Chlorid_sodny
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Mnozstvi soli | Doba do prekroceni 0°C
Og 43,1 min
5g 50,3 min
10g 47,2 min
15g 50,0 min
20g 52,6 min

Tabulka 1: Zavislost doby tuhnuti 100 g vody o pocdtecni teploté 75 °C. Koncentrace
je uvedena jako mnozstvi soli na 100 g vody.

Prabéh tuhnuti je zobrazen na obrazku [l Vidime, Ze po pridani soli do vody
nedochézi k rychlejsimu poklesu teploty kolem 5°C. Pro¢? Jednim z moznych vy-
svétleni je posun hodnoty teploty, kdy voda dosahuje maximélni hustoty. V grafech
bez soli v predchozim vzorovém feSeni muzeme pozorovat takovato zalomeni ve
vétsiné piipadi lehce pod 5°C (anomélie vody se v ¢isté vodé pohybuje kolem
4°C).

T T

0 g soli -
5 g soli -
10 g soli i
15 g soli _
20 g soli i

teplota [C]

_10 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70

cas [min]

Obrazek 1: Prubéh tuhnuti vody s rtznou relativni koncentraci soli

Pokud bychom méli navrhnout idealni kapalinu, na které se projevuje Mpem-
buav efekt, tak potiebujeme, aby v kapaliné lokalné vznikala mista, ktera se hodné
lis{ svoji teplotou, ¢imz by dochazelo k proudéni. Teplota vody a jeji hustota spolu
totiz souvisi. Voda se bude chovat podle Archimédova zakona a jeji ¢ast s mensi
hustotou (tedy s vyssi teplotOLEI) bude v objemu stoupat nahoru a naopak. Proto

4Nesmime zapomenout na anomalni chovani vody kolem 4°C.
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potirebujeme kapalinu s malou tepelnou vodivosti, aby se rozdily teplot ve dvou
mistech kapaliny nevyrovnavaly vedenim a tim vznikaly proudy. Hustota tedy
bude mit velmi rozdilné hodnoty v riznych mistech objemu a Archiméduv zakon
se bude projevovat vyraznéji (oproti kapaliné s vyssi tepelnou vodivosti). Tim
padem se u teplot blizsich k nule jedna o opac¢ny pripad: teplejsi voda klesé ke
dnu nadoby a je chlazena od policky mrazaku, kterou vede chladici systém. Odbér
energie z vody je takto u¢innéjsi, coz muze mit za nasledek rychlejsi pokles teploty
v grafu pod hodnotou 5°C.

Dalsim zpusobem odvodu tepla muze byt kromé chlazeni pritomnost jiného
télesa v kapaliné. Jaké vlastnosti by mélo toto téleso mit? Potiebujeme, aby odva-
delo teplo z vody do okoli, tudiz by mélo byt dobre tepelné vodivé a mélo by byt
v kontaktu s vodou a okolim co nejvétsi plochou. Napiiklad kovova 1zicka spliuje
nase pozadavky celkem obstojné. Data, kterd jsme namérili po vlozeni lzicky do
100 g vody s rtiznou pocatecni teplotou, mizete vidét v tabulce 2] a grafu [2|

Pocatecni teplota vody | Doba do prekroceni 0°C
65°C 48,3 min
70°C 74,8 min
75°C 51,0 min
80°C 48,1 min

Tabulka 2: Zavislost doby tuhnuti 100 g vody s vlozZenou lzickou jako vodicem tepla

teplota [C]

_5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ) 1 -H-I 1 1 1

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75
cas [min]

Obréazek 2: Prubéh tuhnuti vody s vlozenou Izickou jako vodi¢em tepla
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Lzicka je z vodivého materidlu, vyrovnavala tedy teplotni rozdily v rtznych
mistech objemu vody, coz vedlo k rovnomeérnéjsimu rozlozeni tepla v kapaliné.

Na zamezeni proudéni v kapaliné (a t{m i zamezen{ rychlému vyrovnavani tep-
lotniho rozdilu a pomalej$imu chladnuti) pot¥ebujeme néco nevodivého, co rozdéli
objem vody na ¢asti, aby se voda nemichala. V tomto experimentu byla pouzita
papirova dvojita spirdla svisle vlozena do sklenéné kadinky s vodou. Vysledky
méfeni zobrazuji tabulka [3a graf[3]

Pocétecni teplota vody | Doba do pfekroceni 0°C
60°C 55,4 min
65°C 57,9 min
70°C 60,4 min
75°C 58,2 min

Tabulka 3: Doba tuhnuti 100 g vody s bariérou vlozenou v jejim objemu

80 T T T T T T T T T T T T T T T

75 |t 60C —
65C —
70 C
75 C

teplota [C]

_5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0O 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80

cas [min]

Obréazek 3: Prubéh tuhnuti vody s vlozenou papirovou spirdlou

Pii porovnéani doby tuhnuti z predchoziho vzorového feseni (viz tabulka dat
vidime, Ze bariéra zpomalila tuhnuti. Divodem je to, Ze bariéra zabranuje vytva-
feni proudt v celém objektu kapaliny.

Svoji povahou a vlastnostmi ovliviiuje pribéh tuhnuti také podlozi. V grafu [4]
a tabulce [p| muzete vidét namérend data. Pokud je podlozim led, je prubéh tep-
loty vody naprosto odlisny od pripada, kdy je jako podlozi zvoleno dievo. Drevo
ma malou tepelnou vodivost, tudiz nezvysuje tok tepla z nadoby ven, ale ovliv-



Pocatecni teplota vody | Cas do prekroc¢eni 0°C | Odpar vody Am
82,6°C 39,28 min 7%
69,9°C 37,00 min 6 %
65,3°C 42,75 min 1%
60,0°C 40,28 min 2%
41,9°C 57,43 min 3%
30,9°C 54,50 min 2%
25,0°C 51,92 min 2%
22,1°C 65,05 min 1%
21,5°C 62,48 min 1%

Tabulka 4: Data z experimentti pro zavislost doby tuhnuti na pocatecni teploté kapa-
liny, kde 79 je pocdteéni teplota vody, t, je ¢as prekroceni 0°C a Am je odpar vody,
posledni sloupec je zdznam vody v hmotnostnich procentech

nuje zpusob distribuce tepla do okoli. Izola¢ni vlastnosti dfeva ovliviiuji interakci
kapaliny s podlozim pres stény nadoby.

Material podlozi | Pocatecni teplota vody | Doba do prekroceni 0°C
dfevo 80°C 45,1 min
75°C 52,4 min
70°C 37,0 min’|
led 80°C 71,3 min
75°C 65,4 min
70°C 51,0 min

Tabulka 5: Doba tuhnuti 100 g vody na podlozich z raznych materidla

Nédoba sama o sobé ovliviiuje chladnuti kapaliny. Jeji vliv na tuhnuti popisuje
veli¢ina zvand tepelny tok a zavisi na materidlu, rozmérech nddoby a rozdilu tep-
lot vody a okoli, ve kterém je naddoba umisténa. Materidl nadoby charakterizuje
soucinitel teplotni vodivosti, ktery je pro kazdy material jiny. Jde jej dohledat
v tabulkach ¢i na internetu. Pokud méte valcovitou nddobu, obecné muzete vyja-
drit tepelny tok pomoci tohoto vzorce:

ASA
S 7'+7T7"1+7’2

ALA
d To —T1 T

Q=

Prvni séitanec reprezentuje tepelny tok dnem a druhy reprezentuje tepelny tok
sténou nadoby, tedy valcem. Vzorce, které byly pouzity, najdete ve studijnim textu
Fyzikalni olympiddy: http://fyzikalniolympiada.cz/texty/texttz.pdfl Roz-
méry a vysvétlivky veli¢in jsou vypsdny v tabulce [6] a po jejich dosazeni vychazi

5Za tento ¢as dosahla voda teploty 3,75°C
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T T T T
80 drevo 70C ——
75 drevo 75C ——
70 [ drevo 80C i
65 | led 70C |
60 |\ led 75C i
55 led 80C —— |

teplota [C]
N
o
T

_5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80
cas [min]

Obrazek 4: Prubéh tuhnuti vody umisténé na ruznych podlozich

Ciselné @ = 283,97A7 + 6,97A7. Prvni s¢itanec je vétsi nez druhy, vétsi vliv tedy
ma tepelny tok dnem nédoby.

Znacka Nazev Hodnota
A soucinitel tepelné vodivosti (sklo) 0,6 Wm-! K1
1 vnitini polomér nadoby 5,48 cm
T vnéjsi polomér nadoby 5,95 cm
S plocha dna nadoby odpovidajici 7o 7rs = 111,22 cm?
d tloustka stény nddoby (ro —r1)/2 =0,24cm
T teplota okoli (mrazaku) —22°C (konstantni)
L vyska hladiny v naddobé 3,77 mm

Tabulka 6: Konstanty a rozméry nadoby

Musime uvazit i vliv mrazdku. Ten ovliviiuje predevsim dobu tuhnuti, coz se
odviji od jeho vykonu. Pokud mame na zacatku 100 g vody, k jejimu ochlazeni na
0°C je tfeba odebrat vodé energii o velikosti @ = mcAr, kde ¢ je mérné tepelna
kapacita vody a AT je proménnd zavisejici na pocatecni teploté kapaliny a teploté,
pfi které jsme méreni ukoncili, resp. rozdil teplot mezi okamziky reprezentujicimi
rozdil energie odebrané mrazdkem. Pokud bychom chtéli do tepelné bilance mezi
vodou a mrazdkem uvazovat i pfeménu vody na led, je tfeba odhadnout, kolik
procent vody zmrzlo. Pokud zmrzlo & hmotnostnich procent vody (0 < k < 1),
tak teplo potfebné na preménu oné ¢asti vody v led lze spocitat Ly = lymk, kde
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ly je mérné skupenské teplo tani vody. Celkova energie odebrana vodé mrazakem
se tedy rovnd E = @ + Ly a za pomoci zjisténého vykonu mrazaku mizeme
odhadnout cas, za ktery voda dosdhne 0°C a k hmotnostnich procent vody se
premeéni na led: ¢ = E/P = kmcAr/P. Pokud povazujeme k = 1, tak se pro
konkrétni podminky experimentu je cas teoreticky linearné zavisly na teploté.
Zamyslete se, zda predchozi tvrzeni plati ¢i ne.

Pdja a Matej; pavla.trembulakova@seznam.cz

e-mailovd konference: paradoxni@mam.mff.cuni.cz

Téma 2 — Principy kryptografie

,

Reseni

V prubéhu celého roku byla v ramci tématu zaddna cela fada tloh, z nichz nékteré
se zatim nedockaly vzorového feseni. To se v tomto Cisle zméni.

Zaroven néas tési, ze pro nékteré tesitele bylo toto téma motivaci se hloubéji
ponorit do programovani. Proto jsme pripravili interaktivni moznost si s progra-
matorskymi tlohami z tématu trochu pohrat.

Ulohy z prvniho a z tietiho &sla, které se tykaji sifry OCTA, si lze prakticky
ozkouset ve sdileném dokumentu https://1url.cz/@octa. S tlohami z druhého
¢isla tykajicimi se hashovaci funkce RIKSHA pomtze sdileny dokument https:
//1url.cz/@riksha.

Problémy zadané ve 2. Cisle
Uloha 4

Zadani:
Dokazete najit dvé vstupni hodnoty funkce RIKSHA, pro které je vysledny hash
stejniy?

Reseni:
Tato uloha vyzaduje pochopit, co se vlastné ve funkci RIKSHA pii vypoctu déje.
Na rozdil od béznych hashovacich funkci mizeme v jejim vypoctu vidét misto
rotaci mnoho shifti (vlevo i vpravo). Z toho divodu nékteré vstupni bity ne-
maji na vystup vubec zadny vliv. K shiftiim dochézi jak pri vypoctu pomocnych
proménnych ag az a4, tak pfi apravé vnitiniho stavu funkce.

Funkce vzdy pracuje s 8 byty vstupniho textu. Oznac¢me je zleva 0 az 7. Ve
skutecnosti je vyuzivana dokonce jen mala ¢ast vstupniho textu:


mailto:pavla.trembulakova@seznam.cz
mailto:paradoxni@mam.mff.cuni.cz
https://1url.cz/@octa
https://1url.cz/@riksha
https://1url.cz/@riksha
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Pozice bytu | Pocet vyuzitych bita

O TR W RO
DO R R R, OO

Vidime tedy, ze naptiklad tfeti znak zleva v fetézci, ze kterého pocitame hash,
nemd na vysledek zddny vliv. A skuteéné: Hash slov ,Ahoj“ i ,Ahej* je stejny a
to 8D754901F101F15D.

Pro lepsi predstavu, jak funkce pracuje, doporucujeme vyuzit sdileny doku-
ment odkazovany vyse a do funkce RIKSHA si pridat prabézné vypisy stavu.

Uloha 5

ZadAani:

Vite, zZe pomoci funkce RIKSHA byl zahashovdn text, ktery neni delsi nez 8 byti.
Viysledny hash je 02365E1E061E62BA. Dokdzete najit néjaky (ne nutné stejny)
vstup, ktery md stejny hash?

Reseni:

Tato tloha navazuje na predchozi. Pfedné si mizeme vsimnout, Zze pokud vyu-
zijeme pouze jeden pruchod updatu hashovaci funkce, coz nastane pro Tretézce
dlouhé maximéalné 7 bytti, bude hash vzdy zac¢inat na 8D. Pomocna proménna ag
totiz vzdy konci tfemi nulami, takze pokud na ni pii Gpravé hg pouzijeme shift
vlevo o 5, vzdy pric¢itame O.

Hledany text tedy bude dlouhy prévé 8 bytd a doplnény 8 byty (zndmého)
paddingu. Z kazdych 8 byt se ve funkci ale podle tabulky u pfedchozi dlohy
vyuzije pouze 16 bitti. To znamend, Ze staci vyzkouset 2'6 = 65536 moznosti, coz
hrubou silou neni problém.

Puvodnim zahashovanym fetézcem bylo slovo ,,KralL.ovNa“. Pokud pri hledani
hrubou silou nechdme na vsSech nepodstatnych pozicich nuly, tak ho nedostaneme.
Ale dostaneme jiny fetézec se stejnym hashem.

Uloha 6

Zadani:

Existuje néjakd hodnota hashe, kterou funkce RIKSHA nevrdti pro Zadny vstup?
Nezapomerite své tvrzeni dukladné zdivodnit.

Reseni:

Pfedpoklddejme, Ze méme na mysli hash s délkou 8 byt (to sice zaddn{ explicitné
nespecifikuje, ale nastést{ se nenasel nikdo, kdo by to chdpal jinak).
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Tato tloha je mnohem obtiznéjsi nez dlohy predchozi. Vstup do hashovaci
funkce miizeme prodluzovat a tim postupné ovlivnit vSechny bity vystupu. In-
tuitivné se tedy zdé, ze hashovaci funkce miize vratit kazdou hodnotu. Precizni
dikaz by ale pravdépodobné vyzadoval rozebrat velké mnozstvi moznosti, a proto
ho neuvadime.

Problémy zadané ve 3. Cisle

Prvni dvé dlohy jsou vyslovené programétorské. VSechny zde uverejnéné zdrojové
kédy jsou v jazyku Python 3 a je mozné je on-line spustit ve sdileném dokumentu
odkazovaném v ivodu tématu. V tomto dokumentu jsou i dalsi kédy, které nejsou
pro spravné FeSeni nezbytné (napf. pro desifrovani), ale mohou byt uziteéné pro
pochopeni, jak funguji médy blokovych Sifer.

Problém 1

Zadani:

Vyberte si libovolny bitmapovy obrazek (napriklad formdt PPM) a zasifrujte jeho
obrazovd data (tedy vée kromé hlavicek) pomoci Sifry OCTA s klicem MANDM
(t§. 4D 41 4E 44 4D) v médu ECB. Mél by opét vzniknout zobrazitelnyg obrdzek.
Jak se od toho puvodniho lisi? Puvodni obrdzek i jeho zasifrovanou podobu ndm
zaslete.

Pokud si nechcete hrdt s obrdzkovymi formdty, tak si vzorovy obrdzek vietné po-
pisu, jakou oblast je zdihodno zaSifrovat, miuzete stadhnout z naseho webu ze stranky
vénované témdtkl’l
Reseni:

Pokud to jesté nemame hotové z prvniho ¢isla, musime si nejdiive napsat Sifrovani
pomoci funkce OCTA. To je dle popisu v prvnim ¢isle pomérné primocaré:

def octa_encrypt(block, key):
’?? Zasifruj blok dat pomoci OCTA.
Ocekava parametry
block: plaintext, cislo odpovidajici ASCII kodu znaku
key: klic, retezec ASCII znaku
Vraci ciphertext, cislo odpovidajici ASCII kodu znaku.
I
def substitution(state):
sbox = (2, 0, 1, 3)
new_state = 0
for i in range(4):
new_state += sbox[state >> 2*i & 0x03] * 4x*x*i
return new_state
def permutation(state):

Shttps://mam.mff.cuni.cz/problem/2203
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return (state >> 3 | state << 5) & Oxff
def add_key(state, round_key):
return state ~ round_key
state = block
for r in range(5):
state = add_key(state, ord(key[r % len(key)]))
state = substitution(state)
state = permutation(state)
state = add_key(state, ord(key[5 % len(key)]l))
return state

Nyni stac¢i tuto funkci vyuzit pro jednotlivé byty obrazku. Jde tedy jen o to
se s problémem vyporadat technicky:

from struct import pack, unpack

def encrypt_file_ecb(input_file, output_file, key, header_lenght):
??? Zasifruj input_file pomoci OCTA v ECB modu s klicem key
a vysledek zapis do output_file. Prvnich header_leght bytu
opis bez sifrovani.
Parametry
input_file: cesta ke vstupnimu souboru
output_file: cesta k vystupnimu souboru (bude prepsan)
key: klic jako retezec ASCII znaku
header_lenght: pocet bytu, ktere se maji preskocit
)2
with open(input_file,’rb’) as inf, open(output_file,’wb’) as ouf:
# prepis hlavicku
ouf .write(inf.read(header_lenght))
# cti byty a sifruj
pt_byte = inf.read(1)
while pt_byte:
ct_int = octa_encrypt(unpack(’B’, pt_byte) [0], key)
ouf .write(pack(’B’, ct_int))
pt_byte = inf.read(1)

encrypt_file_ecb(’riki.ppm’, ’riki_ecb.ppm’, ’MANDM’, 15)

Pro dplnost dodejme, ze ¢ist soubor po jednotlivych bytech urc¢ité neni nej-
rychlejsi metoda. Cilem bylo predevsim vytvorit co nejsrozumitelnéjsi kod.

Pro Sifrovani mtizeme vyuzit obrazek Rikiho umistény na nasem webu, viz
Obrazek Bl

Vysledek po zasifrovani zachycuje Obrézek [6]

Mizeme vidét, ze byty jsou Sifrovany nezavisle, a tedy vSechny pixely, které
maji na pivodnim obrazku stejnou barvu, maji stejnou barvu i na zasifrovaném
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Obrazek 5: Puvodni obrazek

obrazku. I v zasSifrované zpravé tak zustala fada informaci — naptiklad, které byty
jsou stejné.

Problém 2

ZadAani:
Zasifrujete obrdzek z Problému 1 také pomoci Sifry OCTA se stejngm klicem
v CBC mdédu. Jaky je vysledek tentokrat? Opét ndm oba obrdzky poslete.

Reseni:
K problému pfistoupime podobné jako u ECB moédu. Jen pfi Sifrovani musime
jesté vyuzivat i predchozi zasifrovany blok.

from struct import pack, unpack
import random

def encrypt_file_cbc(input_file, output_file, key, header_lenght):
??2 Zasifruj input_file pomoci OCTA v CBC modu s klicem key
a vysledek zapis do output_file. Prvnich header_leght bytu
opis bez sifrovani.
Parametry
input_file: cesta ke vstupnimu souboru
output_file: cesta k vystupnimu souboru (bude prepsan)
key: klic jako retezec ASCII znaku
header_lenght: pocet bytu, ktere se maji preskocit

)20

with open(input_file,’rb’) as inf, open(output_file,’wb’) as ouf:
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Obrazek 6: Obrazek zasifrovany pomoci ECB médu

# prepis hlavicku
ouf .write(inf.read(header_lenght))
# minuly ciphertext, na zacatku nahodny inicializacni vektor
last_ct_int = random.randint(0,255)
print("Inicializacni vektor: %s" % last_ct_int)
# cti bloky a sifruj (pt = plaintext, ct = ciphertext)
pt_byte = inf.read(1)
while pt_byte:
pt_int = unpack(’B’, pt_byte) [0]
ct_int = octa_encrypt(pt_int ~ last_ct_int, key)
last_ct_int = ct_int
ouf .write(pack(’B’, ct_int))
pt_byte = inf.read(1)

encrypt_file_cbc(’riki.ppm’, ’riki_cbc.ppm’, ’MANDM’, 15)

Vysledek si mizeme prohlédnout na Obrazku [7}

P1i pouziti kvalitni Sifry by z obrazku nemélo byt viibec zfejmé, co na ném je.
Bohuzel OCTA neni (kvuli jingm tlohdm) ptili§ dokonald sifra. Pokud bychom ale
Sifrovali obrézek s proménlivym pozadim, byl by vysledek mnohem presvedcivejsi.
Miuzete to vyzkouset.

Problém 3
Zadani:
Pokud zasifrujeme hodné dat pomoct Sifry s malou velikosti bloku, musi se jednou
stat, Ze dostaneme dva stejné bloky Sifrového textu.
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Obrazek 7: Obrazek zasifrovany pomoci CBC médu

Plynou z toho v pripadé vyuziti CBC mddu pro Sifrovdni néjakd bezpecnostni
rizika?

Kolik textu musime primérné zasifrovat blokovou Sifrou s bloky délky 8 (to je
napriklad OCTA), nez dostaneme dva stejné bloky Sifrového textu? Predpoklddejte,
zZe mdte ndhodny vstupni text a idedlni blokovou Sifru.

Reseni:
Otéazka je tak navodnd, ze odpovéd musi byt ano. Na Obrazku [§] si muzeme
pripomenout, jak funguje CBC mad.

otevreny text otevreny text otevreny text
IITII1T11T1 IITII1T11T11] OITIIIT1I11T1
inicializacni vektor (1V)
M — — —
Kii¢ —»| Dlokové Kii¢ —»| Dlokové Kii¢ —| Dlokové
Sifrovani Sifrovani Sifrovani
IITIIT1T11T1 IITII1T11T11 OITIIIT111T1
Sifrovy text Sifrovy text Sifrovy text

Obrézek 8: Sifrovani pomoci CBC médu

Predpoklddejme, Ze jsme nasli dva stejné bloky Sifrového textu ¢; = c;, kte-
rym piislusi pro nds nezndmé bloky otevieného textu m; a m;. Protoze blo-
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kovd Sifra je permutace (zaSifrovany blok lze vzdy jednoznaéné deSifrovat na pu-
vodni otevfeny text), znamend to, ze musi platit m; & c;—1 = m; @ ¢;j_1, neboli
m; © m; = ¢;—1 ® cj—1. VSechny bloky Sifrového textu zndme, dokdzeme tedy
spoc¢itat XOR dvou blokl otevieného textu. Pokud bychom dokézali odhadnout
hodnotu jednoho z nich (to je ob¢as mozné napiiklad u hodnoty v hlaviéce za-
sifrovaného souboru), mohli bychom spoéitat hodnotu druhého. To uréité neni
zadouci.

Tento utok v pripadé Sifer s velikosti bloku 64 bitii je znam jako Sweet32.

Otézku, kolik dat potiebujeme na to, aby nastala kolize, jsme uz fesili v prvni
tloze druhého ¢isla. Z narozeninového paradoxu lze odvodit, ze budeme potie-
bovat pFiblizné 2/2 bloki, kde n je velikost bloku. Pokud mame velikost bloku
8 bit®, budeme tedy potiebovat primérné asi 24 = 16 bloki dat, coz v tomto pii-
padé znamena zasifrovat 16 znakl. Pokud zasifrujeme znakt vice, pravdépodobné
nalezneme i vice kolizi. Na 8 bitové Sifry je tedy tento utok velmi realny.

Problém 4

ZadAani:

Nevyjhodou CBC mdédu je, Ze k zasifrovani bloku potrebujeme zndt hodnotu pred-
choziho bloku Sifrového textu. Nemuzeme tedy vipocty provddet paralelné. Do-
kdzZete dohledat nebo vymyslet maod, ktery bude zachovdvat vghody CBC maodu a
pritom bude umozriovat vipocty provddét (alespor cdstecné) paralelné?

Reseni:

Tento problém je ryze prakticky, a proto mé radu feseni vyuzivanych v redlném
svété. Asi nejrozsitenéjsi a nejjednodussi moznost je vyuzit tzv. Counter (CTR)
mod.

V pripadé CTR moédu si na zacatku vygenerujeme nahodné ¢islo zvané nonce.
Prvni blok vytvorime tak, Ze nonce zasifrujeme pomoci blokové sifry a k vysledku
prixorujeme otevieny text. Pro kazdy dalsi blok zvysime nonce o 1. Mtzeme také
fict, ze k nonce vzdy pricitame counter, ktery pro kazdy blok zvysime o 1.

Vzhledem k tomu, Ze blok Sifrového textu je zdvisly pouze na odpovidajicim
bloku otevieného textu a counteru, lze sifrovat i desifrovat data paralelné. Dokonce
je mozné napriklad desifrovat pouze vybrany usek dat.

Problémy zadané ve 4. Cisle
Problém 1

Zadani:
Zduvodnete, Ze vzorec pro vypocet Eulerovy funkce je spravny.
Reseni:
Piipomertime, ze Eulerova funkce ¢(n) pocitd pocet pfirozenych ¢isel mensich nebo
rovnych n, kterd jsou s n nesoudélna.

U prvocisel je situace jednoducha. Kazdé c¢islo mensi nez prvocislo p je s p
nesoudélné, tedy p(p) =p — 1.
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Pro mocniny prvoéisel neni vipocet o moc obtiznéjsi. Pro p*, kde p je prvodéislo,
jsou nesoudélnd pravé ta éisla, ktera nejsou délitelnd p. Pocet ¢isel od 1 do p¥,
kters jsou délitelna p, je p*/p = p*~1. Proto o(p*) = p¥ — pk—1.

Abychom mohli dikaz dokonéit, pro libovolné n, dokdzeme multiplikativitu
Eulerovy funkee: pro nesoudélng ¢éisla a a b plati ¢(ab) = ¢(a)p(b). Dikaz tohoto
tvrzeni je o néco obtizngjs{]

Napisme si vSechna ¢isla 0,1, ..., ab—1 do tabulky po radcich zleva doprava.
0 1 2 . a—1
a a+1 a—+2 coe | 2a—1
alb—1) |ab—-1)4+1 | ald—-1)+2]| ... | ab—1

Kouknéme se na ¢islo v fadku 7 a sloupci j, pticemz radky a sloupce znacime od
nuly. Pak je na tomto misté napsané ¢islo ia+ j. Zajima nés, zda je soudélné s ab.
Jelikoz jsou ale cisla a a b nesoudélna, tak staci zjistit, jestli je ia + j nesoudélné
jak s a, tak s b. Aby bylo ¢islo nesoudélné s a, tak musi byt NSD(ia + j,a) = 1,
tedy NSD(j,a) = 1. To ale znamen4, Ze ¢isla nesoudélnd s ab mohou byt jen ve
sloupcich oznacenych ¢isly, kterd jsou nesoudélnd s a. Téchto sloupct je ¢(a).

Podivejme se na ¢isla v jednom z téchto sloupct. Jsou to ¢isla j,a + 7, 2a + 7,
3a+7,...,(b—1) a+j. Tato &isla ddvaji navzajem ruzné zbytky modulo b. Kdyby
totiz dvé z téchto ¢isel davala stejny zbytek modulo b, byl by jejich rozdil nenulovy
a délitelny b. Zaroven je jejich rozdil jisté délitelny a. Dostali bychom tedy spor
s NSD(a,b) = 1.

Cisla tedy davaji v n&jakém poiadi zbytky 0,1,...,b— 1 modulo b. Pravé o(b)
z nich je nesoudélnych s b, a tedy i s ab. V kazdém z uvazovanych ¢(a) sloupctt
méme (b) ¢isel nesoudélnych s ab, dohromady je tedy ¢isel nesoudélnych s ab
presné p(a)p(b), coz jsme chtéli dokdzat.

Diky multiplikativité dostavame pro n = pi"p5? ... pp* vztah

01271

e(n) = e )e5?) ... (P*) = (p1 — 1P (w2 — Dps> ' (e — 1)p}

r—1

Problém 2
Zadani:
Plati Fulerova véta i pro prirozend cisla a a n, jejichZ nejvétsi spolecny delitel je
2?2 Pokud ano, zduvodnéte. Pokud ne, najdéte protipriklad.
ReSeni:
Najit protipfiklad neni obtizné. Zvolme a = 2, n = 4. Poté p(n) = 2, ale a?(™ =
22 = 4 uréité nedava zbytek 1 po déleni 4.

"Drikaz je s drobnymi tipravami ptevzaty ze seridlu 33. roéniku Matematického korespondenc-
niho semindfe, https://mks.mff.cuni.cz/archive/33/serial.pdf. Tento seridl mizeme vsem
zadjemcum o teorii ¢isel viele doporucit.


https://mks.mff.cuni.cz/archive/33/serial.pdf
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Problém 3

Zadani:

Méjme RSA s verejngm klicem (493, 33) a soukromgym klicem (493, 353). Prisla
vam za$ifrovand zprdava 93. Jakd je hodnota puvodniho otevreného textu?
Reseni:

Staci vyuzit vzorec ze zadani tématu.

m=c? (modn), neboli m = 93%3  (mod 493)

Pro vypocet je nejjednodussi vyuzit pocitac. Nepracujeme s tak velkymi ¢isly,
takze muze dobre poslouzit tfeba i Python. Pripadné muzeme pouzit vhodnou
webovou sluzbu jako napriklad Wolfram Alphaﬂ

Ziskame tak puvodni zpravu m = 42.

Problém 4

Zadani:

Jaké jsou zvyklosti pro volby velikosti modulu a verejného a privdtniho exponentu
u RSA? MizZete vychdazet z verejné dostupngch doporuceni. Bonusové body jsou za
vlastni prizkum. Napriklad témer kazdy server umozZnugjici sifrovany pristup pres
HTTPS vyuziva certifikdt s RSA klicem. Podivat se, jaké hodnoty jsou vyuZiviny
v praxi, tedy neni vibec obtizné.

Reseni:

V soucasné dobé jsou pro RSA nejrozsitenéjsi moduly dlouhé 2048 bitu, coz je
vSeobecné povazovano za minimélni bezpecnou hodnotu. Vyjimkou nejsou ani
moduly o velikosti 3072 nebo 4096 bitu.

Webové certifikaty typicky vyuzivaji moduly s délkou 2048 bit1, delsi moduly
se vyuzivaji spise tfeba pro SSH, kde by naruseni bezpec¢nosti mohlo mit ¢asto
fatalnéjsi dtsledky.

Ackoli neni vefejné znama zadna faktorizace modulu délky 1024 bita, je tato
délka povazovana za nedostatecnou a napiiklad moderni prohlizece certifikaty
s takto kratkym klicem nepovazuji za davéryhodné.

Pri volbé vefejného exponentu je témér vyhradné vyuzivano ¢islo 65537, neboli
(10000000000000001)5 ve dvojkové soustavé. Pro prilis kratké nebo dlouhé verejné
exponenty jsou znamy rizné tutoky. Tato hodnota je povazovana optimalni z hle-
diska bezpecnosti i snadnosti vypoctu.

Problém 5
Zadani:
Protoze problém faktorizace je sice obtizny, ale nikoli neresitelny, doporucuje se

RSA Klice po néjaké dobé (treba po nékolika letech) vymeénit. To vyZaduje vyge-
nerovat dvé novd velkd prvocisla. To je vypocetné ndrocné, a tak jsme se rozhodli

8https://www.wolframalpha.com/


https://www.wolframalpha.com/
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vzdy generovat jenom jedno velké prvocislo a druhé mechat z minulého klice. Je
takovy pristup bezpecni?
Reseni:
Popsany postup je jednoznacné spatné, ale byl kupodivu v praxi pozorovan.
Zatimco faktorizace je vypocetné narocny problém, hledani nejvétsiho spo-
lecného délitele dvou cisel je problém fesitelny snadno pomoci Eukleidova algo-
ritmu.
Pokud tedy tto¢nik ziskd dva moduly (stary a novy), které obsahuji pravé
jedno stejné prvocislo, mize toto prvocislo snadno zjistit. Tim se mu podafilo
faktorizovat stary i novy modul.

Problém 6
Zadani:
Predstavte si, Ze zndte dvé zasifrované zprdvy c1 a ca, které vznikly zasifrovdnim
nezndmych texti mq a msy. DokdZete z nich spocitat zasifrovanou zprdvu, kterd
odpovidd my - ma nebo m3 - m3? Jak by tomu bylo mozné zamezit?
Reseni:
Muzeme si rozmyslet, ze RSA je multiplikativni. Ozna¢me ¢ zaSifrovanou zpravu,
ktera odpovida mi - mo. Potom plati

cs = (mq -ma)® =m§-m§=cy-co.

Tedy znalost ¢; a ¢ mi staéi k dopocitani ¢;. Podobné mtzeme postupovat pro
m? - m3.

Resenim tohoto problému je zavedeni hlavi¢ek a paddingu pro viechny zpravy
urcené k sifrovani. Regulérni deSifrovana zprava pak musi zac¢inat i koncit presné
popsanymi sekvencemi bytt. Ty jsou navrzeny tak, aby neslo multiplikativity
vyuzit pro zkonstruovani validni zasifrované zpravy.

Problémy zadané v 5. Cisle
Problém 1

Zadani:
Predstavme si, Ze v elektronickém bankovnictvi chceme podepsat prikaz k uhrade.
Nejjednodussi pristup je vzit jednotlivé polozky platby a nasklidat je za sebe.
Vijslednyj tetézec by mohl mit napriklad tvar UCET _ODESILATELE |UCET _
ADRESATA| ZPRAVA_PRO_ADRESATA| CASTKA| KONSTANTNI _SYM-
BOL|| VARIABILNI _SYMBOL| SPECIFICKY SYMBOL, kde || znaci spojeni
retézci.
Je takovy pristup pro redlné situace dostatecny, nebo prindsi néjaké riziko?
DokdzZete navrhnout, jak vytvorit tetézec lépe?
ReSeni:
Nedostatek navrzeného feseni spociva v tom, Ze nejsou jasné oddélené polozky
hashe. Podpis pro platbu s tdaji ZPRAVA_PRO_ADRESATA ,Platim 100“ a CASTKA



FREA  XXV/6 19

,100“ tak je uplné stejny jako podpis platby s polozkami ZPRAVA_PRO_ADRESATA
»Platim “ a CASTKA ,,100100¢. Pokud tedy uzivatel v dobré vire odsouhlasi prvni
variantu platby, mtze jeho podpis byt zneuzit i pro druhou variantu platby.

Moznosti feseni je celd rada. Za nejjednodussi povazujeme pole oddélit po-
moci néjakého znaku (obvykle nazgyvaného oddélovac), ktery se v zadném z poli
nemuze vyskytnout. Alternativné by bylo mozné vSechna pole zarovnat na pevnou
délku (kazdé mize mit jinou, ale pevné stanovenou), ale takové FeSeni se v praxi
prilis nepouziva. Dalsim fesenim by bylo pocitat hash z néjakého samopopisného
formatu dat jako tfeba XML nebo ASN.1.

Problém 2

Zadani:

Pokud chceme uzavirat elektronicky smlouvy, objevuje se ndm jesté jeden problém:
casto je duleZité prokdzat, kdy byla smlouva uzavrena. Napadd vds néjaké resent,
jak do podpisu pridat nezpochybnitelnou informaci o casu, kdy k nému doslo?
Reseni:

K tomuto tcelu slouzi tzv. casovd razitka. V podstaté jde o popisy od uznavané
certifika¢ni autority, které obsahuji informaci o ¢ase, kdy k podpisu doslo. Caso-
vym razitkem tedy lze dolozit, ze v dany ¢as dokument véetné podpist existoval.
Stejné jako vsude u elektronického podpisu predpokladame, ze nedokazeme vy-
tvorit dva dokumenty se stejnym hashem.

Velkym problémem u elektronickych podpist je téz expirace certifikatt. Kdyz
certifikacni autorita vyda certifikat, mimo jiné tim potvrzuje, ze vyuzivany format
podpisu povazuje za dostatecné silny pro nékolik néasledujicich let. Po tuto dobu
je elektronicky podpis davéryhodny. Ve chvili kdy certifikat expiruje ale uz podpis
jim vytvoreny za duvéryhodny povazovany neni. To ma dobré divody — i RSA
kli¢ Ize béhem par let vypoctu teoreticky prolomit.

Casova razitka Fesi problémy i tady. Pomoci nich je mozné dokézat, ze doku-
ment byl podepsén jesté v dobé platnosti certifikdtu. Ale protoze i ¢asova razitka
jsou podpisy svazané s expirujicimi certifikaty, je nutné je pravidelné obnovovat a
dokumenty prerazitkovavat. Uchovavat elektronicky podepsané dokumenty tedy
neni vibec jednoduché.

Problém 3

Zadani:

Ze stranek tématu https: //mam. mff. cuni. cz/problem/ 2203/ si muZete stih-
nout PDF podepsané pomoci RSA. Zkuste zjistit co nejvice o pouzitém klici. Jeden
bod je za modul a verejny exponent. Za privdtni klic je specidlni odména 10 bodi.
Pokud ho budete chtit ziskat, asi se budete muset porozhlédnout po néjakijch znd-
mych utocich na RSA.

Reseni:

Informace o podepsanych PDF dokumentech umi zobrazit napiiklad Adobe Rea-
der. Staci v panelu podpisu, ktery se automaticky otevie, zvolit polozku ,,Podrob-
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nosti certifikatu“. Zde jsou informace o verejném kli¢i dostupné v karté , Podrob-
nosti“ jako polozka ,,Vefejny kli¢“. Piislusné okno je zachyceno na Obrazku[9}

Prohlize¢ certifikatu X

Tento dialog vdm umoziiuje zobrazit podrobnosti o certifikitu a celém Fetézci jeho vydani. Podrobnosti odpovidaji vybrané
polozce.

[J Zobrazit véechny nalezené certifikacni cesty

Riki <mam@matfyz.cz> Prehled Podrobnosti Odvolani Divéryhodnost Zasady Pravni upozoméni

Certifikovat data:
Jméno Hodnota S
[E Kli¢ identifiktoru auto...  <viz pod

[E Kli¢ identifikitoru pfed...  <viz podrobnosti>

= Verejny klic RSA (2048 bit()

=@ Souhm SHA1 vefejnéh...  <viz podrobnosti>

[ Data X.509 308204 CD308203B5A003020102020900B4 ...
[ Souhm SHA1 4BDATAAB95F2 A2E1 7D 8063 E3959B9A 03 9...
[ Souhrn MD5 3EF8F8CYA31CEAO2DC2A2E28307E00 31 v

30 82 02 21 30 0D 06 09 2A 86 48 86 F7 0D 0101010500 03 82 02 0E 003082 02090282 A
010100 81 B6 E2 6E 89 99 98 2B 48 80 1F B9 2B 1D 79 8C AC 54 79 CC C589 CBEB 1C 36
8C 69 A3 F8 4C 5B 12 B4 DD C3 F8 8F 69 43 9D 16 CA D8 02 4C 09 36 83 60 94 05 33 25

0A 05 E17C 37 84 O AB 03 37 52 C8 DC OE 2E AC CA C5 D3 194B 30 7E 14 C7 52 87 BD

14 D2 C7 9A 31 BC E3 C6 BE 5F 42 OE 49 F5 EA 2C 6F 77 CE AA 59 77 A4 FA 41 0C 8C 79
E4B6B27F 18 1D 42 E7307E9D 36 610933 6D F1 C272928C 63 03 BA77FB43 A1F3

30 C5 59 33 AC 2D 31 B3 6D 2A 12 E8 6B 78 OC FE E3 E4 43 6E 6F E2 A2 63 A0 3C 10 FE 97
98 09 BE 70 17 B4 A6 65 79 D4 DC 9F 28 FE E2 31 4E CO 7F AC 40 64 0C DEE7 B0 3B 34

AD 37 B2 04 68 66 6C AD F4 92 50 C0 88 63 FB F1 DB 60 AF 02 DE 35 21 E9 09 1E A9 3D 42
86 29 80 6B 50 D3 33 31 79 CF D7 61 61 3A D3 1B OF CA 20 A0 92 CB 13 CC F8 92 9E B9

27 88 5302820100 1C 08 CD 8110 71 0D 87 54127201 7C 20 A7 3A D6 7F OC AFED 60 ¥

@ Cesta vybraného certifikatu je platna.

Kontroly ovéFeni platnosti cesty byly provedeny k éasu podepsani:
2019/03/28 02:00:34 +02'00'

oK

Obrazek 9: Vefejny kli¢ vyuzity v certifikdtu

Data zde jsou zde zapsina jakozto ASN.1 struktura. Pro jejich dekédovani
muzeme vyuzit program OpenSSL nebo tfeba webovou sluzbu http://lapo.it/
asnljs/. Stac¢i do prislusné stranky zkopirovat data a zobrazi se ndm struktura
se dvéma polozkami. Prvni z nich je modul o délce 2048 bith a druha vefejny
exponent s délkou 2045 bitt.

Pokud vés zardzi, ze je vefejny exponent tak dlouhy (obvykle to byva 65537),
jste na stopé Teseni druhé ¢asti problému.

Trocha hledani vds muze privézt na stopu Wienerova utoku. Ten vyuziva
vztahu pro privatni a vefejny exponent RSA klice, pomoci kterého lze dopoci-
tat privatni exponent v pripadé, ze d < %n%. To vzhledem k velikosti vefejného
exponentu zde bude splnéno. Podrobny popis ttoku véetné ptrikladu 1ze nalézt na-
priklad na anglické Wikipedii https://en.wikipedia.org/wiki/Wiener’27s_
attack.

Nyni jiz jen zbyva ttok naprogramovat. Trocha dalsiho hledani ale ukaze, ze
tento tkol je jednodussi, nez jsme si mysleli. Pripraveny skript, kam staci zadat


http://lapo.it/asn1js/
http://lapo.it/asn1js/
https://en.wikipedia.org/wiki/Wiener%27s_attack
https://en.wikipedia.org/wiki/Wiener%27s_attack
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hodnoty, totiz lze stdAhnout z https://github.com/orisano/owiener. Spusténi
pak je pfimocaré, jak je zachyceno na Obrazku[I0] kde si muzete téz ovérit vyctend
data z prvni ¢asti problému.

>>> import owiener

>>> n = 0x81b6e26e8999982b48801fb92b1d798cac5479ccc589cheblc368c69a3f84c5bl2b4dd
c3f88f69439d16cad8024c09368360940533250a05e17¢c37840eab033752c8dcOe2eaccac5d3194b
307e14c75287bd14d2c79a31bce3cb6be5f420e49f5ea2c6f77ceaa5977a4fad410c8c79e4b6b27118
1d42e7307e9d366109336df1c272928c6303ba77fb43alf330c55933ac2d31b36d2al2e86b780cfe
e3ed4436e6fe2a263a03c10fe979809be7017b4a66579d4dc9f28fee2314ec07fac40640cdee7b0O3b
34ad37b20468666ca0f49250c08863fbfldb60af02de3521e9091ea93d428629806b50d3333179cf
d761613ad31b0fca20a092cb13ccf8929eb9278b53

>>> e = Ox1c08cd8110710d87541272017c20a73ad67f0cafed60c673505cc9f15260d49175d1ce
a8d26a03a19c4491d8c48a3377dfdc6abf624b107bab3fbec5a5062b98fe85aef69940c85897a751
606595e0cef5ddaeb384e937e978ea2170d4e81c9aa847493940b09¢c4655fbe2b35cad8d9c9b7509
e6c47adebld4eda7c17b39229452b0897500ee66bfbdf278eb4be52d91d42d40cd5118d11f66296db
d3dc24793254ee75d78513f3ad0156927afd0907f2df343ae65eabb68ce8bb027e2e95d012337d36
913c5cf7f037b0c641d5d2e7d65f77aaf6c2967f64e5b471b5d6cd301d27475f039fe5b3bd74b62
8f6f7d02d12ed10d6a0e25be5d35715867e9ceee2 f

>>> d = owiener.attack(e, n)

>>> print(hex(d))
0xd7fc9895546190a726e52c0c6fe9438d7be3f86c9b27abdeeab0c716a8479c625b887d254d4417
9be7edef9ed0d6a88d3b8102d489466612d4faca7997eb49ff

>>>

Obrazek 10: Spusténi skriptu pro Wienerav utok

Problém 4

Zadani:

Chceete poslat Tesent ulohy obsahujici libovolné nesmysly a ziskat plny pocet bodi?
Prdvé mdte Sanci. Za sprdvné bude pokldddno kazZdé resent, které bude zasldno
elektronicky v PDF podepsaném klicem, ktery najdete na webovych strdnkdch té-
matu.

Reseni:
Ulohu lze fesit témét libovolnym softwarem pro podepisovani PDF dokumenti.
Osobné pouzivam jednoduchou utilitu PortableSigner dostupnou na adrese http:
//portablesigner.sourceforge.net/|
Ve vsech pripadech po nés program pro tvorbu podpisu bude chtit nejen pri-
vatni kli¢, ale i certifikat. Protoze nemame zadnou certifikac¢ni autoritu, podepi-
Seme si ho sami (tzv. self-signed certifikét). Ten sice nebude nikdo dalsi povazovat
za duvéryhodny, ale to ndm nevadi. Na vytvoreni self-signed certifikdtu muze na-
vézt téz predchozi 1loha, kde je prezentovano vzorové podepsané PDF.
Self-signed certifikdt si mizeme vytvorit libovolny napiiklad pomoci knihovny
OpenSSL prikazem:

openssl req -x509 -key private_key.pem -out cert.pem -days 365

PortableSigner vyzaduje privatni kli¢ a certifikat zabaleny do jednoho souboru
ve formatu PKCS#12. K tomu opét pomiize OpenSSL:


https://github.com/orisano/owiener
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openssl pkcsl2 -export -out cert.pfx \
-inkey private_key.pem -in cert.pem

Nyni jiz stac¢i vSe doplnit do grafického okénka PortableSigneru.
Problém 5

Zadani:
Nejprimitivnéjsim pristupem pro tvorbu HMAC by bylo pocitat Hash(klic ||
| zprdva), kde || znaci spojent textovijch tetézcii.

Takovy pristup by ale pri pouZiti béZnygch hashovacich funkei (SHA1, SHA256,
RIKSHA, ...) wumozroval pri odposlechu podepsangch zprdv podepisovat dalsi
zprdvy i bez znalosti klice. Za teoreticky popis slabiny nabizime 2 body.

Dalsi 4 body lze ziskat za praktickou demonstraci. Zachytili jste zprdvu ,Mam
rad jablka.“ a jeji podpis 50BA1E0A5660AC90. Vite, Ze podpis je spocitin jako
RIKSHA(Kli¢ || zprdva). Dokdzete ziskat podpis zprdvy, kterd obsahuje mimo jiné
text ,Nemam rad hrusky “?

Popis hashovaci funkce RIKSHA wvcetné jeji kompletni implementace lze najit
ve 2. cisle.

Reseni:

Pamatujete si na tfeSeni treti tilohy z druhého c¢isla? Pokud ne, najdete ho ve
Ctvrtém éisleﬂ Pise se tam, Ze za zahashovany text je pridavan padding, aby se
Castecné zabranilo podpisu prodlouzené zpravy. Pro¢ ¢astecné? Protoze hasho-
vaci funkce jako SHA1, SHA2 nebo RIKSHA jsou navrzeny tak, Ze vuci length
extension attack zcela odolné nejsou.

Vidy je podepsdna zprava vcetné paddingu, ale za tento padding je mozné
pridat cokoli dalsiho a hodnotu hashe dopocitat. Dokazeme tedy spocitat podpis
pro zpravu ,Mam rad jablka.<padding>Nemam rad hrusky<padding>*“. Kdyz
se s timto védomim podivame na konstrukci HMAC, hned je trochu jasnéjsi, proc¢
je na prvni pohled tak zbytecné slozita.

Pro praktickou realizaci mizeme vyuzit vzorovou implementaci funkce RIKSHA.
Stac¢i nastavit na jejim pocatku interni stav (proménné h0 az h7) na poskytnutou
hodnotu hashe a pak zahashovat zpravu ,Nemam rad hrusky“.

Na co nezbylo misto

V tématu jsme se vam snazili predstavit myslenky a konstrukty, které se obje-
vuji vSude kolem véas, Casto aniz byste o tom védéli, napiiklad pfi bézné praci
na internetu. Ze zakladnich algoritmii jsme se nedostali k Diffie-Hellmanové vy-
meéné klice, tedy k algoritmu, jak si dvé strany mohou dohodnout tajny kli¢ po
nechranéném kanalu. Ani na tomto algoritmu ale neni z matematického pohledu
nic slozitého.

9https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/25/25-4.pdf
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Dalo by se fict, ze jesté neddavno moderni kryptografie nebyla postavena na
zadné prilis komplikované matematice. Ale situace se posledni dobou za¢ind mé-
nit. Cim dal vice se rozsifuji algoritmy vyuzivajici eliptické kiivky, coz je velmi
obtizné matematické odvétvi. Navic se intenzivné zkoumaji Sifry, které dokazi
odolat kvantovému pocitaci, a mnoho navrhu téz vyuziva néjakou komplikovanou
matematickou teorii.

Kuba a Kadta; jakub.topfer@matfyz.cz
e-mailovd konference: krypto@mam.mff.cuni.cz

Téma 3 — Neznamy mésic
Téma 3.3 resenf
Problém 1

Zadani:
Vysvétlete, ¢im je zpisobeny tvar grafu na obrdzku[11}

35 T T T T T T T T

30

25

20

15

10

Magnetickd indukce [uT]

0 | | | | | | | |
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800

Cas [hod]

Obrazek 11: Méfeni magnetické indukce po dobu jednoho obéhu kolem planety

Reseni:

Rozeberme graf ze zadani: V tsecich od 0h do 960h, od 960h do 1600h a od
1600h do konce vidime priblizné ¢asti sinusoidy; pokud v tseku od 960h do
1600 h zménime znaménko, dostaneme celou jednu periodu sinusoidy.

To interpretujeme tak, Ze na vrcholcich je maximélni vychyleni od rovnikové
roviny planety. Minima zase interpretujeme tak, ze vektor magnetické indukce
planety je v opa¢ném sméru nez vektor magnetické indukce meésice, a proto se
celkové pole pfi pohybu v obou smérech bude zvétsovat. Z toho plyne, Zze mame
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docela zvlastni mésic, jelikoz aby se takto ménila orientace téchto dvou vektori
magnetické indukce, tak se musi ménit smér rotaéni osy mésice, viz obrazek [12]
Ze symetrie dostavame, ze perioda precese je rovna periodé obéhu.

Za takto zvlastni situaci se omlouvame, prestoZze muze nastat, je to velmi
nepravdépodobné. V tomto pripadé vznikla chybou v kédu generujicim graf.

\

t=435h \/

\

t=950h, t = 1600h \B,
>
\Bm \" K N
—
]
e

- AN
t=1275h BNB g

Obrazek 13: Znazornéni silocar magnetického pole na planeté

Problém 2

Zadani:
Urcete amplitudu magnetické indukce na polech mésice, pokud zanedbdte pole zpu-
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sobené planetou, a amplitudu magnetické indukce na pélech planety, pokud zane-
dbdte pole zpusobené mésicem.

Reseni:
Pro vypocet sily magnetickych poli na pélech planety a mésice potfebujeme uréit
magnetické ndboje @), a Q. Podivdme se na okamziky ¢ = 960h a ¢t = 1600h,
kdy ma magnetické pole na rovniku mésice nejmensi hodnotu. To je zptisobeno
tim, ze pole planety a mésice maji opacny smér a odectou se. Rozdil velikosti pole
na odvracené a privracené strané mésice k planeté je roven rozdilu hodnot pole
generovaného planetou v téchto dvou mistech, protoze magnetické pole je v nich
stejné (rotuje s planetou). Tento rozdil muzeme z grafu vycist, je to rozdil minim
a maxim malych vlnek kolem hodnoty ¢ = 960 h.

Vektorovy vztah pro magnetickou indukci je

B:Z&Q@_r@,
Q

—rg)?
kde sé¢itame pres vSechny naboje.

Pro vypocet magnetického pole zpusobeného planetou musime zjistit polohu
magnetometru vzhledem k magnetickym nabojum planety. Zavedeme si sourad-
nice (x,y) s pocatkem ve stfedu planety. Osa y mif{ ve sméru rotacn{ osy planety a
osa x rotuje s obéhem mésice tak, ze mésic porad lezi v roviné zy. y-ova souradnice
stredu mésice je

Y = G Sin Osin(2n(tg +t)/T) = —6,685 - 107 m,

kde ay, je polomér obéhu mésice, 8 je sklon obézné drahy vaci rovnikové roviné
planety, to je ¢as prichodu mésice rovnikovou rovinou planety a v nasem pripadé
mé hodnotu tg = Oh, cas t = 960h a T' = 1700h je perioda obéhu. Z y-ové
souradnice dopocitdme z-ovou soutradnici stiedu mésice

Tm = /a2, —y2 = 3,944 -10% m.

Déle potifebujeme spocitat smér rotac¢ni osy mésice. Vime, ze magnetické pole
mésice, které je rovnobézné s jeho rotacni osou, je v ¢ase t rovnobézné i s magne-
tickym polem planety (viz obrazek [14). To m4 hodnotu

2 (acmi + (ym + %) j) —Q (a:mi + (ym - ’%) j)

_|_
(a:?n—i— (ym+?)2>3/2 (m%n_’_ (ym_ RQP)2>3/2

=Qp(8,129- 1071+ 1,539 - 10~ ¥j) m 2,

B

p

kde i, resp. j, je jednotkovy vektor ve sméru osy , resp. y. Uhel mezi vektorem
magnetické indukce B, a kladnou poloosou y je
B, 8,129 - 101

o = arctan B—pi = arctan W = 27,8°.
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Nyni muzeme spocitat polohu rovnikovych bod® na privracené a odvracené
strané mésice (viz obrazek [14)).

RPN K g gy S K,

Obrazek 14: Pozice magnetickych pélia a bodt, kde je nejvétsi rmax a nejmensi rmin

Tmin = (Tm — c08(a) R )i+ (ym + sin(a)Ryw)j = (3,900 - 10%i — 6,252 - 107§) m
Tmax = (Zm + cos() R )i + (ym — sin(a) Ry )j = (3,988 - 1081 — 6,919 - 107j) m
Spocitame rozdil magnetickych poli generovanych planetou v téchto bodech
AB = [Bp(rmin) — Bp(rmax)|

Ry . Ry .
AB _ +C?p(rmin + TJ) + *Qp(rmin - 7.]) _

3
Ry . Ry
Tmin + Qp.] Tmin — Qp.]

R, . Ry«
+Qp (Ymax + TPJ) —Qp(Tmax — TPJ)
3

3

Ry » Ry .

‘rmax"'_ Qp.]’ ‘rmax_ QPJ
=Qp-1,314-107 ¥ m™2

Z grafu muzeme vycist, ze kolem c¢asu ¢t = 960 h maji malé vlnky zpiisobené rotaci
mésice amplitudu AB = 1,3 uT. Z toho plyne

AB=13uT=Q, 1,314-107"m2 = Q, = 9,89 - 10> T - m?.
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Déle spocitame velikost magnetickych naboji mésice. Magnetické pole zptiso-
bené mésicem bude pouze v severojiznim sméru vzhledem k mésici, jelikoz jsme
na rovniku. Velikost pole je

R —Rm
Bm = o 5z “On=g" 3/2
(B +(5)7) (e (%))
QmRBm

= - = Qm -2,862-107 % m™2

Ru )2

((R?n + (53 )

V grafu vidime, ze velikost magnetického pole na privracené strané meésice je
B(rmin) = 3,3uT (maximum malych vinek kolem ¢ = 960h). Pole generované

planetou zde mé velikost Bp(rmin) = 17,8 uT. Néboj spocitdme z rozdilu téchto
poli

Njw

_ Bm _ B(rmin) - Bp(rmin> o
©2,862-10"14m—2 2862 -10~4m—2

3,3uT — 17,8 uT o
- — 5,07-10°T - m?.
2,862 - 10— 14,2 ’ m

Kdyz uz zname ndboj magnetickych pdli, mizeme snadno spocitat magnetickou
indukeci na rotac¢nich pélech planety a mésice. Délame to kvuli tomu, Ze nds model
magnetického naboje nema primou fyzikalni reprezentaci a je platny jen pro vnéjsi
pole planety /mésice.

@m

@ @
Bp’pé] = R, 5 = 3R, ) = 2,9]. mT
2 2

Bm,pél = (Qm - Qm ) = 77,9 /LT

Rp?2  3Ry2
2 2

Kuba a Kubo; kusnir. jk@gmail.com
e-mailovd konference: mesic@mam.mff.cuni.cz

Téma 4 — Algoritmy od nuly (do n)

Mili fesitelé, nase tématko je u konce a uz nam zbyva jen zverejnit feSeni posled-
nich dvou sérii, ktera naleznete nize. Dékuji vsem, ktefi se do tématka zapojili
a zkusili néco vyresit. Pokud véas zde probirané problémy zaujaly, vézte, Ze exis-
tuje skvéld knizka Privodce labyrintem algoritmad [I], kterd obsahuje témét vse,
¢im jsme se v tématku zabyvali a k tomu velkou spoustu dalsich zajimavych véci.
Timto vam ji tedy viele doporucuji a tésim se na vasi ucast v dalsim rocniku.
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ReSeni ¢tvrté série
Problém 1

Zadani:
Spojovy seznam se v praxi pouzivd hlavné v pripadech, kdy potrebujeme vklddat
pruky doprostred seznamu. Skutecné procesory totiz typicky nacitaji nardz velky
usek paméti, takZe s daty, kterd jsou v paméti uloZena blizko sebe, umi pracovat
vijrazné rychleji nez se spojovym seznamem, ktery md data roztrousend ruzné po
paméti. Navrhnéte zpusob implementace fronty pomoci pole pri zachovdni casové i
prostorové slozitosti. Mizete predpoklddat, Ze predem zndte maximdlni pocet proki
ve fronté.
Reseni:
Maximalni pocet prvku fronty si oznacime n. Predstavime si, ze pole délky n
»sto¢ime do kruhu“ — za poslednim prvkem bude opét nasledovat prvni. Nyni do
néj mizeme frontu jednoduse ulozit — vkladat budeme prosté vzdy na nasledujici
pozici v poli. Zacatek a konec fronty se nikdy neprekryje, protoze kruhové pole
je vzdy delsi nez aktualni pocet prvka fronty. Muzeme si to také predstavit tak,
ze vkladame do nekonecné dlouhého pole, ale indexy ve skuteéném poli pocitame
modulo n. Tak v podstaté vypada i implementace naseho kruhového pole.

Vytvorime si pole délky n, kde n je maximalni pocet prvka ve fronté. K tomu
si vytvorime dvé proménné proni a posledni, ve kterych si budeme pamatovat,
kde v poli lezi prvni a posledni prvek fronty. Pii vkladani nového prvku nejprve
prepocitame hodnotu posledni: posledni < (posledni + 1) mod n a pak na misto
v poli, kam posledni nové ukazuje, vlozime novy prvek. Funguje to tedy tak, jak
bylo popsano vyse. V poli se posunujeme vzdy o 1 doprava a pokud bychom jej
méli opustit, vratime se zpatky na zacatek. Podobnym zptisobem budeme z fronty
mazat — po smazani{ prvku bude proni < (proni + 1) mod n.

Vklddani i mazani evidentné umime v O(1) a pamétova slozitost je linedrni
vzhledem k maximalnimu poctu prvku fronty.

Problém 2

Zadani:

Co kdybychom misto posloupnosti méeli tabulku celyjch cisel o rozmérech n x m?
Navrhnéte co nejefektivnéjsi datovou strukturu, které zaddme ,podtabulku“ (sou-
visly obdélnik v nasi tabulce) a vrdti ndm soucet vsech cisel v této podtabulce.
Podtabulku budeme zaddvat jako pozici levého horniho a pravého dolniho rohu.
Nezapomernite na casovou a prostorovou sloZitost.

Reseni:

Pro tabulku si predpocitame tabulkové soucty. Ty ndm budou pro kazdy obdélnik,
jehoz levy horni roh lezi v levém hornim rohu tabulky a pravy dolni roh na pozici
[i, 7], udévat jeho soudet. Jak rychle dokézeme tabulkové soucty spocitat? Mohlo
by se zdat, ze spocitat jeden tabulkovy soucet ndm zabere linedrni ¢as vzhledem
k velikosti tabulky — s¢itdme pfi tom az n x m cisel. Problém je ale analogicky
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k pocitani klasickych prefixovych souc¢ti. Pokud bychom kazdy z nich pocitali
zv14st, zabral by ndm kazdy soudet éas O(n), my ale vyuzivame vzdy predchoziho
souctu. Pouzijeme tedy stejny trik. Soucet obdélniku s pravym dolnim rohem na
policku [7, j] si oznac¢ime S[i, j], hodnotu na tomto policku budeme znadit Pz, j].
Nyni muzeme S[i, j| spocitat jako S[i — 1, 4]+ S[i,j — 1] — S[i — 1, j — 1] + P[i, j].
Soucty tedy miuzeme pocitat postupné po Tadcich shora dola a zleva doprava.
V kazdém okamziku mame spocitané vSechny soucty vlevo nahote od aktualniho
souctu, umime ho tudiz spocitat v konstantnim case a vypocet vsech tabulkovych
souCtl nam proto zabere ¢as O(nm).

Zbyva Tict, jak z tabulkovych souc¢ti spocitat soucet libovolného obdélniku. To
udélame podobné, jako kdyz jsme pocitali jednotlivé tabulkové soucty z predcho-
zich — staci od velkého obdélniku s levym hornim rohem v rohu tabulky odecist dva
mensi a opét pricist obdélnik, ktery jsme odecetli dvakrat. Lépe nez ze zdlouha-
vého popisu je to vidét z Obrazku[I5] Soucet libovolného obdélniku tak dokdzeme
zjistit v konstantnim case.

Obrazek 15: Jak z tabulkovych soucti spocitat soucet obdélniku

Problém 3

ZadAani:

Nasi datovou strukturu pro pocitdni intervalovych minim jde ve skutecnosti jesté
vylepsit. Navrhnete obdobnou blokovou datovou strukturu na pocitdni minim, kterd
vyuZivd 7 drovnd misto dvou a ziskejte tak casovou sloZitost operaci O(¥/n) (ne-
zapomerite vsechny sloZitosti 7ddné zdivodnit).

Reseni:

Strukturu vytvoiime zcela analogicky. Posloupnost rozdélime na bloky druhé

n

urovné velikosti &/n, kterych bude evidentné T Spocitdme posloupnost minim
techto bloki, kterd bude mit délku =, a tu rozdélime na bloky prvni drovné

velikosti /n, kterych bude \3/’%2 = ¥n. Nakonec vytvorime posloupnost minim
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téchto blokt, kterd uz bude mit délku /n. Celd inicializace struktury ndm zabrala
linedrn{ ¢as. Strukturu mizete vidét schematicky znédzornénou na obrazku

b gm L |
\ (v
b b . . . ‘

Obrazek 16: Triurovinova blokova struktura

Dotazy na strukturu budou rovnéz analogické. Dotaz na tsek posloupnosti
muzeme rozdélit na poc¢ateéni a koncovou Cast, z nichz kazdd ma délku nejvyse
¥/n, a na stfedovou ¢dst, kterd se skldda z celych blokd druhé drovné. Pocatecni
a koncovou ¢ast celou projdeme a najdeme minimum a na stiedovou ¢ast se ze-
ptame kratsi posloupnosti. Dotaz na ni ale opét stejnym zptsobem rozdélime na
pocatecni, stfedovou a koncovou ¢ast (pocatecni a koncovd maji opét kazda délku
nejvyse /n a mizeme je opét linedrné projit). Minimum stiedové ¢4sti (kterd se
skldda z blokl prvni drovné) spocteme linedrnim pruchodem nejkratsi posloup-
nosti a jsme hotovi. Celd operace ndm trvala ¢as O(/n), protoze jsme pétkrat
prosli tsek délky </n a poté jen porovnali vyslednych 5 prvkii.

Zménu prvku rovnéz zvlddneme v ¢ase O(/n) — stadi znovu spocitat minimum
bloku druhé turovné, ve kterém prvek lezi, a poté minimum bloku prvni tirovné,
ve kterém lezi prislusny blok druhé drovné.

Problém 4

Zadani:

Proc bychom méli zustat u 77 drovni? Spocitejte, jaky pocet drovni je optimdini, a
urcete casovou sloZitost inicializace i jednotlivijch operaci a sloZitost prostorovou.
Ziskdte tak velmi zajimavou a uZitecnou datovou strukturu.

Reseni:

Velikost bloku si oznac¢ime b, pocet irovni k. Jedna operace na struktufe nam bude
trvat O(bk) — pii zjistovani minima tseku prochdzime na kazdé Grovni maximéalné
dva bloky a pri zméné prvku na kazdé tirovni maximalné jeden blok prepocitame.
Chtéli bychom tedy minimalizovat hodnotu bk. K tomu by se ndm hodilo védét,
jak na sobé b a k zavisi. Na kazdé trovni sniZime pocet prvki b-krat, pocet urovni
k nam tedy rikd, kolikrat musime n vydélit velikosti bloku b, abychom dostali ¢islo
1. To je ale definice logaritmu, takZze z toho dostavame, ze k = log,(n). Sta¢i ndm
tedy minimalizovat funkci b - log,(n). Zaroven vime, Ze b jakoZto velikost bloku
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musi byt rovno alesponn dvéma a zaroven nemuze byt vétsi nez n. Z toho uz je
jasné, ze chceme zvolit b rovno dvéma, protoze prvni Cinitel roste s b linearné,
zatimco druhy klesa s b logaritmicky.

Nase struktura tedy bude tplny binarni strom — v listech budou ulozeny prvky
posloupnosti a v kazdém vnitfnim vrcholu bude uloZeno minimum z jeho syni.
Inicializaci stale zvladneme v linedrnim ¢ase — potrebujeme linedrné projit kazdou
posloupnost a soucet délek posloupnosti je n +n/2 +n/4+n/8..., coz je mensi
rovno 2n. Dotazy ndm budou trvat O(log(n)).

Tato struktura je v informatice zndma pod nézvem intervalovy strom a exis-
tuji k ni ruznd vylepseni a specialni varianty, které jsou ale nad rdmec naseho
tématka. Muzete se o nich docist v jiz drive zminované knizce Pruvodce labyrin-
tem algoritma [1].

Reseni paté série
Problém 1

Zadani:

Mate zadanou orientovanou primku A[zy1,11], Blxa,y2] a bod, ktery na ni ne-
lezi. Vymyslete, jak v konstantnim case zjistit, jestli bod leZi vpravo nebo vlevo
od primky. Nezapomente na specidlni pripady, jako je primka rovnobéznd s osou
souradnic.

Reseni:

Necht ma nés bod ze zadéni souradnice C[z3, y3]. Dosazenim obou bodi do rovnice
primky y = ax + b ziskdme koeficienty a a b. Déle se podivime na hodnotu vyrazu
axsz + b. Pokud je hodnota vétsi nez ys, lezi lezi bod ,pod“ primkou, pokud
je mensi, lezi bod ,nad®“ primkou. My chceme znat polohu bodu C' vzhledem
k poradi bodi A a B, porovname tedy jejich z-ové souradnice. Pokud z; < o,
znamena ,pod primkou“ napravo a ,nad primkou“ nalevo, v opacném pripadé je
to samoziejmé naopak. Zbyvaji nam vyftesit specidlni pripady. Pokud je piimka
rovnobéznda s osou x, popsany postup stale funguje. Pokud je rovnobézna s osou
Yy, porovname z-ovou souradnici dvojice bodi A, B a bodu C, ¢imz zjistime, zda
C lezi vlevo ¢i vpravo od primky a stranu pripadné zménime na opacnou, pokud
bod A lezi nad bodem B. VSechny operace nam zabraly konstantni ¢as, jsme tedy
hotovi.

Problém 2

Zadani:

Mate konverni n-thelnik zadany vyctem bodu na obvodu a bod. Zjistéte, zda bod
lezi uvnitr n-ihelniku. Nezapomerite na casovou sloZitost.

Reseni:

Ptimocare vyuzijeme prvni tlohu. Projdeme n-thelnik po obvodu a pro kazdou
hranu orientovanou v sméru prochazeni zkontrolujeme, zda bod lezi vlevo nebo
vpravo od ni. Pokud dostaneme pro vSechny hrany stejnou odpovéd, lezi bod
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v n-thelniku, v opa¢ném pripadé nikoli. Cely algoritmus nam evidentné zabral
linearni Cas.

Problém 3

Zadani:

Vyreste predchozi problém i pro nekonvexni n-uhelniky

Reseni:

Ulohu rovnéz zvlddneme vyfesit v linedrnim ¢ase, pijdeme na to ale tentokrat
trochu jinak. Vezmeme si prfimku rovnobéznou s osou x, ktera prochézi danym bo-
dem. Nynfi si uvédomime, ze pokud bod lezi v n-thelniku, protina tato primka jeho
hranici napravo od néj v lichém poctu mist, protoze zacind uvnitt n-ithelniku a
konéi venku. Naopak, pokud by bod lezel vné n-thelniku, protinala by primka jeho
hranici v sudém poctu mist, jelikoz by zac¢inala venku a koncila rovnéz venku.

Zbyva nam tedy zkontrolovat pocet mist napravo od daného bodu, ve kte-
rych jim vedend piimka rovnobézna s osou souradnic protind hranici n-thelniku.
To udélame tak, ze projdeme postupné vsechny hrany n-thelniku a pro kazdou
z nich spocitame, zda ji pfimka protina, a poté zkontrolujeme, zda prusecik lezi
napravo od daného bodu. Zvlast musime vytesit pripady, ve kterych ptimka pro-
chézi vrcholem n-ihelniku. Primka totiz muze vrcholem projit, aniz by se presu-
nula z vnéjsku dovnitt n-thelniku ¢i naopak. Pro kazdy vrchol, kterym primka
prochézi, tedy navic zkontrolujeme, ze pro obé prislusné hrany lezi dany bod na
stejné strané. Pokud ano, vrchol zapocitime, v opa¢ném pripadé nikoli.

Zbyva nam jesté posledni specialni pripad, a to ten, ve kterém nékterd z hran
n-thelniku lezi na nasi primce. Muzeme si ale v§imnout, Ze jsme nikde nevyuzili
toho, Ze je ptimka rovnobézné s osou x. Zvolime si tedy primku tak, aby tento
pripad vibec nenastal. Projdeme si vsechny hrany, zjistime, ktera z nich ma nej-
véts] smérnici (svislé hrany preskoc¢ime) a smérnici nasi piimky zvolime vétsi, nez
maximum smérnic hran. Tim jsme hotovi.

Problém 4

Zadani:
Mate zaddno n bodu v rovine. Vasim ukolem je vymyslet co nejrychlejsi algorit-
mus na nalezeni nejmenstho konvexniho k-ihelniku, ktery obsahuje vsechny body.
Muizete si to predstavit tak, zZe kolem hrebiki zatlucengch v rovné desce natihneme
velkou kruhovou gumicku. Gumicka tvori hledany konvexni k-uhelnik. Vistupem
vaseho algoritmu by mel byt seznam vrcholu hledaného k-uhelniku v poradi, v ja-
kém lezi na obvodu (kazdy z vrcholi bude evidentné roven nékterému z bodi na
vstupu,).
Reseni:
Nejdrive bych se chtél omluvit za drobnou chybu v zadani — pouzili jsme v ném
proménnou n ve dvou ruznych vyznamech, zadani vyse je jiz opravené.

Hledany konvexni k-tthelnik se nazyva konvexni obal a existuje znamy algo-
ritmus na jeho sestrojeni. Vyuzijeme zametani roviny, které jsme si predvadéli
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na hledani prusecika usecek. Budeme tedy zametat rovinu svislou prfimkou zleva
doprava a nasimi udalostmi budou jednotlivé body. V kazdé chvili budeme mit se-
strojeny konvexni obal prvnich I bodi a budeme do néj pridavat (I41)-ni bod. Ten
bude v novém konvexnim obalu urcité lezet, protoze je nejvice napravo. Mozné
se ale jeho pridanim stane, Ze nékteré ze starsich bodu uz na konvexnim obalu
nelezi. Projdeme tedy novy konvexni obal po i proti sméru hodinovych rucicek
od nové pridaného bodu a vsechny body, které porusuji konvexitu, odstranime.
Takto budeme postupovat, dokud nebude konvexni obal kompletni.

Pro implementaci si rozdélime konvexni obal na dvé ¢asti — takzvanou horni
a dolni obalku. Horni obélka zac¢ind v nejlevéjsim bodu a pokracuje vrchem az
k nejpravéjsimu bodu. Nyni si popiSeme, jak horni obédlku sestrojit — konstrukce
dolni obalky je analogicka.

Body si budeme do horni obélky ptridavat postupné podle jejich z-ové sourad-
nice. Pfed pridanim kazdého bodu ale zkontrolujeme, zda lezi napravo od primky
tvorené poslednimi dvéma body, které jiz v konvexnim obalu lezi. Pokud neni tato
vlastnost splnéna, odebereme z obélky posledni bod a pokusime se opét novy bod
stejnym zpusobem pridat. Pokud jsme béhem pridavani nového bodu odebrali
vsechny body kromé pocatecniho, pridame ho v kazdém pripadé. Takto sestro-
jenda horni obélka je zfejmé horni ¢asti konvexniho obalu, protoze jsme udrzovali
zékladni invariant, ze zahybame vzdy doprava, a vSechny zbylé body lezi napravo
od kazdé z hran horni obéalky.

Zbyva nam rozmyslet ¢asovou slozitost. Ta zavisi na tom, zda jsme na zacatku
dostali body jiz settidéné. Pokud ano, tak je slozitost linedrni — kazdy bod do
kazdé z obélek jednou priddme a maximélné jednou odebereme a kazdé pridani
i odebrani nas stoji konstantni cas. Pokud jsme body settidéné nedostali, bude
¢asova slozitost O(nlogn) — body musime nejdfive setfidit.

Reference

[1] M. Mares, T. Valla: Pravodce labyrintem algoritmu, CZ.NIC, z.s.p.o.,
CC BY-ND 3.0 CZ, dostupné online na http://pruvodce.ucw.cz
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Téma 5 — Preplnéna tramvaj

Reseni 4. série

Problém 1
ZadAani:
Zobecnéte zndmy tvar krivky s rovnocenngmi stanicemi S(m) = Cm(N —m) na
situace s nerovnocennymi stanicemi popsangmi systémem koeficienti oy, ..., an.
Pro koeficienty md platit oy : ... :ay =Dy :...: Dy =p1:...: pn, kde Dy,

je stredni pocet pasazéru vygenerovanych na k-té stanici a py je pravdépodobnost
pro kazZdého z téchto pasazéri, Ze si vybere za svuj cil stanici k.

Reseni:
Predpokladejme, ze vSechny koeficienty oy jsou prirozena c¢isla. Oznacme jejich
soucet M :=aq +---+ ay.

Nyni si pfedstavme, ze mame linku s M rovnocennymi stanicemi. Rozdélme
ji do N segmenti tak, aby k-ty segment obsahoval préavé «j stanic. Ve vSech
stanicich k-tého segmentu dohromady bylo vygenerovano Doy, pasazéri. Vyberme
libovolného pravé vygenerovaného pasazéra. Ten si voli svij cil s uniformnim
rozdélenim mezi stanicemi. Kteroukoli stanici linky si zvoli s pravdépodobnosti
1/M. Stanici z k-tého segmentu si zvoli s pravdépodobnosti «y /M.

Ve chvili, kdy tramvaj opousti k-ty segment, je uvnitf ni pasazérii

S(m)=Cm(M —m)=C(ar + -+ ag)(aps1 + -+ an).

Nyni provedme trik. Ztotoznéme k-ty segment s pomyslnou k-tou stanici. Do-
stavdme linku s N nerovnocennymi stanicemi a pro ni pfesny tvar kiivky S(m).
Navic z predchoziho plyne, Ze je splnén vztah mezi koeficienty aq : ... : ay =
Dy:...:Dx=p1:...:DN-

Pro prehlednost nadale ustanovme normalizaci koeficientu aj jako ap + -+ +
anN — N.

Nakonec zobecnéme uvedené feseni na koeficienty, které nejsou prirozené.
Jsou-li oy, raciondlni, vzdy je lze prenasobenim jistou konstantou prevést na pro-
blém pfirozenych koeficienttl. ReSenf ani vztah mezi koeficienty se tim nezméni,
jen dostaneme jiny parametr C'. Opétnym vydélenim stejnou konstantou tedy
méme uvedeny tvar S(m) se stejnym C pro jakékoli raciondlni koeficienty.

Jsou-li o iraciondlni éisla, 1ze je libovolné aproximovat ¢isly racionalnimi.
Kiivka S(m) mé tvar vySe uvedeny pro kazdou takovou aproximaci (méni se
pouze Ciselnd hodnota «y) a lze ofekdvat mezi koeficienty «y a kiivkou S(m)
spojitou zavislost. Proto uvedeny tvar plati také pro «; iracionalni. (I
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Problém 2

Zadani:

Kazdd stanice vygeneruje v pruméru D pasazéri, z nich si kaZdy uniformné vybird
za svij cil nekterou ze zbjvajicich stanic s tim, Ze vzddlenost jim vybrané cilové
stanice od jeho stanice vychozi musi byt v intervalu [ng,n1]. Vypocitejte krivku

S(m)

Reseni:
Ulohu lze Fesit pomérné pi{moc¢arym zptisobem, tj. zcela analogicky ¢astem pro-
blému 2.1a a 2.1b. Pfimé rozepsani by vsak bylo tentokrat velmi komplikované
z duvodu velkého mnozstvi situaci, které mohou nastat. Nékteré detaily proto
nebudeme dotahovat do konce a nebude to ani vyzadovano od fesitelu.

Pro a,b celociselna zaved’mﬂ pro zjednoduseni zapisu funkci F, ktera udava,
kolik pfirozenych éisel z intervalu [a, b] lezi mimo interval [1, N].

Fla,b) == |{a,...,b}\ {1,..., N}

Pocet pasazéru v tramvaji S(m) nalezneme jako rozdil poc¢tu pasazéru, kter{
do tramvaje nastoupili, Sy(m) a poétu pasazéru, ktefi z tramvaje vystoupili,
S_(m).

Piispévek S, (m) je zjevné souctem piistoupivsich pasazéru pres vSechny sta-
nice 1,...,m. U kazdé z nich pro kazdého na ni vygenerovaného pasazéra existuje
L :=nj; —ng+ 1 moznych cild, pfi jejichz vybéru se rozhodne nastoupit. V kazdé
stanici tedy pfibude DL/N pasaZéri.

Jedinou vyjimkou, kdy pasazért pribude méné, bude, pokud ¢ast jejich inter-
valu povolenych cilt lezi uz za konec¢nou stanici linky. Opravu na tyto pripady
zapocitame tak, ze od pfedchoziho odhadu mDL/N odecteme pasazéry, ktefi ne-
pristoupili. Jejich zdroju je:

F(14+ng,14+n1)+---+F(m+ng,m+ny) = G(m,ng,ny)

Potom lze pocet pristoupivsich zapsat jako:

4 (m) = [m — G(m, no,m)] 57
N
Velmi podobné vyjadiime piispévek S_(m). Do stanice k mifilo D/N pasazéri
z kazdé stanice z intervalu k — nq,...,k — ng. To znovu ¢&ini celkové mDL/N
dosud vystoupivsich. Zbyva jen provést opravu na situace, kdy stanice s ¢éislem
k—nq,...,k—ng lezi jesté pred vychozi stanici linky. To provedeme odectenim:

F(2—mn1,1—ng)+ -+ F(m —mng,m —ny) =: H(m,ng,n1)

10 Je Gasté, ze pokud se néco definuje, pouziva se k tomu symbol := misto obyéejného rovnitka.
My se tohoto zvyku budeme drzet.
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Prispévek vystoupivsich pasazéra tedy Cini:

S_(m) = [m — H(m,ng,nq)] %

Jako konec¢né vyjadieni poCtu pasazéru uvnitf tramvaje potom dostavame:

DL
S(m) = S—‘r(m) - S—(m) = [H(m7 no, nl) - G(ma no, nl)] W
K explicitnimu vyjadreni se d&4 dopracovat teprve pti danych ¢iselnych hodnotach
m, N7 No, N1.

Reseni 5. série
Problém 1

Zadani:

Linka B praZského metra md 24 stanic. Evien nastoupil v proni stanici, ve které
se zaplnilo K procent z kapacity metra, a jede az na konecnou. EvZen nechce sedét,
pokud by to melo znamenat, zZe na nekoho jiného nezbude misto k sezent, zdaroven
mu je ale kontakt s cizimi lidmi natolik neprijemny, Ze bude radéji stat celou cestu,
nez aby si sedl a nekomu pak pripadné své misto nabidl.

Pri jakych hodnotdich C,K si muze FvZen hned po svém ndstupu sednout?
Predpokldadejme, Ze ndm neni zndma vytiZzenost jednotlivych stanic, proto uvazu-
jeme stanice rovnocenné.

Reseni:

Pii tvaru kiivky S(m) = Cm(N — m) bude metro nejzaplnénéjsi ve stanici m =
N/2 = 12. Podminka v zadani bude splnéna pravé tehdy, pokud v této stanici
bude uvnitt metra stale méné lidi, nez je kapacita mist k sezeni, o niz vime, Ze je
S(1)/K. Dostavame nerovnost:

Dostéavame, ze Evzen si muze v metru sednout pravé tehdy, pokud je kapacita
mist k sezeni zaplnéna nejvys ze zhruba 16 %. Na hodnoté konstanty C' nezélezi,
tj. tento vysledek plati v jakoukoli denni hodinu i pro jakoukoli jinou linku hro-
madné dopravy, kterd ma 24 stanic. O



ERES  XXV/6 37

Problém 2

Zadani:
Nds model predpoklidd, Ze je na kaZdé stanici vygenerovdan néjaky ndhodny pocet
pasazéru. Dosud jsme uvazovali, Ze je ndm zndma stredni hodnota tohoto poctu
D, konkrétni povahou generovdani pasazéru jsme se vsak nezabyvali. Cilem této
ulohy je zamyslet se nad rozloZenim pravdépodobnosti pro pocet vygenerovanych
PaSazZéri.

Predpokladejme, Ze kazZdd stanice linky poskytuje jediné dopravni spojeni prdvé
jednomu sidlisti, kde bydli M lidi (M je v tddech stovek aZ tisici), a kaZdy
Slovek zde bydlici se miZe rozhodnout s pravdépodobnosti p nékam jet (tj. byt
Lvygenerovdn “ jako pasazér) nebo 1 — p zistat na sidlisti.

1. Vypocitejte v takovém modelu pravdépodobnost Py ,(n), Ze bude v dané sta-
nict vygenerovdno n pasazéru pri pevné zadangch parametrech M, p. Nedari-
li se vam nalézt presny vysledek, staci alespon dobrd aproximace.

2. Vypocitejte pri zndmigch parametrech M,p pro pocet vygenerovangch pasa-
zZéru stredni hodnotu D o stredni kvadratickou odchylku o.

Reseni:

1. Existuje uzite¢ny a Casto vyuzivany matematicky model z teorie pravdépo-
dobnosti, zvany Bernoulliho pokusyE Ten se zabyva posloupnosti n neza-
vislych a identicky rozdélenych pokusi, z nichz kazdy miize nabyvat pravé
jednoho ze dvou moznych vysledku a to budto uspéchu (s pravdépodobnosti
p) nebo netispéchu (s pravdépodobnosti 1 — p). Je zndmo, ze pravdépodob-
nost, ze doslo ke k uspéchum, je rovna:

P = (Z)pk(l -p)*

Tento model se skvéle hodi na nasi situaci. Kazdy c¢lovék predstavuje na-
hodny experiment ve smyslu rozhodovani se, zda nékam pojede ¢i nikoli.
Jeho vysledek bude odpovidat uspéchu, rozhodne-li se dany ¢lovék nékam
jet, a neuspéchu v opa¢ném pripadé. Tim padem primo dostavame, Ze na
stanici se zadanymi parametry M, p bude vygenerovano n pasazéru s prav-
dépodobnosti

Parp(n) = <J\n4>p’“(1 -p)*.

Hyice se o tomto schématu mizete doéist napf. na https://sk.wikipedia.org/wiki/

Bernoulliho_sch’C3%A9ma
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Aproximativniho vysledku bylo mozné dosdhnout uzitim centralni limitni
Vétyiﬂ Ta 1ikd, ze mame-li n nezavislych a identicky rozdélenych nahod-
nych veli¢in, pravdépodobnostni rozdéleni jejich souctu se pro velkd n blizi
Gaussovu pravdépodobnostnimu rozdéleni. Ztotoznime-li proces rozhodo-
vani kazdého potencidlniho pasazéra s nahodnou veli¢inou, kterd nabyva
hodnoty 1 v pfipadé ,uspéchu® a 0 v pripadé ,netspéchu®, soucet vSech
téchto velicin bude udavat celkovy pocet vygenerovanych pasazéri a zaroven
bude gaussovsky rozlozen.

Zbyva pro néj odvodit stfedni hodnotu a varianci. Dosazenim do definice
téchto veli¢in snadno dostavame pro kazdého jednotlivého pasazéra stredni
hodnotu g = p a varianci V = p(1 — p). Z aditivity stfedni hodnoty a
variance a z tvaru Gaussova rozdéleni dostavame aproximativni vyjadieni:

1 _ (n=Mp)®
PM’p(n) ~N — e 2Mp(i-p)

"~ /2nMp(1 - p)

Vyse uvedené presné feseni se mu blizi pro velké M. Pri vysokych hodnotach
M je tedy vhodnéjsi uzit vyjadieni aproximativniho, které je vyrazné snazsi
pro vypocet ¢iselné hodnoty. O

2. Tento tkol jsme splnili jiz vySe pfi odvozovani aproximativniho tvaru Pas p,(n).
Stredni hodnota a stfedni kvadratickd odchylka vygenerovaného poctu lidi

jsou rovny:
D:=u=>Mp
o =/Mp(l—p)
Problém 4 O
Zadani:

Bez nutnosti vypoctu se zamyslete nad nasledujicimi problémy:

1. Muze se stdt, Ze by méla krivka S(m) vice nez jedno lokdlni mazimum? Za
jakgych podminek?

2. Co se stane, kdyZ jsou na lince dvé stanice jistym zpusobem propojené a lidé
mezt nimi jezdi casteji, ackoli se takovd dvojice z hlediska ostatnich stanic
nechovd nijak vjrazné (napr. u jedné stanice stoji Matfyz a u druhé koleje).
Dala by se tomuto pripadu néjak prizpiusobit nase teorie?

3. Lze uZivany popis krivky S(m) pri velmi vysokijch hodnotich N néjak upra-
vit/zjednodusit?

12yiz piiloha o Teorii pravdépodobnosti, 2. série tohoto roéniku: https://mam.mff.cuni.cz/

media/cislo/pdf/25/25-2.pdf
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Reseni:
1. Za dosud uvazovanych zjednodusenych podminek se to stat nemiize, zadné
z dosud zavedenych zobecnéni takovy jev nedovoluje. V redlné hromadné
dopravé to vsak nastat muze, proto je tieba v tomto sméru nasi teorii dale
zobecnit. Jedno z moznych takovych zobecnéni nastini hned dalsi bod.

2. Je-li mezi jistou dvojici stanic vétsi tok pasazért nez mezi ostatnimi dvoji-
cemi, pochopitelné se to projevi zvySenim hodnoty S(m) mezi témito dvéma
stanicemi. Predpoklddame-li navic, ze dané propojené stanice jsou rovno-
cenné ostatnim stanicim, co se tyce produkce pasazéru, dé se navic predpo-
kladat sniZzeni S(m) na zbytku linky. Propojené stanice totiz prispivaji do
zbytku linky méné pasazéry, nez kdyby propojené nebyly. Rozmistime-li na
linku vhodnym zpisobem vicero dvojic propojenych stanic, na kiivce S(m)
se to miize projevit pravé vyskytem vicero lokalnich maxim, viz bod 1.

Uvazme extrémni pripad, kdy kazda ze dvou propojenych stanic vygeneruje
D pasazéru a ty pak vsSechny posle té druhé, mezitimco kazda ze zbylych
stanic svych D vygenerovanych pasazéru rozdéli mezi stanice rovnomeérné.
Kazd4 z nepropojenych stanic by tim paddem dostala D/N pasazérii od kazdé
stanice krom dvou propojenych, dohromady D(N — 2)/N, tedy méné, nez
kolik vygenerovala. Oproti tomu kazda ze dvou propojenych stanic dostane
pasazéru D + D(N — 2)/N, tj. skoro dvojnédsobek toho, co vygenerovala.

V nasem matematickém modelu z toho zadny spor neplyne, na redlné lince
by to vsak intuitivné znamenalo, Ze pasaZzéii driftuji do dvojice propoje-
nych stanic, které je budou nendvratné pohlcovat. Podobny efekt bychom
pozorovali i mimo uvedeny extrémni pripad, prakticky u jakéhokoli netrivial-
niho propojeni stanic. Model linky, ktery umoznuje takto stanice propojit,
nemuze proto vystihovat zadnou redlnou linku dlouhodobé. Vyzadoval by
nejprve dalsi zobecnéni, napriklad zahrnuti casové zavislosti propojeni mezi
stanicemi nebo, jesté lépe, zahrnuti podminky na zachovani celkového poctu
pasazéri. Druha metoda by mohla vyuzit k popisu linky tzv. Ehrenfesttav
model, znamy artefakt ze statistické fyziky, jimz uz se vSak my zabyvat
nebudeme.

Co je vsak zajimavé, ze pravé timto modelem se velmi ispésné zabyva Tomas
Flidr v ¢lanku zde otisténém. Postuluje nikoli znalost vytiZenosti stanic,
jako jsme to délali my, nybrz znalost vytizenosti dvojic stanic a dale Tesi
tlohu hledani kiivky S(m). Pro rovnocenné dvojice dospiva ke stejnému
vysledku, jaky jsme ziskali my pro rovnocenné stanice. Pro nerovnocenné
stanice se vSak jeho teorie s nasi dle o¢ekavani rozchazi. Objevuje se tim nova
prilezitost ke zkoumani, ktery matematicky model vystihuje pozorovanou
skutecnost 1épe. Zadana tato 1iloha nebude pouze proto, zZe je toto posledni
série tohoto ro¢niku.
FEvZen,;|JanSkvara@email.cz
e-mailovd konference: tramvaj@mam.mff.cuni.cz
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Téma 6 — Vrcholové pokryti

ReSeni 3. 4. a 5. série

Prvni dva grafy jsou dost malé na to, aby bylo mozné jim najit miniméalni vrcho-
lové pokryti ,,ruéné“, nebo hrubou silou na pocitaci.

Resend pro graf 1:
2,3,5,7,9

Resend pro graf 2:
0,2,4,5,7,9

Graf 3 je strom. (Konkrétné kazdy vrchol kromé nuly mé préavé jednu hranu
do vrcholu s nizsim ¢islem.) Pro stromy muzeme najit optimdlni FeSeni tim, Ze si
vsimneme, ze chceme vybirat vrcholy ve vzdalenosti jedna od listu.

Resend pro graf 3:
0,2,3,4,6,8,12,13

Graf 4 je bipartitni. (Konkrétné kazd4 hrana spojuje vrchol s lichym éislem a
vrchol se sudym ¢islem.) VSimneme si, Ze existuje osm hran nesdilejicich zadny
vrchol — napriklad (0, 7), (2, 5), (4, 1), (6, 15), (8, 11), (10, 3), (12, 9), (14, 13).
Vrcholové pokryti tudiz musi byt alespon velikosti osm, ¢ehoz se dé docilit tieba
vybranim vSech vrcholt se sudym d¢isle

Graf 5 neni souvisly. Rozdélime si jej tedy na komponenty souvislosti a vyfe-
$ime kazdou komponentu zvIast.

Grafy 6 a 7 jsou opét stromy, jen mnohem vétsi. Graf 8 ma tu specialni vlast-
nost, ze kazdd hrana vede z jednoho z vrcholu 0,1,2,3,4,5,6, coz nam okamzité
dava pokryti velikosti 7, o kterém je taky mozné dokazat, ze je optimalni.

Graf 9 byl generovan ndhodné a nalezeni jeho minimalniho pokryti vyzadovalo
hlavné vypodetni vykon. Vyzkouset vsech 22° = 1048576 moznych podmnozin
vrcholil a najit nejmensi, ktera je pokrytim, je sice neefektivni, ale jednoduchy a
na dnesnich strojich porad pouzitelny algoritmus. Vsimneéte si, ze format popisu
grafu znamend, Ze mizeme testovat, zda kazdy rddek (kromé prvniho) obsahuje
néktery z nami vybranych vrchold.

Zpusob, kterym byl generovan graf 10, byl ponékud slozitéjsi, ale neni ndhodny.
Pokud se vam z néj podari néco vykoukat, tak vim za to dam jesté néjaké body.

Matej; lieskovsky.matej+pokryti@gmail . com
e-mailovd konference: pokryti@mam.mff.cuni.cz

13Tento postup je inspirovan Kénigovou vétou, jejiz uziteénost je zminéna na jiz odkazované
strance anglické Wikipedie https://en.wikipedia.org/wiki/Vertex_cover
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Clanky

Preplnéna tramvaj — navrh teoretického modelu (13 b)
Mgr.M Tomdas Flidr

Abstrakt

V tomto ¢lanku se teoreticky zabyvam odhadem vyvoje poctu cestujicich na lin-
kach bez konkrétniho sméru a v dlouhodobém priméru dni i ¢ast. Pouzivam
nékolik metod, které maji za cil postupné zpresnit vysledny odhad.

Uvod

Bohuzel jsem nemél dostatek experimentalnich dat, takze jsem situaci popisoval
Cisté teoreticky. Pro zacatek uvazujme pouze dlouhodoby primér, tedy neorien-
tovanou trasu bez konkrétniho ¢asu (cestujici se zpravidla vraci i zpét). V tom
pfipadé miZzeme problém pfevést na ,,Cemu je imérny pocet lidi jedoucich mezi
misty /mésty A a B?“ (Resp. n1 a ns.)

Rovnomérné rozlozeni

V nejtrividlnéjsim piipadé mezi kazdou dvojici stanic jede stejny pocet lidi. Po
vydéleni konstantou tohoto poctu zjistime, ze na k-té zastavce z n pri ¢islovani od
1 vystoupi k — 1 lid{ (pfedchozi zastdvky) a nastoupi n — k (ndsledujici zastavky)
lidi, pocet lid{ se tedy zvysilon —k —k+1 =n — 2k 4+ 1 (resp. sniz, je-li toto
¢islo zdporné). Z toho vyplyva, Ze po I-té zastdvce je uvnit¥ 22:1 n—2k+1=
L-(n+1) =23 k=nl+1—2- " —pnj 4] — 12 — | = nl — % osob. V§voj
poctu cestujicich pro 10 zastavek zachycuje obrazek

cestujici

—_
fe=l
T
1

0 2 4 6 8 10

zastavka

Obrazek 17: Vyvoj poctu cestujicich mezi stanicemi pri rovnomérném rozlozeni
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Prerov | Kromériz Brno

43 791 29 002 379 527

Tabulka 7

Jednd se o kvadratickou funkci, tedy parabolu, takze nejvyssi pocet cestujicich
je uprostfed — ve vrcholu paraboly. Vsimnéme si, Zze na zacatku i na konci je
tramvaj podle ocekdvani prazdna. Bohuzel zastavky bézné nejsou rovnocenné,
takze musime zavést néjaky jiny model.

Soucet obyvatel

Pokud zanedbdame ostatni spoje, popripadé rekneme, zZe jsou rozlozené imérné po-
¢tu obyvatel, mizeme Tict, ze pocet pasazérii mezi dvéma mésty zdlezi na velikosti
téchto mést, resp. na poctu lidi, ktefi z nich mohou cestovat — souc¢tu pocti oby-
vatel daného mésta (pro n-té mésto o, ). Pokud mezi dvéma mésty cestuje o,, + oy,
lidi, mizeme Tici, ze o, + 0 nastoupi na n-té zastavce a vystoupi na k-té. Na n-té
zastévce z | tedy nastoupi Zﬁc:nﬂ(on + og,) lidi a vystoupi jich 3771 (0, + o).
Celkovy pocet se zvysi (resp. snizi pii zédporném déisle) o

l n—1
Z (on + oK) — (on + oK) =
k=n-+1 k=1
l n—1
=o,(l—-n—mn+1)+ Z ok—ZOk—
k=n-+1 k=1

l n—1
zon(l—Qn)—i—Zok —22%.
k=1 k=1

Pritom 22:1 oy je konstantni, protoze se jedna o soucet obyvatel vsech mést na
trase, muzeme jej tedy nahradit zapisem O. Dostavame tedy rekurzivni funkci,
kde se pocet cestujicich po n-té zastdvce zméni o o,(l —2n) + O — 2 Zz;ll Ok,
pricemz posledni sumace je ziejmé pocet obyvatel mést pred n-tym. Vzhledem
k tomu, Ze pouzivame konstantni velikosti mést, bude jednodussi, nez vystihnout
tuto rekurzivni funkci predpisem, ukazat priklad pomoci pocitacové dopocitanych
dat. Pro tento priklad jsem vybral trasu Prerov — Krométiz — Brno. Vstupni data
jsou zapséana v Tabulce [7] (idaje o poctech obyvatel jsou z Wikipedie).

Strojovym zpracovanim téchto dat s vyuzitim rekurzivni funkce se startem
v bodé 0 dostaneme pocty 496091 a 831807, jak je graficky zndzornéno v ob-
razku [I8 Pred prvni a po posledni zastdvce ndm model samozrejmé predpovidd
0 cestujicich.
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Obrazek 18: Pocty cestujicich mezi zastavkami Prerov, Kroméfiz a Brno — pocitdno
podle souctu obyvatel

Vidime, ze v tomto pripadé nebyl predchozi zpusob tak daleko od tohoto, ale
urcité rozdily tady jsou.

Dilezitost

Dalsim zptisobem, jak odhadnout rozlozeni, je vyuziti dilezitosti mésta — ¢im
zjednodusme dulezitost na veli¢inu pfimo imérnou poc¢tu obyvatel — vétsinou se
nékam jezdi za nékym. Z toho vyplyva, ze pokud si pocty obyvatel dvou mést
oznaéime o,,, resp. o, bude zde cestovat o, - ox lidi z mésta n a obdobné o - 0,
lidi z mésta k, celkem tedy 20,0r. Pofad roznasobujeme konstantou, takze pro
Ucely tvaru kiivky muzeme pocitat s tim, Ze mezi témito mésty bude cestovat
0,0}, pasazéru.

V n-tém mésté z | tedy nastoupi ZZZHH oo, lidi a vystoupi Zz;ll 00k,

celkem se pocet pasazérii zméni o Zﬁc:nﬂ 01,05, — Zz;ll 0,0 = on(z:ﬁc:n+1 o) —

2;11 ok = 0, (0 — 0, —2 22;11 o). Pokud takto ziskanou rekurzivn{ funkci pou-
zijeme na vyse zminéna data, dostaneme ¢isla obrovskych 1adi, jak je vidét z ob-
razkuu Kromé nulovych krajnich bodi jsou to postupné ¢isla 17889017619 a
27625453051.

MizZeme si vSimnout, Zze u téchto dat se grafy témér nelisi, hlavné z toho
davodu, ze mésta jsou radové podobné velkd. Vétsi rozdil je vidét na datech
z trati Kroméi{z — Kojetin. Jak je vidét z Tabulky [§] jednd se o vlak mezi dvéma
malymi mésty, z nichz jedno je znatelné vétsi, ktery projizdi pres dvé vesnice.
Krivky zachycujici pocet cestujicich mezi stanicemi na této trati pocitané podle
poctu obyvatel a podle duilezitosti muzete vidét v obrazcich [20]a

Jelikoz se jednd o spoj, se kterym mam urcité zkusenosti, mizu potvrdit, ze
graf na obrazku 2] je podstatné presnéjsi. V Postoupkdch a Bezmérové témeér
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Obrazek 19: Pocty cestujicich mezi zastavkami Prerov, Kroméfiz a Brno — pocitdno
podle dulezitosti

Krométiz | Postoupky | Bezmérov | Kojetin
29002 558 520 6200

Tabulka 8

nikdo nevystupuje a nenastupuje — co by tam taky kdo délal.

Lavér

Pravdépodobné nejpresnéjsi metodou je pocitani s dilezitosti daného mésta po-
moci rekurzivni funkce, pro nedostatek experimentdlnich dat bylo tuto domnénku
ale nemozné spolehlivé potvrdit. Dulezitost mésta navic samoziejmé ovliviiuji i
dalsi faktory a iméra nemusi byt nutné piima — uvazoval jsem i o exponencialni
podobé, kterou vidime napiiklad u Prahy — v dusledku pragocentrismu je vice nez
dvakrat dtlezitéjsi nez Brno. Déle tieba vzdédlenost — castéji se jezdi kratsi dseky
nez delsi. Samostatnou kapitolu potom tvori orientované trasy a konkrétni casy,
muzeme tedy vidét, ze faktoru rychle pribyva.
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Obrazek 20: Pocty cestujicich na lince z Krométize do Kojetina — pocitano podle souctu
obyvatel

108
T
2 [ |
1.5} -
1 |- |
0.5 -
0 |- |
| | | | |
0 1 2 3 4

Obrazek 21: Pocty cestujicich na lince z Kromérize do Kojetina — pocitano podle
dulezitosti

Lichtenbergovy figury (14 b)

Mgr.M Martin Zimen

Sifen{ blesku na obloze nebo vyboji Teslova transformatoru je nadherné. Elek-
tricky vyboj, ktery pronika dielektrikem, ma své charakteristické vétvici se struk-
tury. Témto skoro fraktdlovitym strukturdm se ¥ikd Lichtenbergovy figury (dale jen
LF). Kromé toho, Ze jsou LF nddherné, mé také vyzkum téchto struktur prakticky
vyznam. Umoznuji ndm znazornit a lépe pochopit siteni elektrickych vyboju. Diky
tomu jsme schopni se pred nimi 1épe chranit. V mém prispévku jsem se pokusil
o replikaci LF ve drevé v domécich podminkach. Chtél bych prozkoumal, které
faktory ovlivnuji vznik LF, a jak je nejlépe nastavit, aby doslo k jejich tvorbé.



46

Cile mého badani
Vytvorit LF ve dfevé je teoreticky pomérné jednoduché — naneseme na dievo né-
jaky roztok soli a pripojime zdroj vysokého napéti. Z prilozenych elektrod za¢nou

vvvvvv

je hodné:

napéti,

vzdélenost elektrod,

velikost plochy s nanesenym roztokem,
doba pusobeni el. proudu,

slozeni roztoku,

koncentrace roztoku,

mnozstvi naneseného roztoku,

doba vsakovani roztoku,

druh dreva,

struktura dreva.

V tomto ¢lanku nejsem schopny prozkoumat vliv vSech faktorti. Proto vyberu
pouze nékteré a zbylé nebudu ménit. Pro vSechny experimenty tedy budu pouzivat
stejné napéti a druh dreva. Pokud by nékdo chtél na muj prispévek navazat, bylo
by zajimavé zkusit vytvaret LF s variabilnim zdrojem napéti a riznymi druhy
dfeva. V tomto prispévku bych rad prozkoumal vliv ostatnich faktort.

Materialy

Hned prvni véc, kterou potfebujeme, je néjaky zdroj vysokého napéti. Zde jsem
dlouho nevéhal a vybral MOT (Microwave Oven Transformer, transformator z mi-
krovinky). MOT je pomérné dostupny zdroj, ktery sviij ticel splni dokonale. Také
se muze hodit na dalsi experimenty s vysokym napétim. Jak uz nazev napovida,
takovy transforméator nejlépe sezeneme z néjaké staré mikrovlnky. Zapojeni je
velmi jednoduché — primarni civku pfipojime na 230V a ze sekundarni civky lze
odebirat zhruba 2 000 V. Sekundérni civku tedy mizeme rovnou pripojit do dreva.
Zde je vsak tfeba nejvyssi opatrnosti — 2000V je nebezpecné vysoké napéti. Proto
je potreba se dikladné odizolovat. Jedna varianta je vSe zapojit predem a zapnout
MOT z bezpecné vzdélenosti a s obvodem nemanipulovat. Druhé varianta je vy-
robit si nasadu, ktera elektrody odizoluje a umozni manipulaci. Tato varianta se
ukézala jako mnohem praktictéjsi.

Dalsi véc, kterou potiebujeme, je dfevo. Rozhodl jsem se pro smrkovou spéa-
rovku. Hlavni motivaci byla cena a dostupnost. Ukazalo se vsak, ze sparovka byla
skvéla volba. Jelikoz je sparovka slozend z nékolika dilt dfeva, mam moznost
vyzkouset mnoho riznych vzort na povrchu dieva (Obrézek .

Déle je tfeba néjaky roztok, ktery budu na dievo nanaset. Rozhodl jsem se
porovnat dva roztoky — roztok NaCl a roztok NaHCOgs. Oba dva roztoky jsem
pripravil rozpusténim 12 g chemikélie ve 184 ml vody (w = 0,061).
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Obrazek 22: Sparovka

N . N .
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45 mm b.§ .
AN RN
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Obrazek 23: Sablona

Jako posledni jsem pripravil nandseci f6lii — chtél jsem mit moznost nanaset
stejnou vrstvu roztoku na stejnou plochu. Proto jsem na priithlednou félii nakres-
lil dva obdélniky (Obréazek . Jeden jsem vysttihl (srafovany) a druhy slouzil
k piesnému umisténi elektrod. Sablonu jsem pouzival nasledovné: nejdifve jsem
obtdhl obdélnik na dievo tuzkou, uprostied jsem udélal sidlem diry (podle dru-
hého obdélniku) a poté pretiel folii houbickou s roztokem. Snazil jsem se tim
docilit rovnomérného nanosu roztoku na stejnou plochu.

Prvni série méreni

Jako prvni jsem se rozhodl testovat vliv koncentrace roztokt. Proto jsem vytvoril
fadu t¥i roztokd NaHCOg3 naredénim piivodniho roztoku s hmotnostnimi zlomky
wa = 0,061, wg = 0,031 a wc = 0,16. V prvni sérii jsem se také rozhodl testovat
¢istou vodu a NaCl. Nanéasel jsem pres folii houbickou. Nanesl jsem tifi vrstvy.
Druhou a treti vzdy minutu po predeslé. Pét minut po naneseni prvni vrstvy
jsem zapojil elektrody na vyznacena mista. Proud jsem nechal téct tak dlouho,
dokud dochézelo k viditelnym zménam. Kazdé méreni jsem provedl trikrat.
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Zapisoval jsem si prubéh kazdého méreni. Pozoroval jsem, k jak silnému do-
chazelo vyboji v misté dotyku elektrod a jestli dochézelo k tvorbé LF. Diilezité je
rozliSovat mezi LF a spédlenymi misty vlivem vyboje (V). Viboj vytvori nahnédly
kruh o poloméru zhruba pul centimetru (viz Obrézek . LF vytvari zfetelné
Cerné Cary (viz Obrazek . Vysledky viz Tabulka @

-

3 E 'S A

Obrazek 24: Vyboj

L

Obrazek 25: HoO 2. méfeni

Je také tTeba zminit, ze jsem prilozil elektrody k suchému, ni¢im nepotienému
dfevu a také ke drevu, které bylo nattené roztokem, ktery jiz stihl tiplné vyschnout.
Ani v jednom ptipadé nedoslo k tvorbé LF.

Druhé série méreni

Jelikoz byly LF z prvni série neuspokojivé, rozhodl jsem se zménit postup. Namisto
presného obdélniku a presného umisténi elektrod jsem se rozhodl sbirat vice dat
v rdamci jednoho méfeni. Natiranou plochu jsem zvétsil na 11 cm x 6 cm. Roztok
se ale vétsinou rozpil na vétsi plochu, proto je tieba brat tyto hodnoty orientacné.
V ramci jednoho méfeni jsem také neumistoval elektrody na stabilni misto, ale
rozhodl jsem se s umisténim elektrod hybat. V ramci druhé série méreni jsem se
sousttedil hlavné na zptusob nanosu a dobu schnuti. Také jsem chtél udélat vice
meéreni roztoku NaCl.
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Roztok 1. méreni 2. méreni 3. méreni
slaby V slaby V slaby V
H>O bez LF s LF bez LF
— r=1,7cm —
stredni V stredni V stredni V
NaHCO3A s LF s LF bez LF
r=2cm r=1cm —
stfedni V stfedni V stfedni V
NaHCO3B bez LF s LF s LF
— r=2cm r=1cm
stredni V | stredni V | stredni V
NaHCO3C s LF s LF s LF
r=25cm | r=02cm | r=0,2cm
silny V silny V silny V
NaCl bez LF bez LF bez LF

Tabulka 9: Vysledky prvniho méfeni

Rozhodl jsem se, ze pro kazdy roztok vyzkousim 5 ruznych dob vsakovani.
Kazdy roztok jsem nechal vsakovat t., pri¢emz ts od naneseni kapaliny jsem pre-
byteény roztok ze dieva setiel kapesnikem. Casy shrnuje Tabulka

Meéfteni te ts
1. 5 min 00
2. S5min | 5min
3. 10min | 7min
4. 17min | 7min
5. 22min | 7min

Tabulka 10: Vysledky méfeni

Jelikoz sbiram v ramci jednoho méteni vice dat, rozhodl jsem se snizit celkovy
pocet méreni. Kazdé jsem tedy délal pouze dvakrat. V ramci kazdého méreni jsem
prikladal elektrody, nez doslo k vétsimu vyboji, a pozoroval. Tentokrat jsem nic
nezapisoval, ale srovnaval konecné obrazce (viz ptiloha na konci).

Vysledky méreni

Proved! jsem celkem 35 méteni a pres 100 prilozeni elektrod. Rad bych vam zde
prezentoval pozorovani z téchto méreni. Poté bych se pokusil tato pozorovani néjak
fyzikalné interpretoval. Rad bych zde zminil, Ze jsem otevieny jinym interpreta-
cim. Budu rad, kdyz se ¢tenar pokusi vysvétlit, pro¢ k danym jevim dochazi,
sdm.
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Pozorovani. Struktura dreva je nepredvidatelna. Nékdy stac¢i posunout elektrodu
o maly kousicek a zcela to zméni tvorbu LF.

To je hlavni divod, pro¢ jsem zménil zptisob provadéni experiment mezi
sériemi.

Pozorovani. K tvorbé LF muze dojit i pfi pretfeni dfeva ¢istou vodou (viz 2.
méfeni HyO).

7 tohoto pozorovani vidime, Ze pro vznik LF neni roztok zasadni. Jak uvidime
pozdéji, roztok ma svij vyznam, ale neni esencidlni. Vzhledem k tomu, ze LF
nevznikaji na suchém drevé, musi byt voda pritomna, aby zvysila vodivost dreva.
Pouzival jsem pitnou vodu, kterd vede elektricky proud. Pouziti destilované vody
by podle mé bylo bezpredmétné, protoze se do destilované vody rychle rozpusti
latky ze dreva, které umozni vodivost. Nicméné by to bylo zajimavé vyzkouset.
Pozorovani. Roztoky NaHCO3 a NaCl zptsobuji vyboj pri prilozeni elektrod
(viz prvni série méfeni).

Velikost vyboje je ovlivnéna vodivosti materidlu. Nas obvod se sklada ze ¢tyr
prvku zapojenych sériové — zdroje, materidlu a dvou prechodi mezi materidlem a
elektrodou. Se zvysenim vodivosti materidlu na ném klesne napéti, tudiz se zvysi
napéti mezi materidlem a elektrodou. Takze dojde k silnéjsimu vyboji.
Pozorovani. Pokud dochézi k prilis silnému nebo prilis slabému vyboji, nevytvaii
se LF.

To jde ruku v ruce s vyboji u elektrod. Vyboje u elektrod indikuji velké na-
péti mezi elektrodami a materialem. Takze na samotném materialu napéti klesne.
Proto se LF nevytvari.

To lze vidét nejlépe z fotek v druhé sérii méreni. Pokud dochéazi k silnému
vyboji, vznikaji charakteristické spaleniny od vyboje (viz Obrézek a LF se
nevytvari. Pokud dochazi ke stfednimu vyboji, vznikaji malinkaté LF (viz méfen{
roztoki NaHCOs v prvni sérii). Pokud dochdzi k pfilis slabému vyboji (méfeni
H;0), tak k tvorbé LF nedochézi (tece prilis maly proud).

Pro tvorbu LF je tedy tfeba dosdhnout urc¢itého napéti na materialu.
Pozorovani. Mnozstvi roztoku a doba vsakovani ovliviiuje vznik LF. Pokud je
roztoku na drevé hodné, dochazi k vétsim vybojim, a tudiz se nevytvaii LF
nebo se tvori velké spalené oblasti, jejichz struktura LF pripomina spise vzdalené.
Mnozstvi roztoku ovliviiuje rychlost tvorby a velikost LF.

Zde vychazim z druhé série méreni. Pokud je roztoku na difevé hodné, dochézi
k silnym vybojum a spéleni velkych oblasti. Pokud je roztoku na dfevé mélo, do-
chazi ke vzniku mensich, ale detailnéjsich LF. Z tohoto divodu ve vétsiné méreni
v prvni sérii LF nevznikly.

Pozorovani. Vzdalenost elektrod nehraje velkou roli.

V druhé sérii méfeni jsem umistoval elektrody do ruznych vzdalenosti. V rdmci
jednoho méfeni nebyl rozdil mezi umisténim elektrod. Pokud dochézelo k vybo-
jum, nehréla vzdéalenost roli — LF se nevytvarely. Pokud dochézelo k tvorbé LF,
tvorily se, at uz byly elektrody vzdalené 4 cm nebo 12 cm. Pri prilis malé vzda-
lenosti elektrod dochézelo k obloukovému vyboji mezi elektrodami vzduchem.
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K tvorbé LF tedy nedochézelo.

Zavedu si mérné napéti na materidlu (U). Bude to napéti na jednotku délky.
Pokud oznac¢im napéti zdroje V,,, vzdélenost elektrod d, rezistivitu materidlu p a
odpor obvodu mimo materidl R, mohu vyjadiit mérné napéti jako

p
U(d) = V,.
(d) dp+ R

Jde tedy o hyperbolu posunutou doleva o R. V rozumném Ad se tedy U nezméni
tolik a udrzi se v intervalu vhodném pro tvorbu LF.

Je tedy treba drzet d v néjakém rozumném intervalu. Ten je ale dostatecné
velky, takze pokud se pohybujeme radové v centimetrech, nehraje vzdalenost vel-
kou roli.

Pozorovani. NaHCOj3 je pro tvorbu LF lepsi nez NaCl.

Podle tabulek je pii w = 0,061 vodivost NaCl zhruba dvakrat vétsi nez vodivost
NaHCOj3. S timto vysvétlenim vSak nejsem zcela spokojeny, protoze naprosto
ignoruje chemicky vliv. Po vsdknuti NaHCOj3 totiz dievo zezloutne, zatimco po
vsaknuti NaCl dfevo barvu nezméni. Myslim, Ze tato zména barvy néjak souvisi
s tvorbou LF. Jelikoz vSak nejsem chemik, necham tuto otdzku otevienou pro
nékoho povolanéjsiho.

Pozorovani. LF maji tendenci kopirovat strukturu letokruhi.

Letokruhy jsou stiidani se mékéich a tvrdsich vrstev dreva. Mékké dfevo snad-
néji prohori. Proto se LF $ifi ve sméru letokruh.

Pozorovani. V prvni sérii méfeni nehrala koncentrace roztoku takovy vliv na
tvorbu LF. Drevo bylo prilis mokré, aby dochézelo k tvorbé LF.

Pozorovani. Vétsi vodivost zptisobuje vétsi rychlost tvoreni LF. Pokud se LF
tvori pomaleji, jsou detailnéjsi.

Vétsi vodivost zpusobuje vétsi proud materidlem. Vétsi proud rychleji a vice
spali okolni dievo. Proto se LF Sifi rychleji a jsou méné detailni.

Zéveér
LF se mi povedlo v doméacich podminkach replikovat na dievé pomoci MOT a
roztoku NaHCOs3.

Provedl jsem pfes 100 prilozeni elektrod. Néasledné jsem analyzoval vzniklé
obrazce a hledal zakonitosti. Ty jsem se poté pokusil néjak vysvétlit. Nékteré se
mi vSak vysvétlit nepodarilo a nechdvam je oteviené.

K tvorbé LF je dulezité spravné napéti na materidlu. Toho dosahujeme re-
gulaci vodivosti materidlu pomoci nanaseni vodivého roztoku — napr. vodnym
roztokem NaCl nebo NaHCOg, ktery se ukédzal jako lepsi volba. Dilezité je, aby
nebyl materidl prilis mokry — je tfeba dosdhnout vhodného nasdknuti materialu.
Na vhodnou koncentraci roztoku se mi nepodafilo pfijit kvili tomu, Ze jsem na-
nasel prilis mnoho roztoku. Vzdalenost elektrod nehraje prilis velkou roli. LF maji
tendenci kopirovat strukturu letokruht dreva.
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Nezkoumal jsem vliv napéti zdroje a druhu dfeva. Tim by se dalo na moji
praci navazat. Také by bylo zajimavé vyzkouSet jiné roztoky. Zajimavé by bylo
prozkoumat vliv hustoty letokruhi a toho, jestli jsou elektrody umisténé podél
letokruht, nebo napti¢. V1iv koncentrace roztoki by bylo potieba zmérit znovu.

Prilohy
2. série

Zde naleznete vSechna méfeni v druhé sérii. Kazdy obrazek se sklada z 10 fotek
— fotek jednotlivych méreni. Prvni méreni je nahote, paté je dole. Kazdé métreni
jsem provedl dvakrat — dvé fotky vedle sebe.

» 0"
SN ™

Obrazek 26: NaCl
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Obrazek 27: NaHCOs3

Vysledkova listina 4. Cisla

Ulohy

Po¥. | Jméno R.|>. 1 |t2 t4 t5 k k &l | 20| 2n
1. | Mgr.M™ T, Sourada 4| 381(1,0 1,0 (38,1
2. | Mgr.™ O. Chlubna 2| 34,8 0134,8
3. | Mgr.™ V. Materna 3| 32,6|5,6 5,6 32,6
4.-5. | Mgr.™ T. Flidr 1] 26,0 13,0 13,0 (26,0
Mgr.™ K. Hlougkova 3| 30,5 7,0 7,0126,0

6. | Doc.™ K. Rosick4 4 11425 10,0 10,0 [ 25,7
7.| Dr.MM M. Kalouskové 3| 50,3 0124,8
8. | Mgr.™ M. Souza de Joode | 2 | 40,3 0120,5
9. |Bc.M P, Kolar 3| 17,0 5,0 5,0|17,0
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Ulohy
Po¥. | Jméno R[> [t2 t4 t5 k k & | 20| 2
10. | Be.™M B. Kopésk 3| 17,5 1,5 1,5]14,5
11. | Mgr.™M M. Zimen 41 28,0 14,0 | 14,0 | 14,0
12. [ Be.™M 7. Stépo 79| 13,5]4,0 4,0/13,5
13.-14. | Be.™ J. Piroutek 3| 132(5,5 1,0 6,5(13,2
Mgr.™ J. Razicka 4| 459 10,0 10,0 (13,2
15.-17. | Doc.™ J. Havelka 3 |104,4 6,0 6,0 (13,0
Be.MM K. Kamenéfové 4 | 15,7 0]13,0
Mgr.™ J. Pallovd 4| 41,8 5,0 5,0(13,0
18. | Be."M K. Vokslové 3| 12,4|54 7,0 12,4 (12,4
19.-21. | Mgr.™M M. Bocek 79| 21,4 0/11,0
Be.MM A. Hollmannové 2| 15,0 6,0 6,0[11,0
Be.M M. Vicha Z9| 11,0 0]11,0
22.| Be.™ E. Neumannové 2| 10,1 8,0 8,0/10,1
23.-24. | Dr.™ K. Balej 4| 894 6,0 6,0 9,0
Dr.™M 1. Kundratova 4| 714 0| 9,0
25. | F. Bujnovsky 1 8,8 0] 88
26. | M. Némec 3| 85 8,5 85| 85
27. | Mgr.™ O. Gonzor 21 29,9 0| 8,2
28. | L. Vomelova 3 7,1 5,1 51| 7,1
29.-30. | Be.MM A. Foglarové 4| 126 0| 7,0
Mgr.™ L. Kopfové 4| 38,7 0| 7,0
31. | Mgr.™ E. Vitkova 3| 31,3 3,0 30| 58
32.| Dr.MM B. Hroncové 4| 80,8 0| 5,6
33.| V. Juzkova 2| 55 0| 5,5
34.| Dr.M™ R. Olgsk 4 | 534 5,0 50| 5,0
35. | J. Kvapil 1] 37 0| 3,7
36.-37. | L. Kuncarova 3 3,6 0 3,6
V. Z4k 3 3,6 1,6 1,6| 3,6
38. | J. Kova¢ 4| 35 0| 3,5
39. | Mgr.™™ M. Holubigka 3| 37,8/3,0 3,0| 3,0
40. | R. Zaviel 3| 26 0| 2,6
41. | N. Koscelanska 3 2,0 0 2,0
42.-43. | J. Prerovska 3 1,0 0 1,0
M. Turinska 2 1,0 0 1,0

Sloupecek 271 je soucet vSech bodu ziskanych v nasem seminéfi, Zo je soucet bodu

v aktualni sérii a 21 soucet vSech bodu v tomto ro¢niku. Tituly uvedené v predchozim
textu slouzi pouze pro tcely M&M.




55

ERES  XXV/6

Vysledkova listina 25. roéniku

Cislo
Por. | Jméno R. Z,l 3 4 5 6 Zl
1. | Mgr.™ T. Sourada 4. | 38178 27,0 2,3 1,0 (38,1
2. | Mgr.™ 0. Chlubna 2. | 34,8| 4,8 19,5 10,5 0 [34,8
3.| Mgr.™ V. Materna 3. | 326|170 0 10,0 5,6 |32,6
4-5. | Mgr.™ T Flidr 1. | 26,0[13,0 0 0 13,0(26,0
Mgr."™™ K. Hlouskova 3. | 30,5/10,0 8,0 1,0 7,0 [26,0
6. | Doc.™ K. Rosickd 4. [142,5| 3,0 3,0 9,7 10,0|25,7
7.1 Dr.M M. Kalouskové 3.1 50,3| 48 7,5 125 0 |248
8. | Mgr.™ M. Souza de Joode| 2. | 40,3|80 125 0 0 |20,5
9. | Bc.M P. Kolar 3.1 170/ 0 0 12,0 5,0 |17,0
10. | Be.™M B. Kopédk 3.1 175/ 0 0 13,0 1,5 145
11. | Mgr.™ M. Zimen 4.1 280 0 0 0 14,0[14,0
12. [ Be.™ J. Stépo 79.| 135(50 45 0 4,0 (135
13.-14. | Be."™ J. Piroutek 3.1 132 0 0 6,7 65 [13,2
Mgr.™ . Ruzicka 4. | 4591 0 0 3,2 10,0]13,2
15.-17. | Doc.™ J. Havelka 3.11044| 0 7,0 0 6,0 13,0
Be.M K. Kamenéfova 4. | 15,71 0 80 50 0 |13,0
Mgr."™™ J. Pallové 4. | 41880 0 0 50 (13,0
18. | Be."M K. Vokélova 3.1 124, 0 0 0 124[124
19.-21. | Mgr.™ M. Bocek Z9.| 214| 0 11,0 0 0 |11,0
BeMM A Hollmannova, 2.1 150/ 0 0 50 6,0 |11,0
BeM M. Vicha Z9.| 11,0 0 11,0 0 0 |11,0
22.|Be.™ E. Neumannové 2.1101] 0 0 21 80 |10,1
23-24. | Dr.™ K. Balej 4.1 89,4130 0 0 60/ 90
Dr.™ L. Kundratové 4.1 71,4190 0 0 0 | 90
25. | F. Bujnovsky 1.| 88[88 0 0 0 | 88
26. | M. Némec 3.1 85/ 0 0 0 85| 85
27. | Mgr.™ 0. Gonzor 2.1 29945 0 3,7 0 | 82
28. | L. Vomelova 3. 7,11 0 0 20 51| 7.1
29.-30. | Be.™M  A. Foglarova 4.1 126/ 0 70 0 0 | 7,0
Mgr."™™ L. Kopfové 4.1 387/ 0 70 0 0 | 7,0
31. | Mgr.™ E. Vitkova 3.131,3/1,5 0 1,3 30| 58
32. | Dr.™ B. Hroncové 4.1 8,8 0 56 0 0 | 56
33.| V. Jizkova 2.1 55/55 0 0 0 | 55
34.|Dr.M™ R. Olssk 4.1 534 0 0 0 501 50
35. | J. Kvapil 1.| 37137 0 0 0 | 37
36.-37. | L. Kuncarova 3.1 36|36 0 0 0 | 36
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Cislo
Por. | Jméno 271 3 4 5 6 Zl
V. Zék 36/ 0 0 20 16| 3,6
38. | J. Kovad 35(35 0 0 0 | 35
39. | Mgr.™™ M. Holubicka 378 0 0 0 30/ 30

B W e s ol d

40. | R. Zavrel 26123 0 03 O 2,6

41. | N. Koscelanska 200 0 20 O 0 2,0
42.-43. | J. Prerovska 1,00 0 1,0 O 0 1,0
M. Turinska 1,0 0 0 10 O 1,0

Sloupecek ) | je soucet vSech bodi ziskanych v nasem semindii, ), je soucet bodi
v aktudlni sérii a 21 soucet vSech bodt v tomto ro¢niku. Tituly uvedené v predchozim
textu slouzi pouze pro tcely M&M.

Casopis M&M je zastfeen Matematicko-fyzikalni fakultou Univerzity Karlovy. S ob-
sahem casopisu je mozné nakladat dle licence CC BY 3.0. Autory textu jsou, neni-li
uvedeno jinak, organizatori M&M.
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