STUDENTSKY CASOPIS A KORESPONDENCNI SEMINAR

Roénik XXV
Cislo 5

MATEMATIKA FYZIKA INFORMATIKA

Uvnitf najdete nékolik témat a s nimi souvisejicich Gloh. Zamyslete se nad nimi a poslete
nam sva feseni. My vam je opravime, posleme zpét s dalSim Cislem a ta nejzajimavéjsi
z nich otiskneme. Nejlepsi feSitele zveme na podzim a na jafre na sousttedéni.
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Mili fesitelé,
v rukou drzite letosni posledni ¢islo se zadanim. Dalsi série bude obsahovat pouze
feSeni tématek a nejzajimavejsi resitelské clanky. Zde méte posledni moznost pre-
Cist si néco nového o kryptografii a elektronickém podepisovani nebo o geometric-
kych algoritmech ¢i statistice po¢tu cestujicich v tramvaji.

V sobotu 30. bfezna zacina jarni soustiedéni, na které se uz jisté tésite. Pokud
jste nebyli pozvani, nezoufejte a pilné reste, na podzim budeme poradat dalsi.

Hodné tspéchi preji

Organizdtori

Zadani a reseni témat
Termin odeslani 5. série: 14. 5. 2019

Téma 1 — Paradoxni vysledky

Toto tématko uz nebude mit nové zadani, ale to neznamena, ze nemuzete dal zkou-
Set testovat své vlastni teorie. Reseni predchozich sérii budou zvefejnéna v pristim
Cisle, do té doby muzete posilat své napady. Pro pripomenuti zde zopakujeme pro-
blémy zadané v minulych ¢islech, muzete si ale vymyslet i vlastni experimenty:

Problém 1: Ovérte, zda i pro ostatni kapaliny (tzn. nejen pro vodu) plati, Ze na
pocdtku teplejsi kapalina mrzne rychleji. Vyzkousejte napr. mléko, vodu se soli a
tak dale. Na cem si myslite, Ze bude visledek méreni zdviset? Zkuste navrhnout
kapalinu, na které bude efekt nejsilnéjsi. Zkuste zmenit podminky, za kterych voda
a vdmi zvolené kapaliny tuhnou, tim, Ze zamezite pohybu molekul v objemu kapa-
liny ¢i zmenite odvod tepla tim, Ze do kapaliny néco vloZite. Diskutujte dusledky
techto vdmi zmenénych podminek.

Problém 2: Zmerte zdvislost teploty kapaliny na case pro dvé ruzné nddoby a
poté i pro dvé ruznd podloZi z ruznych materidli. Jak materidl nddoby a podlozi
ovliviiuje prubéh tuhnuti? Jak zdvisi doba tuhnuti na vgkonu mrazdiku? Odhad-
néte konkrétni hodnoty pro vds mrazdk. Diskutujte vliv parametri své ndadoby a
parametri jejiho okoli na velikost tepelného toku. Pokud jste pouzili nadobu, kterd
nemd vdlcovity tvar, vzorec pro vypocet tepelného toku si najdéte napr. v odborné
literatute ¢ na internetull]

Pdja a Matej; pavla.trembulakova@seznam.cz
e-mailovd konference: paradoxni@mam.mff.cuni.cz

Inapt. studijni text Fyzikaln{ olympiddy: http://fyzikalniolympiada.cz/texty/texttz.pdf
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Téma 2 — Principy kryptografie

Elektronicky podpis

V tomto ¢isle se podrobnéji podivame na to, jak funguje elektronicky podpis.
Ukéazeme si, jak funguje podepisovani zalozené na asymetrické kryptografii, které
je vyuzivano napriklad v novych obcanskych prikazech nebo pii pouziti klient-
skych certifikatt na webu. Ale to ndm nebude stacit, a tak se budeme zabyvat i
implementacné jednodussi formou ovéreni integrity zpravy, kterd je zalozena Cisté
na hashovacich funkcich.

Pokud jste v rdmci tohoto tématu necetli ivodni texty k hashovacim funkeim
(vyslo v 2. ¢isle) a k asymetrické kryptografii (najdete v 4. ¢&isle), doporucujeme
je pred ¢tenim tohoto textu alespon zbézné prolistovat.

Co mam podepsat?

Asi uz tusite, ze pokud v néjaké kryptografické operaci drobné upravim vstup,
miva to zasadni dopad na vysledek. V mnoha pfipadech je takové chovani dokonce
velmi zadouci. V pripadé elektronického podpisu to na nas ale klade velké naroky
na presnost: podpis bude vzdy platny pouze pro presné specifikovany dokument.
Pokud na jeho konec pridam navic jeden prazdny radek, podpis se stane neplat-
nym. Nez néjakd data podepisu, musim presné specifikovat, jak vypadaji.

Pokud chci podepsat jenom néjakou skupinu hodnot, stac¢i mi definovat, jak
je za sebe poskladam.

Problém 1 [1b]: Predstavme si, Ze v elektronickém bankovnictvi chceme podepsat
prikaz k dhradé. Nejjednodussi pristup je vzit jednotlivé polozky platby a naskladat
je za sebe.

Vijslednyj tetézec by mohl mit napriklad tvar UCET _ODESILATELE |UCET _
ADRESATA| ZPRAVA_PRO_ADRESATA| CASTKA| KONSTANTNI _SYM-
BOL|| VARIABILNI _SYMBOL| SPECIFICKY SYMBOL, kde || znaci spojent
retézci.

Je takovy pristup pro redlné situace dostatecny, nebo prindsi néjaké riziko?
DokdzZete navrhnout, jak vytvorit retézec lépe?

Vv

Trochu komplikovanéjsi je situace ve chvili, kdy chceme podepsat cely doku-
ment. Mohli bychom vzit binarni soubor tak, jak je ulozeny na disku pocitace, a
k nému spocitat podpis. To se skuteéné casto déla. Ale ve vysledku pak mame dva
soubory — vlastni soubor s obsahem a podpis, coz nemusi byt praktické. Pravdeé-
podobné jste nékdy potkali podepsany PDF dokument a zadny specialni soubor
s podpisem jste nepotiebovali. To je mozné diky tomu, Ze format PDF (a mnohé
dals{) poc¢itd s moznosti ulozeni podpisu pfimo do dokumentu. V rdmci dokumentu
je specifikovana oblast, kterd je podepisovand, a vedle je uloZeny podpis.

Napada vas néjaké tskali tohoto pristupu? Kdyz méate podepsany PDF doku-
ment, neni podepsany cely dokument, ale pouze jeho ¢dst! Mnoho prohlize¢t vam
ale pouze zobrazi informaci o tom, ze dokument je podepsany, ale uz nespecifikuje,
co vSechno podepsand ¢ast obsahuje. Takze to miize byt tfeba jenom nadpis.



Asymetricka kryptografie

Vsimli jste si v minulém ¢isle zvlastni symetrie u RSA? Kdyz Sifruji pomoci ve-
fejného exponentu (e), déldm Gplné ty samé operace jako kdyZ pomoci privatniho
exponentu (d) desifruji. Tato skutecnost ndm umoziuje vyuzit RSA ,naopak*
pro elektronicky podpis.

Pokud chci néjaky dokument podepsat, tak ho zasifruji pomoci privatniho
exponentu (d) a dokument i Sifrovy text, kterému nyni ¥ikdm podpis, zvefejnim.

Kazdy, kdo znd muj vefejny kli¢ (n,e), si nyni mize muj podpis ovétit. Pokud
podpis desifruje pomoci vefejného exponentu (e), dostane zverejnény dokument.

Pro praktické pouziti je omezenim skutecnost, ze pomoci RSA nemohu Sifrovat
zpravy vétsi, nez je modul (znadili jsme n). Proto se typicky nepodepisuje pfimo
zprava, ale jeji hash. Z dilu o hashovacich funkcich vime, ze jsou navrzeny tak, aby
bylo vypocetné velmi obtizné najit dvé zpravy se stejnym hashem. Pokud tedy do-
staneme zpravu a podpis hashe, ktery zpravé odpovidé, je velmi pravdépodobné,
ze byla podepsana skutecné tato zprava.

Pokud nékdy uslysite o podepisovani pomoci certifikdtu (tfeba i generovanych
na ruznych ¢ipovych kartdch a podobné) a bude vam to ptripadat hrozné sloZité,

vvvvvv

nazyvané DSA ¢i ECDSA.

Problém 2 [3b]: Pokud chceme uzavirat elektronicky smlouvy, objevuje se ndm
jeste jeden problém: casto je dulezité prokdzat, kdy byla smlouva uzavrena. Napadd
vas néejaké resent, jak do podpisu pridat nezpochybnitelnou informaci o casu, kdy
k nému doslo?

Problém 3 [14+10b]: Ze stranek tématu https: // mam. mff. cuni. cz/problem/
2203/| si muzete stéhnout PDF podepsané pomoci RSA. Zkuste zjistit co nejvice
o pouzitém klici. Jeden bod je za modul a verejny exponent. Za privdtni klic je
specidlni odména 10 bodi. Pokud ho budete chtit ziskat, asi se budete muset po-
rozhlédnout po néjakych znamich tocich na RSA.

Problém 4 [2b]: Chcete poslat esent ulohy obsahujici libovolné nesmysly a ziskat
plny pocet bodu? Priveé mdte sanci. Za sprdvné bude pokldddno kazZdé resent, které
bude zasldno elektronicky v PDF podepsaném klicem, ktery najdete na webovijch
strankdch tématu.

HMAC

Elektronicky podpis je prostiedkem, jak zarucit, ze prendsena zprava nebude po
cesté nijak upravena. Pokud se spolu bavi dvé strany a pii komunikaci podepisuji
odesilané zpravy a ovéruji podpisy prijatych zprav, maji jistotu, ze pri prenosu
nedoslo k zadné zméné.

Ve chvili, kdy si komunikujici strany navzdjem véri, je vyuziti asymetrickych
podpist zbytec¢né slozité. Staci vyuzit vlastnosti ndm jiz znamych hashovacich
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funkci. Ty by mély fungovat tak, aby znalost hashe nedavala zadnou informaci
o puvodnim textu. Dokonce i kdyz zndm kus ptuvodniho textu, tak by mi znalost
hashe neméla pomoct poznat i zbylou ¢ast.

HMAC (Keyed-hash Message Authentication Code) v principu funguje tak, ze
si komunikujici strany nejdiive vymeéni symetricky sdileny kli¢ (tedy obé strany
maji stejny kli¢) a potom pocitaji hash z kli¢e spojeného se zpravou.

Problém 5 [2 + 4b]: Nejprimitivnéjsim pristupem pro tvorbu HMAC by bylo
pocitat Hash(klic|| zprdva), kde || znaci spojeni textovych retézcii.

Takovy pristup by ale pri pouZiti béznygch hashovacich funkci (SHA1, SHA256,
RIKSHA, ...) umoznoval pri odposlechu podepsanych zprdv podepisovat dalsi
zprdvy 1 bez znalosti klice. Za teoreticky popis slabiny nabizime 2 body.

Dalsi 4 body lze ziskat za praktickou demonstraci. Zachytili jste zprdvu ,,Mam
rad jablka.“ a jeji podpis 50BA1EOA5660AC90. Vite, Ze podpis je spocitin jako
RIKSHA(Kli¢ || zprdva). Dokdzete ziskat podpis zprdvy, kterd obsahuje mimo jiné
text ,Nemam rad hrusky “?

Popis hashovaci funkce RIKSHA wvcetné jeji kompletni implementace lze najit
ve 2. cisle.

Aby bylo zamezeno praktickym i spiSe teoretickym ttokum, pocitd se HMAC

dle standardu trochu slozitéji, konkrétné:

HMAC(K,m) = H((K @ opad) | H ((K & ipad) || m)),

kde H je hashovaci funkce, K tajny klic zarovnany na velikost bloku, m pode-
pisovana zprava a opad = 5C5C ...5C a ipad = 3636...36 dvé fixni konstanty
dlouhé dle velikosti bloku hashovaci funkce.

Ackoli na prvni pohled mize HMAC vypadat slozité, je jeho vypocet velmi
rychly a ve chvili, kdy je potieba zajistit integritu velkého mnozstvi dat, je velmi
uzitecny.

Problémy zadané v predchozich Cislech

A7 do terminu odeslani paté série muzete posilat také Teseni vsech problémi
zadanych ve tfetim a ¢tvrtém cisle a tloh 4, 5 a 6 z druhého cisla.

Pokud jste jiz nad témito problémy stravili spoustu ¢asu a zajimalo by vés
reseni, tak se nebojte, Ze byste se ho nedockali. Vzorova reseni vsech zadanych
uloh otiskneme.

Kuba a Kata; jakub.topfer@matfyz.cz
e-mailovd konference: krypto@mam.mff.cuni.cz
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Téma 3 — Neznamy meésic
Ke tfetimu tématku muzete stdle fedit tieti a étvrtou sérii tloh. Reeni k nim
najdete v pristim cisle.
Pro pripomenuti prikladame ptislusna zadani.

Zadani 3. ¢&isla

P1i prizkumu mésice jste nalezli dalsi tlomky své lodi. Jeden obsahoval digitalni
magnetometr. Nechali jste ho na své zdkladné, kterd je na rovniku mésice, a
zaznamenavali jste po dobu jednoho obéhu kolem planety amplitudu magnetické
indukce (viz obrézek [I).
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Obrazek 1: Méfeni magnetické indukce po dobu jednoho obéhu kolem planety

Vnéjsi magnetické pole télesa mizeme modelovat pomoci dvou péld, z nichz
kazdy lezi v poloviné tisecky mezi stfedem planety a jednim z jejich rotac¢nich péla.
Jeden pdl bude kladny, druhy zaporny. Magnetickou indukci B v urcitém bodé
pak podéitame stejné, jako bychom pocitali intenzitu elektrického pole, kdyby to
byly dva elektrické naboje. Muzeme ale zanedbat konstanty, protoze ,,magneticky
néboj“ pélu @ nemd zddnou fyzikdlni reprezentaci. Poc¢itame tedy B =3 %, kde
r je vzdéalenost magnetického naboje od mista vypoc¢tu indukce.

Co o planeté a mésici vite pfedem: polomér mésice R, = 5000km, polomér
planety R, = 110000 km, polomér obéhu meésice a,, = 400000 km, sklon rotacni
osy planety vic¢i obézné draze mésice § = 25°, perioda rotace mésice 22hod,
perioda obéhu meésice 1700 hod.

Problém 1 [2b]: Vysvétlete, ¢im je zpisobeny tvar grafu na obrdzku .
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Problém 2 [5b]: Urcete amplitudu magnetické indukce na pdlech mésice, pokud
zanedbdte pole zpusobené planetou, a amplitudu magnetické indukce na pélech pla-
nety, pokud zanedbdte pole zpisobené mesicem.

Zadani 4. Cisla

Agentura, ktera vas posilala, vas nechala zabalit do krabicky cca 20 x 20 x 20 cm
libovolné vybaveni. Tuto krabicku jste nyni nasli. Co vSechno mizete o planeté
zjistit pomoci zafizeni ¢i materidli dovezenych v takto omezeném prostoru? M-
zete zjistit, zda je na planeté bakteridlni Zivot? Nebo urcit slozeni pudy? Nebo
néco jiného? Neberte toto prostorové omezeni iplné presné, sta¢i nam odhady, co
by se tam mohlo vejit. Muzete pouzivat jakékoliv soucasné technologie a predpo-
klddat i trochu vyvoje (napf. integrovani riznych senzorti k jednomu pocitaci).
Vystupem by mélo byt slozeni krabicky, které povazujete za optimalni. Jako bonus
muzete prilozit vykresy rozlozeni krabicky (pokud chcete 3D, Autodesk Inventor
a Fusion 360 jsou pro studenty zdarma).

Kuba a Kubo; kusnir. jk@gmail.com
e-mailovd konference: mesic@mam.mff.cuni.cz

Téma 4 — Algoritmy od nuly (do n)
Geometrické algoritmy

Zadani 5. série

Vitame vas u posledniho dilu naseho tématka, ve kterém kratce zabrousime do
geometrickych algoritmu. Jako obvykle jesté pripomindm, ze tématko je urceno
pouze Tesitelim, ktefi algoritmy, které se snazime vymyslet, jesté neznaji.

Body a pfimky

V nasem kratkém tivodu do geometrickych algoritmt budeme celou dobu pracovat
v roviné s kartézskou soustavou souradnic. Kazdy bod bude tedy reprezentovan
dvojici ¢éisel (v tomto dile témétka budeme predpoklddat, Ze umime pracovat
s redlnymi ¢isly stejné, jako s celymi). Usecka ¢i pfimka je potom jednoznaéné
urcena dvojici bodt. Jak pravdépodobné ze skoly vite, kazdd primka v roviné jde
zapsat rovnici ax + by + ¢ = 0, kde a, b a ¢ jsou konstanty (ke kazdé piimce
existuje nekonecné mnoho takovych rovnic — stac¢i celou rovnici prenasobit nenu-
lovym ¢islem). Kazdou piimku tedy umime zapsat dvéma zpusoby (dvojici bodi
nebo rovnici), které na sebe umime v konstantnim ¢ase prevadét. Pokud mame
dané body A[zy1,y1] a Blxa,ya], miuzeme vyfesit soustavu dvou linedrnich rovnic
ax1+by; +c =0 a axs + bys + ¢ = 0 a ziskat tim rovnicovy tvar. Naopak do-
sazovanim za jednu z proménnych do rovnicového tvaru muzeme ziskat libovolné
mnoho bodi primky. Prisecik dvou piimek tak muzeme jednoduse najit v kon-
stantnim case — prevedeme obé primky na rovnicovy tvar a vyreSime soustavu
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dvou linearnich rovnic. Podobné ziskame i prusec¢ik dvou tsecek — najdeme pruse-
¢ik prislusnych dvou primek a poté zkontrolujeme, ze souradnice lezi ve spravnych
intervalech.

Kdyz mame dany bod a primku, ¢asto se ndm hodi zjistit, na které strané
od primky bod lezi. Proto si pro kazdou pfimku musime urcit, kterym smérem
je orientovand. Pro pfimku danou body A, B tedy budeme vzdy predpokladat,
7e je orientovand smérem od A k B. Tak dokézeme o kazdém bodu Tict, zda lezi
vpravo ¢i vlevo od pifmky (piipadné nalezi piimce).

Problém 1 [1b]: Mdte zadanou orientovanou primku Alx1,y1], Blxe,ys] a bod,
ktery na ni nelezi. Vymyslete, jak v konstantnim case zjistit, jestli bod lezi vpravo
nebo vlevo od primky. Nezapomente na specidlni pripady, jako je primka rovno-
béznd s osou souradnic.

Kdyz méame body a usecky, muzeme si trividlné definovat n-tithelnik. Uréime
ho jednoznacné vyctem jeho vrcholl v poradi, v jakém lezi na jeho obvodu. Nyni
uz mame vse potrebné, abychom mohli algoritmicky ovérit, zda bod lezi v daném
n-thelniku.

Problém 2 [1b]: Mdte konvexni n-ihelnik zadany victem bodi na obvodu a bod.
Zjistéte, zda bod lezi uvnitr n-uhelniku. Nezapomente na casovou sloZitost.

Problém 3 [2b]: Vyreste predchozi problém i pro nekonvexnd n-thelniky.

Zametani roviny

Nyni si predvedeme jednu obecnou techniku pro geometrické algoritmy — zametani
roviny pfimkou. Myslenka je nasledujici. Vezmeme si svislou primku a posunujeme
ji pres celou rovinu zleva doprava. Kdykoliv se primka protne s néjakym objektem,
zastavime se a objekt néjakym zplsobem zpracujeme. Takovéto situaci, ve které
primku zastavime, fikdme uddlost. Ve skutecnosti samoziejmé primkou nezame-
tame celou nekonec¢nou rovinu ani zadny spojity interval, ale zacneme od nejlevéjsi
udélosti, skaceme vzdy na uddalost nasledujici a skon¢ime u té posledni.

Zatim to zni velmi abstraktné, proto si zametdni roviny predvedeme na kon-
krétnim pripadu. Méjme zadanych n tsecek v roviné. Pro jednoduchost necht
jsou tsecky v obecné poloze (tedy nenastévaji zadné specidlni ptipady jako rov-
nobéznost s osou souradnic, prusecik tii usecek v jednom bodé, dvé tsecky s vice
nez jednim spoleénym bodem, koncovy bod tsecky lezici na jiné tsecce...). Na-
$im cilem bude najit vSechny pruseciky téchto tsecek. Nejjednodussi zpusob je
samoziejmé projit vSechny tsecky a pro kazdou z nich zkontrolovat prisecik se
vSemi zbylymi tseckami. Najit prisecik dvou tsecek umime v konstantnim case,
¢asova slozitost naivniho algoritmu tedy bude O(n?). Tato slozitost je v obecném
pripadé optimadlni, jelikoz kazdé dvé tsecky se mohou protinat, coz nam dava az
O(n?) priise¢ikli. Ve skuteénosti ale takova situace vétsinou nenastane. Budeme
tedy predpoklddat, ze prisecikit tsecek je pfiblizné O(n) a pokusime se najit
algoritmus s lepsi ¢asovou slozitosti vzhledem k poctu prusecikia p.
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Nyni tedy konecné vyuzijeme slibované zametani roviny. Po celou dobu béhu
algoritmu si budeme pamatovat dvé véci. Prvni z nich je prurez, tedy seznam
vSech usecek, které primka aktualné protina setiidény vzestupné podle souradnic
prunika s pfimkou (v prifezu ale nemdme uloZeny primo soufadnice prisecikii
s primkou, které se prubézné méni, ale krajni body tsecek, ze kterych umime pru-
seCik kdykoli v konstantnim ¢ase spocitat). Druhd véc je kalenddr. To je seznam
vsech pravé naplanovanych udalosti, setfidény podle jejich z-ové souradnice. V ka-
lendari mame ulozené krajni body vsech tusecek, které lezi napravo od zametaci
primky a navic pro kazdou tdsecku v prurezu jeji pripadné pruseciky se dvéma
useckami, se kterymi v prufezu sousedi (jak se pruse¢iky do kalendére dostanou
se za chvili dozvite). Na zacatku je tedy prifez prazdny a v kalendafi jsou pouze
krajni body usecek. V kazdém kroku algoritmu vzdy posuneme zametaci pfimku
na ndsledujici udédlost (ta je hned na zacatku kalendare), nasledujicim zpisobem
upravime prurez i kalendar a zpracovanou udalost poté z kalendare smazeme.

L)

e
AN IJ

Pokud je udalosti pocateéni bod usecky u, pridame ji nejdrive na spravné
misto do prufezu (tedy mezi néjaké dvé tsecky t,v). Pokud jsme méli v kalen-
dari napldnovan prusecik tsecek t,v, odebereme ho (abychom dodrzeli pravidlo
z definice kalendére, Ze jsou v ném uloZeny jen pruseciky tsecek, které v prufezu
soused{). Na zavér ovéfime, zda se tisecka u protind s dseckami ¢ a v a pripadné
nalezené pruseciky pfiddme do kalendare.

Pokud jde o koncovy bod tusecky, zachovame se podobné. Smazeme tsecku
z prurezu a pridame do kalendare pripadny prisecik dvou tusecek, které spolu
nyni nové sousedi.

Pokud je udalosti prusecik tsecek, vypiseme pruse¢ik na vystup a tyto dveé
usecky v prurezu prehodime. Opét odebereme z kalendéare pripadné pruseciky
usecek, které spolu nové nesousedi a priddme pripadné pruseciky usecek, které
spolu nové sousedi.
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Tim je algoritmus hotov. Pro¢ funguje? Staci si uvédomit, ze tésné pred tim,
nez se dvé usecky protnou, museji spolu v prurezu sousedit. Kdyz si tedy v kazdém
okamziku pamatujeme priseciky sousednich tsecek, na zadny z nich nezapome-
neme a vsSechny vypiSeme na vystup.

Zbyva urcit ¢asovou slozitost. Algoritmus evidentné udéld O(n + p) kroki,
jelikoz v kazdém kroku zpracuje krajni bod tsecky nebo prusecik. Jak dlouho
trva jeden krok algoritmu? V kazdém kroku provedeme konstantné mnoho operaci
s kalendarem a s prurezem. Zalezi tedy na datové strukture, do které si kalendar
a prurez ulozime a na slozitosti jejich operaci. My pro oboji pouzijeme vyvdzZeny
bindrni vyhleddvact stromE| ktery dokaze udrzovat setfidény seznam a provadét na
ném operace vkladani, mazani a hledani naslednika v logaritmickém case vzhledem
k po¢tu uloZenych prvki. Jelikoz v kalendafi i v prufezu je vzdy maximélné O(n)
prvki, zabere ndm kazdy krok algoritmu cas O(logn) a ¢asova slozitost celého
algoritmu je rovna O((n + p) logn).

Vasim poslednim tkolem je vyuzit zametani roviny a dalsich znalosti z to-
hoto dilu tématka k vytvoreni algoritmu na nalezeni nejmensiho konvexniho n-
thelniku, ve kterém lezi vsechny zadané body. Slibujeme, Ze k FeSeni nebudete
potiebovat zadné pokrocilé datové struktury, které jsme si neukazovali.

Problém 4 [4b]: Mdte zaddno n bodi v roviné. Vasim idkolem je vymyslet co nej-
rychlejsi algoritmus na nalezeni nejmensiho konvexniho n-thelniku, ktery ob-
sahuje vsechny body. MuizZete si to predstavit tak, Ze kolem hrebiki zatlucenych
v rovné desce natihneme velkou kruhovou gumicku. Gumicka tvori hledany kon-
vexni n-uhelnik. Vijstupem vaseho algoritmu by mel bijt seznam vrcholi hledaného
n-thelniku v poradi, v jakém lezi na obvodu (kaZdy z vrcholi bude evidentné roven
nékterému z bodid na vstupu,).

Reseni 3. série

Nejdrive bychom se radi omluvili za dvé chyby, které se ndm vloudily do zadani
3. série. Prvni z nich se nachézi v zadani prvniho problému — s vyuzitim datovych
struktur, o kterych jsme v tématku zatim psali, se nedaji splnit vSechny podminky.
Konkrétné jsme do zaddni omylem pfidali poZzadavek na pfidavani vrcholt (k jeho
vyFeseni bychom potfebovali rostouci pole). Druhd chyba je ukryta v zadani pro-
blémi 2 a 3. Prohledavani do sitky, které jste méli v téchto problémech vymyslet
se neda jednoduse ziskat memoizaci trividlniho feseni. Za chyby se omlouvame a
pokusime se jich do budoucna vyvarovat.

2Vyvéazené binarn{ vyhledavaci stromy si bohuzel nestihneme ukézat, miizete si o nich piecist
tfeba v kuchafce nasich kamarddta z KSP: https://ksp.mff.cuni.cz/kucharky/vyhledavaci-
stromy/


https://ksp.mff.cuni.cz/kucharky/vyhledavaci-stromy/
https://ksp.mff.cuni.cz/kucharky/vyhledavaci-stromy/
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Problém 1

ZadAani:

Vymyslete, jak do paméti ulozZit graf, abychom pro kazdy jeho vrchol mohli v case
O(pocet jeho sousedit) najit vsechny jeho sousedy a abychom zdrover uméli do
grafu v konstantnim case pridat hranu ¢i vrchol (tim uZ dokdZeme zdrovern cely
graf v case O(n + m) wvyrobit, pokud ndm nékdo postupné ddvd jeho vrcholy a
hrany). Nemusite oSetrovat pripady nevalidnich vstupi, jako je treba priddnd jiz
existujictho vrcholu.

Reseni:

Jak jiz bylo zminéno, podminka na priddni vrcholu v konstantnim case byla v za-
dani nadbytecna, plny pocet boda tedy bylo mozné ziskat i za TeSeni, které ji
nesplnovalo.

Graf o n vrcholech a m hraniach reprezentujeme polem délky n, ve kterém
je na i-té pozici ulozen spojovy seznam vsSech sousedi i-tého vrcholu (v piripadé
izolovaného vrcholu prazdny seznam). Kdyz tedy chceme najit vSechny sousedy
vrcholu, najdeme v konstantnim c¢ase jeho pozici v poli a v ¢ase linedrnim vzhle-
dem k poctu sousedu projdeme spojovy seznam jeho sousedil. Pro pfidani hrany
mezi vrcholy u, v sta¢i oba vrcholy v konstantnim ¢ase najit v poli, na konec se-
znamu na u-té pozici pridat v a na konec seznamu na v-té pozici pridat u, coz nam
vSechno zabere pouze konstantni ¢as. Pro pfiddvani vrcholi bychom potfebovali
rostouci pole, které jsme ale v tématku bohuzel nestihli probrat.

Problémy 2 a 3

Zadani:
Vymyslete zpisob, jak pro kazdy vrchol grafu spocitat jeho vzddlenost od daného
vrcholu v.

Zkuste vylepsit memoizact casovou slozitost vaseho Tesent problému 2. Nezapo-
mente Tict, jakou datovou strukturu pouzijete k ukldddani jiz spocitanych vysledki
funkce pri memoizaci a zohlednit to v analyze casové sloZitosti.

Reseni:
Jak jsme psali jiz v ivodu, v feseni nakonec memoizaci nepouzijeme.

Vrcholy ve vzdalenosti 1 od v najdeme trividlné — jsou to jeho sousedi. Vrcho-
liim ve vzdalenosti k ddle budeme fikal vrcholy v k-té vrstvé. VSechny vrcholy ve
druhé vrstvé jsou sousedy vrchola z prvni vrstvy. Naopak to ale neplati — ne kazdy
soused vrcholu z prvni vrstvy lezi ve druhé vrstvé. Vrcholy z prvni vrstvy totiz
navic mohou sousedit s jinymi vrcholy z prvni vrstvy a s vrcholem v. V druhé
vrstvé tedy lezi pravé ti sousedi vrcholi z prvni vrstvy, ktefi nelezi v prvni ani
nulté vrstve.

Analogicky muzeme zadefinovat vrcholy z tfeti vrstvy — jsou to prave ti sousedi
vrcholi z druhé vrstvy, kteri nelezi v nulté, prvni ani ve druhé vrstvdﬂ Obecné

3Nultou vrstvu ve skute¢nosti ani nemusime zakazovat — vrchol k-té vrstvy totiz muiiZe sou-
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vrstva 2

Obrazek 2: Rozdéleni vrcholi do vrstev

v k-té vrstvé lezi praveé ti sousedi vrcholt z (k—1)-ni vrstvy, ktef{ nelezi ve vrstvach
0 az k — 1. Pokud jsme tedy nalezli prvnich k& — 1 vrstev, dokdzeme k-tou vrstvu
jednoduse najit v ¢ase O(pocet sousedt vrcholt z (k — 1)-ni vrstvy).

Takovym to zpisobem tedy mtZzeme postupné nalézt vSechny vrstvy (tedy pro
kazdy vrchol spocitat vzdélenost od v). Vytvorime si pole délky n, ve kterém je na
i-té pozici uloZeno, v jaké vrstvé lez{ vrchol ¢ (u zatim nezafazenych vrchold muze
byt tfeba —1). Na za¢dtku nastavime vrstvu v na 0 a vlozime ho do fronty. Ve
fronté tedy nyni mame celou nultou vrstvu. Poté vzdy odebereme vrchol z fronty,
zjistime jeho ¢islo vrstvy k, projdeme vsechny jeho sousedy a tém, ktefi jesté
v zadné vrstvé nelezi, nastavime vrstvu k£ 4+ 1 a pridame je do fronty. Je dobré si
uvédomit, ze ve fronté mame vzdy vrcholy dvou vrstev — z jedné z nich odebirame
vrcholy a do druhé pridavame. Nemusime si ale pamatovat, kde v danou chvili lezi
rozhrani mezi vrstvami, kdyz pri odebrani vrcholu z fronty vzdy zkontrolujeme
¢islo jeho vrstvy.

Jaka je Casova slozitost algoritmu? Kazdy vrchol do fronty jedou pridame a je-
dou odebereme, to ndm bude trvat O(n). Navic jesté béhem odebirdn{ prochézime
vSechny sousedy odebiraného vrcholu. To nam bude trvat tolik ¢asu, kolik méa vr-
chol sousedi, coz je, secteno pres vSechny vrcholy, dvojndsobek poctu hran grafu,
tedy O(m). Celé prohleddni grafu do sirky tedy stihneme v éase O(n + m).

Problém 4

Zadani:

Najde vds algoritmus nejkratsi cestu i v ohodnoceném grafu? (V takovém pripadé
myslime délkou cesty soucet ohodnocend jejich hran, viz vgse.) Pokud ano, vysvét-
lete proc. Pokud me, najdéte protipriklad.

sedit pouze s vrcholy ve vrstvach kK — 1, k a k4 1, protoze vrstvy udavaji vzdalenosti od v a neni
mozné, aby spolu sousedily vrcholy, jejichz rozdil vzdalenosti od v je vétsi nez 1.
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Obrazek 3: Protipriklad pro problém 4

Reseni:

Prohledavani do sifky v ohodnoceném grafu nejkratsi cestu najit nemusi. Jako
protipiiklad ndm staéi trojihelnik (Gplny graf na tfech vrcholech) u, v, w. Hrany
z pocatecniho vrcholu u ohodnotime ¢isly 1 a 10 a zbylou hranu (v, w) ¢éislem 1.
Prohledéavani do sitky z vrcholu u potom najde pro vrcholy u, v, w vzdalenosti od
u 0, 1, 10, pTrestoze skutecné vzdalenosti jsou 0, 1, 2.

Problém 5

Zadani:

Ukazte priklad, kdy DFS (prohleddvdni do hloubky) najde cestu, kterd nebude nej-
kratsi.

Reseni:

Stacilo naji libovolny graf obsahujici cyklus. Nejjednodussim protiprikladem je
tedy opét trojuhelnik w,v,w. DFS spusténé z vrcholu u najde do jednoho ze
zbylych vrcholu cestu délky 1 a do druhého cestu délky 2, i kdyz do obou vrcholi
vede zfejmé cesta délky 1.

'w:2

Obrazek 4: Protiptiklad pro problém 5
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Problém 6

ZadAani:

Ukazte, Ze kdyz je graf souvisly, navstivi DFS vsechny vrcholy.

Reseni:

Pro spor predpoklddejme, Ze v néjakém souvislém grafu existuje alespon jeden
vrchol, ktery DFS nenajde. Ze vSech takovych vrcholi vezmeme ten, jehoz vzdé-
lenost od pocatecniho vrcholu u je nejmensi a oznac¢ime si ho v. Protoze je graf
souvisly, existuje nejkratsi cesta z v do v. Podivejme se podrobnéji na predpo-
sledni vrchol w této cesty. Jeho vzdalenost od u je o jedna mensi, nez vzdalenost
v od u, DFS ho tedy uréité naslo (protoze v jsme volili jako nejblizsi vrchol, ktery
nenajde). Kdyz DFS doslo do w, muselo z néj navstivit vSechny nenavstivené
vrcholy, tedy i vrchol v, coz je spor s tim, Ze v je nenavstiveny.

Problém 7

Zadani:

Méjme graf, 1ikejme mu G, a provedme na ném DFS. Vezméme vsechny hrany
G, po kterych projdeme v pribéhu DFS, a ostatni vymazme. Vysvétlete, proc¢ bude
vysledny graf strom.

Reseni:

Strom je souvisly graf, ktery neobsahuje kruznice. Nas graf hran, po kterych proslo
DFS (fikejme mu H) je uréité souvisly (protoze kazdé dva vrcholy jsou spojeny
cestou pres pocdtecn{ vrchol). Stadéi tedy dokézat, ze graf H neobsahuje kruZnice.
Kazda kruznice v grafu H musela byt kruznici i v ptivodnim grafu G. Stac¢i ndm
tedy dokazat, ze pro kazdou kruznici v G plati, ze alespon po jedné jeji hrané
DFS neprojde.

Vezmeéme si tedy néjakou kruznici k v grafu G. Pokud do Zadného z vrcholu k
DFS nevstoupilo, plati pro kazdou hranu kruznice, ze nelezi v grafu H. V opacném
pripadé si vrchol, do kterého DFS vstoupilo jako prvni, oznacime v;. Toho ze
sousedtt v; na kruznici k, do kterého DFS vstoupilo diive, si ddle oznacime vy a
zbylé vrcholy si oznacime dale po fadé podél obvodu kruznice vz, vy...v;. DFS
tedy vstoupilo do vy, a néjaky ¢as poté vstoupilo do vs. To udélalo uréité predtim,
nez uzavielo vy, jelikoz v a vy jsou sousedi. Plati tedy, Ze v; a vo jsou oteviené
a vy je stale nenavstiveny. Nyni si uvédomime, ze nez DFS uzavie vs a vrati se
z néj (mozné pres néjaké dalsi vrcholy) do v, musi nejdifve navstivit vs. Nez ale
uzavte v, musi navstivit v4. Stejnou ivahu mizeme dale opakovat, proto plati, ze
nez DFS uzavie vy a vrati se do v1, musi nejdiive navstivit vsechny zbylé vrcholy
kruznice, tedy i v;. Vrchol vy tedy DFS nenavstivi z vrcholu vy. Zaroven DFS
urcité vrchol vy nenavstivi z vrcholu vy, jelikoz v1 je prvni navstiveny vrchol na
kruZnici k. Tim jsme dokézali, Ze DFS neprojde po hrané (vy,v;), coZ je hrana
kruznice k. Uvaha evidentné funguje pro kazdou kruznici, ¢imz je dokézano, Ze
pro kazdou kruznici v G plati, Ze alespon po jedné jeji hrané DFS neprojde.
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Problém 8

Zadani:

Mdame na vstupu zakorenény strom reprezentujici matematicky vyraz ndsleduji-
cim zpusobem. Koten odpovidd celému vgrazu. V kaZdém vnitrnim vrcholu (tedy
,nelistu® — koren je také vnitindém vrcholem) je operace +, nebo . 'V listech jsou
c¢isla. Strom pak miZeme prevést na vyraz tak, Ze rekurzivné prevedeme na vyraz
vsechny syny aktudiniho vrcholu, ddime je do zdvorky a na téchto podvyrazech pro-
vedeme operaci, kterd je v aktudlnim vrcholu. Proto budeme navic predpokladat,
Ze kazdy vnitind vrchol md alesport 2 syny (operace + a * totiz vyZaduji alespor
dva operandy). Popiste algoritmus, ktery vyhodnoti zadany strom virazu. Nezapo-
mernte na casovou sloZitost.

Reseni:

Vyuzijeme primocafe navod na stromové algoritmy. Strom jiz méame zakorenény a
kazdy list uz ma na zacatku urc¢enou svou hodnotu. Vytvorime si tedy rekurzivni
funkci, kterd bere jako parametr vrchol, pokud je v ném ¢islo, vrati ho, a pokud
je v ném operace, zavola se rekurzivné na vSechny syny vrcholu, aplikuje operaci
na vysledky rekurzivnich voldni a vysledek vrati.

Zbyva nam urcit casovou slozitost. Funkci voldme jednou na kazdy vrchol,
méme tedy O(n) volani. Jedno voldni sice trva linedrné vzhledem poctu synd,
muzeme ale tento ¢as ,natuctovat® témto synum, ¢imz dostaneme konstantni ¢as
na jedno volan{ a cely algoritmus tedy pobézi v O(n).

Problém 9

Zadani:

Vymyslete linedrni algoritmus, ktery najde vsechny mosty v souvislém grafu. Po-
radime, Ze se vam bude hodit prezentovany zpusob ndvrhu algoritmi pro stromy
(s mirnou dpravou pro nalezeni vsech mosti) a klasifikace hran z DFS. Tri body
dostanete za linedrni vesend, které zjisti, zda néjaky most v grafu existuje. Cdst
bodu vdm pridélime i za pomalejsi algoritmus.

~ ’

ResSeni:

Jak jiz bylo naznaceno v zadani, prohleddme graf nejdrive do hloubky, ¢imz zis-
kédme strom (tvofeny vrcholy ptivodniho grafu a stromovymi hranami). Zadn4 ze
zpétnych hran jisté netvori most, protoze po jejim odstranéni nam stale zbyvaji
vSechny stromové hrany, po kterych jde prejit mezi libovolnymi dvéma vrcholy.
Staci nam tedy zjistit, které ze stromovych hran jsou mosty. Zvolme si tedy né-
ktery vrchol v a ptejme se, kdy je hrana e vedouci z v nahoru (smérem do kofene)
mostem. Pokud z podstromu pod v (patii do ngj i samotny vrchol v) vede néjaka
zpétnd hrana ven (tedy do néjakého vrcholu nad v), potom e nemuze byt most,
protoze po jejim odstranéni graf zustane souvisly — podstrom pod v je spojen se
zbytkem grafu touto zpétnou hranou. Naopak, pokud z podstromu pod v zddna
zpétnad hrana ven nevede, potom po odstranéni e nebude existovat zadna cesta
mezi kofenem stromu a v a e je tedy most.
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7 toho plyne, ze nam staci pro kazdy vrchol v spocitat, kam nejvyse vede
zpétnd hrana z podstromu zavésSeného pod nim. Vrcholim stromu tedy priradime
¢isla podle toho v jaké lezi drovni — kofen lezi v drovni 0, jeho synové v drovni 1
a tak dale. Dosah vrcholu v ndm bude tikat, do jaké nejvyssi arovné vede hrana
z podstromu pod v. Dosah v ndm jednoznac¢né urcuje, zda je hrana vedouci z v
nahoru most, sta¢i ndm tedy pro kazdy vrchol spocitat jeho dosah. To je ale velmi
podobné problému 8. Kdyz totiz zndme dosah vSech syna vrcholu v, dokazeme
jednoduse spocitat dosah v — bude to prosté minimum z dosaht jeho synt a
z urovni koncu vSech zpétnych hran, které z néj vedou.

Vytvorime si tedy rekurzivni funkci, kterda dostane jako parametr vrchol v,
rekurzivné spocita dosahy jeho synil, projde tirovné vsech jeho sousedi a z téchto
¢isel vybere minimum. Pokud je minimum vétsi nebo rovno drovni v, oznaci hranu
vedouci z v nahoru jako most. Tuto funkci staci zavolat na kofen stromu a mame
vsechny mosty oznaceny.

Posledni véc, na kterou jsme zapomnéli, je pocitani irovni vrcholt. Ty mtuzeme
ale jednodusSe zjistit pfi pocatecnim prohleddvanim do hloubky — pocateénimu
vrcholu nastavime droven 0 a vzdy, kdyz vstoupime do vrcholu, nastavime mu
uroven o jedna vétsi, nez ma vrchol, ze kterého do néj vstupujeme (podobné jako
kdyZ jsme u prohleddvani do $ifky pocitali vzdalenosti).

Nyni ndm zbyva urc¢it ¢asovou slozitost. Prohledavani do hloubky nam zabere
¢as O(m + n). Volani funkce na jeden vrchol trva O(pocet synu vrcholu) a na
kazdy vrchol ji volame pravé jednou, kazdou hranou i vrcholem tedy opét stravime
konstantni ¢as, coz ndm dava na cely graf O(m + n). Protoze je graf souvisly, je
hran alespon tolik, jako vrcholu a cely algoritmus tudiz bézi v ¢ase O(m).

Tom; domestomas+mam@gmail.com
e-mailovd konference: algoritmy@mam.mff.cuni.cz

Téma 5 — Preplnéna tramvaj
Uvod

Pripomindm z predchozich sérii, ze toto téma se zabyvd vyvojem poctu pasa-
zéra uvnitt dopravniho prostfedku v pribéhu jeho cesty linkou, znacime S(m)
stfedni hodnotu poc¢tu pasazéru sedicich v prostfedku po projeti m stanic po
vyjezdu z depa. Déle pripomindm, Ze toto je posledni zadani tohoto rocniku,
¢ili pro vas vSechny posledni prilezitost k nasbirani boda a zlepseni vasi pozice
v zebticku. MiiZete se inspirovat napt. Mgr.MV Ondiejem Chlubnou, ktery ve tfeti
sérii jako jediny vytesil vSechny tlohy zabyvajici se teoretickym popisem krivky
S(m), Be.MM Kristynou Kamenaiovou, ktera tuto kiivku experimentalné zmétila
na lince A prazského metra v obou smérech, nebo Mgr.M Klarou Hlouskovou a
jejimi iivahami nad provadénim experimentt tohoto typu.
Preji hodné stésti pri reSeni tloh této série!


mailto:domestomas+mam@gmail.com
mailto:algoritmy@mam.mff.cuni.cz
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Zadani

Pri feseni vSech uloh muzete vyuzivat vysledky nalezené pri feSeni tloh zadanych

vvvvv

dospét, naleznete ve vzorovych fesenich v tomto a nasledujicim cisle.
Na idedlni lince s rovnomeérné vytizenymi stanicemi je stiedni pocet pasazéri
v tramvaji mezi stanicemi m a m + 1 roven:

S(m) = Cm(N —m)

kde N je celkovy pocet stanic na lince a C' je jista konstanta zavisla na case a
na volbé linky.

Na reédlné lince vytizenost jednotlivych stanic popisujeme koeficienty o, ..., an
tak, aby a3 + -+ 4+ ay = N a zaroven zustal zachovan pomér a7 : ... : ay =
Dy:...:Dy=p1:...:pnN, kde Dy, je stredni pocet pasazéru vygenerovanych

na k-té stanici a py je pravdépodobnost, Ze si kterykoli z téchto pasazért vybere
za cil stanicﬁ k. Na takové lince lze vyse uvedeny vztah zobecnit do tvaru:

S(m)=Clag + -+ am)(@ms1 + -+ an)

kde C, N majf stejny vyznam jako v pfedchozi verzi (ovéite sami, Ze pro ay =
-+ = ay se oba tvary shoduji). Tohoto tvaru lze intuitivné dosdhnout vykreslenim
paraboly popisujici rovnocenné stanice a jejim rozsekdnim na segmenty, jejichz
délka odpovida velikosti koeficienttu oy, prislusnych stanic. Pro detaily viz vzorové
feseni v dalsim cisle.
Problém 1: Linka B prazského metra md 24 stanic. EvZen nastoupil v proni
stanici, ve které se zaplnilo K procent z kapacity mist k sezeni, a jede aZ na ko-
necnou. EvZen mechce sedét, pokud by to mélo znamenat, zZe na nekoho jiného
nezbude misto k sezent, zdroveri mu je ale kontakt s cizimi lidmi natolik nepri-
jemnyj, Ze bude radéji stdt celou cestu, nez aby si sedl a nekomu pak pripadné své
misto nabidl.

Pri jakgch hodnotich C, K si miuzZe EvZen hned po svém ndstupu sednout?
Predpoklddejme, Ze ndam neni zndma vytiZenost jednotlivijch stanic, proto uwvazu-
jeme stanice rovnocenné.

Problém 2: Nds model predpoklidd, Ze je na kaZdé stanici vygenerovdan néjaky
ndhodnyg pocet pasazériu. Dosud jsme uwvazovali, Ze je ndm zndma stredni hodnota
tohoto poctu D, konkrétni povahou generovani pasazéri jsme se vsak nezabyvali.
Cilem této ulohy je zamyslet se nad rozloZenim pravdépodobnosti pro pocet vyge-
nerovanych pasazérii.

Predpokladejme, Ze kazdd stanice linky poskytuje jediné dopravni spojent pravée
jednomu sidlisti, kde bydli M lidi (M je v tddech stovek aZ tisict), a kaZdy

4podrobnéjsi popis naseho modelu naleznete v zadani 3. &isla: https://mam.mff.cuni.cz/
media/cislo/pdf/25/25-3_00YcqIX.pdf, str. 31


https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/25/25-3_O0YcqIX.pdf
https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/25/25-3_O0YcqIX.pdf
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clovek zde bydlici se mizZe rozhodnout s pravdépodobnosti p nékam jet (tj. byt
Lvygenerovdn “ jako pasazér) nebo 1 — p zistat na sidlisti.

a) Vypocitejte v takovém modelu pravdépodobnost Py ,(n), Ze bude v dané sta-
nici vygenerovdno n pasazéri pri pevné zadanych parametrech M,p. Nedari-
li se vdm nalézt presny vysledek, staci alespon dobrd aproximaccﬂ [2b]

b) Vypocitejte pri zndmych parametrech M ,p pro pocet vygenerovanych pasazéri
stredni hodnotu D a stredni kvadratickou odchylku o. [1b]

¢) Pokuste se pro proceduru generovdni pasaZéri nalézt lepsi model, neZ je ten
uvedeny vise.

Stanice m S(m)

(depo) 0|0 0 O 0 O
1. P. Pavlova 1 6 8 8 5 4
Détska nemocnice Karlov | 2 14 7 7 7 16
Apolinarska 3 18 11 9 12 23
Vétrov 4 18 9 11 12 26
U nemocnice 5 17 6 5 6 22
Palackého ndmésti 6 11 5 3 4 7
Karlovo namésti 7 16 9 6 10 8
U nemocnice 8 22 10 11 13 13
Vétrov 9 22 9 11 11 10
Apolinarska 1014 6 13 8 13
Na bojisti 11|12 4 10 9 14
Katerinska 12|12 4 9 10 14
1. P. Pavlova 1310 0 0 0 0

Tabulka 1: Namérené pocty cestujicich v autobusech linky 148 vyjizdéjicich v 13:00,
13:30, 14:00, 14:30 a 15:00

Problém 3: Na autobusové lince 148 Prazské MHD byly v uvedenyjch casech na-
méreny hodnoty wvedené v tabulce[dl Tato linka md zajimavou vlastnost, zZe ackoli
se sama prezentuje jako cyklickd (vychozi stanice je totoind s cilovou), nékte-
rymi stanicemi projizdi dvakrdt, pokazZdé v jiném sméru, a predstavuje proto jisty
prechod mezi cyklickou a linedrni linkou. Provedte pro ni ndsledujici ukoly.

a) Vypocitejte pro tuto linku krivku S(m) za predpokladu rovnocenngch stanic.
Berte pri tom v potaz, Ze pro pasazéry jedouci z nékterjych stanic nepripa-
daji nékteré jiné stanice v dvahu jakozto cil cesty. Pri vipoctu se mizZete
inspirovat vzorovym fesenim Ulohy 3.1a), viz niZe. [2b]

Smuize vam pfijit vhod nas &lanek o zdkladech teorie pravdépodobnosti ze druhého &isla:

https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/25/25-2.pdf, str. 18
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b) Provedte tentyz kol s predpokladem stanic, jejichi vytiZenost je popsdna
koeficienty ay,. [2b]

¢) Srovndnim s experimentdlnimi hodnotami z tabulky niZe odhadnéte casovy
vyvoj parametru C = C(t) z dlohy a) a parametri C(t),ai(t),...,an(t)
z dlohy b). [2b]

d) Vymyslete zpisob, jak ciselné kvantifikovat odchyleni experimentdlnich vy-
sledki od vasich teoretickych a na zdkladé toho rozhodnéte, zda je presnéjsi
metoda a) nebo b) a jak moc. [2b]

Problém 4: Bez nutnosti vijpoctu se zamyslete nad ndsledujicimi problémy:

a) Mize se stdt, zZe by méla kiivka S(m) vice neZ jedno lokdlni mazimum? Za
jakych podminek?

b) Co se stane, kdyz jsou na lince dvé stanice jistym zpisobem propojené a lidé
mezi nimi jezdi castéji, ackoli se takovd dvojice z hlediska ostatnich stanic

nechovd nijak vjrazné (napr. u jedné stanice stoji Matfyz a u druhé koleje).
Dala by se tomuto pripadu néjak prizpusobit nase teorie?

¢) Lze uzivany popis kiivky S(m) pri velmi vysokych hodnotich N néjak upra-
vit/zjednodusit?
Problém 5: Posledni prileZitost k dokonceni ukolu setrvdvajicich po cely rocnik.

a) Zmérte vijvoj poctu pasazéri na vybrané lince autobusu, vlaku, tramvaje nebo
metra.

b) Prineste vlastni ndvrhy na zlepsent teorie vybudované v predchozich sériich
tohoto témdtka.
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Vzorové reSeni
Problém 1

Zadani:
Spocitejte vgvoj stredni hodnoty poctu lidi v prostredku za predpokladu, Ze se lidé
chovaji, jak je zde popsdno, a zakreslete krivku zdvislosti S(m). A to:

a) Na linedrnd lince, tj. takové, kterd md zacdlek a konec a Zddnd stanice na
ni neni zastoupena vice nez jednou. [3b]

b) Na cyklické lince, tj. takové, kde se po projeti n riznijch stanic prostredek
vrdti do prond stanice a svou jizdu opakuje. Predpoklddejme, Ze po lince jezdi
vozy v obou smérech. [3b]

¢) Zamyslete se, jaky vliv na platnost vasich tesend dloh a) a b) mize mit pocet
vozu zajistujicich dopravu po lince.

Reseni:

Cést a) Necht tramvaj pravé vyjela ze stanice m. Kterykoli vygenerovany ¢lovek
sedi uvniti pravé tehdy, nastoupil-li do ni v k-té stanici, pricemz k < m, a zaro-
ven je jeho cilem nékterd z N — m jesté neprojetych stanic. Pasazér nastoupivsi
v k-té stanici mél na vybér z N — 1 moznych cili, néktery z N —m neprojetych si
tedy zvolil s pravdépodobnosti pr, = ZJVV:T Dle zakona velkych ¢isel z k-té stanice
do bodu mezi stanicemi m a m + 1 dorazi v pruméru Dp; pasazéri. Ze vSech
moznych vychozich stanic £k = 1,...,m do tohoto bodu tedy dorazi v priméru
pasazéri:

- ““N-m m(N —m)
S(m)—;Dpk—D; N1 =D N1 =Cm(N —m)

Hledand kiivka S(m) v predpoklddaném modelu klasickych pasazéru a rov-
nocennych stanic mé tedy tvar paraboly s vrcholem uprostred linky a s koreny
v koncovych bodech linky. P#i dané délce linky je zde jedinym volnym parame-
trem jakasi mira vytiZenosti C, ve které musi byt jistym zpusobem zahrnut typ
dopravniho prostfedku, denni hodina i celkova vytiZenost linky. Navic lze tento
parametr z kiivky vytknout, jak bylo dfive pfedpoklédéncﬂ tudiz lze skutecné
prejit k redukované kiivce S = S N/C' v redukované proménné m = m/N, kters,
by méla byt stejnd pro vSechny linky splnujici nase predpoklady.

Cast b) Pfedpoklddejme lich pocet stanic na lince, nechf je to 2n + 1.
Déle predpokladejme, Ze cestujici vidy voli nejkratsi cestu mezi stanicemi (a Ze je

Sviz Napovéda k fesenf; Téma 5; Cislo 2: https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/25/
25-2 . pdf

"Pfi sudém poétu 2n stanic se bude vSe chovat stejné, jen bude problematickou stanice ve
vzdélenosti n—1, u které nebude jednoznac¢né déno, kterym spojem se k ni dopravit. Kazdopadné
tento pripad je pro nase pozdéjsi Gcely nezajimavy.


https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/25/25-2.pdf
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linka natolik frekventovand, aby mensi pocet mezistanic skutecné vzdy odpovidal
Casové kratsi cesté).

Pasazér vygenerovany v k-té stanici mé na vybér z 2n moznych cili, ve sméru
pravé projizdéjici tramvaje jich ale lezi jenom n, tudiz nastoupi s pravdépodob-
nosti 1/2. Nastoupil-li takovy pasazér, do stanice k+j timto spojem dorazi s prav-
dépodobnosti p; = "%j, je-lij < mn,ap; =0proj > n. Vyuzijeme Bayestv vzorec
a opét vyscitdme pravdépodobnosti p; pres vSsechny mozné vychozi body &, dosta-
neme dva mozné vysledky. Je-1i moznych vychozich bodd méné nez n, tj. tramvaj
od zahdajeni provozu projela méné nez pul linky, tj. m < n, je vysledkem:

m—1
_ N—k:_ (2N—m+1)m
S(m)—DZ 5N =D SN

a pro vSechna m > n:

N-—1
B N-k _N(N+1) 1 _ D(N+1)
S(m)_Dkz:; o P o AN T T 1

Cast c) Cilem bylo vSimnout si, Zze na méné frekventované lince, pro de-
monstraci feknéme lince s jedinym vozem, se projevi skutecnost, ze vygenerovani
cestujici, ktefi pfi prvnim prijezdu nenastoupili, ¢ekaji na stanici, dokud se viz
nevraci v jejich sméru. To se projevi tim, ze pri druhém prijezdu linkou v k-té
stanici necekd D pasazéru, nybrz D + %:TD, coz je jednak vyrazné odlisny vy-
sledek a jednak znamend jistou nerovnocennost stanic z hlediska nastupti, ktera
tim ¢ini cely nas predchozi postup neplatnym.

Oproti tomu na velmi frekventované lince, feknéme lince, kde se v kazdé stanici
vzdy setkaji vozy z obou sméri, bychom tento efekt nepozorovali, protoze by po
prujezdu prostiedku ve stanici nikdy zadny pasazér nezbyl.

Na realné lince se sice stava malokdy, ze by se dva protijedouci spoje ve stanici
setkaly, urcitd fyzikalni intuice nam vsak 1iké, ze dokud jsou jejich casy prijezdi
posunuty jen jistou o malou konstantu (feknéme v ¥ddu minut), nase aproximace
vyuzivajici rovnomérné generovani cestujicich by méla byt stale vcelku platna.
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Problém 2
Zadani:
Spocitejte vijvoj stredni hodnoty poctu lidi v prostredku za predpokladu, Ze lidé
cestuji bez cile, tj. na kazZdé stanici cekajici pasazér s pravdepodobnosti p nastoupt a
jedouct pasazér s pravdépodobnosti q vystoupt, a zakreslete kiivku zdvislosti S(m).
Predpokladejme velmi dlouhou linedrni linku.
Reseni:
Dle zékona velkych ¢isel v m-té stanici pD cestujicich nastoupi a ¢S(m — 1)
cestujicich vystoupi. Definujeme-li tedy S(0) = 0 (stanici 0 je depo), vyplyva
z toho rekurzivni vztah:

S(m) =pD+ (1 —¢q)S(m—1)
Sm—1)=pD+(1—-¢)S(m—2)

S(1) =pD + (1 - q)S(0) = pD

ktery lze rozepsat na primy vypocet:

_ - _ 1-(1 —(1)mi1 _pD m—1
S(m) =pD kzzo(l*tJ)k—pr = 1-(1-q)

coz je funkce, kterd ocividné pro velmi vysoké m (mnoho projetych stanic)
konverguje ke konstanté %D.

FEvZen; JanSkvara@email .cz
e-mailovd konference: tramvaj@mam.mff.cuni.cz

Téma 6 — Vrcholové pokryti

V paté a posledni sérii pro vds méme vyzvu.

Na webu se objevil desaty graf, ktery je o néco vétsi, nez ty predchozi. Vasim
ukolem je pro tento graf najit co nejmensi vrcholové pokryti. Netrapte se, pokud
se vam nebude darit nalézt minimalni vrcholové pokryti, néjaké body dostanete i
za neoptimalni feSeni.

Mizete zkusit vyuzit pozorovani Mgr.MM Lenky Kopfové, kterd nahlédla, ze
velikost minimélniho pokryti daného grafu musi byt alespon

e dolni celd ¢ast poloviny délky nejdelsi cesty
e horni cela ¢ast poloviny délky nejdelsi kruznice.

Matej; lieskovsky.matej+pokrytiQgmail.com
e-mailovd konference: pokryti@mam.mff.cuni.cz
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Vysledkova listina 3. Cisla
Ulohy
Po¥. | Jméno R.[D_ [ tl t2 t4 t5 t6 | D o| 21
1. | Mgr.™ T. Sourada 4| 37,1 2,3 2,3]37,1
2. | Mgr.™ O. Chlubna 2| 36,8 3,5 9,0 12,5|36,8
3. | Mgr.™ V. Materna 3| 27,0/10,0 10,0270
4. | Dr.™M M. Kalouskovd 3| 50,3 12,5 12,5(24,8
5. | Mgr.™ M. Souza de Joode | 2 | 40,3 0[20,5
6. | Mgr.™ K. Hlouskové 3| 235 1,0 1,0(19,0
7. | Doc.™ K. Rosické 4 132,55 9,7 9,7(15,7
8.-10. | Be.™ T. Flidr 1] 13,0 0]13,0
Be.MM K. Kamenafova 4| 15,7 5,0 5,0(13,0
Be.MM B, Kopésk 3| 16,0 1,0 12,0 13,0 13,0
11. | Be.™ P, Kolar 3| 12,0 3,0 9,0 [12,0]12,0
12.-13. | Mgr.™ M. Bocek 79| 214 0[11,0
Be.™ M. Vicha 79| 11,0 0[11,0
14. | J. Stépo Z9| 9,5 0| 9,5
15. | Dr."M 1. Kundratova 4| 69,7 0| 9,0
16. | F. Bujnovsky 1 8,8 0| 8,8
17. | Mgr.™ 0. Gonzor 2] 29,9 3,7 3,7| 82
18. [ Mgr.™M J. Pallové, 4| 36,8 0] 8,0
19.-21. | Be.™ A. Foglarové 4| 126 0 7,0
Dr."™™ J. Havelka 3| 984 0| 7,0
Mgr."™ L. Kopfové 4| 38,7 0 7,0
22.| J. Piroutek 3 6,7 6,7 6,7| 6,7
23.| Dr.MM B. Hroncové 4| 80,8 0] 56
24. | V. Jazkova 21 55 0| 55
25. | A. Hollmannovs, 2| 9,0/ 5,0 50] 5,0
26. | J. Kvapil 1| 37 0| 3,7
27. | L. Kuncarova 3 3,6 0| 3,6
28. | J. Kovaé 4| 35 0| 3,5
29. | Mgr.™ J. Ruzicka 4| 359 3,2 3,2| 32
30. | Dr."™™ K. Balej 4| 834 0] 3,0
31. | Mgr.™ E. Vitkovs 3| 283 1,3 1,3 2,8
32. | R. Zaviel 3| 26 0,3 0,3 2,6
33. | E. Neumannova 2 2,1 2,1 2,11 2,1
34.-36. | N. Koscelanska 3 2,0 0| 2,0
L. Vomelovi, 31 20 2,0 2,0] 2,0
V. Z4k 3 2,0 2,0 2,0| 2,0
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Ulohy
Po¥. | Jméno R.[2 | t1 t2 t4 t5 t6 | 2o| 2s
37.-38. | J. Prerovskd 3 1,0 0| 1,0
M. Turinska 2 1,0 1,0 1,0 1,0

Sloupecek ) | je soucet vSech bodi ziskanych v nasem semindii, ), je soucet boda
v aktudlni sérii a 21 soucet vSech bodt v tomto ro¢niku. Tituly uvedené v predchozim
textu slouzi pouze pro tacely M&M.

Casopis M&M je zastfeen Matematicko-fyzikalni fakultou Univerzity Karlovy. S ob-
sahem casopisu je mozné nakladat dle licence CC BY 3.0. Autory textu jsou, neni-li
uvedeno jinak, organizatori M&M.

Kontakty: }‘4

M&M, OPMK, MFF UK E-mail: mam@matfyz.cz l
Ke Karlovu 3 Web: mam.matfyz.cz
121 16 Praha 2 FB: casopis.MaM matfyz
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