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Uvnitf najdete nékolik témat a s nimi souvisejicich Gloh. Zamyslete se nad nimi a poslete
nam sva feseni. My vam je opravime, posleme zpét s dalSim Cislem a ta nejzajimavéjsi
z nich otiskneme. Nejlepsi feSitele zveme na podzim a na jafe na sousttedén.
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Mili fesitelé,

s novym pololetim prichézi nova série ¢asopisu M&M. Témétka budou v tomto
Cisle pojednéavat o grafech, algoritmech, kryptografii, odkryjete dalsi tajemné vlast-
nosti mésice ¢i prohloubite znalosti o teoretickém modelu poctu cestujicich v do-
pravnich prostiedcich.

Kromé tématek si mizete precist clanky z nékterych konfer, jez probéhly na
podzimnim soustredéni v Borku. Konkrétné se jedna o balistickou konferu sepsa-
nou Be.MM Kristynou Kamenafovou a o konferu pojednavajici o ovocném napéti,
jiz sepsaly Mgr.MM Marie Kalouskova a Be.MV Adéla Foglarova.

Mnoho tspéchii a stésti nejen do nadchéazejiciho pololeti preji

Organizatori

Zadani a reSeni témat
Termin odeslani 4. série: 5. 3. 2019
Téma 1 — Paradoxni vysledky

Toto tématko uz nebude mit nové zadani, ale to neznamend, Ze dal nemuzete
zkouset testovat své vlastni teorie. ReSeni 2. a 3. série budou zvefejnéna na konci
ro¢niku, az do té doby miuzete posilat své napady. Pro pripomenuti zde zopa-
kujeme problémy zadané v minulych ¢islech, muzete si ale vymyslet i vlastni
experimenty:

Problém 1: Ovérte, zda i pro ostatni kapaliny (tzn. nejen pro vodu) plati, Ze na
pocdtku teplejsi kapalina mrzne rychleji. Vyzkousejte napr. mléko, vodu se soli a
tak ddle. Na cem si myslite, Ze bude visledek méreni zdviset? Zkuste navrhnout
kapalinu, na které bude efekt nejsilnéjsi. Zkuste zmeéenit podminky, za kterych voda
a vami zvolené kapaliny tuhnou, tim, Ze zamezite pohybu molekul v objemu kapa-
liny ¢i zménite odvod tepla tim, Ze do kapaliny néco vloZite. Diskutujte disledky
téchto vami zmenénych podminek.

Problém 2: Zmeérte zdvislost teploty kapaliny na case pro dvé ruzné nddoby a
poté i pro dve ruznd podloZi z ruznych materidli. Jak materidl nddoby a podlozi
ovliviiuje prubéh tuhnuti? Jak zdvisi doba tuhnuti na vykonu mrazdku? Odhad-
néte konkrétni hodnoty pro vds mrazdk. Diskutujte vliv parametri své nadoby a
parametri jejiho okoli na velikost tepelného toku. Pokud jste pouzili nddobu, kterd
nemd vdlcovity tvar, vzorec pro vypocet tepelného toku si najdéte napr. v odborné
literatute ¢i na internetull]

Pdja a Matej; pavla.trembulakova@seznam.cz
e-mailovd konference: paradoxni@mam.mff.cuni.cz

Inapt. studijni text Fyzikaln{ olympiddy: http://fyzikalniolympiada.cz/texty/texttz.pdf
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Téma 2 — Principy kryptografie

Asymetrické Sifrovani

V predchozich dilech jsme si predstavili blokové sifry. Pro né plati, ze existuje jeden
univerzalni kli¢ a kdo ho zna, mutze sifrovat i desifrovat zpravy. Dnes si ukazeme
koncept asymetrické kryptografie, tedy takové sifrovani, kde existuji dva oddélené
klice. Verejny kli¢ je mozné vyuzit pouze pro zasifrovani textu. Pro desifrovani je
potfebné znat soukromy klic.

Jak to funguje

Asymetrickou sifru si mizeme pfedstavit jako dvé oddélené krabicky — jedna slouzi
pro Sifrovani a druha pro desifrovani. Pro Sifrovani je nutna znalost verejného klice,
pro desifrovani znalost soukromého klice.

Jednoznacéné nejrozsirenéjSim algoritmem pro asymetrické Sifrovani je RSA.
Z dalsich algoritmt mutzeme jmenovat jesté tfeba ElGamal.

Na rozdil od zatim predstavenych kryptografickych komponent jsou algoritmy
vyuzivané v asymetrické kryptografii obvykle zalozeny na tézkych matematickych
problémech, jejichz obtiznosti se zabyvala jiz cela fada matematiki.

Modularni aritmetika

Nez se pustime do presného popisu RSA, zavedeme si znaceni, se kterym budou
nase uvahy jednodussi. Rikdme, 7e ¢sla a a b jsou kongruentni modulo n, po-
kud déavaji po déleni ¢islem n stejny zbytek. Tuto skutecnost zapisujeme a = b
(mod n). Cislu n Fikdme modul.

Napiiklad plati 37 = 82 (mod 15). MuzZete si rozmyslet, Ze vztah a = b
(mod n) je ekvivalentni s tvrzenim n|a—b. V nasem prikladé skutecné 1537—82.

Pro odivodnéni korektnosti RSA budeme jesté potrebovat jedno uzite¢né tvr-
zeni z teorie Cisel.

Pro pfirozené ¢islo n oznadéme jako Eulerovu funkci p(n) pocet ¢isel mensich
nebo rovnych n, ktera jsou s n nesoudélna.

Napriklad ¢isla nesoudélnd s devitkou jsou vSechna, kterd nejsou délitelna
tfemi (1,2,4,5,7,8), takze ©(9) = 6. Podobné muzeme spocitat, ze ¢(11) = 10
nebo p(12) = 4.

Obecné plati, Ze pokud n = p{*p5? ... pp* je prvociselny rozklad ¢isla n, tak

akfl

o(n) = (p1 — Dps*p2 — Dps> 1. (pe — D},

Problém 1 [1b]: Zdivodnéte, Ze vzorec pro vgpocet Eulerovy funkce je sprdavnyg.

Necht a a n jsou nesoudélnd prirozend cisla. Potom plati

a?™ =1 (mod n).

Tomuto tvrzeni se rika Eulerova véta.



Napiiklad jiz vime, Ze ¢(9) = 6. Podle Eulerovy véty pro a =14 an = 9 tedy
plati 1499 = 14% = 1 (mod 9). Spoéitejte si, ze to je skutecné pravda.

Problém 2 [1b]: Plati Eulerova véta i pro prirozend ¢isla a a n, jejichi nejuétsi
spolecny delitel je 2?2 Pokud ano, zdiuvodnéte. Pokud ne, najdéte protipriklad.

RSA

Sifra RSA je zaloZena na obtiznosti problémi faktorizace a diskrétniho logaritmu.
Faktorizaci matematici nazyvaji rozklad ¢isla na prvocisla. V. RSA se vyuziva
skutecnosti, ze pokud vynasobime dvé velkd prvocisla, je obtizné takto vzniklé
¢islo faktorizovat.

Logaritmus je obecné funkce, ktera vraci exponent, na ktery musime umocnit
zéklad, abychom dostali zadané éislcﬂ Jako diskrétni logaritmus se oznacuje ta
samd tloha, jen pocitand v celych ¢&islech (misto redlnych) modulo néjaké pevné
stanovené ¢islo. Najit hodnotu diskrétniho logaritmu je povazovano za vypocetné
obtizny problém.

Oznaéme si log, logaritmus o zdkladu 2. Potom log, 32 = 5, protoze 25 = 32.
Pokud budeme pocitat diskrétni logaritmus modulo 11, tak nam vyjde log, 10 = 5,
protoze 2° = 10 (mod 11).

Abychom mohli pouzit RSA, musime si nejdiive vygenerovat vefejny a sou-
kromy kli¢. To muzeme udélat v nasledujicich krocich:

1. Najdeme dvé dostatecné velka a dostateéné ndhodné prvocisla p a q.

2. Spocitdme n = pg a ¢(n) = (p — 1)(¢ — 1). Hodnota n bude vyuzivina
jako modul pro vSechny operace. Hodnota ¢(n) musi zlistat utajend a po
dopocitani klicd ji mizeme zapomenout.

3. Zvolime verejny exponent e tak, aby 1 < e < ¢(n) a e a ¢(n) byla nesou-
délna.

4. Dopo¢itdme soukromy exponent d tak, aby ed =1 (mod p(n)).

Jako verejny kli¢ pouzijeme dvojici (n, e), jako soukromy kli¢ dvojici (n, d).

Sifrovani a desifrovani je nyni jiz jednoduché. Pokud chce kdokoli zaSifrovat
zpravu m, muze to udélat pomoci vetrejného klice jako ¢ = m¢ (mod n).

Desifrovat zasifrovanou zpravu muze pouze vlastnik soukromého klice umoc-
nénim zagifrované zpravy na d opét modulo n, tedy m = c¢? (mod n).

7 definice verejného a soukromého exponentu musi existovat nezdporné celé
h, pro které ed = 1+ hp(n). S vyuzitim Eulerovy véty tak mizeme dopocitat:

h
¢ = med = mithe) — (m“’(")> =m(1)"=m (mod n).

Tim jsme dokéazali korektnost algoritmu.

2Vice informaci o logaritmech mtize$ najit napiiklad na https://matematika.cz/logaritmy.
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Problém 3 [2b]: Méjme RSA s verejngm klicem (493, 33) a soukromgm klicem
(493, 353). Prisla vam zaSifrovand zprava 93. Jakd je hodnota pivodniho otevre-
ného textu?

Znaky misto ¢isel muzeme Sifrovat stejné jako v pripadé blokovych Sifer —
muzeme vyuzit naptiklad jejich ASCII reprezentaci.

Problém 4 [2b+]: Jaké jsou zvyklosti pro volby velikosti modulu a verejného a pri-
vatniho exponentu? MuzZete vychdzet z verejné dostupnich doporuceni. Bonusové
body jsou za vlastni prizkum. Napriklad témer kaZdy server umoznugjici sifrovany
pristup pres HTTPS vyuzivd certifikit s RSA klicem. Podivat se, jaké hodnoty
jsou vyuzivany v praxi, tedy neni vibec obtizné.

Problém 5 [3b]: ProtoZe problém faktorizace je sice obtizny, ale nikoli neresitelny,
doporucuje se RSA Fklice po néjaké dobé (treba po nékolika letech) vyménit. To
vyzZaduje vygenerovat dvé novd velkd prvocisla. To je vgpocetné ndrocné, a tak jsme
se rozhodli vidy generovat jenom jedno velké prvocislo a druhé nechat z minulého
klice. Je takovy pristup bezpecny?

Vlastnosti RSA

Problém 6 [3b+]: Predstavte si, Ze zndte dvé zaSifrované zprdavy ¢ a co, které
vznikly zaSifrovdnim mezndmych texti mi a meo. DokdZete z mich spocitat zasif-
rovanou zprdavu, kterd odpovidd my - mo nebo m3 - m3? Jak by tomu bylo moziné
zamezit?

Reseni problémi z 2. Cisla
Uloha 1

Zadani:
V' kryptografii je obecné za uspésny povazovdn libovolny itok, ktery md alespori
50% sanci na tspéch. Predstavme si idedIni hashovaci funkci, kterd md vijstup
o velikosti 64 bitu. Kolik vypoctu hashovaci funkce budeme muset provést, abychom
s pravdépodobnosti alespori 50 % nasli dvé hodnoty se stejngym hashem?
Reseni:
zadat. Kazdy kryptograf vi, ze podle narozeninového paradoxu pro blok velikosti
n nastavé kolize piiblizné po 2"/2 pokusech. V nasem piipadé tedy budeme muset
provést piiblizné 232 vypodétil. V praxi zddny presnéjsi vypocet potfeba neni.
Pokud ale chceme najit presné feseni, musime se pustit do slozitych vypocti.
Celkem existuje 264 riznjch hashfi. Pfedpoklddejme, Ze pravdépodobnost, Ze
vypoctem ziskdme konkrétni hash, je rozdélena rovnomérné. Prvni hash se urcité
nebude shodovat s zddnym jiz spoc¢itanym. Pravdépodobnost, ze ani druhy hash se
nebude shodovat s prvnim, je (264 —1) /264, Pravdépodobnost, Ze i-ty vypocitany
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hash se nebude shodovat s zadnym piedchozim, vyjadiuje vzorec (264 — 4)/26%.
Takze pravdépodobnost, ze mezi prvnimi k hashi nebudou zadné dva stejné, mu-
zeme vyjadrit jako

964 _ 1 264 _ (f — 1) 964]
P(k)=1- ( 964 >< 964 ) T 264k (261 _ )l

Naés zajima jev opacny, tedy potfebujeme najit nejmensi k takové, aby platilo

1
— > —,
1=P(k) > 5

Analyticky vyfFesit tuto nerovnici je nad nase matematické schopnosti. Do-
konce jenom vy¢islit hodnotu pro k = 232 je velmi obtizné.

Vzpomeneme si proto, ze umime programovat, a nechdme pocitac, aby tlohu
spocital za nas. Néasledujici skript vychazi ze vzorce uvedeného vyse. Pro jednot-
livd k postupné pocitd pravdépodobnost kolize a testuje, zda je jiz dostatecné
velka.

#/usr/bin/env python3
pst =1
k=1
h2na64 = pow(2,64)
while True:
pst *= (h2na64-(k-1))/h2na64
if pst <= 0.5:
print(k, pst)
break
k+=1

Na mém neprilis vykonném pocitaci jsem se vysledku dockal ptiblizné za pul
hodiny. Hledané k£ vyslo 5056937540. Tato hodnota je ovlivnéna skutecnosti, ze
Python standardné zaokrouhluje na 16 desetinnych mist (pocitat s vétsi presnosti
by bylo mozné, ale vypocetné naroénéjsi). Skuteénému feseni se ale bude velmi
blizit.

Plat{ log,(5056937540) = 32,2, takZe vidime, Ze piivodni odhad 232 byl po-
mérné dobry.

Problém 2
Zadani:
Hashovdni hesel je urcité vhodnym postupem. Pokud ale jednoduse spocitame hash
z hesla, stdle muzeme pri odcizent hashi celit urcitym rizikum. Napadd vds, kde
jsou nedostatky takového postupu? Dokdzete najit a popsat, jak uklddat hesla lépe?
Napovime, Ze moznosti na vylepseni existuje celd rada.
ReSeni:
Spravnému feseni tohoto problému byli blizko Dr.MM Besta Hroncova i Mgr.MM To-
mas Sourada.
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Hlavnim problémem prostého hashovani hesel je skutecnost, ze pokud maji
dva uzivatelé stejné heslo, maji i stejny hash hesla. To vyrazné usnadnuje po-
tencidlnimu ttocnikovi, ktery hash ¢i hashe ziskd, nalezeni ptivodniho hesla (to-
muto postupu se Ika crackovin?). Pokud pouzijeme dobrou hashovaci funkei,
je nejefektivnéjsi moznosti, jak najit puvodni heslo, zkouset zahashovat ruzna
hesla a porovnavat vysledek se ziskanymi hashi. Kdyz ma uto¢nik k dispozici
mnoho hashii, mize vysledek svého snazeni zkusit hledat najednou v celém se-
znamu ziskanych hashi. Navic hashe castych hesel zahashovanych pomoci ob-
vyklych hashovacich funkei je mozné dokonce i vygooglit, coz se tyka dokonce i
¢eskych hesel. Zkuste tfeba najit, jaké heslo ma hash (spo¢itany nezndmou funkei)
29d847ffce86b63¢c39a756a25b198751.

ReSenim tohoto problému je takzvané soleni hesel. To spocivé v tom, Ze pro
kazdého uzivatele vygenerujeme unikatni ndhodny fetézec nazyvany sil a ulozime
si dvé hodnoty: stil a hash hesla spojeného se soli. Pokud nam néjaky tutoc¢nik
ukradne data z databaze, ziska hashe i soli a muze tedy opét crackovat hesla, ale
pro kazdy hash bude muset délat vypocéty zvlast a hlavné nebude moct vyuzit
zadné predpocitané hodnoty.

Toto Teseni je mozné i dale vylepsovat. Napriklad k heslu nemusime pred ha-
shovanim pridavat pouze sil, ale mtizeme pripojit i néjakou konstantu specifickou
pro celou aplikaci, kterd neni ulozend nikde v databazi. Té se fikd pro zménu
pepr.

Jesté si muzeme fict néco o crackovani hesel. Obvyklym postupem je, Ze si
utoc¢nik vezme néjaky seznam castych hesel a ty zkousi postupné hashovat. Tento
seznam se jesté pokousi néjak sim doplnit, napriklad k nému ptida vSechna jména
a sportovni kluby, které jsou pro oblast, ze které ocekava uzivatele, relevantni.
KdyZ mu to nestaci, muze si vzit tieba i seznam vsech slov v predpoklddaném
jazyce. Pokud ani to nepomuze, obvykle prijdou na radu pravidla, jak hesla ze
seznamu modifikovat. Mze se napriklad pokusit za kazdé slovo z jazyka pridat
nékolik ¢isel nebo ménit velikost pocatecnich pismen. Tato znalost mtze byt uzi-
tecna, az si budete vymyslet néjaké své heslo. To by obecné mélo byt dostatecné
dlouhé (za naprosté minimum lze povazovat 8 znaku, ale delsi bude lepsi) a pro
utoénika by meélo byt obtizné ho pomoci pravidel vytvorit. Pokud pouzijete ¢tyti
slova a vlozite mezi né néjaké ¢islo, pravdépodobné ttoc¢nik s crackovanim neu-
spéje.

Uloha 3

Zadani:

Vsimnéte si funkce pad, kterd pripojuje za zprdvu pred doplnéni nulami vidy stej-
nou konstantu. Tento postup jsme si vyptujcili od bézné pouzZivanich hashovacich
funkci. Napadd vds, k cemu je tato konstrukce dobrd?

Reseni:

Konstanta ve funkci pad slouzi jako alespon ¢aste¢nd obrana pred vypoc¢tem hashe
z prodlouzeného textu bez znalosti ptivodniho (length extension attack).



Pokud bychom padding nepouzivali, mohl by ito¢nik na zdkladé znalosti hashe
spocitat hash ptivodni jemu neznamé zpravy doplnéné o néjaky dalsi text. Takovy
utok nemé prilis mnoho praktickych uplatnéni, ale je to néco, co je obecné spise
nezadouci.

Ulohy 4,5a6

Zadani ulohy 4 [2b]:
Dokazete najit dvé vstupni hodnoty, pro které je vyslednyj hash stejny?

Zadéani ulohy 5 [3D]:

Vite, Ze pomoct funkce RIKSHA byl zahashovdn text, ktery neni delsi nez 8 byti.
Vijsledny hash je 02365E1E061E62BA. Dokdzete najit néjaky (ne nutné stejny)
vstup, ktery md stejny hash?

Zadani dlohy 6 [5bl:
Existuje néjakd hodnota hashe, kterou funkce RIKSHA nevrdti pro Zadny vstup?
Nezapomenite své tvrzeni dikladné zduvodnit.

K témto tlohdm zatim neptislo zadné feseni, a tak jsme se je rozhodli ponechat
minimélné do dalsiho ¢isla oteviené a budeme se nadale tésit na vase Teseni.

Ke c¢tvrté tloze napovime, ze k vyfeSeni staci pochopit, jak funguje funkce
RIKSHA. M¢li byste ji zvladnout zcela bez programovani.

Naopak u paté tlohy se bez programovani neobejdete. Doplnime informaci, ze
text se skladal pouze z malych a velkych pismen anglické abecedy.

Narocnost Sesté tlohy odpovida jejimu bodovému hodnoceni. Pokud ale chcete
pouze ziskat pét bodu, tak existuji i snazsi cesty.

Kuba, Kdta a Lenka; jakub.topfer@matfyz.cz
e-mailovd konference: krypto@mam.mff.cuni.cz

Téma 3 — Neznamy meésic

Agentura, ktera vas posilala, vas nechala zabalit do krabicky cca 20 x 20 x 20 cm
libovolné vybaveni. Tuto krabicku jste nyni nasli. Co vSechno muzete o planeté
zjistit pomoci zafizeni ¢i materiali dovezenych v takto omezeném prostoru? Mu-
zeme zjistit, zda je na planeté bakteridlni Zivot? Nebo urcit slozeni pudy? Nebo
néco jiného? Neberte toto prostorové omezeni tiplné presné, staci nam odhady, co
by se tam mohlo vejit. Muzete pouzivat jakékoliv soucasné technologie a predpo-
klddat i trochu vyvoje (napf. integrovani ruznych senzort k jednomu pocitaci).
Vystupem by mélo byt slozeni krabicky, které povazujete za optimalni. Jako bonus
muzete piilozit vykresy rozlozeni krabicky (pokud chcete 3D, Autodesk Inventor
a Fusion 360 jsou pro studenty zdarma).
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Vzorové reSeni

Problém 1: Odklon rotacnej osi

Zadani:

Vedeli by ste wrcit odklon rotacnej osi mesiaca od ekliptiky mesiaca s bezne do-
stupnymi vecami? Ak nie, c¢o by ste minimdlne potrebovali?

Reseni:

Najjednoduchsi spdsob je podobny nasmu rieseniu pre zistenie polomeru mesiaca.
Vyuzijeme dlht ty¢ zapichnutd do zeme, aby so zemou zvierala pravy uhol. Pocas
celého dna budeme zaznamenavat velkost tieniu a z najmensieho nameraného tienu
zistime uhol odklonu hviezdy od kolmice k povrchu pomocou:

dizka tiei
o =arctg | ————
dlZka tyce

Tento najmensi tienn by mal smerovat na sever alebo juh. Ak budeme zazname-
navat velkost uhlov pocas obehov mesiaca s planétou okolo hviezdy, mali by sme
dostat funkciu zavisli na dvoch sin o réznych periédach a amplitudach. Periédy
budu zavislé na case obehu okolo planéty a hviezdy. Amplitiady budu zavislé na
sklone orbity mesiaca okolo planéty a sklone orbity planéty okolo hviezdy. Zave-
dieme si konvenciu, zZe uhly namerané v smere na sever budu kladné a na juh
zéporné. Ak sa nenachddzame na rovniku, odmeriame rozdielnu velkost maxim
pri smere na sever a juh. To vieme jednoducho opravit tym, ze vSetky hodnoty
posunieme tak, aby boli obidve maxima rovnaké. Ak vieme odmerat zemepisni
sirku, odklon osi je rovnaky ako zemepisna sirka polarneho kruhu, ktory je defino-
vany ako miesto, kde aspon jeden den v roku hviezda nevyjde nad obzor a aspon
jeden den v roku hviezda nezapadne za obzor.

Problém 2: Magnetické pole

ZadAani:

Poturdte pritomnost magnetického pola na povrchu mesiaca. Vedeli by ste urcit,
¢t toto magnetické pole generuje mesiac, planéta alebo aj obe zdrovern?

Reseni:

Potrebujeme zostrojit primitivny kompas. To je v podstate jednoduché, musime
najst mali zmagnetizovany objekt alebo si ho vyrobit pomocou elektromagnetu.
Lod urcite v sebe mala medené kable, z ktorych moézeme vytvorit cievku pre
vytvorenie magnetu. Taktiez mozeme najst permanentné magnety v lodi alebo
na planéte vo forme rud, ako je napr. magnetit. Zmagnetizovany objekt mozeme
umiestnit na vodni hladinu alebo na tenku tycku, aby sme mali maly vykyv aj vo
vertikdlnom smere a nie iba tocenie v horizontadlnom smere. Mézeme predpokla-
dat, ze ak budeme pozorovat rovnaké spravanie kompasu ako na Zemi, mesiac mé
magnetické pole. Ak bude mat magnetické pole planéta, pri obehu okolo planéty
budeme moct pozorovat zmenu vychylky kompasu, alebo pri pohybe na mesiaci
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nebudeme pozorovat chovanie ako na Zemi. Pri pritomnosti oboch poli bude za-
visiet na ich intenzite a smere. Mo6ze aj nemusi byt tento stav mozné zistit bez
pouzitia modernych pristrojov.

Zaujimavé riesenie odovzdal Mgr.MM Marco Souza de Joode, kde napisal, ze
niektoré zvierata vyuzivaji magnetické pole Zeme. Napr. kacky pristavaju v bez-
vetri hlavne v smere silo¢iar. Ak sme mali na lodi nejaké zviera alebo zivot na
planéte vyuziva smer magnetického pola, vedeli by sme urcit zmeny magnetického
pola podla zmeny ich zvyklosti.

Kuba a Kubo; kusnir. jk@gmail.com
e-matlovd konference: mesic@mam.mff.cuni.cz

Téma 4 — Algoritmy od nuly (do n)
Intervalové datové struktury
Zadani Ctvrté série
Vitdme véas u ¢tvrtého (tentokrat netradiéné kratsiho) dilu tématka pro zacinajici
informatiky (a zvidavé matematiky, fyziky a biology). Uvodem bych rdd pozname-
nal, Ze dva problémy z druhého ¢isla zustavaji stale ¢astecné nevyresené, docCtete
se o nich v sekci Reseni druhé série.

Dnes se budeme zabyvat datovymi strukturami, které ndm pomahaji rychle
odpovidat na otazky ohledné néjaké ulozené posloupnosti ¢isel. Konkrétnéji nam
pujde o takzvané intervalové dotazy — zeptame se datové struktury na néjaky
interval (tfeba na prvky 35 az 42) a struktura ndm o ném d4 néjakou informaci
(tFeba soucet vSech prvki posloupnosti v daném intervalu). Nejdiive si ale strucné
pripomeneme, co jsou to datové struktury.

Datové struktury

Datovymi strukturami jsme se zabyvali uz v minulém dile, proto si je nyni jen
struéné pripomeneme (vy, ktef{ jste ho necetli, nalistujte prosim v minulém ¢&isle
u naseho tématka sekci ,Datové struktury“). Datovd struktura je zptisob uloZeni
informaci v paméti, ktery ndm umoznuje s nimi lépe pracovat. U datovych struktur
rozliSujeme jejich rozhrani a implementaci. Rozhrani datové struktury nam rika,
jaky typ dat do ni muzeme uklddat a jaké operace s nimi muzeme provadét.
Implementaci datové struktury rozumime to, jak jsou data ulozena a jak konkrétné
jednotlivé operace funguji.

Z toho, jakou implementaci pouzijeme, potom plyne casova a prostorova slo-
zitost. Prostorovd sloZitost datové struktury je to, kolik mista v paméti zabira.
Pouzivame pro ni 6¢kovou notaci, stejné jako pro slozitost ¢asovou. U datovych
struktur rozlisujeme ¢asovou slozitost jejich inicializace (to je poc¢éteéni ,stavba“
struktury a pfipadné ulozeni dat do paméti) a slozitost jednotlivych operaci. Nase
implementace fronty pomoci spojového seznamu z minulého dilu by tedy méla
Casovou slozitost inicializace O(1), ¢asovou sloZitost operaci enqueue i dequeue
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rovnéz O(1) a prostorovou slozitost O(n), kde n je maximaln{ pocet prvkia ve
fronteé.

Problém 1 [1b]: Spojovy seznam se v prazi pouzivd hlavné v pripadech, kdy po-
trebujeme vkladat prvky doprostred seznamu. Skutecné procesory totiZ typicky na-
¢itaji nardz velky usek pameti, takZe s daty, kterd jsou v pameéti uloZena blizko
sebe, umi pracovat vyrazné rychleji neZ se spojovym seznamem, ktery md data
roztrousend ruzné po pameti. Navrhnéte zpusob implementace fronty pomoci pole
pri zachovdani casové i prostorové sloZitosti. Muzete predpokldadat, Ze predem zndte
maximdlni pocet prvki ve fronteé.

Prefixové soucty

Meéjme posloupnost celych ¢isel. Radi bychom si vytvorili datovou strukturu, ktera
ndm pro kazdy interval (tedy souvisly tisek posloupnosti) umi co nejrychleji Fict,
jaky je soucet vsech cisel lezicich v tomto intervalu. Pokud je tedy nase posloup-
nost 11, 3,27, 30, 54, 6,42, a zeptdme se na interval [4, 6], datova struktura odpovi
60, protoze 54 + 6 = 60 (intervaly budeme vzdy brét zleva uzaviené a zprava ote-
viené, nyni jsme se tedy ptali na pozice 4 a 5). Mohli bychom prosté posloupnost
ulozit do pole a pri kazdém dotazu secist prislusna ¢isla. Tim bychom dostali pa-
métovou slozitost O(n), inicializaci v O(n) a dotazy rovnéz v O(n). Jak to udélat
lépe?

Datové struktury casto funguji tak, ze si predpocitame néco, co potom vyuzi-
jeme pro rychlejsi vyhodnocovani dotazi. Predpocitat vSechny dotazy si nechceme
(véech moznych intervalil je totiz n?), predpoéitame si ale soucty vech intervalii,
které zacinaji nultym prvkem posloupnosti. Takovych intervalt je pouze n, takze
si je prosté ulozime do pole délky n (na pozici ¢ si budeme pamatovat soucet in-
tervalu [0,4 4 1]). Témto intervaltim se k4 preﬁargﬂ proto témto predpocitanym
soucttm tikdme prefirové soucty. Pro zjisténi souctu intervalu [i,j] vyuZijeme
soucty intervalu [0,4] a [0, 5], které mame predpocitané. Interval [i,j] obsahuje
pravé ta cisla, kterd lezi v [0, j], ale nelezi v [0,1], stadi tedy odeéist soucet in-
tervalu [0,4] od sou¢tu intervalu [0, j] a dostdvame soucet intervalu [i,j]. Kdyz
tedy dostaneme dotaz [i, j], odecteme ¢islo na pozici ¢ — 1 od ¢&isla na pozici j — 1
v nasem poli prefixovych soucti a vysledek vratime.

Tim jsme ziskali konstantni ¢asovou slozitost dotazu. Pamétova slozitost zi-
stala zfejmé linedrni, zbyva nam casova slozitost inicializace. Na prvni pohled
by se mohlo zdat, ze bude kvadratickd, protoze jeden prefixovy soucet ma az
n séitancu a prefixovych souctu je n. My ale nemusime jednotlivé soucty poci-
tat nezavisle. Za¢neme od nultého souctu (to je prosté nulty prvek posloupnosti)
a kazdy dalsi prefixovy soucet spocitame tak, ze k tomu predchozimu pri¢teme
dalsi prvek posloupnosti. Kazdy ze souc¢tu tedy ziskdme v konstantnim case, ¢imz
dostavame inicializaci v O(n).

3prefix by byl ¢esky predpona, éesky pieklad se ale v informatice v tomto kontextu nepouziva
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Problém 2 [2b]: Co kdybychom misto posloupnosti méli tabulku celjch cisel
o rozmeérech n x m? Navrhnéte co nejefektivnéjsi datovou strukturu, které za-
dame ,podtabulku® (souvisly obdélnik v nasi tabulce) a vrdti ndm soucet vsech
cisel v této podtabulce. Podtabulku budeme zaddvat jako pozici levého horniho a
pravého dolniho rohu. Nezapomernte na casovou a prostorovou sloZitost.

Rozklad na bloky

Nyni bychom po nasi datové struktute chtéli dalsi operaci — zménit jeden prvek
posloupnosti na jiny. Prefixové soucty na tomto tkolu zcela selzou — po zméné jed-
noho prvku bychom museli prepocitat az n prefixovych souctu, za coz by si nase
nové operace vyslouzila linearni ¢asovou slozitost (pokud bychom tedy zmény pro-
vadéli podobné casto jako dotazy na intervalové soucty, bylo by stejné rychlé viibec
zddnou datovou strukturu nestavét a soucet pokazdé znovu spocitat). Prefixové
soucty je tedy vhodné pouzit pouze tehdy, kdyz prvky posloupnosti neménime.
Rikéme, 7e se jedna o statickou datovou strukturu.

Nase nova datova struktura tedy bude dynamickd. Rozdélime si posloupnost na
bloky (souvislé useky) velikosti b (hodnotu b zvolime pozdégji tak, aby pro nés byla
co nejvyhodngjsi). Tim ziskdme n/b blokd (pokud n neni délitelné b, doplnime
posloupnost nulami). Nyni spoéitdme soucet ¢isel v kazdém bloku a ulozime si
posloupnost téchto souctt (bude mit délku n/b). Nakonec si pro kazdy blok i pro
posloupnost soucti spocitame prefixové soucty. Pocitani prefixovych i celkovych
souctd blokll ndm zabralo ¢as O(n), poéitdni prefixovych souc¢tt posloupnosti
souctu trvalo O(b), a jelikoZ b < n, zabrala ndm celd inicializace linedrni Cas.
Prostorova slozitost je také linearni, opét protoze posloupnost souctit bloki neni
delsi nez puvodni posloupnost.

Kazdy interval muzeme nyni rozdélit na pocatecni ¢ast, kterd zac¢ind uvnitt
bloku a koné¢i na jeho konci, déle stiedovou ¢éast, kterd se sklada z nékolika ce-
lych bloki, a koncovou c¢ast, kterd zacind na zacatku bloku a konéi uvnitf néj.
Kterékoliv z téchto ¢asti mohou byt prazdné(pokud by byl napiiklad intervalem
jeden blok, pak byla prazdnd pocétecni a koncova ¢dst). Soucet libovolného in-
tervalu tedy spocitdme jako soucet téchto tii ¢asti. Soucet pocatecni i koncové
Casti zjistime z prefixovych souc¢tt pro bloky, ve kterych tyto ¢asti lezi — to ndm
zabere ¢as O(1) — a soulet stfedové ¢asti ziskdme jako soucet souctt bloki, ze
kterych je stredova ¢ast tvorena. Protoze pro soucty bloki mame také predpoci-
tané prefixové soucty, zabere ndm to rovnéz ¢as O(1). Soucet daného intervalu
tedy ziskdme v konstantnim case.

KdyZ zménime jeden prvek posloupnosti, budeme muset v ¢ase O(b) znovu
spocitat prefixové soucty bloku, ve kterém prvek lezi, a v ¢ase O(n/b) pro po-
sloupnost soudtt spoéitat prefixové soucty (poté, co v ni zménime jeden prvek).
Tato operace ndm tedy zabere ¢as O(b + n/b).

Nyni nam zbyva urcit hodnotu b. Nasim cilem samoziejmé je, aby byl vyraz
O(b + n/b) co nejmensi. Soucet se asymptoticky chova stejné jako maximum a
s rostoucim b prvni scitanec roste a druhy klesa, vyraz tedy bude nejmensi pro
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b = n/b, coz ndm davd b = /n. Nase blokova datova struktura tedy potfebuje
linearni prostor, linedrni ¢as na inicializaci, zména prvku ma casovou slozitost
O(y/n) a dotaz na intervalovy soucet stihneme v O(1).

Intervalova minima

Vytvorili jsme dynamickou datovou strukturu, kterd umi v éase O(y/n) ménit
prvky a v konstantnim ¢ase pocitat intervalové soucty. Ve skutecnosti je ale nase
struktura obecnéjsi a po drobné dpravé mize misto intervalovych souc¢tu pocitat
néco jiného — treba intervalovd minima. Naopak mysSlenka prefixovych soucti se
na intervalovd minima ani ve statické verzi pouzit nedd — z prefixovych minim
totiz nedokdzeme nijak ziskat minimum pozadovaného tiseku (muzete si zkusit
vymyslet piiklad, kde by takovy postup selhal). Pro pocitdni minim si budeme
pamatovat pouze minima jednotlivych bloku. Pro kazdou ze tii ¢asti intervalu
(podatecni, stiedovou a koncovou) dokdZeme minimum spoéitat v ¢ase O(y/n) —
najdeme primitivnim zptisobem minimum pocatecni i koncové ¢asti a pro stredo-
vou Cast vezmeme minimum z minim blokd. Z téchto tif minim potom jen v kon-
stantnim cCase spocteme celkové minimum. Pfi zméné prvku prosté jen v case
O(y/n) znovu spoéitdme minimum daného bloku. Intervalové minimum i zménu
prvku tak umime spodéitat v ¢ase O(y/n), inicializace i pamétova slozitost zustala
linearni.

Problém 3 [2b]: Nasi datovou strukturu pro pocitdni intervalovych minim jde
ve skutecnosti jeste vylepsit. Navrhnéte obdobnou blokovou datovou strukturu na
pocitant minim, kterd vyuzivd tri drovni misto dvou a ziskejte tak casovou sloZitost
operaci O(/n) (nezapomerite vsechny sloZitosti Tddné zdivodnit).

Problém 4 [5b]: Pro¢ bychom méli zustat u i drovni? Spocitejte, jaky pocet
drovni je optimdlni, a urcete casovou sloZitost inicializace i jednotlivich operaci
a sloZitost prostorovou. Ziskdte tak velmi zajimavou a uzitecnou datovou struk-
turu.

Reseni druhé série
Problém 1

Zadani:

Zkuste na nasem formdlnim modelu, ktery jsme si vytvorili na konci minulého
dilu, vytvorit funkce. Nezapomente, Ze po svém ukonceni se funkce musi vrdtit
hned za misto, ze kterého byla zavoldna.

Reseni:

K tomuto problému se sesla dvé Teseni, ani jedno z nich ale nevyftesilo ilohu
pro obecny ptipad. Konkrétnéji — nikomu z vas se nepovedlo vytvorit implemen-
taci funkci, kterd by umoznovala rekurzivni volani. Nechavame proto tlohu zatim
otevienou a otiskujeme zde korektni implementaci funkce na secteni dvou ¢i-
sel od Mgr.MM Ondfeje Chlubny, abyste na ni ve svych feSenich mohli navizat.
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Mgr.MM Chlubna spravné vyuzil toho, ze miize dat funkci jako parametr fadek, na
ktery mé skocit po svém dokonceni (kdybychom chtéli byt tiplné formélni, oznadili
bychom kazdy fédek jeho ¢islem a jako parametr bychom funkci dali toto ¢islo).
Pokud by ale funkce volala sama sebe, pfepsala by si v burice 14 navratovou adresu
a z prvniho volani uz by se nikdy nevratila. Zkuste tedy implementaci vylepsit,
aby funkce mohly volat samy sebe. Poradime vam, Ze se vam k tomu bude hodit
zésobnik (psali jsme o ném v minulém ¢isle v sekci o datovych strukturdch).

ResSeni podle Mgr.™ Ondieje Chlubny:
Funkce by se dala interpretovat jako skok na urcitou c¢ast kédu. Priklad funkce
pro secteni dvou ¢isel muze byt:

1.[0]«+ 0 (nacteni prvniho ¢isla)
2.[1]«0 (nacteni druhého disla)
3.

4. [12] « [0] (nacteni vstupu funkce)
5. [13] « [1] (nagteni vstupu funkce)
6. [14] + taml

7. Skok na funkce_soucet

8. taml

9. [2] — [15] (nacéteni vystupu funkce)
10. print [2]

11.

12. [12] « [0] (nacteni vstupu funkce)
13. [13} — [2} (nac¢teni vstupu funkce)

14. [14] + tam2
15. Skok na funkce soucet

16. tam2

17. [3] « [15] (nacteni vystupu funkce)
18. print [3]

19.

20. funkce_soucet (zag4tek funkce)
21. [15] « [12] + [13] (vypocet ve funkci)

22. skok na [14]

Misto toho, aby byly hodnoty poslany pifimo do funkce, maji své vlastni pro-
ménné. Vzdy, kdyz se skdCe na funkce_soucet, jsou v [12] a [13] séitance, v [14]
je napsano, kam méa kéd pokracovat, a vystup funkce je v [15].

Problém 2

ZadAani:
Spocitejte faktoridal pomoci rekurze bez pouziti cyklu. Otdzka, kterou je dobré si
poloZit pri resent tohoto problému, je: ,Kdybych mél spocitané (n—1)!, jak z toho
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spocitam n!?“. Toto je ostatné otdizka, kterou je dobré si poloZit, kdykoliv resite
néjaky algoritmicky problém, a kterd vede na rekurzivni algoritmus (rozmyslete si
proc).

Reseni:
Vyuzijeme toho, Ze n! = n- (n —1)!. NaSe funkce se tedy muze rekurzivné zavolat
na n — 1 a vraceny vysledek vynasobit ¢islem n:

1. Funkce faktorial(n):

2 Pokud n = 0:

3. Vrat 1

4 Vrat n-faktorial(n — 1)

Problém 3

Zadani:

Nas algoritmus na hdzeni vajicek lze pro nékteré velikosti vstupt jesté o trochu
zlepsit (jen o konstantu). Zkuste si rozmyslet jak a napiste ndm to.

Reseni:

Zlepseni ve skutecnosti spoc¢iva pouze v tom, ze k paneldku nepridavame zadna
imaginarni patra — kéd bez jakychkoliv iprav prosté spustime pro libovolné n.
Tim si pro nékteré vstupy usetiime jedno volani funkce. Zlepseni je tedy skutecné
nepatrné, ale je dobré si uvédomit, ze v praxi vstup nemusime doplnovat na
mocninu dvojky — potrebovali jsme ji jen proto, aby se nam lépe pocitala ¢asova
slozitost.

Problém 4

Zadani:
Vymyslete algoritmus, ktery najde v setrideném poli délky n dané cislo v case
O(logn). Nezapomerite na slovni popis algoritmu a zdivodnéni casové sloZitosti.
Reseni:
Ulohu vyfesime stejné jako tlohu s paneldkem. Misto pater nyni budeme mit
¢isla v poli a rozbiti vajicka v i-tém patie bude reprezentovano tim, ze ¢islo
na i-té pozici je vétsi nez hledané cislo x. Pole je setfidéné, tyto pozice tedy
tvori souvisly tsek na konci pole a tloha je tedy skutecné analogicka. Obecnéji —
pokud mame pole n ¢isel, z nichz prvnich k splnuje néjakou vlastnost a zbylych
n — k tuto vlastnost nespliiuje, muzeme pro nalezeni k pouzit nas ,vajickovy
algoritmus® (béZné se nazyva bindrni vyhleddvdingd). V tomto piipadé se jednd
o vlastnost ,je mensi nebo rovno z“. Az najdeme nejvétsi ¢islo s touto vlastnosti,
jen zkontrolujeme, zda je rovno z, a podle toho bud vratime prislusnou pozici,
nebo vratime -1 (coz znadi, Ze ¢islo v poli neni).

Od ,,vajickového algoritmu“ se nase bindrni vyhledavani bude lisit pouze tim,
ze po nalezeni prislusné pozice v poli zkontroluje, zda na ni lezi ¢islo z. To se



16

ale stane pouze jednou a zabere to konstantni Cas, ¢asova slozitost tedy bude
samoziejmé stejna. Proto jen strucné pripomeneme, ze jedno volani funkce trva
konstantni cas a pokazdé ji volame na dvakrat mensi vstup, pocet volani tedy
bude roven logn, z ¢ehoz dostédvame slozitost O(logn). Nasleduje pseudokdd:

Vstup: pole vstup, délka pole n
1. Funkce binarni_vyhledavani(posloupnost, n, start):

2 Pokud n = 1:

3 Pokud posloupnost|start] = x:

4. Vrat start

o. Jinak:

6 Vrat —1

7 Pokud n > 1:

8 Pokud posloupnost|start + n/2] > z:

. Vrat binarni_vyhledavani(posloupnost, n/2, start)

10. Jinak:

11. Vrat binarni_vyhledavani(posloupnost, n/2, start +n/2)
Vystup: binarni_vyhledavani(vstup, n, 0)

@ .

Problém 5

Zadani:

Predpoklddejme, Ze mdme dvé setridéné posloupnosti cisel (mohou byt rizné dlou-
hé). Vymyslete, jak s co nejlepsi casovou sloZitosti z téchto dvou posloupnosti
udélat jednu setridénou posloupnost obsahujici ¢isla z obou. Pri vyjadrovani casové
slozitosti pouZijte n jakozZto celkovi pocet cisel. Nezapomerite urcit casovou slozitost
svého algoritmu.

Reseni:

Tomuto problému se anglicky fikd merge, do cestiny se preklada jako slévdni.
Samotny algoritmus je velmi jednoduchy. Porovname vzdy nejmensi ¢isla v obou
slévanych polich a mensi z nich z ptislusného pole odstranime a pridame ho na
konec vytvarené posloupnosti. Az ¢isla v jednom z poli dojdou, priddme na konec
posloupnosti i vSechna ta, kterd ve druhém z poli zbyla.

Proc¢ algoritmus funguje? Predstavme si, jaky bude jeho prvni krok. Vytvarena
posloupnost je v tu chvili prazdné. Ktery prvek do ni priddme jako prvni? Protoze
vytvarime setfidénou posloupnost, musi to byt samozirejmé ten nejmensi, tedy ten
mensi z minimalnich prvka dvou slévanych poli. Prvni krok algoritmu — odebrat
globalné nejmensi prvek a pridat ho na konec vytvarené posloupnosti — je tedy
spraviny. Nyni si stac¢i uvédomit, ze stojime znovu pfed stejnym problémem. Vy-
sledna posloupnost bez prvniho prvku je totiz porad setridénd posloupnost, takze
si muzeme predstavit, ze doty¢ny prvek v zadném z poli nikdy nebyl a ze zaci-
name znovu od zacatku, jen vytvarime posloupnost o jedna kratsi. Muzeme tedy
pokazdé znovu pouzit stejny argument, dokud se jedno pole nevyprazdni. Poté uz
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je jasné, ze zbylé prvky patri na konec vytvarené posloupnosti. Algoritmus si tedy
muzete predstavit i jako rekurzivni — po kazdém pridani prvku resime stejny pro-
blém o jedna mensi velikosti. My ho ale radéji napiSeme pomoci cyklt (v praxi jsou
cykly efektivnéjsi nez rekurze, takze pokud algoritmus umime jednoduse napsat
obéma zptisoby, volime ten bez rekurze).

Zbyva nam urcit casovou slozitost algoritmu. V kazdém kroku algoritmus po-
rovna dvé ¢isla a jedno z nich premisti do vysledné posloupnosti. Jeden krok tedy
zabere konstantni ¢as. V kazdém kroku se posloupnost zvétsi o 1, kroki je tedy
celkem n, coz ndm déva slozitost O(n). Nésleduje pseudokdd:

Vstup: pole a a b a jejich délky len_a a len_b

1. n<len _a+len_b

2. final < Pole délky n

3. 1=0;=0k=0;

4. Dokud 1 7§ len__a a zaroven j 7§ len_b: (dokud v obou polich zbyvaji prvky)
5. Pokud a[z] < b[]] (pokud je minimum v prvnim poli mensi)
6. final[k:] — (J,M (pfiddme ho na vystup)
7. 1 1+1

8. Jinak: (jinak pfiddme na vystup minimum druhého pole)
9. final[k] < b[j]

10. j—g+1

11. k+—k+1

12. Dokud i # len_ a: (pokud zbyla &fsla v prvnim poli, pfemistime je na vystup)
13. finallk] < a]i]

14. k< k+1

15. 11+ 1

16. Dokud j 75 len_b: (pokud zbyla &isla v druhém poli, premistime je na vystup)
17. final[k] < b[j]

18. k+—Ek+1

19. j—j3+1

Vystup: pole final

Problém 6

Zadani:

Vymyslete tridici algoritmus béZici v case lepsim neZ kvadratickém (jingmi slovy
lepsim neZ O(n?)). Nezapomerite udat s odiivodnénim jeho casovou sloZitost. Pro-
zradime vam, Ze se vam bude hodit nejen rekurze, ale i kapitola o logaritmech.

Reseni:
Ulohu se povedlo vyfesit jako jedinému Mgr.MM Toméasi Souradovi, jehoz FeSeni
zde otiskujeme. Mgr.MM Sourada ale udélal dvé chyby v analyze ¢asové slozi-

tosti, takze jeho algoritmus m4 sice lepsi slozitost nez kvadratickou, ale hned ze
dvou dtivodii tato slozitost nenf O(nlogn) (jak Mgr.MM Sourada ve svém fesent
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piSe). Vybizime vas proto, abyste pfisli na to, kde udélal Mgr.M Sourada chybu,
jakd je skutecna slozitost jeho algoritmu a hlavné jak dosdhnout ¢asové slozitosti
O(nlogn). Opét pripomindme, Ze k FeSeni se vim kromé problému 5 bude hodit
i rekurze a logaritmy.

Reseni podle Mgr.MM Tomase Sourady:

Nejprve si pole rozdélime na mens{ podpole délky [y/n] (horni celd ¢ast odmoc-
niny z n — pokud n # a?, pak posledni podpole bude o néco kratsf). Téchto
podpoli bude zhruba /n. Kazdé toto podpole setiidime (algoritmem dodanym
v fesen{ k prvnimu dilu, jehoZ éasova slozitost pro vstup délky n je n?). To bude
mit casovou slozitost \/712 = n. Pro vSechna pole dohromady n+/n. Pak si tato
podpole vezmeme vedle sebe, vezmeme nejmensi prvky z téchto poli a tyto prvky
si setfidime (prvka je v/n, éasova slozitost je tedy \/EZ = n). Vezmeme nejmensi
z téchto nejmensich prvku (éasova slozitost 1), skrtneme ho a zapiSeme na nultou
pozici nového (pozdéji vysledného) pole délky n.

Zbude nam setiidénd posloupnost délky /n — 1 nejmensich prvkt nasich pod-
poli. Z podpole, z néhoz byl ten skrtnuty prvek, vezmeme dalsi nejmensi prvek
v poradi a se slozitosti O(log n) dle problému 4 najdeme, kam pati{ v nasi posloup-
nosti nejmensich prvka podpoli a zafadime ho tam. Ted znovu vezmeme nejmensi
prvek z nejmensich, skrtneme ho a zapiSeme do vysledného pole na nejmensi
neobsazenou pozici. Pak do posloupnosti nejmensich opét se slozitosti O(logn)
zafadime nejmensi prvek z podpole, ve kterém byl skrtnuty prvek. Takto pokra-
¢ujeme dal. Pokud z néjakého podpole skrtneme posledni prvek, (a uz tedy neni
odkud brat prvek do nasi posloupnosti nejmensich), prosté se délka posloupnosti
nejmensich zkrati o jedna.

Celkem do posloupnosti nejmensich musime zatadit \/n(y/n—1) prvki, kazdy
se slozitosti O(logn), celkova Casova slozitost je tedy O(nlogn).

Jakmile skon¢ime, budeme mit sefazenou vyslednou posloupnost. Celkova
Casovd slozitost celého algoritmu je ta z téch, které se séitaly (O(n+/n),O(n),
O(nlogn)), kterd je nejhorsi. To jest O(nlogn). Celkovd ¢asova slozitost algo-
ritmu je tedy O(nlogn).

Tom; domestomas+mam@gmail . com
e-mailovd konference: algoritmy@mam.mff.cuni.cz

Téma 5 — Preplnéna tramvaj
Uvod
K tomuto tématku prislo nékolik prvnich reseni a ja se k nim nyni struéné vy-
jadifm. Vynecham-li jednoduchou tlohu s kostkou, tak jmenovité Mgr.MM Klara
Hlouskova, Mgr.MM Marco Souza de Joode a autorské dvojice Mgr.MM Martin
Bocek & Bc.MM Michal Vicha pfispéli ke zkoumdani vyvoje poétu pasazérii v do-

pravnim prostfedku experimentalnim zptusobem. VsSichni zminéni pracovali s au-
tobusovymi linkami.


mailto:domestomas+mam@gmail.com
mailto:algoritmy@mam.mff.cuni.cz
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Mnozi na zakladé svych vysledkii vynaseli pochybnosti o existenci obecného
tvaru kfivkyﬂ S(m) a podklddali je pozorovanou nerovnomérnost{ vytizenosti jed-
notlivych stanic. Vyzkum Mgr.M Bocka & Be.MM Vichy vénujici se opakovanému
méreni linky z Jan¢i do Opavy ukézal, ze tato nerovnomérnost v ramci jediné
linky neni vzdy dilem statistické odchylky a ze jde tudiz skutec¢né o neménnou
vlastnost linky. Mgr.MM Hlousgkové se ji pokousi nikoli netispé$né popsat uvéaze-
nim poctu obyvatel v oblastech, jimiz jeji autobus projizdi, ¢imz predchazi zcasti
ulohu, ktera bude zadana teprve v tomto cisle.

Nalezend nerovnocennost stanic na realnych linkdch je ponékud neprivétivy
objev pro vérohodnost mnou navrzeného modelu z predchoziho ¢isla, ktery mimo
jiné predpokladd pravé rovnocennost stanic. Nicméné stale zustava nadéje, ze
i ona experimentalni nerovnocennost je v globalnim pohledu existujicich linek
rovnomérné rozlozenym jevem, tudiz pri proméreni dostateéné vysokého poctu
nezdvislych linek by mohla vymizet ve prospéch dusledkti modelu, jimz jste se
zabyvali v predchozi sérii. Za timto icelem vas vyzyvam k upfednostnéni st¥idani
linek v experimentech pred podrobnym promérovanim jediné linky.

Déle se hledani alternativy k navrzenému modelu chovani cestujicich vénuje
Mgr.MM Souza de Joode. V jeho modelu si nastoupivsi ¢lovék voli za cil cesty stied
trasy, kterd mu ve chvili nastupu zbyva do konecné stanice. Jedna se o jisté zjed-
noduseni mého modelu, sdm autor oznacuje své pasazéry za prostoduché a jesté
v témZ piispévku zdroven vyvozuje zaveér, ze v jeho modelu m4 kiivka S(m) tvar
strisky. Toto ne zcela odpovida experimentiim, ovSem ani jim v zasadé neodporuje,
proto navrhuji jeho model pri zpracovavani vysledkt méfeni rovnéz uvazit.

V zavéru tvodu bych vam chtél pfipomenout, abyste nadédle pokracovali v ex-
perimentalnim vyzkumu kiivky S(m). Jde o vykonani cesty libovolnym doprav-
nim prostiedkem pres co nejdelsi ¢ast linky (idedlné pres celou) a zaznamendni
poctu pasazéru uvniti prostredku mezi kazdymi dvéma stanicemi. Trebaze je ex-
perimentélni prace obcas nepohodlnd, je dobfe hodnocend, nebot velké mnozstvi
experimentalnich vysledkl je nutnou podminkou pro moznost pozdéjsiho posou-
zeni spravnosti jakékoli nasi teorie.

Zadani

K vyreseni tloh v této sérii budete potrebovat vysledek ziskany rfesenim predchozi
série, coz zde ze zacatku znamend jistou komplikaci, nebof v tomto casopise neni
zvykem zvefejnovat vzorova feseni drive nez dvé série po zadani. Proto vam nyni
prozradim pouze vysledek s tim, ze na jeho odvozeni si budete muset pockat do
dalsi série.

Na linearni lince pri predpokladu rovnocennych stanic a pasazéru cestujicich
za predem danym cilem je vysledkenﬂ

4P¥ipomindm, Ze v tomto témétku se zkoum4 zavislost poétu lidi v dopravnim prostfedku
na fazi jeho cesty linkou. Konkrétné S znaci pocet lidi a m pocet projetych stanic. Pro detaily
viz https://mam.mff.cuni.cz/problem/2207/.

5Viz pozndmka pod éarou ¢.


https://mam.mff.cuni.cz/problem/2207/

20

S(m) =Cm(N —m),

tj. parabola s parametrem C' charakterizujicim danou linku a zavislym na
konstanté D (m4 vyznam ocekavaného poctu pasazéru ¢ekajicich na kazdé stanici)
a na poctu stanic N.

Na cyklické lince se stejnymi predpoklady je feSenim totéz béhem prvnich N/2
stanic a konstanta po zbytek cesty. Vysledek za pfedpokladu ndhodné cestujicich
pasazéru v této sérii zatim nepotiebujete.

1
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Obrazek 1: Graf funkce S(m), veli¢iny S,m odpovidaji veli¢indm S, m prendsobenym
takovymi konstantami, aby nabyvaly pouze hodnot z intervalu [0, 1], viz nize.

Vyse uvedeny tvar S(m) ocividné nesouhlasi s vysledky vSech vasich experi-
menti. To muze byt zptsobeno statistickou odchylkou namétenych hodnot (mé-
feni bylo provedeno stéle piili§ mélo, nez abychom mohli toto vyloudit), ale také
selhdnim nasi teorie. Vasim cilem v této sérii proto bude nasi teorii zpresnit a pfi-
blizit pozorované realité. Toho docilime upusténim od nékterych zjednodusujicich
predpokladti.
klad rovnocennosti vSech stanic jakozto zdroju i cilid cestujicich. V tomto sméru
nasi teorii zobecnime tim, ze k-té stanici pritadime jisty koeficient ay, ktery bude
popisovat vytizenost stanice. Na k-té stanici bude tedy vygenerovano Day pa-

o]

sazéru a kazdy z nich si zvoli za svuj cil stanici j s pravdépodobnost S
623

i£k
VytiZenost se zde stéle vztahuje k funkci stanic coby zdroju i cilii cestujicich (neni
pak napt. mozné, aby v nékteré stanici pokazdé nastupovala spousta lidi, nikdo
by v ni vSak nevystupoval).

Problém 1 [4b]: Zobecnéte vyse wvedeny tvar kiivky S(m) na situace s nerovno-
cennymi stanicemi popsanymi jedinym systémem koeficienttd o, ... ,cN.
Néapoveéda: Zkuste pro zacdtek p?‘edpoklddaﬂ vk : oy € N.

SMatematicky zapis sumy, chdpeme ho jako: Z a; =01+ - Fag_1+ag+-+ay
i£k
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Dalsi ne zcela opravnéné zjednoduseni predstavoval zptsob, kterym si pasazér
vybird cil. Je pomérné naivni si myslet, ze bude pasazér vybirat blizké stanice
stejné Casto jako stanice vzdalené, nebot v nékterych pripadech pro ného muze
byt vyhodnéjsi blizsi stanice dojit pésky nebo se do vzdéalenéjsich dopravit jinym
spojem. Proto by bylo vhodnéjsi uniformni rozdéleni volby cile nahradit jinym.

Predem si uvédomme, ze vyreseni této tlohy pro obecné rozdéleni by nam pak
ve spojeni s vysledkem predchozi tlohy umoznovalo popsat jiz zcela libovolnou
linku (véetné neomezenych generdtort pasazéru, viz vyse). My se prozatim smi-
fime s ndhrazkou tohoto pravdépodobné obtizné dosazitelného cile. Efekt nechuti
cestujicich k dalekym cestam se pokusime popsat tvrzenim, ze zadny pasazér ne-
chce v dopravnim prostiedku projet méné nez ng stanic ani vice nez ny stanic.

Problém 2 [3b]: KaZdd stanice vygeneruje v priméru D pasazéri, z nich si kazZdy
uniformne vybird za svij cil nékterou ze zbjvajicich stanic s tim, Ze vzddlenost
Jim vybrané cilové stanice od jeho stanice vijchozi musi byt v intervalu [ng,nq].
Vypocitejte krivku S(m).

Jakdkoli dalsi zobecnéni a pfiblizeni nasi teorie experimentdlnim vysledkim
jsou velmi vitdna a hodnocena dle spravnosti a prinosnosti. Berte vSak vzdy
v Gvahu, Ze teorie je tim lepsi, ¢im méné m4a volnych parametri (tedy kiivka
ziskana fesenim Problému 1 ndm pravdépodobné bude méné uziteéna nez kiivka
nalezena v predchozi sérii, protoze ma volnych parametri N 4 1, zatimco stara
kiivka si vystacila s jedinym). Stejné tak uvaZte, Ze za zobecnéni se nepocita jen
to, ze navrhnete odstranit néktery predpoklad, zdroven musite také navrhnout,
jak dosahnout vysledku bez tohoto predpokladu.

Problém 3: Naleznéte dalsi slabd mista naseho modelu z predchoziho cisla a
navrhnéte pro soucasnou teorii vylepseni.

A na konec série bude zadéna nejdilezitéjsi ¢ast nasi prace, zamér vsech dopo-
sud provadénych experimentt a nutnd podminka smysluplnosti nasi teorie. Bude
ji srovnani teoretickych vysledki s experimentem.

Problém 4: Pokuste se proloZit namérené vysledky (viz niZe) krivkou S(m) uve-
denou vyse a odhadnéte chybu, s jakou teorie odporuje experimentum.

Ndpovéda 1: Pripominam diive zminénou napovédu ke srovnévani vysledku
z riznych linek. Prejdéte k redukované proménné m = m/N a k redukovanému
poétu cestujicich S = S/C’, kde C’ je jista konstanta (ne nutné tataz, jako C
v rovnici vySe) popisujici danou linku. Cilem je zajistit, aby v rdmci naseho méfen{
bylo 7 € [0,1] a S € [0,1] pro libovolnou linku. Ovéfte sami, e teoreticky tvar
kiivky S(m) vySe tato transformace nezméni.

Ndpoveda 2: Jak uz bylo zminéno drive v tomto ¢isle, vychyleni experimentu
oproti teorii muze byt stdle zpusobeno statistickou chybou, neuvazujeme-li zde
jako nahodny prvek povahu chovani cestujicich, nybrz ndhodny vybér mérené
linky. To znamen4, ze mame-li dojit k vysledku souhlasicimu s nasi teorii, je treba
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brat linky jako rovnocenné, tj. méfit prednostné vice rtznych linek a nepriklddat
vétsi vahu diive vickrat méfenym linkam.

Ndpovéda 3: K prokladani mérenych vysledkt kiivkou je nejlepsi vyuzit pro-
gram Gnuplot. Jestli s nim neumite, mizete si k nému najit manudl na strankach
Fykosu: https://fykos.cz/_media/sex/gp-zaklady.pdf

Trasa A
m | Trasa A opacnym | Trasa B | Trasa C

smérem
1 [30 38 29 28 39 |4 4 19 44
2 |45 57 40 37 56 | 41 33 30 46
3 |45 57 40 36 57| 48 40 31 54
4 |24 24 16 15 28 |48 40 31 54
5 |31 28 27 25 30|48 40 32 54
6 [ 3 39 35 36 39|44 37 40 52
7 |38 39 35 36 38|40 32 27 53
8 |38 39 35 36 38|39 33 27 29
9 149 39 35 36 38|34 31 18 23
10 | 42 47 47 45 49 | 34 24 16 10
11 | 41 46 42 41 47 |29 23 11 2
12 | 41 46 43 42 47 | 29 23 9 -
13 |41 45 43 42 47 | 28 19 7 -
14 | 41 44 43 42 40 | 42 28 0 -
15130 27 28 18 19|43 33 - -
610 12 5 3 5 |50 28 - -

Tabulka 1: Dosl4 méfeni tvaru kfivky S(m). Trasa A je autobusovd linka 900242 z Janci
do Opavy, trasa B linka 230026 11 z Kolina do Zizelic, a trasa C linka 340 z Dejvické
do Levého Hradce. U trasy C chybi méreni ze dvou stanic linky.

Vzorové reseni
Problém 1

Zadani:
Provedte co nejvice mérent krivky S(m) na jakékoli dopravni lince autobusu, tram-
vaje, nebo jakéhokoli podobného dopravniho prostredku. Nezapomerite u provede-
nych mereni zhodnotit jejich vérohodnost a diskutovat, kde mohla pripadnd nepres-
nost vzniknout. Pro prehlednost také uvedte, které linky a kdy jste zkoumali.
Reseni:
Pro tento problém jednak vzorové feseni neexistuje (resp. lze nejvySe Tict, ze
ofekévanym FeSenim je parabola s maximem v bodé m = N/2), jednak by stejné
nebylo zatim uvedeno, protoze problém zustava stile otevien a zustane tak az
do konce ro¢niku. Experimentalnich hodnot, s nimiz mtizeme srovnat nasi teorii,
neni nikdy dost a védecka prace jejich znalost vyzaduje!


https://fykos.cz/_media/sex/gp-zaklady.pdf
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Problém 2

Zadani:

Vymyslete jeden nebo vice zjednodusujicich modeli, z nichz kazZdy néjakiym zpi-
sobem popise, dle jakijch pravidel redlni lidé v dopravnim prostredku nastupuji a
vystupuji, aby se na tato pravidla dalo ddle navdzat.

Reseni:

Reseni tohoto problému bylo ve skuteénosti pfineseno uz v zadani predchozi sé-
rie. Nejlepsim modelem pro popis cestujicich stale ztustava predstava, ze kazda
stanice v okamziku prijezdu vygeneruje v primeéru D pasazéri, z nichz kazdy si
s uniformni pravdépodobnosti vybere sviij cil mezi stanicemi na lince.

Dalsi mozny model popisuje bezcilné cestujici; na kazdé stanici jich je opét
vygenerovano D a kazdy pasazér ve stanici se s pravdépodobnosti p rozhodne
nastoupit, zatimco kazdy pasazér ve voze s pravdépodobnosti ¢ vystoupit.

TYet{ nezavisly model piinasi Mgr.MM Marco Souza de Joode, ktery pied-
poklada, ze v kazdé stanici nastoupi konstantni pocet pasazéri, z nichz kazdy
vystoupi pravé v poloviné cesty, kterd mu v okamziku nastupu zbyva do koneéné
stanice.

Ani tento problém tedy nemé jednoznacné vzorové feseni. Zadny model totiz
nevystihuje plné chovani redlnych pasazéri, ktefi se fidi velmi mnoha riznymi pa-
rametry, proto lze spravnost modeld pouze srovnavat tim, jak dobie toto chovani
aproximuji, tj. jak dobfe odpovidaji experimenttm.

Problém 3

ZadAani:

Ndhodnd velicina X odpovidd souctu tri mezdvislych hodi Sestistennou kostkou.
Zamyslete se, co zde predstavuje mnozinu ), zakreslete do grafu pravdépodobnostni
rozdeleni a spocitejte jeho stredni hodnotu a varianci.

ReSeni:

Vygenerovano muze byt cokoli od 3 do 18, tedy @ = {3,...,18}.

Stredni hodnotu a varianci bylo mozné pocitat slozité z definice, nebo si také
uvédomit, ze pro dvé nezavislé ndhodné veli¢iny A, B plati u(A+B) = u(A)+u(B)
aV(A+B) =V(A)+V(B). U stiedni hodnoty je toto tvrzeni zfejmé, u variance
lze dokézat (s notaci u(A) = a,u(B) = b a uzitim vlastnosti stfedni hodnoty
uvedenych v predchozi sérii) ndsledovné:

V(A+B)=u((A+ B —a—b)?) =
= u(A? — 2aA + a® + B*> — 2bB + b* + 2AB + 2ab — 2aB — 2Ab)) =
= u((A —a)?) + u((B = b)*) + 2(u(AB) + p(ab) — u(aB) — p(Ab)) =
=V(A) +V(B) + 2(ab+ ab — ab— ab) = V(A) + V(B)
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Sta¢i ndm tedy pro jediny hod kostkou A vypoéitat stfedni hodnotu u(A)
3,5 a varianci V(A) = 32, ¢mz snadno dostaneme pu(X) = 3u(4) = 10,5 a
V(X)=3V(A) = %.

Graf pravdépodobnostniho rozlozeni bylo potieba vytvorit ru¢né. Bylo na ném
vidét, ze ackoli jde o soucet tii uniformnich veli¢in, jeho tvar se jiz blizi Gaussov-
skému rozlozeni, coz odpovida centralni limitni Vétéﬂ

FEvZen;|JanSkvara@email.cz
e-mailovd konference: tramvaj@mam.mff.cuni.cz

Téma 6 — Vrcholové pokryti

Mozn4 jste se pri ¢teni predchozi série kladli otdzku, k ¢emu je takova schopnost
resit problém miniméalniho vrcholového pokryti. Samotna definice mozna zni dosti
abstraktné, ale at uz se snazite rozmistit bezpec¢nostni kamery na krizovatky ve
mésté nebo se snazite sledovat veskery pohyb dat po lokdlni pocitacové siti, mini-
malni vrcholové pokryti a jeho pfipadna rozsiteni jsou uzitecné néastroje. Hledani
vrcholového pokryti neni moc Casty problém, ale dovoli ndm vyzkouset mnohem
zajimaveéjsi techniky nez bézné grafové problémy.

Ani jeden z prvnich péti grafi neni moc velky. S trochou snahy by kazdy
z nich mél byt resitelny na papire. Doufam ale, ze jste se zamysleli nad tim, jaké
vlastnosti grafu by mohly byt uzitecné. Mozné néktefi z vas uz zacali pracovat na
jednoduchych programech, které vim pomuzou Tesit vétsi problémy.

V druhé sérii jsme zverejnili vétsi grafy. Nékteré jesté jdou rozumné vytesit
rucné, nékteré jsou trividlni s trochou pomoci od pocitace a nékteré budou vyzado-
vat trochu inovace. Vyuzijte toho, ze se jednd o téméatko — sdilejte svd pozorovani
a dost pravdépodobné do konce roku budete umét resit problémy, které by nikdo
z nas sam resit neumeél.

Matej; lieskovsky.matej+pokrytiQgmail.com
e-mailovd konference: pokryti@mam.mff.cuni.cz

Konference Borek 2018

Terminalni balistika (8 b)
BeMM Kristyna Kamendrovd
Abstrakt

V nasi praci jsme se zabyvali takzvanou termindlni balistikou, kterd zkoumé cho-
vani strely ve chvili, kdy zasdhne cil. Konkrétné jsme stiileli ze vzduchovky rtz-
nymi diabolkami do pfipraveného zZelatinového gelu a sledovali jsme, v jaké vzda-
lenosti se diabolka zastavi, coz podle nas zavisi na jeji hmotnosti a tvaru. Problém
jsme Ttesili nejprve teoreticky a nasledné jsme nase zavéry ovérili experimentalné
sttelbou do gelu.

8viz https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/25/25-2.pdf} strana 19
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Co je terminalni balistika?

Balistika je aplikovana véda zabyvajici se teoretickym a experimentalnim studiem
pohybu sttel vystrelovanych z hlaviiovych zbrani a raket od pocatku jejich pohybu
v hlavni aZ po zasazeni a znicCendi cile. Uplatniuje se predevsim ve vojenstvi, lovectvi,
sportu, kosmonautice a kriminalistice[I].

Terminalni balistika je jesté spolecné s prenatdlni, vnitini, prechodovou, vnéjsi
a postterminalni balistikou jednim z odvétvi kriminalistické balistiky. Zabyva se
chovanim a putsobenim strely od okamziku, kdy dopadne na cil, do okamziku,
kdy se strela a veskeré jeji fragmenty prestanou pohybovat. Je tedy uplatnovana
predevsim pri lovu zvéfe nebo pii praci policejnich ¢ vojenskych odstielovaci.
Césti termindlni balistiky je i tzv. balistika raniva, ktera studuje té¢inky zbrani a
stieliva na biologické cile (napf. na ¢lovéka ¢i pi lovu zvéfe).

Prenatalni balistika studuje a popisuje déje probihajici pred samotnym vy-
strelem, pti kterych vznikaji na zbrani nebo na naboji stopy, naptiklad amyslné
vytvorené zmény na zbrani, vzpri¢eni ndboje v nabojisti nebo stopy po jinych
zédvadéch pii nabijeni nebo mezi dvéma vystiely[2].

Vnitini balistika se zabyva jevy, které se odehravaji uvniti zbrané predtim,
nez strela opusti usti hlavné. Pat¥i k nim napriklad slozeni naboje, horeni stiel-
ného prachu, rychlost tderu zapalniku, tlaky v ndbojové komote, rychlost strely
prochazejici vyvrtem a zpétny raz.

Prechodova balistika se zabyva déji od okamziku, kdy stiela opusti usti hlavné,
do okamziku, kdy na stfelu jesté ptisobi plyny vytékajici z hlavné ven[I].

Vnéjsi popisuje stabilizovany nebo nestabilizovany let stfely prostorem od oka-
mziku, kdy na ni pfestanou pusobit plyny vytékajici z hlavné ven, do okamziku,
kdy strela dopadne na cil.

Postterminalni balistika zkoum4 dé&je probihajici po prostteleni cile (prekazky).
Zabyva se otazkami o udalostech probihajicich poté, co strela nebo jeji fragment
(dlomek plasté, olovéné nebo ocelové jadro) ¢ fragment cile opusti cil. Uplat-
néni mé predevsim v kriminalistice (napiiklad u¢inky stiely po prostielen{ okna,
karosérie vozidla atd.)[2].

Teoretické Gvahy

Jakmile jsme se sezndmili s ovladanim a zachdzenim se zbrani, pfesunuli jsme se
ke zkouméani diabolek, se kterymi budeme sttilet. K dispozici jsme méli 4 druhy
diabolek riznych tvart — dvé s ostrou, jednu s kulatou a jednu s rovnou (zplos-
télou) Spickou — a rozdilnych hmotnost{ od 0,48 ¢ do 1g. Jejich parametry jsou
uvedeny v Tabulce 2]

> = [

(a) diabolka 1 (b) diabolka 2 (c) diabolka 3 (d) diabolka 4

Obrazek 2: Tvary zkoumanych diabolek
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Diabolka (Spic¢ka) | Délka [mm] | Hmotnost [g]
1 (ostrd) 7,7 1
2 (ostrd) 7,2 0,64
3 (kulatd) 5.5 0,48
4 (zplostéla) 5,35 0,49

Tabulka 2: Parametry diabolek

Dle naseho minéni nejdale doleti prvni diabolka, protoze ma ostrou Spicku a
ponévadz jeji zplostéla predni ¢ast bude mit vétsi odpor nejen ve vzduchu, ale i
v zelatinovém gelu.

Méreni

Pro experimentalni méreni jsme museli nejprve vyrobit balisticky gel, ve kterém
se budou mérit a porovnavat vzdalenosti vstrelenych diabolek. Na jeho vytvoreni
jsme pouzili pruhlednou zZelatinu, kterou bylo tfeba nejprve uvarit. Aby nas gel
nemél prilis fidkou konzistenci pro nase ticely, bylo tieba jej vyrobit hustsi. Do 41
vody by se podle ndvodu na obale mélo dat 8 sacki zelatiny. My jsme uvafili gel
3x husts{ (tzn. na 41 bylo pouzito 24 sackl). Jesté teply byl gel z hrnce prelit do
plastového boxu, ve kterém tuhnul do dalstho dne.

Po uvareni zelatinového gelu a jeho néasledném ztuhnuti bylo jiz mozné nase
usudky a teoretické zaveéry uvést do praxe. Stiileli jsme vzduchovkou s ptiblizovaci
zamérovaci optikou ze vzdélenosti 20m a diabolkami o prumeéru 4,5 mm do gelu
o vysce asi 4,5 cm a délce 55 cm. Bylo provedeno nékolik vystreld s kazdym typem
diabolky, z nichz nékteré nezistaly v gelu a vyletély ven. Opusténi gelu bylo
zpusobeno vyleténim diabolky vrchni a bo¢ni ¢asti nejcastéji z divodu Spatného
néaklonu zbrané. Pouze ve dvou pripadech diabolky proletély skrz gel.

Vzdélenosti byly méfeny od okraje gelu po misto, kde se diabolka pfi svém prii-
letu zastavila, zahyb trajektorie diabolky byl zanedban. Vysledky méreni ukazuje
Tabulka [3] V tabulce vidite naméfené vzdélenosti diabolek, které v gelu zustaly,
jejich primeér a odchylku vypocitanou pomoci vzorce

n

1 _
S\ Pr D Dl s

=1

Ackoli tato odchylka muze byt zavadéjici, jelikoz jsme provedli prilis mélo mérent,
miizeme Fici, ze diabolky jednoho druhu doletély do priblizné stejné vzdalenosti,
jak je patrné z jeji namérené hodnoty.

Nejtézsi diabolka (¢. 1) doletéla nejdal diky své podstatné vétsi hmotnosti
oproti ostatnim a ostrejsi Spicce ve srovnani s diabolkami 3 a 4. Ackoli diabolky 3
a 4 maji stejné hmotnosti, tak se jejich prostupnost materialem dost lisi — priblizné
o 50 mm — kvili tvaru jejich predni ¢asti. Vzdalenosti Spicatych diabolek ¢. 1 a 2



ERES  XXV/4 27

Diabolka | Vzdalenosti [mm] | Pramér [mm] | Odchylka [mm]
1 201 200 209 203,3 3
2 170 179 1745 )
3 160 158 159 1
4 121 110 115,5 5.5

Tabulka 3: Vysledky méreni

byly rozdilné primérné o 29 mm, zatimco vzdalenosti diabolek ¢. 2 a 3 se od sebe
lisily jen o asi 16 mm, coz je zpusobeno mensim rozdilem jejich hmotnosti.

Kromé stiilen{ do gelu bez néjaké prekdzky pred nim (kdyz pomineme vzduch)
jsme jesté planovali zkoumat chovani stfely pti priuchodu raznymi typy latky, napf.
davodu to jiz nebylo mozné.

Zavér

Prakticky se ndm podarilo dokézat, jak jsme se domnivali, ze vzdédlenost prustielu
gelu zavisi na tvaru a hmotnosti diabolky, tzn. pokud je diabolka Spicata, tak
¢im je tézsi, tim ma veétsi priraznost a doleti dal. Z nami pouzivanych diabolek
byly spic¢até diabolky 1 a 2, pfricemz ta prvni byla o 0,36 g tézsi a urazila v gelu
prumérné asi o 30 mm delsi vzdédlenost v porovnéani s diabolkou 2. Naopak, kdyz
diabolka méla pouze zplostélou predni ¢ast (diabolka 4), tak doletéla do mnohem
mensi vzdalenosti nejen ve srovnani s diabolkami 1 a 2, ale i diabolkou 3, ktera
méla $picku zakulacenou.

Na této konfefe jsem pracovala spolecné s Mgr.MM Klirou Hlouskovou a Jaku-
bem Kova¢em pod vedenim Katefiny Cizkové na podzimnim soustfedéni M&M
v Borku ve vychodnich Cechich. Timto bych zaroveii chtéla podékovat Katefiné
za pripravu a vedeni této konfery a Klare s Jakubem za skvélou spolupraci. Také
bych chtéla podékovat vSem, kterym jsem zaslala nedokonc¢enou podobu tohoto
¢lanku a pomohli mi svymi pfipominkami zvysit jeho kvalitu.

Zdroje

[1] ONDRACEK, Jan a kol. Streleckd priprava: Zdklady balistiky. Masarykova
univerzita [online]. Brno: Fakulta sportovnich studif Masarykovy univerzity,
2011, 25. 1. 2013 [cit. 2018-12-02]. Dostupné z: http://www.fsps.muni.cz/
inovace-SEBS-ASEBS/elearning/strelba/balistika

[2] PLANKA, Bohumil. Kriminalistickd balistika. Plzen: Vydavatelstvi a nakla-
datelstvi Ales Cenék, 2010. ISBN 978-80-7380-036-9.
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Ovocné napéti 9b
Mgr.™ Marie Kalouskovd a Be.™ Adéla Foglarovd

Vsichni jisté znéate citronovou baterii, kterda generuje napéti a, pokud se to podarfi,
dokaze rozsvitit tieba i svételnou diodu. Néas zajimalo, jestli lze vytvorit podobny
generator napéti z jakéhokoliv ovoce a na ¢em vlastné zavisi velikost generovaného
napéti. Nakonec jsme se neomezily jen na ovoce, ale zkoumaly jsme i zeleninuﬂ

Hypotéza

Napéti zavisi nejen na pouzitych elektrodach, ale také na vzdalenosti, do které
umistime elektrody od sebe — to vSak nebylo to, na co jsme se pti nasem zkou-
mani zamérily. Chtély jsme zjistit, jak velké napéti budou produkovat rizné druhy
ovoce a ovétit si tak nas predpoklad: Cim kyselejsi ovoce, tim vyssi napéti. Nase
hypotéza vychazela ze znalosti miry disociace kyselin. Totiz: ¢im je kyselina kyse-
lejsi, tim snadnéji disociuje. To znamend, ze snadnéji uvolnuje ionty do elektrolytu
a napoméha tak k tvorbé napéti.

Méreni

Jako zptusob méfeni napéti jsme zvolily tradi¢né voltmetr, pro méfeni kyselosti
jsme pouzily lakmusové papirky. U kazdého ovoce jsme obé veliciny zmérily dva-
krat — jednou pro pevny stav, podruhé pro tekuty — z ovoce jsme ziskaly stavu,
nebo alespoi pyré (tfeba v piipadé brambor). Lakmusové papirky jsme prikladaly
na ovoce, a pak jsme podle stupnice kyselosti zjistovaly, jaké hodnoty pH indiko-
valyiﬂ Plati, Ze ¢im mensi je hodnota pH, tim je vzorek kyselejsi. K voltmetru
jsme pripojovaly dvé elektrody — médénou katodu a zinkovou anodu. Elektrody
jsme vzdy ponorily do stejné hloubky i vzdalenosti, abychom se co nejvice vyva-
rovaly chyb méfeni. V piipadé pevného stavu byla vzdédlenost 1,5 cm, v pripadé
tekutého 3 cm. To proto, Zze v pevném stavu jinak neprobihaly chemické reakce
dostatecné rychle a naopak v tekutém stavu probihaly pti priblizeni elektrod prilis
rychle, vzdalenost tudiz nemohla byt stejnd. Hodnoty pH a napéti jsme tedy pak
porovnavaly vzdy pro stejnou konzistenci ovoce.

Jak to funguje

Katoda, ktera se nabije kladnym nabojem (tzn. odevzda elektrony) pfi disociaci,
pritahuje elektrony ptichazejici z anody. Mezi elektrodami probihaji chemické re-
akce a vznika elektrochemické napéti. Ovoce funguje jako primarni ¢lanek, tedy
¢lanek, ktery pfimo generuje napéti. Zinek a méd jsme si vybraly kviili jejich pozici
v Beketovové fadé kovu, kterd udava velikost standardnich redoxnich potencidli
nékterych kovii. Cim vétsi je rozdil v této veli¢ing, tim vétsi napéti ovoce generuje
(oba kovy by se mély nachdzet na opacné strané fady vzhledem k vodiku). Se zin-
kovymi a médénymi elektrodami se pracuje velmi casto a je tedy jisté, ze funguji,

91 kdy? se dile v &lanku hovoif o ovoci, jsou tyto véty platné i pro zeleninu (pozn. red.).
10pH je zaporny dekadicky logaritmus koncentrace oxoniovych kationti
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Obrazek 3: Beketovova fada elektrochemického napéti kovi

coz byl dalsi divod k jejich vybéru. Rozdil standardniho redoxniho potencidlu
mezi ndmi vyuzitymi kovy (zinkem a médi) je 1,1 V, to bylo maximélni napéti,
které jsme teoreticky mohly naméfit.

Tekuty stav Pevny stav

ovoce pH U[mV] AU[mV] | pH U[mV] AU [mV]
ananas 2 845 7 6 732 6
bandn 5 915 7 7 5 0
brambora | 7 896 7 7 714 6
broskev 5 900 7 5 957 8
cibule 6 892 7 7 846 7
citron 1 944 8 1 933 7
grepfruit 3 810 6 3 856 7
hruska 4 913 7 6 986 8
jablko 4 910 7 3 985 8
kiwi 3 717 6 2 717 6
okurka, 7 755 6 6 767 6
rajce 5 847 7 5 823 7
Svestky 3 930 7 3 970 8
vino 5 727 6 3 764 6

Tabulka 4: Naméfené hodnoty pro pevny a tekuty stav, U znaci naméfené napéti,

AU odchylku napéti, ovoce je sefazeno abecedné
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Vysledky

Na Obrézcich [4a] a b muzete vidét na vodorovné ose ovoce, které je vzestupné
sefazené podle pH, které jsme namérily. Pokud by bylo napéti zavislé na pH, pak
by plné sloupce musely stoupat priblizné stejné jako prazdné sloupce pH, tak to

vSak neni. Odchylka zminénd v Tabulce [d] byla uvedena vyrobcem multimetru.
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Obrazek 4: Srovnani naméreného pH a napéti
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Zavér

Nase hypotéza se nepotvrdila, i kdyz to mohlo byt zptisobeno nepresnosti méreni,
které jsme kviili nedostatku ¢asu neopakovaly vicekrat. Také rtiznd konzistence
druhii ovoce mohla ovlivnit napéti. Ale myslime si, ze to bylo zpusobeno hlavné
tim, Ze se v ovoci nachazi organické kyseliny, jez jsou oproti anorganickym slabsi.
Dtvodem je disocia¢ni konstanta kyselin, takze nepuisobi tolik na velikost gene-
rovaného napéti.

Chtély bychom podékovat Pavle Trembulakové za ptfipravu a vedeni této kon-
fery na podzimnim soustiedéni M&M v Borku 2018.

Be.MM Adéla Foglarovd a Mgr."M Marie Kalouskovd

Zdroje a doporucené clanky

Beketovova rada kovi a elektrodové potencialy:
https://cs.wikipedia.org/wiki/Beketovova_rada_kovi
https://www.wikiskripta.eu/w/Elektrodovy_potencial

Zajimavé stranky, které nas inspirovaly:
https://www.ceskatelevize.cz/porady/10121359557-port/

201-elektrina-z-ovoce-a-zeleniny/video/
http://fyzmatik.pise.cz/64-elektrina-z-citronu.html

Vysledkova listina 2. Cisla

Ulohy
Po¥. | Jméno R.|D 1 |tl t2 t3 t4 t5 t6 k | 2.0| 2
1. | Mgr.™ T. Sourada 4| 348 9,0 14,0 3,0 1,0 27,0(34,8
2. | Mgr.™ O. Chlubna 2| 243 1,0 9,0 7,5 2,0 19,5 (24,3
3. | Mgr.™ M. Souza de Joode | 2 | 40,3 2,5 1,0 9,0 12,5 (20,5
4.-5. | Mgr.™ K. Hlouskové 3] 21,5 7,0 7,0117,0
Be.™M V. Materna 3| 17,0 0(17,0
6. | Bc."™ T. Flidr 1| 13,0 0]13,0
7. | Mgr.M M. Kalouskové 3| 378 0,5 70| 7,5(12,3
8.-9. | Mgr.™ M. Bocek 79| 21,4 11,0 11,0(11,0
Be.™M M. Vicha Z9| 11,0 11,0 11,0 (11,0
10. | J. Stépo 79| 9,5 1,5 3,0 45] 9,5
11. | Dr." 1. Kundratova 4| 69,7 0] 9,0
12. | F. Bujnovsky 1] 88 0] 88
13.-14. | Be." K. Kamenéfova 4 | 10,7 8,0 | 80| 80
Mgr.™ J. Pallova 4| 36,8 0| 8,0
15.-17. | Be.MM A Foglarova 4] 12,6 70| 7,0 7,0
Dr.™ J. Havelka 3| 984(2,0 1,0 3,0 1,0 70| 7,0
Mgr.™ L. Kopfové 4| 38,7 7,0 70| 7,0
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Ulohy
Po¥. | Jméno R.|D._1|tl t2 t3 t4 t5 t6 k | 20| 2
18. | Doc.™ K. Rosickd 4 1122,8 3,0 3,0 6,0
19. | Dr.™ B. Hroncov4 4 | 80,8 5,6 56| 5,6
20. | V. Juzkova 2| 55 0| 5,5
21. | Mgr.™ O. Gonzor 2| 26,2 0| 4,5
22. | J. Kvapil 1] 37 0| 3,7
23. | L. Kuncarova 3 3,6 0| 3,6
24. | J. Kovaé 4| 35 0| 3,5
25.| Dr.M K. Balej 4| 834 0| 3,0
26. | R. Zavrel 3 2,3 0 2,3
27. | N. Koscelanska 3 2,0 2,0 2,0 2,0
28. | Mgr.™ E. Vitkovs 3| 27,0 0| 1,5
29. | J. Prerovska 3 1,0 1,0 1,0 1,0

Sloupecek ) | je soucet vSech bodi ziskanych v nasem semindii, ), je soucet bodi
v aktudlni sérii a 21 soucet vSech bodi v tomto ro¢niku. Tituly uvedené v predchozim
textu slouzi pouze pro ucely M&M.

Casopis M&M je zastfeen Matematicko-fyzikalni fakultou Univerzity Karlovy. S ob-
sahem casopisu je mozné nakladat dle licence CC BY 3.0. Autory textu jsou, neni-li
uvedeno jinak, organizatori M&M.
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