STUDENTSKY CASOPIS A KORESPONDENCNI SEMINAR

Rocnik XXV

MATEMATIKA FYZIKA INFORMATIKA

Uvnitf najdete nékolik témat a s nimi souvisejicich Gloh. Zamyslete se nad nimi a poslete
nam sva reseni. My vam je opravime, posSleme zpét s dalSim Cislem a ta nejzajimavéjsi
z nich otiskneme. Nejlepsi feSitele zveme na podzim a na jafe na soustredéni.
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Mili fesitelé,

ve druhém cisle letosniho ro¢niku najdete pokracovani tématek z minulého cisla.
K zamysleni vam predkladame tlohy o magnetickém poli a rota¢ni ose mésice,
nebo si muzete vyzkouset, zdali ostatni kapaliny mrznou podobné jako voda.
V dalsim tématku zabyvajicim se algoritmy se podivame na to, kde se pouziva
rekurze, a v neposledni fadé si muzete precist o problémech a tlohach tykajicich
se hashovacich funkci. K tématktim pribylo jedno nové matematické, ve kterém
objevite zdkonitosti o cestovani (nejen) tramvajemi a autobusy a budete zkoumat,
jak se méni pocet cestujicich na trase daného dopravniho prostiedku.

Nékteré problémy z minulého ¢isla tohoto roéniku jsou i nadéle oteviené a
muzete je stale Tesit. Tyto oteviené problémy poznate podle toho, ze autori pro-
blému tykajiciho se daného témétka napsali, Ze vzorové reseni nebude zvefejnéno
do konce skolniho roku.

V tydnu 13.—-21. 10. probého podzimni soustfedéni. Doufame, zZe jste si uzili jak
prednésky a konfery, tak i hry. Pokud jste nebyli mezi ticastniky, nezoufejte, pired
Vénoci (14.-16. 12.) se bude konat vikendovka a na jafe ve dnech 30. 3. — 7. 4.
jarni soustredéni.

Prejeme vAm mnoho tspéchtl a zabavy pri reseni

Vasi organizatori

rz 7 V' d
Zadani témat
Termin odeslani 2. série: 4. 12. 2018

Téma 1 — Paradoxni vysledky

Maly Bartoloméj provedl sviij pokus a zjistil, Ze teplejsi voda opravdu zmrzne
rychleji, ale jen pokud pokus probfhd v mensim métitku (tedy pokud Bartolomé;
neumisti do jednoho mrazdku mnoho nddob najednou). R4d by vSak pfiSel na to,
co za to muze. Nejprve se rozhodl prozkoumat vlastnosti kapaliny. Pripravil si



FREA  XXV/2 3

tedy teplomér a vyzkousel tato méfeni s roztokem kuchynské soli. Svoje méteni
ukondéil, kdyz teplota dané kapaliny dosdhla hodnot lehce pod 0 °C. Napadlo ho, ze
kapalina m4 jinou teplotu v riznych mistech svého objemu. Co kdyby do ni néco
vlozil a zabranil tak jejimu michéni anebo materidlem vlozeného télesa (naptiklad
1zi¢ky) ovlivnil odvod tepla z kapaliny?

Problém 1: Ovérte, zda i pro ostatni kapaliny plati, Ze na pocdtku teplejsi kapa-
lina mrzne rychleji. Vyzkousejte napr. mléko, vodu se soli atd. Na cem si myslite,
ze bude vysledek mérend zdaviset? Zkuste navrhnout idedlni kapalinu, na které bude
efekt nejsilnéjsi. Zkuste zménit podminky, za ktergych voda a vami zvolené kapa-
liny tuhnou, tim, Ze zamezite pohybu molekul v objemu kapaliny ¢i zménite odvod
tepla tim, Ze do kapaliny néco vloZite. Diskutujte dusledky teéchto vdmi zmeénéngch
podminek.

Pdja a Matej; pavla.trembulakova@seznam.cz
e-mailovd konference: paradoxni@mam.mff.cuni.cz

Téma 2 — Principy kryptografie

Hashovaci funkce

V prvnim ¢isle jsme se zabyvali blokovymi Siframi. V tomto se podivame na dalsi
podstatny koncept, bez kterého by se kryptografie neobesla, a tim jsou hashovaci
neboli jednosmérné funkce.

Jiz nyni se mitizete tésit na tieti ¢islo, ve kterém blokové Sifry a hashovaci
funkce vyuzijeme dohromady. Najdete v ném také reseni tiloh z prvniho i druhého
¢isla. Pokud jste ndm zatim nezaslali feseni tloh z prvniho ¢isla, mtzete je tedy
posilat i nadale.

Koncept

V kryptografii nazyvame hashovaci funkci H takovou funkci, ktera pro libovolny
vstup vrati vystup pevné stanovené délky a splinuje néasledujici podminky:

1. Pro dany hash ¢ je obtiZné najit x takové, ze H(x) = c¢. Tedy pro zadany
hash je obtizné najit vzor, ktery je pomoci hashovaci funkce na tento hash
preveden.

2. Pro dany vstup z je obtizné najit y tak, aby H(z) = H(y). Neboli je obtizné
najit druhou vstupni hodnotu se stejnym hashem.

3. Je obtizné najit vstupy z a y, aby H(x) = H(y). Neboli je obtiZné najit
libovolné dvé vstupni hodnoty se stejnym hashem.

Oznacenim, Ze je néco obtizné, v tomto pripadé chceme vyjadrit, ze toho nelze
dosdhnout vyrazné snaze nez pomoci zkousSeni variant hrubou silou. Pokud bu-
deme mit hashovaci funkci s vystupem o velikosti 64 bit a zkusime zahashovat
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264 1 1 hodnot, uréité najdeme dvé se stejnym hashem. Dokonce s velkou prav-

dépodobnosti najdeme dvé hodnoty se stejnym hashem mnohem diive. Neméla
by ale existovat zadnd metoda, ktera je statisticky tispésnéjsi nez zkouset hrubou
silou hashovat ndhodné hodnoty.

Uloha 1 [1b]: V kryptografii je obecné za 1dspésny povazovdn libovolny dtok, ktery
md alespon 50% Sanci na ispéch. Predstavme si idedlni hashovaci funkci, kterd md
vistup o velikosti 64 biti. Kolik vypocti hashovaci funkce budeme muset provést,
abychom s pravdépodobnosti alespori 50 % nasli dvé hodnoty se stejnym hashem?

Zaroven jesté od hashovaci funkce z praktickych diavodu typicky chceme, aby
drobné zména vstupniho textu vedla k velké zméné vysledného hashe a abychom
z hashe nedokazali ziskat ani ¢ast informace o vstupu.

Vyuziti
Hashovaci funkce maji celou fadu uplatnéni. Jednim z nejpodstatnéjsich je ové-
feni, ze néjaka data nebyla zménéna. Staci si z dat spocitat hash a ten néja-
kym divéryhodnym zplisobem ulozit. Mohu si ho tieba i elektronicky podepsat
(i k tomu se v rdmci tohoto tématu jesté dostaneme). Pokud chceme pozdéji ové-
Tit, ze v datech nedoslo k zadné tpravé, staci z nich znovu spocitat hash a hashe
porovnat.

Zcela jiné vyuziti hashovacich funkci najdeme napiiklad pti uklddani hesel.

Predstavme si webovou stranku, kam se uzivatelé prihlasuji pomoci jména a hesla.
Aby hesla nemusela byt na serveru ulozena jako prosty text, ktery si muze kdokoli
precist, byva zvykem na serveru uklddat pouze hashe hesel. Ve chvili, kdy se
uzivatel chce ptihlasit, posle na server heslo. Na serveru je z tohoto hesla spocitan
hash a porovnan s ulozenym zaznamem. Pokud jsou stejné, uzivatel zadal nejspis
spravné heslo a je prihlasen.
Problém 2 [2b+]: Hashovdni hesel je urcité vhodngm postupem. Pokud ale jed-
noduse spocitame hash z hesla, stdle muzeme pri odcizeni hashu celit urcitym rizi-
kim. Napadd vds, kde jsou nedostatky takového postupu? DokdZete najit a popsat,
jak ukladat hesla lépe? Napovime, Ze moznosti na vylepseni existuje celd Tada.

Prakticka realizace

Uz vime, jaké vlastnosti by hashovaci funkce méla mit. Zbyva vyftesit otazku, jak
takovou funkci sestrojit.

V soucasné dobé muzeme za nejrozsirenéjsi hashovaci funkce povazovat MD5,
SHA1 nebo rodinu funkef SHA2 (SHA256, SHA512). Ty vSechny vyuZivaji pouze
klasické binarni operace and, or, xor, modularni s¢itani a rotace, pripadné shifty.
Vice informaci o téchto operacich najdete v prvnim ¢isle. Zminéno tam neni akorat
modularni séitani. Na této operaci ale neni nic slozitého — jednéd se o klasické
sCitani s ¢isly pevné maximalni délky, kde u nejvyssiho fadu nezohlednujeme
prenos vys. Vedle uzivatelského vstupu (libovolné délky) funkce vzdy vyuzivaji
i fadu pevnych konstant.



FREA  XXV/2 5

Funkce RIKSHA

Abychom si mohli s konstrukci hashovacich funkci trochu pohrat, tak pro vés
méme nasi vlastni funkei jménem RIKSHA [¢ti riksa]. Princip, jak funkce pracuje,
je podobny jako u béznych hashovacich funkci.

Nabizime vam ji ve formé funkéniho zdrojového kédu pro Python, o kterém
doufame, Ze je dostateéné nézorny. Pokud by vAm nebylo jasné, co néktera cast
kédu déla, nebojte se poslat dotaz do tématkové e-mailové konference.

#!/usr/bin/env python3
import sys

# konstanty

c0 = 0x56
cl = 0x37
c2 = 0xab
c3 = 0x9d
c4 = Oxbf

# inicializace casti vysledneho hashe
hO, hi1, h2, h3, h4, hb5, h6, h7 = c0O, c1, c0, c1, cO, c1, cO, ci

# rotace vlevo o b bitu 8-bitoveho cisla n
def rotl(n, b):
return ((n << b) | (m > (8 - b))) & Oxff

# pridej "binarni 1", dopln 0x00 na nasobek 8 bytu
def pad(text):

text += ’80°

text += 70’ * (16 - len(text) % 16)

return text

# uprav hash podle casti vstupu
def update(chunk) :

global hO, hl, h2, h3, h4, h5, h6, h7

# rozdel vstup na (decimalni) cisla

d=1[

for i in range(8):

d.append (int (chunk [2*i:2*i+2], 16))

# spocitej mezihodnoty

a0 = ((d[2] << 3) = (d[4] << 3) ~ (d[6] << 3) = (c2 << 5)
) & Oxff
((d[1] << 4) ~ (d[3] << 4) ~ (d[5] << 4) ~ c3) & Oxff
rotl(d[0], 3) ~ rotl(d[7], 5) ~ c2

al
a2



a3
a4

((d[0] << 7) & (d[3] >> 2) ~ (c3 << 2)) & Oxff
(rotl(d[0], 3) ~ rotl(d[7], 5) ~ (d[4] << 7) ~ c4
) & Oxff

# uprav hodnotu hashe

hO_puvodni = hO

h0 = (h0 + h1 + (a0 << 5)) & Oxff

hl = (hl + h2 + (al << 3)) & Oxff

h2 = (h2 + h3 + (a2 << 2)) & Oxff

h3 = (h3 + hd + a3) & Oxff

h4 = (h4 + h5 + a2 + a4d) & Oxff

h5 = (b5 + h6 + a3) & Oxff

h6 = (h6 + h7 + a2 + a4) & Oxff

h7 = (b7 + hO_puvodni + (al << 4)) & Oxff

# spocitej RIKSHA (vstup v hex ASCII bez mezer)
text = pad(sys.argv[1])
while len(text) > O:
update (text [0:16])
text = text[16:]
print(’%.2X°*8 % (hO, hl, h2, h3, h4, h5, h6, h7))

Zdrojovy kod v elektronické podobé si mtzete stahnout z naseho webu. Na
vés je prozkoumat, jestli je RIKSHA dobrou hashovaci funkci.

Uloha 3 [1b]: Vsimnéte si funkce pad, kterd pripojuje za zprdvu pred doplnéni nu-
lami vZdy stejnou konstantu. Tento postup jsme si vypujcili od bézné pouZivanich
hashovacich funkci. Napadd vds, k cemu je tato konstrukce dobrd?

Uloha 4 [2b]: Dokdzete najit dvé vstupni hodnoty, pro které je visledny hash
stejny?

Uloha 5 [3b]: Vite, Ze pomoci funkce RIKSHA byl zahashovdn text, ktery neni
delsi nez 8 byti. Visledny hash je 02365E1E061E62BA. Dokdzete najit néjaky (ne
nutné stejny) vstup, ktery md stejny hash?

Uloha 6 [bb]: Existuje néjakd hodnota hashe, kterou funkce RIKSHA nevrdti pro
zZadny vstup? Nezapomernite své tvrzeni dukladné zduvodnit.

Kuba, Kdta a Lenka; jakub.topfer@matfyz.cz
e-mailovd konference: krypto@mam.mff.cuni.cz
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Téma 3 — Neznamy meésic

Druhé cast tématka je tu a my chceme, abyste prisli na ¢o najviac jednoduchych
sposobov, ako nieco zistit o nasom nezndmom mesiaci.

Planéty sa v dnesnej dobe hlavne skimaji druzicami s modernym vybavenim.
Je vsak zaujimavé, ako nasi predkovia v novoveku a stredoveku dokézali zistit
napriklad polomer Zeme, tiazové zrychlenie a dobu obehu okolo Slnka a to jedno-
duchymi a nendro¢nymi experimentami. Jednoduchy sposob, ako zistit napriklad
tiazové zrychlenie, je pozriet sa na vzorce, kde sa objavuje tiazové zrychlenie, a
z nich ho vypocitat. Stdle moézete posielat riesenia tloh a problémov z prvého
¢isla.

Problém 1: Vedeli by ste urcit odklon rotacnej osi mesiaca od ekliptiky mesiaca
s bezne dostupniymi vecami? Ak nie, co by ste minimdlne potrebovali?

Problém 2: Poturdte pritomnost magnetického pola na povrchu mesiaca. Vedeli
by ste urcit, ¢i toto magnetické pole generuje mesiac, planéta alebo aj obe zdroveri?

Kuba a Kubo; kusnir.jkOgmail.com

e-mailovd konference: mesic@mam.mff.cuni.cz
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Téma 4 — Algoritmy od nuly (do n)

Rekurze
Slovo tvodem

Vitame vas u dalstho dilu naseho témétka pro zacéinajici informatiky (a také pro
zvidavé fyziky a matematiky). Pokud jste zatim necetli prvni dil, snazné vam
doporucujeme s nim zacit — budeme na néj navazovat. Znovu pro jistotu pripomi-
name, ze cilem tématka je vymyslet si postupné zaklady teoretické informatiky.
Body tedy davame za to, Ze jste vymysleli reseni, a ne za sepsani algo-
ritmu, ktery jste jizZ dobfe znali. Také vérime, ze M&Mko Tesite hlavné proto,
abyste se néco nového naudili (a ne jen kvili bodim). Pokud tedy feseni nékterych
zde zminénych problému znate, pustte se radéji do jiného témétka nebo jiného
problému tohoto témaéatka, které pro vas budou vétsi vyzvou, nebo si vhodny pro-
blém k TeSeni sami vymyslete. Také bychom chtéli doplnit, Ze u vétsiny problémi
ocekavame predevsim slovni popis algoritmu a idedlné i ¢asovou slozitost. Kdyz
pridate i kod, muze ndm to pomoct lépe pochopit vasi myslenku a rozhodné vam
za néj body neubereme, nemél by ale nahrazovat slovni popis.

Dnes si ukazeme, jak funguje takzvana rekurze, dulezitd technika designu algo-
ritmia. A¢, striktné vzato, neni potfeba, protoze libovolny algoritmus pouzivajici
rekurzi muzeme prepsat v modelu, jenz jsme si ukdzali minule, ¢asto vyrazné
zjednodusuje vymysleni i nasledné programovani algoritmu. Predtim si ale jesté
fekneme, co jsou to funkce.

Funkce

Pri programovani casto potfebujeme délat néjakou véc opakované na raznych
mistech v programu. Napftiklad, kdybychom programovali program na kresleni
geometrickych utvart, budeme pravdépodobné casto potiebovat pocitat délku
prepony trojuhelniku pomoci Pythagorovy véty. Proto jsou v programovacich ja-
zycich takzvané funkce, které nam dovoluji si ,,pojmenovat kus kédu“ﬂ a kdykoliv
potfebujeme spocitat délku prepony, zavolame funkci, ktera to za nas udéla. Ta-
kovéa funkce a jeji volani muze vypadat tieba takto:

Funkce délka_pFepony(zx, y):

Vrat /22 + y2

Z < délka_pt¥epony(2, 3)

Ll e

Zamysleme se, jak presné funkce funguji. Funkce se zavold s néjakymi argu-
menty (v nasem piikladu proménné z a y), ¢imz nastavime pro funkei hodnoty

1Pouzili jsme uvozovky, protoze to neni uplné spravny zpisob, jak na funkce pohlizet, jak se
vzapéti ukaze.
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proménnych, které jsme definovali jako argumenty. Tyto a vSechny ostatni pro-
ménné definované ve funkei jsou lokdln{ pro jedno zavolani (spusténi) dané funkce
a kdyz se funkce dokonc¢i, zaniknou. Naopak k proménnym mimo funkci, které
jsme nepredali jako argument, se nedostaneme. Muze se tedy stat, ze bude jinde
v programu existovat proménné x, kterd bude mit jinou hodnotu, nez proménné
x lokalni pro konkrétni volani funkce délka_pFepony.

Postupné se budou vykonéavat instrukce funkce radek po radku, jako kdekoliv
jinde v programu. Co se stane, kdyz dojdeme na konec funkce, nebo k prikazu
vrat? Chtéli bychom se vratit presné na misto, ze kterého jsme funkci zavolali.
Presné to se stane, protoze programovaci jazyk si za nds zapamatoval misto, ze
kterého jsme funkci zavolali, a diky tomu na néj dokaze skocit, kdyz funkce skonci.
Pokud byla funkce ukoncena prikazem vrat, vrati se dana hodnota, jak muzete
vidét v pifkladu, kde nam funkce vrati hodnotu v/13.

Problém 1 [4b]: Zkuste na nasem formdlnim modelu, ktery jsme si vytvorili na
konci minulého dilu, vytvorit funkce. Nezapomenite, Ze po svém ukonceni se funkce
musi vrdtit hned za misto, ze kterého byla zavoldna.

Rekurze

Co se presné bude dit pri zavolani funkce délka_pFepony by mélo byt celkem
intuitivni — funkce se spusti, spocte se vysledek, ten se vrati a budeme pokracovat
ve vykondvani instrukci na misté, ze kterého jsme funkci volali. Co ale tieba
nasledujici funkce na vypocet Fibonacciho éiseEI?

Funkce fibonacciho_&islo(n):
Pokud n = 0:
Vrat 0
Pokud n = 1:
Vrat 1
Vrat fibonacciho_&islo(n — 1) + fibonacciho_&islo(n — 2)

SR N

Uz by ndm mélo byt jasné, co se stane, kdyz n bude 1, nebo 2. Kdyz ale bude
n rovno 3 nebo vic, ani jedna z prvnich dvou podminek nebude splnéna a tedy
se pri vyhodnocovani funkce dostaneme az na fadek 6. Tady by se mohlo zdat,
ze funkce neni dobfe definovana, protoze jeji definice zavisi na sobé samé. Neni
tomu ale tak. Abychom pochopili, co presné se bude dit, uvédomme si, jak funkce
funguji. Kdyz funkci zavolame, zacne se vyhodnocovat radek po radku a kdyz
vyhodnocovani skon¢i, pokracuje se ve vykonavani instrukci na misté, odkud se
funkce volala. Pokud tedy funkce zavola sebe samou, zac¢ne se se vyhodnocovat
jesté jednou od zacatku a kdyz prijde k prikazu vrat, sko¢i na misto odkud jsme

2Fibonacciho posloupnost je posloupnost ¢isel, kterd za¢ina nulou a jednickou a kazdy dalsi
¢len je sou¢tem dvou predchozich. Pokud tedy mluvime o i-tém Fibonacciho ¢isle, jedna se o i-ty
¢len posloupnosti. Cislujeme od 0, tedy Fop =0, F1 =1...
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ji zavolali, totiz do sebe samé. Hodnoty proménnych jsou lokalni pro kazdé volani
funkce, a tedy se jednotlivd volani nebudou navzajem ovliviiovat tim, ze by si
jednotliva volani funkce ,navzajem sahala na proménné“.

Pokud tedy budeme chtit spocitat ¢tvrté Fibonacciho ¢islo, bude funkce
fibonacciho_¢islo zavolana celkem pétkrat. Nasledujici diagram ukazuje, jak
by vypocet probihal. Kazdy bod diagramu odpovidd jednomu zavolani funkce
fibonacciho_¢&islo a z kazdého volani vedou Sipky do bodd odpovidajicich vy-
konani funkce z néj zavolané.

Obrazek 1: Vypocet Fibonacciho ¢isel

Podobnym zptsobem jako Fibonacciho ¢isla se da rekurzivné pocitat treba i
faktorial.

Problém 2 [1b]: Spocitejte faktoridl pomoci rekurze bez pouZiti cyklu. Otdzka,
kterou je dobré si poloZit pri reseni tohoto problému, je: ,Kdybych mel spocitané
(n—1)!, jak z toho spocitdim n!?“. Toto je ostatné otdizka, kterou je dobré si poloZit,
kdykoliv resite nejaky algoritmicky problém a kterd vede ma rekurzivni algoritmus
(rozmyslete si proc).
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Logaritmus

Ze skoly mozna znate definici funkce zvané logaritmus. Logaritmus kladného real-
ného ¢isla = o zakladu a je takové realné ¢islo y, pro které plati a¥ = x. Zapisujeme
y = log, x. Intuitivnéjsi definice je, ze logaritmus nam fika, kolikrat musime za-
klad vynasobit sebou samym, abychom dostali z. Plati tedy, ze log, 8 = 3, protoze
23 = 8. Pokud se v informatice mluvi o logaritmu, mysli se tim v drtivé vétSiné
pripadi logaritmus o zdkladu 2. Stejné to bude i v nasem tématku. Pokud tedy
piseme log n, myslime tim vzdy log, n.

15

10

y = logyx

/ 5 10 15 20 25 30 35 40

Obrazek 2: Porovnani lineani funkce s logaritmem

Na obréazku [ mizete vidét dplny bindrni strom. Strom se sklddd z vrcholi
spojenych hranami a neobsahuje cykly (,vétve“ se nikde nespojuji). Jednotlivym
Lwvrstvam® vrchola fikdme hladiny a Cislujeme je od shora a od nuly. Na nulté
hladiné tedy lezi jeden vrchol. Vrcholim, které jsou pripojené pod nékterym vr-
cholem, fikdme jeho synové (podle rodokmenu, ktery ma podobny tvar) a vrchol,
ktery nemd ani jednoho syna, je list, zatimco vrchol bez otce se nazyva kofen
(je vzdy prévé jeden). Strom na obrézku je navic bindrni, protoze kazdy vrchol
mé& maximalné dva syny, a je uplny, protoze kazdy vrchol kromé listi méa dva
syny a vSechny listy lezi na stejné hladiné. Vice se o stromech dozvite v nékterém
z dalsich dilu témaétka.

Muzeme si povs$imnout, ze na kazdé z hladin je dvakrat vice vrcholi nez na té
piedchozi. Na k-té hladiné (pocitano shora) se tedy nachézi 2% vrchold (na nulté
hladiné jich je 1 = 2°). Podle zminéné definice logaritmu tedy plati, Ze logaritmus
poctu vrcholii na dané hlading je ¢islo hladiny (jinak Fe¢eno hloubka).
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Obrazek 3: Porovnani linedni funkce s logaritmem — pohled z dalky

Hladina: .
Koren

0.

3. List

Obrazek 4: Uplny binarni strom

K ¢emu je ndm to dobré? Na stromu je hezky vidét, ze logaritmus roste vy-
razné pomaleji nez linedrn{ funkce (kdyz rikdme linedrni funkce, budeme vzdy
predpokladat kladny koeficient u z). Graf téchto dvou funkci muzete vidét na
obrazcich [2| a3} Hlavné se ndm ale Casto stane, Ze néco — tfeba strom vSech moz-
nych prubéhu algoritmu — ma tvar uplného binarniho stromu. Vizte néasledujici
tilohu.

Méjme paneldk o n patrech (pro jednoduchost necht n je mocnina dvojky
— pokud neni, tak pristavime imaginarni patra navic aby bylo, a vSimneme si,
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Ze jsme pocet pater nanejvys zdvojndsobili). Patra jsou standardné oéislovana
od 0 do n — 1. Dale méjme dostatek idedlnich vajec — tedy vajec, kterd jsou ve
vSech moznych fyzikalnich vlastnostech shodna. Nasim cilem je zjistit, z jakého
nejvyssiho patra muzeme idedlni vejce shodit, aby se nerozbilo. Vejce se ale po
kazdém shozeni rozbije nebo zakutéli, chceme proto vysledek zjistit na co nejméné
pokust. Jak budeme postupovat a kolik pokust budeme potfebovat v nejhorsim
pripadé? Nez si prectete reseni, zkuste se nejdiive zamyslet, jak byste tlohu resili
vy.

Nabizime nésledujici feSeni: Pokud méa paneldk jen jedno patro, feseni je tri-
vidlni. V opaéném pifpadé vyjdeme do patra ¢islo n/2 a shodime z néj vajicko.
Pokud se rozbije, musi se nutné rozbit i pri padu ze vsech vyssich pater, tudiz nés
zadné z téchto pater nezajima. Mtzeme tedy tlohu rekurzivné vytesit pro prvnich
n/2 pater. Pokud se naopak vajicko nerozbije, nezajimaji nis zadna nizsi patra
— Tesenim je bud nase patro, nebo nékteré z vyssich pater. Vyfesime tedy tlohu
rekurzivné pro horni polovinu panelédku (pfedstavte si, Ze prvni polovinu paneldku
odseknete, zahodite a druhou polovinu paneldku poloZite na zem — z toho by mélo
byt vidét, Ze se opravdu jednd o stejny problém poloviéni velikosti). Pokud fe-
Seni nenajdeme, je feSenim nase patro. Na zavér jen vratime cislo patra, pripadné
informaci, ze takové patro neexistuje (reprezentovanou hodnotou —1). Rozmys-
lete si, jak bude tato vracend informace ,,vybublavat“ vsemi volanimi. Nésleduje
pseudokdd:

Vstup: pocet pater n, funkce shod_vajicko kterd vraci 1 pro rozbité a 0 pro
nerozbité vajicko

1. Funkce hledani_patra(n, prizems):

2 Pokud n = 1:

3 Pokud shod_vajicko(prizemi) = 0:

4. Vrat prizemi

5 Jinak:

6 Vrat —1

7. Pokud n > 1:

8. Pokud shod_vajicko(prizemi +n/2) = 1:
9. Vrat hledani_patra(n/2, prizemi)

10. Jinak:

11. Vrat hledani_patra(n/2, prizemi + n/2)

Vystup: hledani_patra(n, 0)

Nyni ndm zbyva uréit ¢asovou slozitost algoritmu. Podobné jako u funkce
fibonacciho_cislo si nakreslime strom rekurzivnich volani funkce. Je tady ale
jeden zasadni rozdil. Zatimco u Fibonacciho ¢isel volala funkce sama sebe vzdy
dvakrat, nyni se vold vzdy pouze jednou. Pokud bychom tedy nakreslili, jak byla
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funkce skutecné volana, dostali bychom néco, ¢emu se v teorii graf rika cesta —
byla by to rovna rada vrcholli spojena carami bez jakéhokoliv vétveni.

My si ale poridime trochu jiny strom. Nebude znazornovat prtubéh jednoho
spusténi algoritmu, ale vSechny mozné zpiusoby, jak muze tento prubéh vypadat
v zavislosti na vstupu. Jinymi slovy, bude znazornovat vsechna rozhodnuti, kteréd
algoritmus udélal, a proto mu budeme rikat rozhodovaci strom. Pii kazdém volani
se funkce v zdvislosti na vstupnich parametrech rozhodne, zda pokracovat v hle-
dani spravného patra v dolni, nebo horni poloviné paneldku. Kazdy z vrchola
naseho stromu znad¢i jedno zavolani funkce a jeho dva synové tyto dvé moznosti.
Pokud je funkce zavoldna na vstup velikosti 1, jiz se dal rekurzivné nevola a jeji
zavolani je tak reprezentovano nékterym listem stromu. Tvrdime, Ze tento rozho-
dovaci strom bude mit tvar iplného bindrniho stromu. Pro¢ by to tak mélo byt?
Kdyz si zkusite strom nakreslit pro néjaké malé vstupy, které jsou mocniny dvojky,
zjistite, ze strom pro vstup velikosti n mizete vytvorit tak, ze nakreslite vedle sebe
dvakrat rozhodovaci strom pro vstup velikosti n/2 a priddte novy spoleény kofen
a z néj dvé hrany do dvou puvodnich korent. Novy koren totiz znac¢i prvni volani
funkce hledani_patra, ve kterém se rozhodneme, na kterou z polovin paneldku
se rekurzivné zavolat. Dalsi pribéh algoritmu pro danou polovinu paneldku uz je
stejny jako pro vstup velikosti n/2, a proto mé i stejny rozhodovaci strom. Stej-
nym zpusobem si mizeme uvédomit, ze pocet listti stromu je vzdy roven n — pri
zdvojnasobeni vstupu se totiz zdvojnasobi i pocet listt. Pokud bychom chtéli tyto
vlastnosti formdlné dokdzat, pouzili bychom matematickou indukei (to je takovd
rekurze pro matematiky). Doufdme ale, Ze spojitost mezi stromem a algoritmem
je vidét, a presny dikaz zde uvadét nebudeme (pilny Tesitel ndm ho samoziejmé
mize do Casopisu poslat).

Skutecny pribéh algoritmu je tedy cesta z kofene do jednoho z listi. Pocet
zavolani funkce je tedy roven poctu hladin ve stromu, coz je logaritmus poctu
listi. Pocet listt je ale n, ¢imz dostavame, Ze pocet volani funkce hledani_patra
je logn. Jedno volani funkce trva konstantné dlouho, cely algoritmus tedy bézi
v ¢ase O(logn) a shodi O(logn) vajicek.

Casovou slozitost miizeme nahlédnout i bez stromu rekurze. Jak uz jsme zmi-
nili minule, kazdym zavolanim funkce hledani_patra se délka vstupu zmensi na
polovinu. Kdyz néas tedy zajima pocet volani, staci rict, kolikrat musime n vy-
délit dvéma, abychom dostali ¢islo 1. To je samoziejmeé tolik, kolikrat musime
dvojku vynéasobit samu sebou, abychom dostali n, a to je rovno logn. Opét tedy
dostavame casovou slozitost algoritmu O(logn). MuZete si zkusit rozmyslet, ze
algoritmus po drobné tpravé (bude tieba n/2 zaokrouhlit) funguje se stejnou
¢asovou slozitosti i pro vstupy, které nejsou mocniny dvojky.

Problém 3: Ndas algoritmus na hdzeni vajicek lze pro nekteré velikosti vstupid
jesté o trochu zlepsit (jen o konstantu). Zkuste si rozmyslet jak a napiste nam to.

V minulém dile jsme méli algoritmus na hledani ¢isla v poli. To obecné nemu-
zeme umeét rychleji nez linedrné — na kazdé ¢islo se musime alespon jednou podivat.
Co kdybychom ale méli zaruceno, ze je pole setiidéné (tedy éisla jsou sefazena
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vzestupné)? Zkuste se inspirovat nasim vajickovym algoritmem a vymyslete algo-
ritmus, ktery v ¢ase O(logn) najde dané ¢&islo v setf{déném poli (nebo zjisti, ze
se v poli nenachdzi).

Problém 4 [2b]: Vymyslete algoritmus, ktery najde v setridéném poli délky n
dané cislo v case O(logn). Nezapomerite na slovni popis algoritmu a zdivodnéni
casové slozitosti.

Ttidéni podruhé

Nyni se zamyslime nad tim, zda by se pomoci rekurze nedal udélat rychlejsi tFidici
algoritmus. V minulém dile jsme vymysleli algoritmus bézici v éase O(n?). Ted
bychom chtéli néco rychlejsiho.

Zacneme s otazkou podobnou té u vypoctu faktorialu: chceme setiidit n ¢isel.
Predpokladejme, ze uz umime settidit n — 1 nebo méné cisel, a zkusme pomoci
toho setfidit vSech n ¢isel. Jednim feSenim by bylo setridit prvnich n — 1 ¢isel a
posledni ¢&islo poté vlozit do setfidéné posloupnosti (zkuste si rozmyslet detaily).
Prozradime, ze tak ziskdme algoritmus bézici v éase O(n?). Je tedy tieba vymyslet
jiny pristup. V nasledujicich dvou problémech si vymyslite, jak dosdhnout casové
slozitosti lepsf nez O(n?).

Problém 5 [3b]: Predpoklddejme, Ze mdme dvé setridéné posloupnosti ¢isel (mo-
hou byt rizné dlouhé). Vymyslete, jak s co nejlepsi casovou sloZitosti z téchto dvou
posloupnosti udélat jednu setridénou posloupnost obsahujici cisla z obou. Pri vyja-
drovdni casové sloZitosti pouzijte n jakozto celkovy pocet cisel. Nezapomente urcit
casovou sloZitost vaseho algoritmu.

Pri reseni tohoto problému si doporucujeme zkusit napsat dvé setridéné po-
sloupnosti a napsat rucné vystupni posloupnost. Pri vymysleni algoritmi je casto
dobré si zkusit vysledek na malyjch vstupech spocitat rucné — treba si pri tom vsim-
nete, jak to udélat efektivne.
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Pri feseni nasledujiciho problému se vam bude pravdépodobné hodit vyuzit
feseni problému 4 vyse. Pokud jste ho nevyresili, mizete nyni predpokladat, ze
jde Fesit v ¢ase O(n).

Problém 6 [4b]: Vymyslete tridici algoritmus béZici v case lepsim neZ kvadra-
tickém (jingmi slovy lepsim nez O(n?)). Nezapomerite udat s odivodnénim jeho
casovou slozZitost. Prozradime vam, Ze se vam bude hodit nejen rekurze, ale i ka-
pitola o logaritmech.

Kuba a Tom; domestomas+mam@gmail.com
e-mailovd konference: algoritmy@mam.mff.cuni.cz

Téma 5 — Preplnéna tramvaj

Urcité jste uz nékdy jeli vlakem nebo MHD. Mozna dokonce obojim. Pravdépo-
dobné jste si pak také vsimli, ze po vyjezdu z vychozi stanice byva takovy vtz
témér prazdny a stejné tak byva témér prazdny pii piijezdu do cilové stanice.
Kazdy si asi domysli pro¢. Mezi témito dvéma body se vSak nachézi n — 2 dalsich
stanic, ve kterych se pocet lidi uvniti vozu jistym zpusobem vyviji, pravdépo-
dobné nékde nabyva svého maxima, a tak muze i vlak, ktery se na zacatku i na
konci své cesty zda byt poloprazdny, nékde v poloviné zcela selhat z kapacitnich
diavodu. Cilem kazdé dopravni spole¢nosti je samoziejmé se takové véci vyvaro-
vat a optimalizovat dopravni sit, coz ovSem neni mozné bez predchozi analyzy
vytizenosti vlaku v jednotlivych fazich cesty. Nasim cilem v tomto tématku tudiz
bude studium kiivky popisujici vyvoj poctu lidi uvnitt dopravniho prostredku
v prubéhu jeho cesty stanicemi. Budeme tedy hledat kfivku, ktera bude mit na
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ose T éislovénﬂ stanic na lince (pro sjednoceni znaceni necht je to N) a na ose y
okamZity pocet lidi sedicich v dopravnim prostiedku (necht je to S).

Tuto tlohu budeme fesit dvéma hlavnimi metodami. Prvni, jednodussi me-
toda, je vcelku predvidatelna: jde o experimentdlni stanoveni nasi kiivky S(N).
V zajmu maximalizace pTresnosti vysledku experimentu je pochopitelné nezbytné
provést co nejvice méreni. Mnou doporucovany postup provedeni uznatelného meé-
feni spoc¢iva v absolvovani jizdy po dané lince z vychozi stanice do konecné a zazna-
menavani okamzitého poctu pritomnych spolucestujicich mezi kazdymi dvéma sta-
nicemi. Kreativité pfi vymysleni jinych postupii se meze nekladou, ovSem uznany
budou pochopitelné pouze ty funkéni a dobfe popsané.

Uloha zkouméni experimentalni metodou ziistéva oteviend az do odvoldni
nebo do uzavteni tématka. Hodnocena bude podle pocétu a prinosnosti prove-
denych méfeni (napf. z méfeni na lince s padesati stanicemi lze ziskat o kiivce
S(N) lepsi predstavu nez na lince s péti stanicemi.).

Druha metoda feSeni bude metodou analytickou. Dostanete za kol ¢isté ma-
tematickymi metodami odvodit analyticky pfedpis pro funkci S(N). To je samo-
zfejmé samo o sobé velmi naroénym cilem, nebudeme o to tedy usilovat hned.
Bézné se ve védé totiz pri hledani matematického popisu ¢ehokoli vychéazi z pre-
dem znamych rovnic ovérenych v obecnéjsich pripadech a odvozenych z néjaké
prvotni uvahy. Pro situaci proménného poctu lidi v dopravnim prostredku nam
zadné rovnice znamy nejsou. To znamend pro vas, Tesitele, prilezitost si vyzkouset
pozici védce stojiciho jesté pred objevenim dnesnich védeckych metod a odkaza-
ného pouze na své tvahy a svou nepodlozenou predstavu o fungovani svéta. Bude
zapotiebi, abyste na zakladé toho, jak vite, Ze vlaky, autobusy, tramvaje apod.
funguji, vymysleli jisty zjednodusujici model toho, jak se cestujici dopravnich
prostredki chovaji, aby tento model nam, teoretikiim, umoznoval popsat, jakym
zpusobem se ve které stanici bude meénit pocet lidi uvnitt prostiedku. Vyvozeni
tvaru S(N) z vaseho modelu ponechdvim na vas zatim ¢isté jako dobrovolné,
samoziejmé za bonusové bodové ohodnoceni.

Pozor, u hledani vhodného zjednodusujiciho modelu se neoc¢ekava jednoznacné
reseni! Nezaddam, abyste nalezli stejny model jako ja! Pokud vas model neni spatny
na prvni pohled, klidné mize i on byt tim spravnym, alespon v jisté aproximaci.
Pro rozeznani spravného modelu k popisu S(N) ndm tvahy stacit nebudou, pro né
budeme muset vyuzit srovnani s experimentem. Proto jestli mate napad, nebojte
se o néj podélit, tfeba se pravé on v nékteré z poslednich sérii ukaze byt tim pro
popis nejvhodnéjsim. Vsichni autori nejvhodnéjsiho popisu pak budou odménéni
body navic.

Toto jsou vase prvni tkoly k tomuto témétku:

Problém 1: Provedte co nejvice mérend krivky S(N) dle vgse uvedeného navodu
na jakékoli dopravni lince autobusu, tramvaje, nebo podobného dopravniho pro-
stredku. Nezapomerite u provedengch méreni zhodnotit jejich vérohodnost a dis-

3Pozor, ¢islovani se ve skuteénosti nevztahuje k samotnym stanicim, nybrz k tsektim mezi
nimi (podrobnosti v piiloze).
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kutovat, kde mohla pripadnd nepresnost vzniknout. Pro prehlednost také uvedte,
které linky a kdy jste zkoumali. Tento problém neni casové omezeny.

Problém 2: Vymyslete jeden nebo vice zjednodusujicich modeli, z nichz kaZdy
néjakym zpusobem popise, dle jakych pravidel redlni lidé v dopravnim prostredku
nastupuji a vystupuji, aby se na tato pravidla dalo ddle navdzat.

Priloha
Teorie pravdépodobnosti

Pro snazsi porozumeéni vyse uvedené tloze je dobré zminit zde ve strucnosti iplné
zaklady teorie pravdépodobnosti a fyzikdlni statistiky.

Teorie pravdépodobnosti je odvétvi matematiky zalozené v 17. stoleti Blaisem
Pascalem a Pierrem Fermatem za tcelem popisu nedeterministickych jevi, to
jest takovych, které pii nami nerozliSitelnych vstupnich parametrech davaji rizné
vysledky. Jakym zpusobem tento popis funguje, budu prezentovat na prikladu
klasické Sestisténné kostky.

Priklad: Pri hézeni férovou kostkou obycejné vysledek hodu neumime pre-
dem nijak odhadnout. Kostka tedy predstavuje ndhodny generdtor a kazdy hod
kostkou nazyvame pokusem, jehoz vysledkem je pak ndhodnd velicina X, coz zde
bude jednoduse cislo, které padne. Z formélniho hlediska je to funkce X: M —
zobrazujici z néjaké mnoziny vstupnich parametri M (u kostky to mize byt napii-
klad ¢fslo, které bylo na horn{ sténé, kdyz jsme kostku brali do ruky) do prostoru
moznych vystupu Q. Vistupem kostky mtze byt kterykoli prvek z; € €2, zde tedy
kterékoli ¢islo z mnoiinyﬁ Q ={1,2,3,4,5,6}. Mnozinu A C € takovych moz-
nych vystupt oznacujeme jako jev, ktery mohl nebo nemusel nastat. U kostky
muzeme zadefinovat jako jevy napiiklad A = {z;;x; je liché} = {1,3,5} nebo
B = {z;;z; >3} = {4,5,6}.

Néhodnou veli¢inu charakterizuje jeji tzv. pravdépodobnostni rozdéleni — funkceﬂ
P:2% —[0,1], ktera kazdému jevu A C Q pfitadi ¢islo P € [0,1] tak, aby:

(i) P(Q) =1
(ii) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

Prirazené ¢islo nazyvame pravdéepodobnosti daného jevu.

MizZeme si to znovu predstavit na prikladu kostky: Pravdépodobnostni rozdé-
leni je zde definovéno jako P(x;) = 1/6 pro ¢ = 1...6 (obecné je-li funkce P(z;)
konstantni jako zde, ptislusné rozdéleni se nazyva uniformni).

Axiom (i) pravdépodobnostniho rozdéleni 1ik4, Ze zcela jisté padne néktery vy-
sledek z 2, coZ u kostky oc¢ividné plati, nebot P ({1,2,3,4,5,6}) = P({1})+---+

4matematicky zapis mnoziny, viz https://matematika.cz/mnozinove-operace
574pis 29 se pouzivé k oznadeni tzv. potenéni mnoziny, coz je mnozina viech podmnozin €,
viz https://matematika.cz/mnoziny#potencni-mnozina.


https://matematika.cz/mnozinove-operace
https://matematika.cz/mnoziny#potencni-mnozina

FRES  XXV/2 19

P({6}) = 1. Axiom (ii) pak udévd vztahy mezi pravdépodobnostmi jednotlivych
jevt. U dvou nezavislych jevi posledni ¢len vypadne, pravdépodobnosti neza-
vislych jeva se tedy jednoduse scitaji. Platnost tohoto axiomu si muzeme znovu
ovérit u kostky na dvou vyse definovanych jevech A a B. Do levé strany dosadime
P(AUB) = P({1,3,4,5,6}) = 5/6 a stejné tak do pravé P(A)+P(B)—P(ANB) =
P({1,3,5}) + P({4,5,6}) — P({5}) =1/2+1/2—-1/6 = 5/6.

Néhodnym veli¢indm s ¢iselnymi vystupy byvaji prifazovany dalsi vlastnosti,
z nichz nejvyznamnéjsi pro nas predstavuji stredni hodnota a variance. Stredni
hodnota (X) je definovéna jako suma soucint: pu(X) = >, cqziP(z;) (v pii-
padé uniformniho rozdéleni se tento vztah redukuje na aritmeticky prumér) a
ma vyznam oéekévanéh(ﬂ vysledku kazdého pokusu. Variance (rovnéz rozptyl)
o2 je potom definovana velmi podobné jako 0%(X) = Ywieq (X)) — )2 P(x;).
Odmocnina z variance se nazyva smérodatnd odchylka o a zjednoduSené feceno
ma vyznam vzdalenosti od stredni hodnoty, v niz se vysledky pokust prevazné
drzi.

Skutecny vyznam pravdépodobnosti objasnuje teprve zdkon velkych cisel, coz
je teorém, dle kterého se pfi mnohonasobném opakovani pokusu relativni cetnosti
jednotlivych vysledku rozdéluji v poméru daném pravdépodobnostmi téchto vy-
sledkti. Oznacime-li tedy N pocet provedenych pokustu a N; pocet pokusu, které
skonc¢ily vysledkem z;, tento zakon ¥ik4, Ze P(z;) = limpy_ oo % To jest, ze i sys-
tém v principu chaoticky se z dlouhodobého hlediska chova deterministicky.

Posledni zajimavou odbocku k teorii pravdépodobnosti bude v tomto strué¢ném
shrnuti predstavovat Centrdlni limitni teorém. Méjme ndhodnou proménnou X
s libovolnym pravdépodobnostnim rozdélenim. Necht tato veli¢ina vygeneruje n
nahodnych vysledki. Jejich soucet je pak rovnéz nahodnou velicinou. Ozna¢me
ho S, (X). Centrdln{ limitn{ teorém potom ¥ikd, Ze ¢im vyssi n zvolime, tim vice
se pravdépodobnostni rozdéleni .S, blizi tzv. Gaussovu rozdélend.

Gaussovo (tzv. norméln{) rozdéleni je znadmé rozdéleni zvonovitého tvaru.
Pravé diky Centralnimu limitnimu teorému a jeho nezavislosti na ptivodnim roz-

déleni se Gaussovo rozdéleni vyskytuje na mnoha mistech v prirodé, a je proto
2

1 —=z

dobré ho znat. Ve své nejjednodussi podobé je popsané vztahem P(x) = T=e
Vhodné doplnénymi konstantami se dd modifikovat jeho stfedni hodnota a vari-
ance, podoba zde uvedend se nazyva standardni normdini rozdeélend.

Problém 3 (bonusovy) [3b]: Abyste si sami proverili, Ze jste tomuto clanku
dobre porozumeéli, podivejme se nyni na pripad, kdy ndhodnd velicina X odpovidd
souctu tri mezdvislych hodi Sestisténnou kostkou. Zamyslete se, co zde predsta-
vuje mnozinu §2, zakreslete do grafu pravdépodobnostni rozdéleni a spocitejte jeho
stredni hodnotu a varianci.

SPozor, ofekdvany vysledek nemusi byt vzdy ten nejpravdépodobnéjsi. Je to vysledek, kte-
rému se pri delsim opakovani bude blizit pramér z jednotlivych dil¢ich vysledka. Napriklad kdyz
si na strany férové mince napiseme cislice 0 a 1, po chvili hdzeni se bude primeér nasich vysledkt
blizit ¢islu 1/2, ackoli pravdépodobnost, ze by ndm v kterémkoli hodu padla strana s takovou
¢islici, je nulova.
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0.7

P(x)

Obrazek 5: Standardni normélni rozdéleni

Fyzikalni statistika

Teorie pravdépodobnosti nachazi dobré uplatnéni mimo jiné ve fyzikalni statistice,
ve které samotné veli¢iny zkoumané sebepfesnéjsim experimentem predstavuji
nadhodné proménné a jejich vysledky slouzi k tomu, aby za jejich pomoci byla
odhadnuta stfedni hodnota méfené veli¢iny, ktera je teprve prohlasena za hodnotu
skutec¢nou. Jednotliva fyzikdlni méreni pak z riznych divodi nevychazeji presné a
jsou od této ,skutecné“ hodnoty vice nebo méné odchylena. Jejich predpokldadané
odchyleni je nezbytné uvést ve vysledku jako tzv. odchylku nebo chybu.

Tyto chyby se déli na nékolik nejcastéjsich typt. Prvnim druhem jsou chyby
hrubé, které vznikaji nespravnym provedenim experimentu, popf. hrubym zasa-
hem do ného. Ty je potfeba mezi vysledky rozpoznat a odstranit.

Druhou skupinu predstavuji chyby systematické, vzniklé Spatnou kalibraci
nebo interpretaci. Jejich vliv zatizi vSechny vysledky stejnym zpusobem, je mozno
méfeni tedy dale vyuzit, prijde-li se na to, kde a jakd chyba vznikla, a podari-li
se ji opravit.

Posledni, pro nas nejzajimavéjsi, druh odchylek predstavuji odchylky statis-
tické, vzniklé ¢isté vlivy ndhodnymi. Statistickd odchylka se po opakovaném mé-
feni projevi rozptylem hodnot, neovlivni vsak nijak stfedni hodnotu. Tyto od-
chylky uvaddime ve vysledku ve tvaru x + o,,, kde x predstavuje nami odhadnutou
stfedni hodnotu a o, absolutni odchylku, tedy informaci, o kolik se mize nase
hodnota lisit od hodnoty skutecné. Jak ze znaceni, tak z vyznamu je zjevna jeji
souvislost se stfedni kvadratickou odchylkou. Konkrétné v situaci veelku castého
standardniho normalniho rozdéleni plati, Ze ve vzdéalenosti nejvys o od stredni
hodnoty lez{ vysledek s pravdépodobnosti 68 %, ve vzdédlenosti 20 s pravdépo-
dobnosti 95 % a ve vzdalenosti 30 s pravdépodobnosti 99,7 %.

Alternativné k absolutni odchylce se vyuziva odchylka relativni, definovana
jako n, = Z=. Z ni se dd vydcist, jak velkou nepfesnost pro nds ve skutecnosti
absolutni odchylka znamena.
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Ze zédkona velkych ¢isel vyplyva, ze ¢im vice méreni bude provedeno, tim blize
by stfedni hodnota nasich vysledkt méla byt stredni hodnoté skute¢ného rozdéleni
pravdépodobnosti. Z toho vyplyva jednak, ze ve skuteéné vérohodnych fyzikalnich
experimentech je potieba provést méreni velice mnoho, a jednak, Ze pii rostou-
cim poétu provedenych métreni by méla odchylka naseho odhadu stfedni hodnoty
klesat. Pro nase ucely staci védét, ze tento pokles se da odhadnout jako o7 = £,
kde n je pocet méfeni a Z stfedni hodnota veli¢iny x (podrobnosti a odvozen{
mozno dohledat v [2]).

Stava se rovnéz bézné, ze se u vysledné hodnoty nastrada statistickych odchy-
lek vic, budto z nepfimého méfeni, nebo odlisnych puvodu. Jedna-li se o mérent
neprimé, tedy ze hodnota vznikla matematickymi operacemi s pfimo namérenymi
hodnotami, uplatnime metodu prenosu chyb, tedy vztah:

k=1

tedy napr.:

2 2 _ 2 2 _ 2
Oxy =T"0y" +Y 0y

Dvé odchylky nezavislych puvodu se pak sklddaji na kombinovanou standardni

nejistotu: 02 = o2 + 0’5.
Odvozeni vSech téchto vztaht lze znovu dohledat v [2].

Napovéda k feSeni

Zde si na zavér dovolim nékolik poznamek k tiloze, které nepatii do zadani, presto
je vsak dobré si je pred zahdjenim feSeni predist.

Predevsim bychom si méli sjednotit ¢islovani stanic, které neni zcela primo-
caré. Uz bylo ostatné nastinéno v poznamce k zadani, ze se N vztahuje nikoli
ke stanicim, nybrz k tsektim mezi nimi (hodnoty vSak budeme stile vynaset na
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celych ¢islech). Doporucuji tseky ¢islovat vzdy podle stanice, z niz viz préavé vy-
jizdi. Dale doporucuji vychozi depo, resp. konecné depo povazovat za nultou, resp.
(n+1)-ni stanici (n necht znaéi celkovy pocet stanic na lince). S timto ¢islovanim
je jisté, ze v. N = 0 bude vynesena hodnota S prislusejici tiseku mezi depem a
prvni stanici, kde je samoziejmé S = 0, stejné tak jako v N = n. Kfivka S(IV)
pak bude vychédzet z bodu [0, 0] a ¢asem se do nuly zase vrati, coz bude jednak
estetictéjsi, jednak prehlednéjsi.

Tato tloha sice neni fyzikalni, nékteré rysy fyziky vSak presto vykazuje. Oka-
mzity pocet lidi v dopravnim prostredku je jistd ndhodnd veli¢ina, jejiz mnozinou
moznych vysledki je 2 = Ny a jejiz rozdéleni pravdépodobnosti stejné jako nami
hledand stfedni hodnota zavisi jednak na fazi trasy, v niz se prostredek praveé
nachazi (coz je jedind zavislost, kterou my chceme zkoumat), mimoto ale také na
denni dobé, vytizenosti linky, typu prostfedku apod. Abychom vSechny tyto ved-
lejsi zavislosti z naseho méfeni odfiltrovali, musime se nad tlohou nejdiiv trochu
zamyslet.

Na zac¢atku tlohy, kdyz bylo zaddno hledéni obecného tvaru kfivky S(V),
byl timto zadanim zaroven vysloven predpoklad, Ze takovy obecny tvar existuje,
tj. Ze kiivka S(N) si ponechavd ve vSech situacich tvar stejny, ktery se pouze
jistym zptisobem roztahuje a smrstuje pravé v souvislosti s vytiZzenosti linky a
s poétem stanic na lince (v prvnim pfipadé se to projevi modifikaci ve svislém
sméru, ve druhém pripadé ve vodorovném). Tento predpoklad neni podloZen ni¢im
kromé intuice a pravdépodobné se dokonce casem ukdaze, ze v jistych specidlnich
pripadech neplati.

Presto muzeme zatim predpoklddat jeho platnost alespon v situacich vzajemné
si podobnych. Neni tedy napiiklad nesmyslné srovnavat tvar S(N) u linky s de-
seti a u linky s jedendcti stanicemi. Srovnani takovych linek ovSem nelze provést
v grafu, jehoZ osa x bude odpovidat pfimému ¢islovan{ stanic N (pfinejmensim
proto, ze jedna z kiivek bude konéit o stanici dél). Proto pro hledéni obecného
tvaru nadf kiivky doporucuji prejit k redukovanému &islovani stanic N = nl_‘_l
(n+ 1 je skutecnd délka trasy vynésené na grafu).

Sami si rozmyslete, jak podobnym zpusobem co nejlépe redukovat okamzity
pocet cestujicich S na S.

Nyni jsme od kiivky S(N) presli ke kiivce S(N). Ta by dle naseho predpo-
kladu méla mit stejny tvar jako S(N) (8lo jen o pfendsobeni konstantami) pouze
s rozdilem, Ze jejim definiénim oborem i oborem hodnot bude interval [0, 1]. To je
pro nés tzasny vysledek, protoze nyni jsme upravili nasi kfivku do takové podoby,
kterd zachovava jeji tvar a pritom neni zavisla ani na poctu stanic na lince, ani
na tom, kolik lid{ linkou pravé jede (jde jen o to, jak se tento pocet relativné
méni).

Tim padem jsme se zbavili zavislosti zkoumané stfedni hodnoty na vsech vyse
uvedenych nepodstatnych parametrech a zbyla nam pouze kyZend zavislost na
fazi cesty. Ani ta vsak neni zcela nezdvadnd. Asi kazdy si dovede predstavit, ze
na pevné dané lince jsou nékteré stanice vice frekventované nez jiné. Proto kdy-
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bychom méreni provadéli neustale na stejné lince, vysla by nam i po redukci od-
lisna kiivka, nez kdybychom stejné méreni provadéli na lince jiné. Proto vyjdeme-li
z predpokladu, Ze rozlozeni frekventovanych stanic na Nespecifikované lince je na-
hodné, mé dalsi doporuceni ke hledani obecného tvaru bude nabadat ke zkoumani
prednostné vétsiho poctu linek jednou nezli jedné linky mnohokrat. Dodrzovani
tohoto doporuceni uz bude hodnoceno skrze pfinosnost provedeného méfeni (viz
zadani).

Timto doporucenim dnesni odbocku k napovédam k feseni zakoncuji, preji
hodné stésti pri feSeni jak experimentdlni ¢asti, tak i teoretické.
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