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Uvnitf najdete nékolik témat a s nimi souvisejicich Gloh. Zamyslete se nad nimi a poslete
nam sva reseni. My vam je opravime, poSleme zpét s dalSim Cislem a ta nejzajimavéjsi
z nich otiskneme. Nejlepsi feSitele zveme na podzim a na jare na soustfedéni.
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Mili fesitelé,

predné se moc omlouvame za to, ze tvorba posledniho ¢isla nabrala tak velké
zpozdéni, az bylo predbéhnuto ¢islem prvnim. Pokud si i presto najdete chvilku
¢asu na jeho procteni, vézte, ze uvnitt najdete zavérecna shrnuti témat, kterd
jste méli béhem celého roku moznost Tesit, vzorova feseni posledni série tloh a
kone¢né kompletni vysledkovou listinu 24. ro¢niku. Jiz v ttvodu vam prozradime,
Ze absolutni vitézkou se stala Doc.MM Katefina Rosicka, nasledovina Dr.M Jon4-
Sem Havelkou a Dr.MM Be4tou Hroncovou. Jako nejlepsi piispévek k tématku jsme
letos vybrali ¢lanek Optické soustavy bez parazidlni aprozimace od Doc.MM Ka-
tefiny Rosické, ktery si muzete precist v tomto Cisle. Prvnich 5 fesiteli se mize
tésit na vécné ceny a Kacka na lahodny dort, ktery ji organizatori za jeji prispévek
upecou.

Zavérem bychom vam chtéli moc podékovat za vas zajem a aktivitu pri feseni
M&M. Pevné vérime, ze se s vami se vSemi letos znovu potkdme na strankéch
tohoto ¢asopisu (a s nékterymi i na dals$im soustfedéni).

Krasny novy skolni rok vam pfeji

Vasi organizdtori

Reseni témat

Téma 1 — Krotitelé svétla

Véazeni resitelé, zavérem k tomuto tématku bych rad podékoval vsem z vas, kteri
jste se pokusili o jeho vyfeSeni, jmenovité jsou to Pavla Trembulakovi a Doc.MV Ka-
tefina Rosicka. Druha ze jmenovanych prispéla svym c¢lankem teprve ted na zavér
rocniku, rozebird v ném dopodrobna vypocty mimo paraxidlni aproximaci a na-
1éza analyticky predpis objekti, které sméruji paprsky do jediného bodu pomoci
jednak odrazu, jednak lomu svétla. Dale se zabyva neaproximovanym pusobenim
tenké cocky, dokazuje, ze ji nejsou lamany do ohniska vSechny paprsky rovnobézné
s optickou osou, nybrz jen ty blizké optické ose. Celkoveé jeji prispévek zodpovida
vétsinu dosud nezodpovézenych otazek, které toto téma prineslo, a zminuje sam
0 sobé vse, co jsem mél v imyslu v zadvérecném shrnuti zminit ja, proto na-
misto mého tradi¢niho prispévku k tématku bude tentokrat zverejnén prispévek
od Doc.MM Katefiny Rosické v celém svém rozsahu.
FEvZen
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Optické soustavy bez paraxialni aproximace  (20b)
Doc.™ Katerina Rosickd

Zrcadlo koncentrujici paprsky do jednoho bodu

V této casti prispévku se pokusim zjistit predpis krivky vykreslené ve 4. ¢isle
analyticky. Jak bylo v tomto ¢isle uvedeno, lze funkci po segmentech aproximovat
linearni funkei pod dhlem «, pro ktery musi platit

In_ _ tg 2a
a—Yn
Tato rovnice musi platit pro kazdy bod grafu, kde plati tga = y' (¥’ zde znaci
derivaci y podle x, pozn. red.), proto rozepiSeme tg2a = 12_';23@
x 2y’

(1)

Po upraveni rovnice ziskdvame nelinearni neseparovatelnou diferencialni rov-
nici, ¢ili musime najit jiny zpusob ziskdni hledané funkce, u které potom pouze
ovéiime, ze této diferencialni rovnici vyhovuje.

K ziskani predpisu hledané funkce popisujici tvar zrcadla pouzijeme Fermattv
princip nejkratsiho casu, ktery rika, ze svételny paprsek jde vzdy tou cestou, ktera
vyzaduje nejkratsi ¢as. Protoze se svétlo pohybuje ve vzduchu, musi v tomto
pripadé urazit co nejmensi drdhu, tedy musi byt vsechny drahy, po kterych se
pohybuje, stejné dlouhé. Aby tedy vSechno svétlo po odrazu smérovalo do ohniska,
musi byt soucet vzdélenosti od jedné vodorovné primky k zrcadlu a od zrcadla
k ohnisku vSude stejny.

a—y: 1—y?

A\
AN

Obrazek 1: Nakres paprskt odrazejicich se od zrcadla



7 toho vyplyva, ze aby byla vzdélenost zrcadla od osy x a od ohniska stejna,
musi platit

y=+(a—y)*+a? (2)
Nyni z této rovnice vyjadiime predpis funkce.

.’E2 a

TR ®)

Nakonec ovérime, ze funkce (3 spliiuje rovnici .

Y

Yy =—-
I T 2za
a2 _a a2 — x2
2a 2
z
P 22 _ 2xa
1_%2 a2 1;2

7 toho vidime, zZe jsme nejenom nasli predpis funkce tvaru zrcadla, coz bude
parabola, ale zaroven jsme vypocet rozsirili i na y > a, jelikoz rovnice plati i
v této oblasti. To, Ze tvar zrcadla vysel jako parabola, neni ndhoda, protoze jedna
z definic paraboly primo riké, Ze parabola je mnozina vsech bodu v roving, které
maji stejnou vzdélenost od pfimky a od bodu. Pokud tuto definici rozsitime do
prostoru na vzdalenost od bodu a od roviny, ziskdme takzvany rotacni parabo-
loid. Tento tvar se diky svym vlastnostem velmi ¢asto pouziva v astronomickych
dalekohledech, ale také napriklad v reflektorech aut.

Cocka koncentrujici paprsky do jednoho bodu

Nyni se budeme zabyvat problémem koncentrace vsech paprsku do jednoho bodu
pomoci lomu svétla. Opét vyuzijeme Fermattv princip nejkratsiho ¢asu, kde plati,
Ze v prostiedi s indexem lomu n je svétlo n-krat pomalejsi, tedy za stejny Cas urazi
n-krat mensi drahu. Budeme se pokouset odrazit vSechny rovnobézné prichazejici
paprsky do bodu [0,0] pouzitim litky s indexem lomu n, kterd se v ose zrcadla
nachézi ve vzdélenosti f od ohniska.

Pro tyto paprsky bude platit, ze souc¢et drahy urazené pred lomem a n-nasobku
drahy po lomu je pro vsechny drahy stejny, tedy

fn=nva*+y*+(f—y)
Upravou tohoto vyrazu dostaneme kvadratickou rovnici

x%n?

(n—1)

v(n+1)—2fy— f2(n—1)+



RS XXIV/8 5

ktera ma dvé feseni pro y, a to

n+1
f + /f2n2 _+_1.2n2n7‘f_‘1
n+1 '

Jelikoz pro x = 0 dle definice musi byt y = f, bude platit feseni s +. Pro lepsi
predstavu o tvaru rozhrani vzorec jesté upravime:

2
p-k) |
n+1 xT -1
P P
7 této rovnice vidime, ze rozhrani bude mit tvar ¢asti elipsy, tedy neexistuje
utvar, ktery by do jednoho bodu pomoci lomu koncentroval rovnobézné paprsky

z celé poloroviny, jako tomu bylo u odrazu, ale pouze z pruhu o velikosti malé
poloosy elipsy, tedy pruhu o Sifce f -n. Vsechny paprsky se tedy odrazi do oh-

vvvvv

y:

upravit optickou soustavu tak, aby i ohnisko lezelo ve vzduchu a ne v prostiedi
s indexem lomu n, coz udélame pridanim rozhrani, na kterém se paprsky nela-
mou. Paprsky se nelamou, pokud na rozhrani dopadaji kolmo, coz znamena, ze
pokud bude mit rozhrani podobu kruznice se stfedem v ohnisku, draha paprski
jim nebude ovlivnéna.

N —m — —m —m — — — —

5 1 0 2

Obréazek 2: Nékres vzdéalenosti u ndvrhu koncentrace pomoci lomu svétla

Tim jsme zkonstruovali spojnou ¢ocku, kterd funguje pro paprsky prichazejici
rovnobézné s optickou osou i mimo paraxialni aproximaci. V astronomické praxi
se ale ke koncentraci paprski do jednoho bodu pouziva predevsim parabolické
zrcadlo, a to z toho divodu, ze ohniskova vzdalenost této spojné cocky je zavisla
na indexu lomu, ktery je pro kazdou vlnovou délku svétla trochu jiny, ¢ili by
svétlo kazdé barvy bylo koncentrovdno jinde (nékdy se této vadé iiké chromatickd
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aberace), zatimco u zrcadla plati zdkon odrazu pro vSechny vinové délky stejné, a
tak je veskeré svétlo koncentrovano na jednom misté.

Tyto vypocty by dokonalé ¢occe odpovidaly pouze pro koncentraci paprskii
z nekonecna do jednoho bodu, k béznému zobrazovani ¢ockou bez chyby dané
paraxialni aproximaci by byl potfeba jesté komplikovanéjsi tvar rozhrani. Bézné
cocky se vSak nevyrabéji ve tvaru elipsovité plochy z technologickych divodd,
proto se nyni podivim na béznou ¢ocku se sférickymi povrchy.

|\‘ e=fv2n+1 !

Obrazek 3: Nékres elipsy tvorici rozhrani prostiedi pro f = 3,1 an = 1,7

Lom paprski na kulové plose

Prvni optickou soustavou, na kterou se podivame, je jednoduché kulova plocha
o poloméru r tvorici rozhrani vzduchu s indexem lomu 1 a jiné latky s indexem
lomu n.

Vypocet v paraxialni aproximaci

Paprsek dopada na kulovou plochu ve vzdalenosti h od optické osy soustavy pod
thlem ¢4, kde se lame pod thlem 5. Dle Snellova zakona je pomér sina téchto
hlta roven indexu lomu n, coz v paraxialni aproximaci prechazi v pomér téchto
dhla.

P1
ns — 4
P2 @
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Uhel 1 miZeme z podobnosti trojihelniki v paraxidlni aproximaci vyjadiit
jako

Y1 = - (5)

7 téchto dvou rovnic vyjadiime tthel lomu g = % 7 geometrie vidime, plati
rovnost 8 = @1 — a2, neboli

f roorn

(protoZe v paraxidlni aproximaci plati tg 8 = ). Z toho uz muZeme vyjadrit
ohniskovou vzdélenost f

Vypocet mimo paraxialni aproximaci
Mimo paraxialni aproximaci budeme postupovat stejné, akorat musime pouzivat
presné vztahy, rovnice se tedy zméni na
sin ¢
sin @9

=n (6)

Obrazek 4: Vysledny tvar cocky fungujici pro rovnobézné paprsky mimo paraxidlni
aproximaci pro f = 3,1 an=1,7

Zaroven pro siny uhlu ¢1 a o plati obdobné

) h
sinp; = —
r
) h
sin g = —

rn



Obréazek 5: Lom paprsku na kulové plose

S témito rovnicemi muzeme vyjadrit sinus tthlu f pomoci sou¢tového vzorce
pro sinus.

sin 8 = sin ¢ cos Yy — €OS 7 sin po

. h h? h? h
Smﬁ—rw‘,anz‘\/l‘rzm

Vyjadiime sinus thlu 8 jako pomér h a drahy paprsku od rozhrani po ohnisko

Iz

h h
\/h2+(f—r+\/7W)2

h2 2 h
1—22—\/1—2
ren rern

=

Z toho vyjadiime ohniskovou vzdalenost f:
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\/h2+(fr+ 7"27h2)2:

h2+(f—r+ rz—h2)2:

Jak vidime, vzdalenost, do které se paprsek zlomi, je pomérné slozitou funkei
vzdalenosti od optické osy h. Pokud si funkci nechame vykreslit pro rizna r a
n, zjistime, ze polomér ovliviiuje pouze ,velikost“ k¥ivky a jeji posun po ose y,
zatimco zmény indexu lomu maji na tvar kiivky velky vliv. Pro nizké indexy lomu
se paprsky vzdalené od optické osy lamou blize k ¢occe nez vypoctené ohnisko
v paraxidlni aproximaci (obrazek , zatimco pro velké indexy lomu se tyto pa-
prsky ldmou ve vétsi vzddlenosti od ¢ocky nez vypoctené ohnisko (obrizek .
Ke zlomu mezi témito situacemi dochézi ptiblizné na indexu lomu n = 1,6, kde
je paraxialni aproximace nejpresnéjsi na nejvétsim prostoru.

6 ° .
/ \ : _ W,
4 ¢ 3
& J
2
2 2
1
1
-2 -1 0 1 2 2 ET) 1 2 -1 0 1
(a)n=13 (b) n=22 (c)n=1,6

Obrazek 6: Zavislost ohniskové vzdalenosti na vzdalenosti paprsku od optické osy

Jak je tedy z obrazku patrné, presnost paraxialni aproximace pro danou ¢ocku
velmi silné zavisi na parametrech dané cocky, tedy nelze jednoznacné rict, v jaké
vzdalenosti dosahuje dané presnosti.
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Ovéfeni limity

Nyni ovéfime, ze pro paprsky blizké ose muzeme pouzit paraxidlni aproximaci, a
to spoéitanim limity f(h) pro h jdouci do nuly.

2

. r2n2

%gr%]f(h): 5 —04+7r—vr2-0
(Vre =& = y1- )

) r2n2

%:Hlof(h)— m‘i”f‘*?"

. o

%%f(h)— n—1

Z toho vidime, Ze pro malé vzdalenosti od optické osy opravdu plati dana apro-
ximace a vSechny paprsky prichazejici z nekonecna se ldmou do ohniska.

Priichod paprski tenkou ¢ockou

Nyni se podivame na to, jak lame paprsky mimo paraxialni aproximaci dokonale
tenka cocka, ¢ili ze dvou pouzivanych aproximaci ponechame pouze jednu, a to
predpoklad nulové tloustky cocky, proto budeme uvazovat h; = hy = h.

~
~ _ -
~ -
~ P
~ -
_ -
) 7. =7
......... e T
P2 (2
- ~ /
RZ ~~ N~ f
~
_ - hy ho ~
fo P Rl ~ -
o1 « ~ o0
P f o~ ~
- C
1 S

Obrazek 7: Lom paprski na tenké cocce
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Vypocet v paraxialni aproximaci

V tomto piipadé plati obecné pro velikosti thli rovnice:

YT =91 P2 (7)
s =a+f (8)
p3=a+7y 9)

V paraxialni aproximaci zaroven plati pro oba lomy Snelliiv zédkon:

P1
= x~n 10
P2 ( )
P4
= x~n 11
2 (11)

Zaroven muzeme vyjadrit i ihly pomoci goniometrickych aproximaci:

h
6~} (12)
h
P11 = R (13)
ar n (14)
2

7 této soustavy rovnic uz dokdzeme vyjadrit ohniskovou vzdalenost f:

f=ps—a

h h
"R,

h h
?:n(a‘k’)’)_lz
%_n(ﬁg+¢l_%)_%
h h h h h
PR TR R TR
1 1 1
=00 (54 7)
fe 1

(1) (& +4)

Coz je vzorec pro ohniskovou vzdélenost ¢ocky dohledatelny v ucebnicich fyziky.
Tento vzorec neplati pouze pro dvojvypuklou cocku, pro kterou byl odvozen, ale
i pro ploskovypuklou nebo dvojdutou, tedy pro vsechny spojky i rozptylky.
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Vypocet mimo paraxialni aproximaci

Pro vypocet mimo paraxidlni aproximaci muzeme prvni skupinu vzorci pouzit
v nezménéném tvaru, ale Snelliv zdkon prejde do poméru sintt Ghlid a pomér
vzdéalenosti da rovnéz sinus thlu.

sin ¢

= ].
sin 9 " ( 5)
o (16)
sin 3
h
sing, = Ri (18)
1
sina = R£ (19)
2

Klicem ke spocitdni ohniskové vzdalenosti jako funkce h je vyjadreni f’, protoze
podle Pythagorovy véty plati vztah f = \/f2 — h2. Uhel 8 mtzeme vyjadiit jako
rozdil dvou hl, proto muzeme spocitat jeho sinus pomoci souc¢tového vzorce pro
sinus z rovnice :

h
? = sin (g COs @ — €Os @4 sin a
h / h? h
— =mnsi 1— —5 — /1 —n2sin? p3—
7 nsin g i n? sin <p3R2
1
f'= (20)

nismhg(’3 1-— 1}% — /1 — n2sin? 90313%2
(21)

Nyni potiebujeme vyjadrit sinus thlu @3 opét pomoci souc¢tového vzorce pro sinus
Z rovinice @

sin (3 = sin v cos 7y 4 sin 7y cos o

. h . h?
sin g = R—Zcos*y—i-smfy 1-— Vo (22)
2

K dosazeni do této rovnice potfebujeme jesté spocitat sinus thlu ~, ktery zjistime
pomoci souctového vzorce z rovnice .

sin -y = sin ¢ cos Y2 — €Oos 1 sin Y9

. h h? h? h
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Nyni uz miazeme vyjadrit ohniskovou vzdélenost f jako funkeci h. Vzhledem k tomu,
Ze vSechny rovnice (20)), a jsou pomérné slozité, nebudeme pro piehled-
nost dosazovat.

)

1
sings 1 _ % _ /T _o2cnZ o L
n= 1 RZ V1 —n2sin® g3 5

h h?
Sincpng—2COS”y+Sin’y l_ﬁ
2

e 1,h72f 1fh72L
ST R 2R RZnR,

Tato funkce se pro kladné hodnoty poloméru R; a Rs, tedy pro spojnou cocku,
chova stale podobné, viz grafy zavislosti ohniskové vzdalenosti na vzdalenosti od
optické osy (vodorovna ¢ara ukazuje vysledek v paraxidlni aproximaci), obrézky
[Ba] BBl Na druhou stranu u zépornych polomérti, tedy u rozptylky, je zavislost
komplikovanégjsi a silné zavisi na volbé pocCatecnich parametri, viz obrazky [9a] a

[Onl

3
3 o}
2
1
1
-1 0 1
-2 -1 0 1 2
(a) Ri=R2=24an=13 (b)) Ri=R;=24an=16

Obrazek 8: Zavislost ohniskové vzdalenosti na vzdalenosti paprsku od optické osy
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8
2
6
1.5
4
1
{ 2 0.5
2 -1 0 1 2 3 -1 0 1
(a) RR=R:=-21lan=16 (b) Ri = —-44, Ro=—-04an=13

Obrazek 9: Zavislost ohniskové vzdalenosti na vzdalenosti paprsku od optické osy

Ovéreni limity

Nakonec, stejné jako v predchozim pripadé, ovérime, ze pro h jdouci k nule pre-
chazi vyraz do vzorci platnych v paraxialni aproximaci.

2
lim f(h) = : — -0
h—0 nlimy_,o (%) /1= 10%—% — \/1 — n2limy,_,o(sin? 903)1%2
1
lim f(h) = -
h—0 ( ) nlimyp_s (%) — \/1 —n2 limhﬁo(SiHQ @3)%

Musime tedy vypocitat vnitini limity:

. 1 : 02
lim 2093 hm(cosy) + hm (m) 1-—=

h—o h RQ h—0 —0 h R%
. singsz i sin 7y
fim == = g, fm(cosy) + hﬁ%( h >

Limitu sin? @3 spocitdme vynasobenim vysledku h?, coz je 0, tedy bude platit i

lim sin? p3 = 0
h—o
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Opét dopocitdme vnitni limity:

; 2 2
limsm’yil 1 0 \/1 0% 1

s h R\ n?R? "~ RInRy
siny 1 1

li -
e h Ry, nRy

Limita cosinu thlu v by se spocitala pomoci limity sinu jako limy_,,cosy =
\/1 — limy,,, sin?y = /1 — 0 = 1. Nyn{ mizeme jiz zpétné dosadit a zjistit vy-
sledek:

sin @3 1 1 1

I -
e h Ry Ry nR
. 1
}Llif%)f(h)_ 1,1 1\ _ i —3nl
n R2+R1 ’an 1 nORz
1
lim f(h) =
h—0 (n_l)(R%"'R%)

Po pouziti limity jsme dostali vysledek stejny jako pri vypoctu v paraxidlni apro-
ximaci, tedy paraxidlni aproximace je pro paprsky blizké ose platna.

Téma 3 — Mafie jako vypocetni model

K tomuto téméatku piisel jediny piispévek, a to od Dr.M Jonase Havelky. Ve svém
¢lanku navrhnul najit na grafu mafidnt kostru. Pomoci toho se mu podafilo ale-
spon z ¢asti spocitat mafidny, omezit pfimou komunikaci mezi nimi pfi zachovani
dorucitelnosti dopist a spocitat, jak dlouho trva rozeslat zpravu vSem ostatnim
mafidntim. Ostatni problémy zistaly nevyresené.

Kuba
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Téma 4 — Odmocniny

V prubéhu roku jsme chtéli fesit funkce odpovidajici odmocniné pro jiné mate-
matické operace nez je nasobeni. Na zacatku jsme zadali jako priklad sklddani
permutaci. Chtéli jsme védét, zda je mozné pro kazdou permutaci p najit jinou
permutaci ¢, kterd po slozeni sama se sebou dé p, tj. gog = p. Bc.MM Martin Zimen
ve svém clanku zacal vyfeSenim otézky, které permutace jsou odmocninou iden-
tity. Dospél k zavéru, ze jsou to vSechny permutace s cykly fadu nejvyse 2. Martin
téz vyrtesil, za jakych podminek existuje odmocnina pro libovolnou permutaci a
jak ji nalézt.

Kolik je permutaci s cykly fadu nejvyse 2, zustalo jako otevieny problém,
ktery vytesil Mgr.MM Radek Olsdk ve svém kratkém piispévku. Radek i Martin
dosli k tomu, ze to je stejné jako pocet parovani na n vrcholech, Radek pak pokra-
¢uje nasledujicim vypoctem: , Pro pevny pocet parii k je pocet takovych parovani
W’_%), Protoze nejdrive vezmeme vsSechny permutace n prvki, pak to po-
délime 2%, ¢imz se zbavime zdvislosti na poradi prvkii v parech. Dale vydélime
vysledek k!, ¢imz se zbavime zavislosti na poradi pari a nakonec jesté (n — 2k)!,
¢imz se zbavime zavislosti na poradi prvki, které nejsou poparované. Tohle se-
Cteme pres vSechny mozné pocty parii k (coz je od 1 do |n/2]) a dostaneme n-ty
prvek posloupnosti.

A pokud by vas zajimalo, co vSechno o této posloupnosti svét vi, tak je to
posloupnost A000084"| na OEIS.*

Ja k tomu uz jen doplnim (pro ty, co se nechystaji proéitat zminénou stranku
OEIS), Ze tato posloupnost je zndma také jako telefonnﬂ ¢i involuéni ¢isla. Tele-
fonni proto, ze udévaji pocet zptusob, jak (ne)propojit telefonni sit, kdyz kazdy
telefon mize byt spojeny pouze s jednim dalsim. Zaroven vsak tato ¢isla udavaji
pocet permutaci, které jsou involuce, tedy takové permutace, které jsou samy sobé
inverzni. Involuce je totiz zobrazeni, které kdyz aplikujeme dvakrat po sobé, tak
dostaneme identitu, neboli takové f, ze f(f(z)) = z pro vSechna x z defini¢niho
oboru. Pravé involuce jsou péknym piikladem odmocniny pro rizné identity (tedy
nejen pro tu na permutacich). Doporucuji se podivat na anglickou wikipedii na
stranku vénovanou involucﬂ najdete tam mnoho péknych priklada funkci, které
maji takovou vlastnost.

Pékny zacatek skolniho roku preje

Anet

Thttps://oeis.org/search?q=A000085
?https://en.wikipedia.org/wiki/Telephone_number_(mathematics)
Shttps://en.wikipedia.org/wiki/Involution_(mathematics)


https://oeis.org/search?q=A000085
https://en.wikipedia.org/wiki/Telephone_number_(mathematics)
https://en.wikipedia.org/wiki/Involution_(mathematics)
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Téma 5 — Daji se preprogramovat zivé organismy?

S koncem roc¢niku se uzavird i téma o genetickém inzenyrstvi. Jeho cilem bylo
priblizit obor trochu mimo hlavni zaméfeni seminafe, ktery s nim ale muze mit
nékteré spoleéné body. K tématu prislo nové feseni od Dr.MM Jonise Havelky,
ktery se zabyval shrnutim metod, jak vpravit cilovou DNA do rtznych typt bunék
pies fyzické bariéry a jak navic zacilit na konkrétni misto v genomu. Clanek
poskytuje pékny vstup do problému a doporucuji ho k nahlédnuti.

se sekvencemi. Programatorsky zaméreni resitelé se mohli podivat na nékteré
volné dostupné programy a zhodnotit, v ¢em by se daly vylepsit (at uz vylozené
konkrétni funkci nebo teoretickymi tivahami o tom, jaké funkce navic by byly
uziteéné). Co se samotného bioinzenyrského designu tyce, dalo by se tfeba navizat
na otazky o CRISPR/Cas systému (ktery zminuje i Jonas teoreticky). Prestoze je
metoda vcelku nova, ma takovy dopad, Ze béhem chvile vznikl napriklad program
CRISPOR, ktery nam pomaha najit spravné cile pro na§ CRISPR systém — v praxi
totiz nemame tplné neomezenou volnost. Na zavér tématu zde nastinim, jak by
tfeba mohlo vypadat takové FeSeni:

Hypotetické praktic¢téjsi feSeni by se mohlo zaméfit na online nastroj CRIS-
POR a nejdiive prostudovat dostupné funkce a manudl. Resitel by pak pomoci
néjakého genomového nastroje, treba na NCBI, nasel gen nebo jeho regulac¢ni sek-
venci (tfeba promotor), ktery chce zménit. P¥fkladem muZe byt tfeba promotor
jednoho genu na rajéeti (nebo jiném organismu), pomoci kterého budeme regu-
lovat produkci genu. Resitel si najde sekvenci a vlozi do CRISPORu. Vybere ze
seznamu, 7e chce cilit na rajce, a kterou variantu Cas chce pouzit. Resitel by ko-
mentoval sviij vybér Cas proteinu. Napfiklad nejznaméjsi Cas9 umi cilit jenom
na sekvence, za kterymi tésné nasleduje NGG (pficemz N znamend jakdkoliv baze
a GG jsou dva guaniny), to je takzvand PAM sekvence. Rozstfizen{ sekvence se
pak stane 2-3 nukleotidy pred timto mistem. Jiné Cas proteiny ale mohou ci-
lit jinde nebo tieba stifhat jen jeden Tetézec ze dvou (kombinaci dvou takovych
CRISPR1 se d4 mnohem presnéji zacilit na konkrétni misto). Nékteré modifikace
ani nestipou DNA, jak diskutuje Jonds. Vysledek CRISPORu je jedna velké (cel-
kem prehlednd) tabulka. Na za¢dtku ndm ukaze, kde vSude nalezl NGG sekvence
a jaké CRISPRy by nam k nim pasovaly. V tabulce pak komentuje, jestli jsou
se sekvenci néjaké potencidlni problémy. Napiiklad jestli je mozné pouzit tuto
sekvenci s riznymi éasto pouzivanymi promotory jako pU6 (i CRISPR mus{ mit
néjakou regulaci, aby vibec vznikl, je to prece RNA, kterd vznikd z DNA). Za-
sadni je také specificita naseho CRISPRu. Nastroj nim ukéze skére a doporuci,
abychom nebrali skére mensi nez urcitda hodnota. Také ndm ukaze vsechna dalsi
mista v genomu mimo nasi sekvenci, na kterd bychom mohli omylem (nebo v ku-
riéznich piipadech dokonce zdmérné) zacilit, a zhodnoti, jak moc je tento omyl
pravdépodobny (méd na to dvé rtiznd méfeni, o kterych se pise vice v manudlu).
Zabyva se jenom sekvencemi, které maji maximalné 4 jiné nukleotidy (ostatni ,off-
targets“ nam uz pravdépodobné nehrozi). Resitel by si tedy ze seznamu vybral
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nékolik CRISPR1, které cili na jeho vyhlédnuté misto (t¥eba zrovna u promotori
uplné presné nevime, jak je chceme zménit a kde, prosté jenom chceme dosdh-
nout zmén na tomhle tseku a snad vyrobime pro nase tcely uzitecnéjsi promo-
tor, napriklad silngjsi). Takze by si tfeba vybral nékolik CRISPRu pokryvajicich
rovnomérné cely tsek, které nebudou cilit dost presné nikam jinam v genomu.
Pak by se dalo dal diskutovat o tom, odkud objednat samotné DNA, jak na néj
yhalepit“ regula¢ni sekvence a posklddat dohromady (tfeba pomoci Golden Braid)
do jedné jednotky (spoleéné s nasim Cas proteinem a t¥eba fluorescenénim protei-
nem, abychom nase modifikovand seminka poznali) a dostat do rajéete. I jen mala
Cast popsané navrhovaci bioinformatické faze by mohla byt kompletnim feSenim,
vysoce hodnocenym za navrzeni problému, jeho rozebrani a zvladnuti.

Budu rada za komentare, pro¢ vas konkrétné tfeba téma nezaujalo, jestli bylo
prilis mimo téma seminaie nebo moc tézké.

Lucka

Do bunky a jesté dal pro zivot++ (5,2b)
Dr.MM- Jonds Havelka

Lidé se uz od pradavna zabyvali genetickou modifikaci, kdyz vybirali rostliny,
které 1épe vydrzely a krizili je mezi sebou. Tato metoda je velmi obtizna, jelikoz
ji 1ze provadét jen mezigeneracné a nemame jistotu, zda se vibec geny prenesou.
Navic u lidi je z etického hlediska naprosto nemyslitelnd a navic stejné musime
néjak modifikované geny do predka dostat. Proto musime umét gen dostat primo

Abychom se dostali do bunky, potfebujeme prekonat dva problémy. Tim prv-
nim je bariéra jako membriny a stény (prvni ¢ast), tim druhym pak spréavné
umisténi (viz druhd ¢ést).

Do bunky
Kdyz se rekne prekonej néjakou bariéru, lidem se ¢asto vybavi néjak ji obejit, pre-
skocit. . ., ale smiila, bunka je bariérou obalena celd, tudiz chceme skrz. Pti tako-

vém slovu uz nabihaji myslenky na néco destruktivnéjsiho, naprtiklad propichnout,
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prorezat se, ¢i prostielit. A skute¢né i takové metody funguji, nejintuitivnéjsi jsou
asi ,sklenéné mikrokapilarni{ injekénf pipety“ (mikroinjekce), kterymi se pfimo do
bunék vpravi DNA. Ty se ale nedostanou pres bunécénou sténu, proto se nejcastéji
vyuzivaji u zivocisnych bunék. K fezani, tfeba i pfes bunécnou sténu, je asi nej-
podobnéjsi metoda silikon karbidovych vldken (mikrovldkna z uhliku a kiemiku).
Tzv. gene gun, neboli genova pistole, je pak zastupcem stirelby, kdy je na mikrozr-
nicka kovu (Casto zlatych) nanesen gen a urychlenim je pak piimo vystfelen do
buiiky. Takové destruktivni zachézeni s buitkkami (jako injekce, Fezani a rozstii-
leni) vede samosebou k velkému poskozeni bunék, které jsou pak jiz neschopné
regenerace. Zarovei je uspésnost nizk4, napi u gene gun ,jen“ 10%.

Potiebujeme se dostat do buiiky néjakym jemnéjsSim zpusobem. U bakterii,
zékladnich organismu, a poté i rostlin, kde se nejcastéji gen. modifikace provadi,
nam v tom zabranuji hned dvé zdsadni prekdzky, bunééna sténa a membréana.
Bunécnou sténou se prokousdme relativné snadno, tfeba za pomoci vapenatych
kationt (Ca?*), napifklad chloridu vapenatého (CaCly). Na membranu lze jit
také s pomoci chemie (napft.: polyethylenglykol, polyaminy, lipidy), ale ¢astéji je
to pomoci tepelného Soku, ktery je idedlni pro vkladani plasmida (DNA bakterii,
kterd neni soucdsti ,hlavni* DNA). Takto lze donutit bakterii vyrdbét nékteré
latky, které se uméle nedaji napodobit, obvykle hormony jako napr. inzulin. Dalsi
moznosti naruseni je pak elektricky sok, ktery vytvori v membrané péry, kterymi
DNA vnikne dovnitt. Péry se rychle zaceli a bunika muze dél fungovat s ptidanou
DNA.

Posledni a v podstaté nejlepsi, avSak c¢asto obtiznou, moznosti je vyuzit pri-
stroje jiz prirodou vytvorené, tedy bakterie a viry. Z virt se vyuzivaji tfeba bakte-
riofagové, kteri jsou piimo stavéni na napadani bakterii, a proto se vyuzivaji pro
prenos jiz vlozeného genu mezi bakteriemi. Nékteré bakterie jsou taktéz uzpu-
sobeny napadani bunék, napiiklad Agrobacterium zpusobuji v rostlindch nédory.
Uz z toho védci jednoduse odvodili, ze umi manipulovat s geny. Tato bakterie je
zaméfend na rostliny, za to vSak umi vlozit gen s vétsi nez 30% Sancf. ..

A jests dal
Jak jiz bylo zminéno dalsim problémem je jak DNA do genomu spravné umistit.
Nejstarsim relativné presnym zptsobem je metoda ZFN (Zinc Finger Nucleases),
jez je pojmenovana podle ,zinkovych prstti“, coz jsou proteiny ve tvaru prstu, jez
maji v sobé navazany zinek. Tim padem se dobfe vazi na DNA a RNA, tedy je
muzeme pouzit jako navadéci médium. Sefadi se za sebou v pozadované sekvenci
a na konec se pripoji proteiny, které DNA roztrhnou v daném misté na dvé vlakna
(ZFN lezi v tu chvili z obou stran DNA). Nevyhoda je avSak ta, Ze tyto proteiny
casto dosednou i na sekvenci, kterou nehleddame, tudiz je to velmi neptesné.
Dalsi moznou variantou je pouzit jinych proteinu s podobnymi vlastnostmi:
TALEN (Transcription Activator-Like Effector Nucleases), kterd pracuje témér
stejné jako ZFN, akorat pouziva jiné a presnéjsi proteiny. V dnesni dobé ma
prevahu dokonce i nad lepsi metodou CRISPR (viz déle), jelikoz je mnohem vice
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ozkouéenéﬂ Jelikoz to nejsou zadné jedovaté latky, tak ji navic lze pouzit témeér
na vsem, od bakterii, pres rostliny, mysi, az po ¢lovéka.

Dnes asi nejlepsim zpusobem orientace na genu je CRISPR metoda (nazvina
podle ¢asti DNA |, Clustered Regularly Interspaced Short Palindromic Repeats®
v bakteriich), kde se pouzivd proteinu CAS-9 (CRISPR associated protein 9),
ktery ma ptvodné na praci preruseni skodlivého genomu viru v bakterii podle
navadéci RNA, kterou mé u sebe. Tu mu mizeme vyménit a ménit tak sekvenci,
po které CAS gen rozstfihne a urcit tak piimo pozici. Uz to je uzitecné, ale kromé
toho pomoci tohoto proteinu modifikovaného o dalsi fetézce miuzeme délat vSechno
mozné, jako tfeba svételné oznacovat vyskyty néjaké sekvence, zapinat a vypinat
geny upravenim sekvenci, prepisovat DNA do RNA, nebo naopak tomuto pfedpisu
branit. Velky vyznam ma tento nastroj napriklad pro 1é¢bu rakoviny, jelikoz kdyz
se CRISPR/Cas9 naudi rozpoznat rakovinotvorné DNA, miZeme znicit buiiky
rakoviny, ale ostatni nechat byt.
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4Poznémka vedouciho témétka: Je mozné, e tato informace bude uz mirné zastarals, jelikoz
TALEN uz se zfidka vyskytuji i v bakalafskych prendskéch, zatimco CRISPR je v posledni dobé
moderni ve velké vétsiné laboratori z oboru, zejména diky velmi snadnému a nendkladnému
pouziti a adaptaci na nové cile.
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Pro Zivot++

Genetické modifikace jsou sice slozité, avsak v posledni dobé se stavaji dostup-
néjsimi a dostupnéjsimi, tedy napriklad plodiny lze uz docela dobfe chranit pred
skudci tim, Ze je nauc¢ime vyrabét si jed. Nejvétsi vyuziti ale najdou nejspise ve
zdravotnictvi, kde snad ¢asem budou likvidovat i nejhorsi nemoci.

Nase technologie jsou ale zatim dosti omezené, jelikoz modifikace probéhne jen
s urcitou pravdépodobnosti a rozhodné si nemizeme byt jisti, jestli udéla presné
to, co chceme{ﬂ Véci jako oprava rakovinové buiky jsou mozna dost blizko, ale
naptiklad na tpravu celého téla nemtzeme ani pomyslet, protoze bychom museli
provést Upravu uz v embryondlnim stavu a u toho zatim ani nejsme schopni
rozeznat, co jaka ¢ast DNA déla. ..

Pri genetické modifikaci se musime dostat do bunky, na coz existuji zptsoby
od hrubé sily az po samotnou prirodu, kterd tyto mechanismy uz vytvorila. Poté
spravné umistime gen pomoci latek, které rozpoznaji urcité sekvence a nakonec
modifikujeme. Avsak zatim nemame tak vyspélé technologie, abychom mohli na-
pachat néjakou globalni skodu, tedy pro¢ nejit do laboratofe a rovnou nezacit
modifikovat? Hodné stésti. . .

Zdroje

http://www.molbio.upol.cz/stranky/vyuka_new/BAM/09_Geneticke_
transformace_obilovin.pdf
https://cs.wikipedia.org/wiki/Elektroporace
https://cs.wikipedia.org/wiki/Plazmid
https://www.wikiskripta.eu/w/Genetick’,C3%A9_modifikace
https://biogen.cz/transfekce
https:///cs.wikipedia.org/wiki/Agrobacterium_tumefaciens
https:///vesmir.cz/cz/on-line-clanky/2015/05/crispr-presna-strelba-
geneticke-cile.html

https://biogen.cz/crispr-technologie
https://en.wikipedia.org/wiki/Transcription_activator-like_effector|
nuclease
https://is.muni.cz/el/1431/jaro2017/Bi8090/Editace_genomu_2017.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/TAL_effector
https://en.wikipedia.org/wiki/CRISPR
https://cs.wikipedia.org/wiki/Zinkov}C3%BD_prst
https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC5316914/

5Poznamka vedouciho témétka: Ale miizeme vysledek velmi dobfe zkontrolovat.
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Reseni uloh 6. série
Uloha 6.1 — Dvojhvézda Sirius (4b)

Zadani:

Hvézdy Sirius A o hmotnosti 2,3ndsobku hmotnosti Slunce a Sirius B o nezndmé
hmotnosti tvori dvojhvézdu. Predpoklidejme, Ze se obé hvézdy pohybuji po kruzni-
Slunce pod thlem 0,376" (iihlové vteriny). Sirius A je pozorovatelny pouhym okem
jako jedna z nejjasnéjsich hvézd. Kazdoroéni méreni pri stejné poloze Slunce—
Zemé-=Sirius ukazuji, ze Sirius A kmitd kolem své stredni polohy na nocni obloze
s periodou 50 let a mazimdini vijchylkou 2,3". Jakou hmotnost md hvézda Sirius B?

Reseni:

Prvni otdzkou, na kterou je tfeba odpovédét, je otazka vzdalenosti dvojhvézdy
Sirius a sluneéni soustavy. Pozorujeme-li vzdalenost Slunce od Zemé pod thlem
a = 0,376”, potom muzeme uvazit jednoduchy pravothly trojihelnik ZST, kde
u vrcholu T. Vime, ze |ZS| = 1 AU (astronomickd jednotka), a proto vzdalenost
|TZ| = cotga - |ZS| = 549000 AU.

Se znamou vzdélenosti mizeme sestavit obdobny trojihelnik ZAT, kde A je
Sirius A. Vzdélenost |Z A| jiz zndme a dle zaddni vime, ze thel 8 = 2,3" je svirdn
u vrcholu Z. Proto plati |AT| =tg - |TZ| = tg S cotga-|ZS| = 6,12AU = r4.

Déle zndme periodu obéhu T = 50let. Nyni uz se mtuzeme pustit do sklddani

vvev

Vvew
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pritazlivé gravitacni sile mezi hvézdami. Tato rovnost plati pro kazdou z hvézd.
Mizeme tedy napsat dvé rovnice

2 2 _GmAmB
ma ? rTA = 7"2 ’

21\ ? Gm AMmp
mp|— | rg= .
B\ 7 B 2
Pouhym podélenim téchto rovnic dostaneme vztah ma/mp = rg/ra. Z toho je
mozné ziskat i celkovou vzdalenost mezi hvézdami jako

r=ra+rg=ra(l+ma/mp)=rg(l+mp/ma).

Tedy ra = rmp/(ma + mp). Po dosazeni r4 do prvnf rovnice je vidét, Ze

2n 2_GmA+mB
T a r3 '

Nyni zname vzdalenost mezi hvézdami:

r )z(mA +mp).

(ra+rama/mp)® =r®=G (
2w

Chceme-li vytesit pro mp, dostaneme kubickou rovnici

T\ G
<mA+mB>2(zw> i = Omiy

pro hodnoty ma = 2.3 M (hmotnosti Slunce) a C' = 10,9 M3 '. Tu miizeme vy-

pocist numericky za pomoci programt jako je Wolfram alpha. Vyslednd hmotnost

je mp = 0,999 Mg,. Sirius B je tedy pfiblizné stejné hmotny jako nase Slunce.
Ondra

Uloha 6.2 — Hamiltonovska tloha (4b)

ZadAani:

Mé&jme kouzelnou krabicku, kterd umi pro libovolng graf s n vrcholy v ¢ase O(n")
rozhodnout, jaky nejmensi pocet listi muze mit jeho kostra (a pokud graf neni sou-
visly, ohldsi nekonecno). Navrhnéte algoritmus, ktery urcéi, zda v zadaném grafu
existuje hamiltonovskd kruznice. Béhem 1esent smite vyuzivat kouzelnou krabicku.
Snazte se najit co nejrychlejst algoritmus (v nejhorsim pripadé).

Hamiltonovskd kruznice je kruznice na vsech vrcholech grafu, kterd je podgra-
fem zadaného grafu. Jingmi slovy hleddme posloupnost (permutaci) vsech vrcholi
grafu takovou, Ze mezi kazdymi dvéema po sobé jdoucimi vrcholy existuje hrana a
navic existuje hrana mezi poslednim a prvnim vrcholem dané posloupnosti.
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Reseni:

Pokud v graﬁﬂ existuje Hamiltonovska kruznice, tak existuje kostra se dvéma
listy — sta¢i z oné kruznice odebrat libovolnou hranu. Grafy znamé jako cesty
nam ale ukazuji, Ze to neni postacujici podminka.

r————0—— 0

Obrazek 10: Cesta na ¢tyfech vrcholech (Py)

Dobry dalsi krok je zkusit z grafu odebirat hrany. Pokud existuje hrana, jejimz
odstranénim se graf rozpadne na dvé komponenty souvislosti, tak graf zjevné
nemuze mit Hamiltonovskou kruznici, protoze bychom nutné potrebovali pres tuto
hranu prejit dvakrat. V teorii graft se takova hrana oznacuje jako most.

Obrazek 11: Most v grafu

Podobné muzeme zkusit odstranovat i vrcholy, ¢imz detekujeme takzvané ar-
tikulace. Existence artikulace také vylucuje existenci Hamiltonovské kruznice a
jednd se o silnéjsi podminku. (Kazdy graf s mostem mé artikulaci, ne vSechny
grafy s artikulaci maji most.)

Obrazek 12: Graf s artikulaci

Bohuzel, ani neptitomnost artikulace nezarucuje, ze graf ma Hamiltonovskou
kruZnici. Petersentiv graf je ¢asto protiptikladem pro ruzna tvrzeni. VSimnéte si,
ze mé kostru se dvéma listy a Ze neobsahuje most.

Také neobsahuje artikulace a po odstranéni kteréhokoliv vrcholu ma porad
kostru se dvéma listy. Navzdory tomu ale neobsahuje Hamiltonovskou kruznici.

Vsimnéme si, ze bychom potfebovali zajistit, aby ty dva listy nasi kostry vza-
jemné sousedily. Pokud tomu tak bude, tak je nasledné mizeme spojit a ziskat
kruznici. Toho muzeme docilit tak, Ze odstranime hranu a na oba jeji krajni vr-
choly pridame listy.

Jesté musime uvazit to, ze tento postup funguje pouze pokud vybereme hranu,
kterda na néjaké Hamiltonovské kruznici lezi. K tomu nam ale staci jen zkusit

SNevite-li, ¢im se zabyva teorie grafi, doporucujeme si preéist ¢lanek v KSPi kuchafce na
https://ksp.mff.cuni.cz/kucharky/grafy/


https://ksp.mff.cuni.cz/kucharky/grafy/
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Obréazek 13: Petersenuv graf se zvyraznénou kostrou

Obrazek 14: I po odebrani vrcholu mé Petersentv graf kostru se dvéma listy

Obrazek 15: Nahrazeni hrany dvéma listy

vsechny hrany vedouci z libovolného vrcholu. Dokonce muzeme jednu hranu vy-
nechat. Pro vétsinu graft si pak jesté mizeme pomoci vybérem vrcholu s nej-
niz$im poctem hran, ale v nejhorsim pripadé budeme krabicku pouzivat radové
n-krat, tedy celkovy éas[] bude O(n®). Pokud alespoii jednu hranu miZeme na-
hradit popsanym zpusobem tak, ze existuje kostra se dvéma listy, tak graf ma
Hamiltonovskou kruznici.

Lze to vsak udélat i rychleji! KdyZ nas napadne spravny trik, da se celd tloha
vytesit na jedno jediné pouziti kouzelné krabicky, ¢imz dosdhneme ¢asové slozitosti
O(nT). Trik spo¢iva v tom, Ze zdvojime libovolny vrchol (véetné hran z ngj vedou-

"Pokud vés zajima slozitost algoritmii, doporu¢ujeme kuchaiku od nagich kamaradi z KSP:
https://ksp.mff.cuni.cz/kucharky/slozitost/


https://ksp.mff.cuni.cz/kucharky/slozitost/
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cich) a z obou kopif tohoto vrcholu udéldme jesté po jednom ,tykadle nahoru
(pfilepime ke kazdému jeden novy list). Rozmyslete si, Ze novy graf ma kostru o 2
listech pravé tehdy, kdyz ptvodni graf ma Hamiltonovskou kruznici.

Obrazek 16: Zdvojeni vrcholu a pridani tykadel

Pro zajimavost: Kostra se dvéma listy se oznacuje jako Hamiltonovska cesta.
Na rozdil od hledédni Eulerovskych taht (které jsou permutacemi hran, ne vrcholi)
je nalezeni Hamiltonovské cesty nebo kruznice NP-tiplny (tedy pro pocitace nej-
spiSe neprakticky tézky) problém. I proto je nase krabicka magické. :-)

Matej

Uloha 6.3 — Kristy pece (3b)
ZadAani:
Kristy pece velikonocni cukrovi. ProtoZe ho nechce upéct moc, pece od kazZdého
druhu mazimdlne jeden plech.

Ted pravé pece lineckd slepovand kolecka takovd, Ze v hornim dilku je vykrojend
hvézdicka. Aby se ji to dobre délalo, tak na plech vykroji n xm dilki a z obvodovijch
dilku navic vykroji hvézdicku.

Jaké ma zvolit n a m tak, aby ji po slepeni Zadny kousek nezbyl?
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Reseni:
Lze snadno vyvodit, Ze na pekdci n x m je 2n 4+ 2m — 4 obvodovych dilku a
(n — 2)(m — 2) stfedovych dilki. Zaddni pak lze interpretovat jako rovnici:

2n+2m—4=(n—2)(m—-2)
Upravou tohoto lze ziskat vztah mezi n a m:

8
n=4+ p—

Kromé tohoto vztahu nam tloha klade jedinou podminku, a to n,m € N. To
jisté nemuze byt splnéno pri m > 12. VSechny zbyvajici moznosti lze vyzkouset
jednu po druhé dosazovanim m = 1,...,12 do vztahu vyse uvedeného. Tim od-
halime obé dvé mozné feseni tilohy v podobé neusporddanych dvojic prirozenych
Cisel: {5,12} a {6, 8}.

EvZen

Uloha 6.4 — Hra o Zivot (5b)

Zadani:

Kuba si vymyslel ndsledujici hru: zacind tak, Ze na nekonecnou ctvercovou mrizku
rozmisti n prvoki do néjakijch n ruznych ctverecki. Nyni se hra vyviji podle nd-
sledujicich pravidel: v kazdém kole bude na pozici [z, y] mazimdiné jeden prvok, a
to prdvé tehdy, kdyz v predchozim kole byli na pozicich [z,y], |z + 1,y], [z, y + 1]
alespon dva prvoci. Kuba si vsiml, Ze at uZ prvoky na zacdtku rozmisti jakkoli, ze
zdhadnych divodiu mu jeho prvoci populace vZdy nakonec vymre.

a) Dokazte, Ze kaZdd prvoci populace vymie po néjakém konecném poctu kol.

(3b)

b) Dokazte, Ze kazdd prvoci populace vymre po nejvyse n kolech. (2b)

Priklad: Pokud Kuba rozmisti tri prvoky na souradnice [1,2],[2,1] a [2,2], po
prondm kole bude mit stdle tri prvoky na souradnicich [1,1],[1,2] a [2,1]. V dalsim
kole bude Zit jen jeden prvok na souradnici [1,1] a ve tretim kole celd populace
vymre.

Reseni:

Pro ziskani tii bodu stacilo nasledujici pozorovani: uvazime-li néjaky obdélnik,
jehoz strany jsou rovnobézné s osami Ctvercové mrizky a ktery zaroven obsahuje
vSechny prvoky, celd prvoci populace bude po celou dobu své existence uzaviena
v tomto obdélniku. To proto, ze kazdy Ctverecek mimo tento obdélnik mutze mit
nejvyse jednoho souseda uvnitt obdélniku a prvok na ném tedy nikdy nevznikne.

Na druhou stranu po prvnim kroku zfejmé v pravém hornim ¢tverecku tako-
vého obdélniku zadny prvok byt nemize; pravy a horni soused tohoto ¢tverecku
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Obrazek 17: Indukéni vyprazdnovani obdélnika

jsou totiz mimo obdélnik. Déle v nasledujicim kroku nemtze byt prvok ani ve
¢tverecku nalevo od tohoto rohového ¢tverecku, nebot opét jeho pravy a hornf sou-
sedni ¢tverecek jsou zarucené prazdné. Opakovanim této ivahy dostavame, ze je-li
délka jednoho radku velkého obdélniku M, po M krocich bude jeho horni radka
préazdna. Uvahu pak miiZeme znovu postupné opakovat pro nasledujici fadky a
dostavame, ze je-li pocet fadkt IV, po M - N krocich vsichni prvoci vymrou. Tim
je vyresena prvni podtloha.

Délky stran velkého obdélnika vibec nezdvisi na po¢tu prvokt, pro vyfreseni
druhé tlohy tento postup tedy nestaci. Podilohu dokazeme matematickou indukei
podle poctu prvoki n. Pro n =1 tvrzeni jisté plati.

Uvazme nyni opét obdélnik, ktery na zacatku obsahuje vSechny prvoky, tento-
krat ale uvazme ten nejmensi. Takovy obdélnik ve své dolni Fadce jisté obsahuje
alespon jednoho prvoka (jinak by Sel zmensit), tedy ve zbytku obdélniku je nej-
vyse n — 1 prvoku. Diky pravidlim hry nejsou zbyli prvoci nijak ovlivnéni prvoky
v prvni fddce a tudiZ na né mizeme aplikovat indukéni predpoklad. Tim dosta-
vame, ze po n — 1 krocich je cely obdélnik kromé dolni fadky prazdny. Obdobnou
uvahou ale dostaneme, ze po n— 1 krocich je prazdny cely obdélnik kromé prvniho
sloupecku. Jediné policko, které tak po n—1 krocich neni nutné prazdné, je rohové
policko vlevo dole. Potencialni prvok na tomto policku ale jisté umfie v pristim,
n-tém kole.

Na zavér si povsimnéme, ze existuji konfigurace n prvoku takové, ze prvoci
vymrou pravé po n kolech — napt. kdyz jsou na zacatku vsichni prvoci za sebou
na jedné radce.

Vasek
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Vysledkova listina 6. Cisla
Ulohy
Por. | Jméno R. 271 rl r2 r3 r4 t1 t4 t5 Zo 21
1.| Doc.™ K. Rosické 3 /116,840 3,0 4,0 20,0 31,0/80,3
2.|Dr.™ J. Havelka 2 91,4(1,5 2,0 3,0 2,0 5,2 |13,7]78,4
3.|Dr.™ B. Hroncové 3| 75,2 3,0 3,0(36,4
4. | Dr." K. Balej 3| 80,4(4,0 3,0 7,0133,1
5. | Mgr.™ R. Olssk 3| 484 3,5 3,5|26,6
6.-7. | Mgr.™ M. Kalouskova, | 2 | 25,5 0125,5
Mgr.™ E. Vitkovs 2 | 25,5(2,5 2,0 3,0 2,0 9,5|25,5
8. | Dr.™ O. Budek 4| 65,0 0124,8
9. | Dr.™ 7. Urbanov4 4| 51,2 0]22,7
10. | Dr.™M L. Kundratova, 3| 60,7 0(18,0
11. | Dr."™ K. Cizkova 4 | 50,0 0]17,4
12. | Doc.™ A. Mlezivové 4 |121,4 0]15,9
13. [ Be.MM M. Zimen 3| 14,0 01]14,0
14. | Mgr.™ B. Pozar 4 | 44,6 0]13,7
15. | Mgr.™ M. Holubicka 2 | 34,8 3,0 3,0/12,5
16. | Be.™ J. Ponic 41 12,2 0/12,2
17. | Be.™ J. Loffelmann 4| 11,1 0|11,1
18.-19. | Mgr.™ M. Bukvaj 2| 24,0 0[11,0
Be™ F. Kmjed 2| 18,4 0/11,0
20. | Mgr.™ J. Ruzicka 3| 32,7 0(10,5
21. | Bc.M M. Bocek 78| 10,4 0]10,4
22. | Mgr.™ J. Domes 3| 249 0| 83
23. | Mgr.™ O. Gonzor 1| 21,7 0| 7,5
24. | Mgr.™ J. Suchének 4| 42,2 0| 7,1
25. | Dr.M F. Cermsk 4 | 58,7 0| 7,0
26. | D. Saracino 4 6,7 0| 6,7
27. | P. Trembulakova 4 6,5 0| 6,5
28. | A. Trojanova 3 6,0 0| 6,0
29. | A. Foglarova 3 5,6 0f 5,6
30.-31. | Mgr.™ A. Neubauerova | 4 | 22,5 0| 5,5
R. Strnadlova 4 5,5 0| 5,5
32. | Be.™ V. Prochizka 4| 14,3 0| 5,3
33.| Dr.M L. Vincenovd 4| 50,5 0| 5,0
34. | M. Buckové, 1] 49 0| 4,9
35.-36. | Mgr.™ L. Bujnovska, 4| 229 0| 4,8
Be.MM T. Polikova 4| 11,1 0| 48
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Ulohy
Por. | Jméno R. 271 rl r2 r3 r4 t1 t4 t5 Zo Zl
37. | K. Hlouskova 2 4,5 1,0 1,0| 4,5
38. | K. Tauchmanova 4 4,2 0| 4,2
39. | A. Hollmannova 1 4,0 0| 4,0
40. | J. Kaifer 2 3,8 0| 3,8
41. | R. Libal 2 3,5 0| 3,5
42. | M. Kripner 3 3,2 0 3,2
43.—44. | B. Kopcak 2 3,0 0| 3,0
R. Wégner 4 3,0 0| 3,0
45. | K. Kamenérova 3 2,7 0| 2,7
46. | S. Sulanové 2| 25 0| 2,5
47.-48. | K. Levickova 2,0 0| 2,0
Be.M 7. Liiksové 3| 151 0| 2,0
49. | L. Urbanova 4 0,0 0 0

Sloupecek 2_1 je soucet vsech bodu ziskanych v nasem semindri, Zo je soucet bodu
v aktudlni sérii a 21 soucet vSech bodt v tomto ro¢niku. Tituly uvedené v predchozim
textu slouzi pouze pro tcely M&M.
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Vysledkova listina 24. ro¢niku

Cislo
Po¥. | Jméno R[>,/ 3 4 5 6 7 8|2,
1.|Doc.M K. Rosick4 3. 1116,8| 8,7 10,0 11,2 6,9 12,5 31,0 (80,3
2.|Dr.™ J. Havelka 2.1 914|216 7,4 82 14,0 13,5 13,7|78,4
3.|Dr.™ B. Hroncové 3.1 75,259 20 102 7,0 83 3,0 (364
4. |Dr.™ K. Balej 3.1 80,4|59 20 52 10,0 3,0 7,0 33,1
5. | Mgr.™M R. Olsak 3. ] 484|51 80 50 50 0 35266
6.-7. | Mgr.™ M. Kalouskova | 2. | 25,5/ 6,0 13,0 05 0 6,0 0 [255
Mgr.™ E. Vitkova 2.1 25580 0 0 80 O 95255
8. |Dr.MM 0. Bugek 4.1 65076 7,7 0 95 0 0 [248
9.|Dr.™ 7. Urbanovd 4. | 51,2|10,7 60 0 6,0 0 0 |22,7
10. | Dr." L. Kundratova 3.1607|55 30 0 60 35 0 |180
11. | Dr.™ K. Cizkova 4. | 50,0/10,5 5,0 1,9 0 0 0 |17.4
12. | Doc.M™ A Mlezivova 4. 121452 0 7,7 30 0 0 |159
13. | Be.™ M. Zimen 3.1 140, 0 0 0 60 80 0 [14,0
14. | Mgr.™ B. Pozir 4. | 44677 0 0 60 0 0 [13,7
15. | Mgr.™ M. Holubicka 2. ] 34,8/ 45 0,5 00 00 45 3,0 (125
16. | Be.™M  J. Ponic 4. | 122|77 0 45 0 0 0 |122
17. | Be.™ ], Loffelmann 4. | 11,1|11,1 0 0 0 0 0 |11
18.-19. | Mgr.™ M. Bukvaj 2.| 240/110 0 0 0 0 0 [11,0
BeM F. Kmjed 2. 18460 0 20 30 0 0 [11,0
20. | Mgr.™ J. Ruazicka 3.0 327/75 0 0 30 0 0 [105
21. | Be.™ M. Boéek Z8.| 10439 0 0 1,5 50 0 |104
22. | Mgr.™ J. Domes 3.1 24983 0 0 0 0 0 | 83
23. | Mgr.™ 0. Gonzor 1. ] 21,7/55 0 20 0 0 0| 75
24. | Mgr.™ J. Suchének 4.1 42271 0 0 0 0 0 | 71
25. | Dr.M™ F. Cermék 4.1 58750 0 20 0 0 0|70
26. | D. Saracino 4. 6,7/ 6,7 O 0 0 0 0 6,7
27. | P. Trembulakova 4.1 6565 0 0 0 0 0| 65
28. | A. Trojanova 3. 6,0/ 60 O 0 0 0 0 6,0
29. | A. Foglarova 3.1 56/56 0 0 0 0 0|56
30.-31. | Mgr.™ A. Neubauerovd | 4. | 225(55 0 0 0 0 0 | 55
R. Strnadlova 4.1 55/ 0 0 55 0 0 0|55
32.|Be.M V. Prochdzka 4.1 143|153 0 0 0 0 0 | 53
33.|Dr.™ L. Vincenova 4.1 505(50 0 0 0 0 0 |50
34.| M. Buékové 1. 49/19 30 0 0 0 0 | 49
35.-36. | Mgr.™ L. Bujnovska, 4.1 229/48 0 0 0 0 0 | 48
BeM T. Poldkovd 4.1 11,1148 0 0 0 0 0 | 48




32

Cislo
Pot. | Jméno R.|2>,| 3 4 5 6 7 8|2,
37. | K. Hlouskova 2. 45 0 09 1,1 0 1,5 1,0| 4,5
38. | K. Tauchmanova 4. 42135 0,7 0 0 0 0 4,2
39. | A. Hollmannova 1. 40] 40 0 0 0 0 0 4,0
40. | J. Kaifer 2. 38125 0 0 1,3 0 0 3.8
41. | R. Libal 2. 351 0 0 0 0 35 0 3,5
42. | M. Kripner 3. 3,21 32 0 0 0 0 0 3,2
43.—44. | B. Kopcak 2. 3,01 0 0 0 0 30 0O 3,0
R. Wagner 4.1 30/30 0 0 0 0 0|30
45. | K. Kamenafové 3. 2,71 0 0 0 0 27 0 2,7
46. | S. Sulanova 2. 2,525 0 0 0 0 0 2,5
47.-48. | K. Levickova 2,020 0 0 0 0 0 2,0
BeM 7. Liikéova 3./ 151/ 0 20 0 0 O O |20
49. | L. Urbanové 4.1 00l 0 0 00 00 0 0 |00

Sloupecek 2_1 je soucet vSech bodu ziskanych v nasem seminéafi, Zo je soucet bodu
v aktudlni sérii a 21 soucet vSech bodi v tomto ro¢niku. Tituly uvedené v predchozim
textu slouzi pouze pro tcely M&M.
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