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Uvnitf najdete nékolik Gloh a témat k zamysleni. Viyfeste je a poslete ndm je. My vam je
opravime a posleme zpét s dal$im Cislem, nejzajimavéjsi feseni otiskneme. Nejlepsi Fesitele
zveme na podzim a na jare na soustfedéni.
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Mili fesitelé,

vétSina organizatoru se uz vyspala, uzdravila a vzpamatovala po probéhlém sou-
stredéni a tak jsme pro vas pripravili dalsi — v poradi jiz Sesté — cislo naseho
casopisu. Budeme moc radi, kdyz ti z vas, ktefi se soustfedéni ziacastnili, zkusi
sepsat Clanek o konferach, na kterych na soustifedéni pracovali. Vy, kteri jste na
soustfedéni nebyli, nezoufejte a poslete nam prispévek k tématku ¢i par tlozek —
radi se s vami uvidime na soustfedéni v rijnu.

Prijemné feseni vam preji
Vasi organizatori

r V' d 7
Zadani uloh
Termin odeslani 6. série: 10. 5. 2018

Ping! ,Tak jsem konecné vybral ulohu, hodil jsem ji do adminu, “ hldsd prichozi
mail. Povzdechnu si a oteviu admin — opravdu, jsou tam vsechny ctyri ulohy. Inu,
co se dad délat, nechce se mi, radsi bych si uzil volny vikend. Nebo alespon pripravil
pisemku, at mi toho v tydnu tolik nehori, ale posledné jsem EvzZenouvi slibil, Ze se
toho tentokrdt uwjmu jd. A vzhledem k tomu, Ze uzZ to bylo asi potreti, tak bych
tentokrdt opravdu mél slib dodrzet. Dneska mé cekd dlouhd noc. . .

Vstanu, popadnu empétrojku a nasadim si sluchdtka. Zmdcknu pdr tlacitek a
témer okamzitée mé do usi uderi rachot bubnu a kvileni elektrické kytary. Pomalu
ale jisté se mi zacind zvysovat hladina adrenalinu a s nim ustupuje tnava pdtec-
niho odpoledne. Jesté pdr vterin pockdm a uZivdm si hudbu, neZ mé priliv energie
donuti zacit néco délat.

Starchild!
Visions are born from the unknown force
ﬁ It dominates the way of time ﬁ
The dream only ends, when the worlds come to an end
When the worlds come to an end!

Uloha 6.1 — Dvojhvézda Sirius (4b)

Hvézdy Sirius A o hmotnosti 2,3ndsobku hmotnosti Slunce a Sirius B o neznamé
hmotnosti tvofi dvojhvézdu. Predpokladejme, ze se obé hvézdy pohybuji po kruz-
Slunce pod tihlem 0,376 (thlové vtefiny). Sirius A je pozorovatelny pouhym okem
jako jedna z nejjasnéjSich hvézd. Kazdorocni méreni pri stejné poloze Slunce—
Zemé-Sirius ukazuji, ze Sirius A kmita kolem své stfedni polohy na nocni obloze
s periodou 50 let a maximélni vychylkou 2,3"”. Jakou hmotnost mé hvézda Si-
rius B?

Ale jen na adrenalinu to dneska nezvlddnu. Odbéhnu do kuchyné ddat varit
vodu, pripravim gaiwan a odebéru se ke své kouzelné skrince. Ach ano, nejtézsi
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rozhodnuti dnesniho dne — jaky caj si dat? Bude to chtit néco, co md porddniy iz —
na maté chut nemdm, takze oteviram krabici s puerhy. Hned na vrchu lezi posledni
zbytek mého oblibeného cerného koldce. Uz néjakou dobu si ho Setrim, protoze kdo
vi, kdy se zas dostanu k nécemu tak dobrému. Ale zase... Eh, cert to vem, kdyz
uz, tak uz!

Naliji si vrouct vodu do termosky a trochu i do gaiwanu. Po chvili vodu z gai-
wanu vyligi, vhodim dovnitr drahocenny kousek puerhu a na pdr vterin zase gaiwan
priklopim. Jakmile ho odklopim, ucitim tu tUZasnou vuni prastarého sklepeni. Na-
tésené zaliji caj vodou a pozoruji, jak se z néj pomalu it koncentrovand temnota.
Tohle mé snad nikdy neprestane fascinovat! Jesté chvilku pockam, nez caj sliji, a
pak uz s kaliskem caje barvy obsididnu konecné usedam za kldvesnici. Prdace muze
zacit!

And through the fires of grace
h I followed the voice in the night h

Beautiful as black sky
But nothing I found

Uloha 6.2 — Hamiltonovska tloha (4b)

Meéjme kouzelnou krabicku, ktera umi pro libovolny graiﬂ s n vrcholy v ¢ase O(n")
rozhodnout, jaky nejmensi pocet listi mize mit jeho kostra (a pokud graf neni
souvisly, ohlasi nekonefno). Navrhnéte algoritmus, ktery urci, zda v zadaném
grafu existuje hamiltonovskd kruznice. Béhem freseni smite vyuzivat kouzelnou
krabicku. Snazte se najit co nejrychlejsi algoritmus (v nejhorsim piipadé).
Hamiltonovska kruznice je kruznice na vsech vrcholech grafu, ktera je podgra-
fem zadaného grafu. Jinymi slovy hleddme posloupnost (permutaci) vsech vrcholi
grafu takovou, ze mezi kazdymi dvéma po sobé jdoucimi vrcholy existuje hrana a
navic existuje hrana mezi poslednim a prvnim vrcholem dané posloupnosti.
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INevite-li, ¢im se zabyvé teorie grafii, doporuéujeme si predist élanek v KSP{ kuchafce na
https://ksp.mff.cuni.cz/kucharky/grafy/


https://ksp.mff.cuni.cz/kucharky/grafy/

Znovu se podivam na ulohy a premyslim, jakym pribéhem je nejlépe spojit.
Uloha o dvojhvézdé a loha o jakémsi Zivoté, hm, z toho by mohlo jit posklddat
néjaké sci-fi. .. Zacénu patrat v paméti, jestli bych nemohl pouZit néco z toho, co
uz mé nekdy napadlo — tu a tam dostanu nejoky ndpad na zajimavy pribeh a
pdr uZ jsem jich i trochu rozpracoval. A, jisté, jeden sci-fi ndmét uZ jsem vlastné
kdysi zkousel rozvést — pribéh o posddce ostrilenyjch kosmickijch prizkumniki, in-
spirovany deskovkou Space Alert. Dobrd tedy, tak do toho zkusime jesté napasovat
zbylé tlohy. Hamiltonovskd tloha, to by moznd slo zalegendovat jako néjaké hle-
ddni cesty nekam, i kdyz to bude asi dost pritaZené za vlasy. Ale dalsi uloha —
Kristj pece — co mdm proboha délat s tim? Jak mdm tohle zakomponovat do epic-
kého pribéhu plného vesmirnych bitev a chrabrijch hrdini, kteri se bez mrknuti oka
obétuji pro své kamarady? Tohle asi nepijde. . .

Wandering among the stars... Searching. . .
Beyond the infinite universe. . .
Tearing down the structures. . .

But I can only see darkness. . .

Uloha 6.3 — Kristy pece (3b)

Kristy pece velikono¢ni cukrovi. Protoze ho nechce upéct moc, pece od kazdého
druhu maximalné jeden plech.

Ted praveé pece lineckd slepovana kolecka takova, ze v hornim dilku je vykro-
jena hvézdicka. Aby se ji to dobre délalo, tak na plech vykroji n x m dilku a
z obvodovych dilkt navic vykroji hvézdicku.

Jaké ma zvolit n a m tak, aby ji po slepeni zadny kousek nezbyl?

Tak jinak, co jsem tak v posledni dobé videl nebo cetl za sci-fi, kterym bych
se mohl inspirovat? Mdm tu kniZku ze série Gaunt’s Ghosts, ale zrovna Warham-
mer 40k resitelé spis neocentd, Kulhdnek je na tom podobné (zatrachtile, to ¢tu jen
samy brak?). Inspirovat se seridly moc nemd smysl, to bez kontextu ctendri spis
nepochopi a dystopickou pohddku uz jsem jednou napsal, takze to taky padd. Co se
dd délat, asi nezbjvd, nez region sci-fi opustit. Co jiného bych mohl rozpracovat?
Cetba poslednich tijdnii moc pomoci zjevné nenabizi — krom brakové sci-fi tu mdm
jesté jednu Christie, ale napsat rozumnou detektivku za vecer neddm. A co takhle
rozpracovat ten ndpad inspirovany Kingovou Temnou vézi?

Asi pulhodinu tedy zkousim vymyslet pribéh o pistolnicich a Stredosvété (samo-
zrejmé tak, aby resitel neznaly Temné véze nebyl dplné mimo), ale marnd snaha,
ani litr puerhu mi fantazii neprobudil dostatecné. To je teda pech. Nejen Ze budu
cely zitrek mepouzitelny (ranni sbijecka je zatracené idcinng budicek), ale navic
budu muset Kristyj vysveétlit, pro¢ ta pohddka jeste neni. To bude mail alespon na
pul stranky... Pockat! To by vlastné... A konecéné se pomysind Zdrovicka nad
moji hlavou rozsvitila.
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I see the land of fading sun and rising mountains
And 1 finally feel that I've found my home
But oh, it feels so cold when my dreams wither in fragments of time
Revealing that this land will die

Uloha 6.4 — Hra o Zivot (5b)

Kuba si vymyslel nasledujici hru: zacina tak, ze na nekoneénou ¢tvercovou miizku
rozmisti n prvoki do néjakych m riznych ctvereckti. Nyni se hra vyviji podle
nésledujicich pravidel: v kazdém kole bude na pozici [z, y] maximélné jeden prvok,
a to pravé tehdy, kdyz v predchozim kole byli na pozicich [z, y], [z+1,y], [z, y+1]
alespont dva prvoci. Kuba si v§iml, ze af uz prvoky na zacatku rozmisti jakkoli,
ze zahadnych duvodu mu jeho prvoci populace vzdy nakonec vymre.

a) Dokazte, ze kazdd prvoci populace vymfie po néjakém koneéném poctu kol.
(3b)

b) Dokazte, Ze kazdd prvodi populace vymre po nejvyse n kolech. (2b)

Piiklad: Pokud Kuba rozmisti t¥i prvoky na soutradnice [1,2],[2,1] a [2,2], po
prvnim kole bude mit stale tfi prvoky na soufadnicich [1, 1], [1,2] a [2,1]. V dal$im
kole bude Zit jen jeden prvok na soutadnici [1,1] a ve tfetim kole celd populace
vymfe.

A tak se konecné rozezni symfonie cvakajicich kldves posouvajici blikagjici kur-
zor ke zddrnému konci:

Ping! ,Tak jsem konecné wvybral ulohu, hodil jsem ji do adminu,
hldsda prichozi mail.

n




Zadani témat

Téma 1 — Krotitelé svétla

Toto je pro mne posledni prilezitost pfipomenout vam existenci mého tématka,
k némuz prislo doposud prispévki velmi poskrovnu, proto mi, prosim, dovolte,
abych shrnul nase dosavadni hlavni cile a nejzajimavéjsi podilohy, jimiz se snad
nékdo na zavér roc¢niku jesté inspiruje.

i

Obrazek 1: Trajektorie svétla ve ,svétlolapce®

Cilem tématu bylo zabyvat se manipulaci se svételnymi paprsky a docilit je-
jich co nejvétsi koncentrace za vyuziti vyhradné odrazu a lomu svétla. Velmi za-
jimavym cilem v tomto sméru mélo byt hledani objektu, z néjz jednou vstoupivsi
paprsek uz neunikne. Tato otazka byla strucné nastinéna v prispévku Pavly Trem-
bulakové, nebyly k ni vSak pfineseny zadné definitivni zavéry, proto k nému néco
malo feknu zde. Takovy objekt skutecné teoreticky existovat muze, je to ziejmé,
kdyz si nac¢rtneme jednu z moznych trajektorii svétla, ktera by spliovala nase po-
Zadavky (viz obrézek. Rozhodneme-li se totiz takové trajektorie docilit pomoci
odrazu svétla na zrcadlech (coZ je asi nejjednodussi), jedinou podminku na tvar
zrcadla nam zadéavaji body, kde se svétlo lame, v nichz mame danu polohu a sklon
zrcadel, ve zbytku prostoru muze byt tvar objektu libovolny. Navic je ziejmé, ze
zminéné body lomu lze pospojovat souvislou k¥ivkou, kterda nikde neprotina tra-
jektorii paprsku. Nic ndm tedy nebrani uvedenou trajektorii svétla vygenerovat
pomoci mechanicky propojeného systému nekonec¢né mnoha zrcadélek, nebo tieba
i jen pomoci jediného spiralovité zakriveného zrcadla, které se v bodech odrazu da
aproximovat zminénymi malymi zrcadly. Jak je tedy z obrazku ziejmé, skutecéné
se d4 prinejmensim na papife zkonstruovat zrcadlo, které nejméné jeden paprsek
pohlti a necha konvergovat k jedinému bodu.

Zamyslete se nad tim, zda paprsek tohoto bodu viubec nékdy dosdhne (zna-
menalo by to nekonecny pocet odrazi), zda je objekt podobny nasemu zrcadlu
mozné zkonstruovat i v redlném svété a, kdyby to mozné bylo, jak by v ném
asi fungoval zdkon zachovdni energie (neustdle zvnéjsku prichdzeji dalsi paprsky
nesouci energii, které pfitom nemaji dal kam uniknout).

Dale pripominam jiz diive zadané tikoly, které stoji za snahu fesit. Ve tretim
cisle byla vypsana odména za zjisténi, kam ¢ocka lame paprsky, kdyz se odchylime
od paraxialni aproximace, a za dikaz znamého tvrzeni, ze v paraxialni aproximaci
je lame do ohniska. Obé odmény stéle plati.
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Ve stejném cisle byl zminén vysledek Pavly Trembulakové, Ze slozenim dvou
cocek lze ziskat libovolné tenky paprsek. Tento vysledek vsak vyuzival vlastnosti
¢ocek plynoucich z paraxialni aproximace, stale tedy zustava oteviend otazka,
zda je mozné timto zpusobem dostat libovolné tenky paprsek i mimo tuto apro-
ximaci.

Ve c¢tvrtém cisle pak byla rozebrana konstrukce zobecnéni dutého zrcadla,
které odrazi do ohniska vsechny paprsky rovnobézné s optickou osou, nejen ty
ose blizké. K tomuto zlistavaji zadany tkoly nalézt matematicky predpis krivky
a provést podobny postup na zobecnéni sklenéné cocky namisto zrcadla.

Tim konéim svuj strucny soupis hlavnich tkold, zbyvajici najdete na webu
v archivu a bude urc¢ité rovnéz ocenéno, kdyz budete resit vlastni problém. Hlavné
vsak Teste, znovu pripominam, ze tato série pro vas predstavuje posledni prilezitost
k ziskdni bodu pravé skrze tématka!
FEvZen

A= L)

Téma 5 — Daji se preprogramovat zivé organismy?

V minulém dile jste méli ptilezitost se podivat na sklddani DNA dohromady prak-
ticky. Stale muzete posilat Feseni, tentokrat se ale podivame, jak se vytvorena
DNA vlastné do organismu vklada a cili na presnd mista v genomu. Budou nés
také zajimat moderni techniky, jak se da existujici DNA ménit, a to nékdy pfimo
v organismu. Na konci tématka je také dulezité se zamyslet, jaké ma takova tech-
nologie etické limity, jaké problémy muze vyresit a jak v brzké budoucnosti zméni
svét kolem nas.

1. Minuly dil vam dal prilezitost vyzkouSet si vyrabéni sekvence DNA, ktera
nas zajima a bude v organismu délat néco uziteéného. Jak ale nasi DNA
vpravime do organismu? Podivejte se, jak funguji ruzné metody jako na-
priklad tepelny sok, elektroporace, metody souvisejici s vyuzitim bakterie
Agrobacterium, ,gene gun“ a mnoho dalSich. Na které organismy metody
funguji a pro¢ je to u jinych slozité? (V souvislosti s tim se muizete i za-
myslet, jak by mél védec Tesit dilema, ze ,,modelové®“ organismy jsou dobie
prozkoumané a DNA metody v nich dobre funguji, ale ¢asto nemaji takovy
potencial vyrabét hodné cilové latky nebo byt uzitecné v zemédélstvi jako
jiné organismy. Pomuze ndm v Teseni standardizace a lze ji vibec dosdh-
nout?)



2. Zkuste vyhledat, co jsou to ,molekularni niuzky“ CRISPR. Popiste, jak
CRISPR funguje a v ¢em se lisi od predchozich technologii vyuzivajicich
tieba Zink fingers a TALE nukledzy. Pro¢ je CRISPR takovou revoluci, jaké
jeho nové varianty existuji a co dokdzou? A jak se v praxi pouziva? Jaky
potencidl ma vyuzivani CRISPR na zménu nékterych bunék piimo v orga-
nismu? A napadaji vas nova vyuziti pozménéného CRISPRu? CRISPR je
tak vyznamny, Ze neni problém o ném najit ¢eské zdroje na popularizac¢nich
médiich a chytra nauc¢na videa. Zajimavé je také video z vystoupeni Jennifer
Doudna na TEDP| (miiZze se vim hodit i k poslednf ¢4sti).

3. Mizete se také zamyslet na bioinzenyrstvim obecnéji. Kdyz vyrobime velmi
uziteény geneticky modifikovany organismus, zistane stile stejny? Jak si
myslite, Zze v brzké nebo vzdalenéjsi dobé moderni biologické technologie
zméni svét, ve kterém zijeme? Budeme se také muset vyrovnavat s mnoha
novymi vyzvami z hlediska etiky. Napiiklad zména DNA déti je dnes brana
jako neprilis§ moralni, ale jsou i hlasy fikajici, ze casem asi nebude etické
zménadm DNA lidi branit, protoze jim tak bude ,odpirdna dostupnd léc-
ba/pomoc®. A co zemédélstvi a primysl? Dovedeme pomoci bioinzenyrstvi
nakrmit lidstvo a vytesit energetické a mnohé jiné problémy? Které z téchto
problémt maji i jind moznd feseni na obzoru? Jaka jsou rizika a co mizeme
ziskat? A jakd je existujici legislativa?

Tésim se na vase odpovédi, v pripadé problémt nebo zvidavych otdzek mi
napiste na e-mail a jako vzdy vitdm prispévky souvisejici s bioinzenyrstvim obecné
nebo s otdzkami predchozich ¢isel.

Lucka

Reseni uloh 4. série

Uloha 4.1 — Slané ty¢inky (3b)

Zadani:

Petr miluje slané tycinky. Uz snédl skoro celé baleni a na taliti mu zbyvd pouhych
n ne nutné stejné dlouhych tycinek. Petr si vsiml, Ze z kazZdé trojice tycinek lze
sestavit tupouhly trojihelnik. Jaké nejvétsi hodnoty mize n nabyvat?

Reseni:

Ze vseho nejdiiv jednodusSe popiseme, co to znamena, ze tri kladné hodnoty
a < b < ¢ mohou byt délkami stran néjakého tupoiuhlého trojuhelniku. Vzpo-
menme, ze trojuhelnikova nerovnost tvrdi, ze t¥i kladna ¢isla mohou byt délkami
stran trojihelniku pravé tehdy, kdyz a4+ b > c. Déle tvrdime, ze tato ¢isla mohou
byt délkami stran tupotihlého trojthelniku pravé tehdy, kdyz plati a? + b? < 2.

thtps ://www.ted.com/talks/jennifer_doudna_we_can_now_edit_our_dna_but_let_s_do_
it_wisely


https://www.ted.com/talks/jennifer_doudna_we_can_now_edit_our_dna_but_let_s_do_it_wisely
https://www.ted.com/talks/jennifer_doudna_we_can_now_edit_our_dna_but_let_s_do_it_wisely
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To plyne tieba z kosinové véty. Ta totiz dokonce Fik4, Ze ¢ = a® 4+ b> — 2abcosy,
kde ~ je tihel proti nejdelsi strané c. Ted uz si jen vSimneme, ze cos~y je zaporny,
pravé kdyz v > 90°, tedy se jednd o tupy thel (vSimnéte si, Ze pro v = 90°
dostavame Pythagorovu vétu).

Pomoci téchto dvou nerovnosti se ndm povedlo geometrickou otédzku prevést
na Cisté algebraicky problém — najdéte n kladnych ¢isel takovych, ze kazda trojice
x<y<zspliujex +y>zaax?+y? <22

Nejprve se pokusme najit ¢tyti ¢isla a < b < ¢ < d, kterd tyto nerovnosti
splnuji. VSimnéme si, ze neni potfeba ovérovat, zda trojihelnikova nerovnost plati
pro vsechny trojice — jestlize plati a + b > d, plati uz i zbylé nerovnosti b+ c > d,
a+c > d, a+b > c. Dile neni potieba ovérovat, ze pro vsechny trojice plati druha
podminka — pokud ukazeme, Ze a? + b? < c? a b% + c? < d?, bude jisté platit také
a? +b? < d? a a® + ¢® < d?. Po chvili zkousen{ snadno najdeme né&jakou étvefici
splitujici tyto t¥i podminky. Funguje tfeba (1;1;v/2 + 0,01;2 — 0,01) (&isla jsme
volili tak, aby tésné platilo, ze a +b > d a a® +b% < c?; ted uz jen staci dopoditat,
7e b2 + % < d?).

IA: A
“4C R\ 4
AN i‘

Pokusme se stejnou myslenku aplikovat na pét ¢isel a < b < ¢ < d < e.
Obdobné jako v predchozim pripadé dostavame, ze dilezité nerovnosti jsou pouze
a+b > espoletné s a? + b2 < 2, b% +c? < d? a c? + d? < €2. Slozime-li posledni
tFi nerovnosti, dostavame

2> +d* > (a® +0%) + (b + ) > a® +20° + (a® + b*) = 24% + 3b°.
Umocnime-li ale trojihelnikovou nerovnost, dostavame
e? < a® 4 b* + 2ab.

Nynf slozime oba odhady a dostaneme 2a?+3b% < a?+b?+2ab, tedy a®>+2b% < 2ab,
coz lze piepsat na nerovnost (a—b)?+b% < 0. Takova nerovnost ale zfejmé nemtize
byt splnéna. Petr si tak mtze pochutnat nejvyse na ¢tyfech tycinkach.

Vasek
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Uloha 4.2 — Kagenka (3b)

Zadani:

V rybnicku kruhového tvaru plave kacenka. Rdda by odlétla pryc, ale umi vzlétnout
jen ze brehu. Tam na ni ale ¢ihd kocka, kterd se boji vody, ale po okraji rybnika
se pohybuje ctyrikrdt vétsi rychlosti, nez kacenka plave. FExistuje zpusob, jak mize
kacenka kocce uplichnout, at se kocka pohybuje jakkoli chytre?

Reseni:
Pokud kacenka vidi kocku pres stied rybnicku a vyrazi nejkratsi cestou ke brehu
(tj. smérem od kocky), musi koc¢ka ubéhnout vzdalenost 7r, kde r je polomér
rybnicku, aby se dostala na misto, kam kacenka miii. Jelikoz je kacenka c¢tytikrat
pomalejsi, stacilo by ji, aby byla ke bfehu bliZe nez 7r/4.

Dokaze se kacenka do takové pozice vzdy dostat? Kdyz poplave po kruznici
s polomérem r/4 soustfedné s rybnickem, bude jeji dhlova rychlost stejnd jako
thlova rychlost kocky. Pokud poplave po kruznici s mensim polomérem, bude jeji
thlova rychlost vétsi, a jednou se tedy dostane do pozice, kdy uvidi kocku pres
stted. Kdyz zaroven polomér jeji kruznice nebude prili§ maly, tedy bude vétsi
nez r — 7r/4, muze v tu chvili vyrazit nejkratsi cestou ke bfehu a zachrénit se.
Protoze r — nr/4 = r(1 — w/4) < r/4, takovy polomér existuje a kadenka muze
koc¢ce uplachnout.

Matéj

Uloha 4.3 — Hmotny bod na lopte (4b)

Zadani:

Na vodorovnej podlozke mdme poloZeni loptu o polomere r = 15cm. Na jej vr-
chol umiestnime hmotng bod a zapdsobime na neho malou silou a uvedieme ho do
pohybu, ale s nulovou pociatocnou rychlostou. Pri akom uhle ¢ sa oddeli od po-
vrchu gule a do akej vzdialenosti d od miesta vypustenia dopadne (vid obrdzok@)?
Hmotny bod sa pohybuje bez trenia.

Obrazek 2: Trajektoéria padu bodu
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Reseni:

Pokud uvedeme bod do pohybu s velmi malou poc¢atecni rychlosti, bude klouzat po
mici, jeho potencidlni energie se bude preménovat na kinetickou a kvli tomu bude
zrychlovat. Sily pisobici na bod budeme vySetfovat ze soustavy s nim spojené.
Pokud se posune o thel ¢, jeho potencidlni energie se zmensi o hodnotu

mgAh = mgr(1 — cos p),

kde m je hmotnost bodu a g je tithové zrychleni. Kinetickd energie %va vzroste
na tuto hodnotu, rychlost se tedy zméni z nulové na

v =1+/2gr(l — cosp).

Na bod bude ptsobit odstfedivé zrychleni

U2

G0 = o = 29(1 — cos )
T

a tihové zrychleni, jez muzeme rozlozit na tecné ve sméru pohybu a normélové
kolmé na rychlost, které miii do stfedu mice. Toto zrychleni je tedy dostredivé a
ma velikost

Gdo = ¢ COS .
V momenté, kdy odstiedivé zrychlen{ prekrodi dostiedivé, bod odlet{ z mice. Uhel,
pri kterém k tomu dojde, proto ziskdme z rovnice

God = Ado

2g(1 — cosp) = gcosp

cosp = 3.
Dale bude bod pokracovat ve vodorovném sméru rychlosti
2 /2

Up = VCOSQ = o4/ ogr

a ve svislém sméru rychlosti

v, =vSiny = V5 2gr
R e

se zrychlenim g smérem dolii (sin ¢ spocitame ze vzorecku sin? p+cos? ¢ = 1). Bod
se pohybuje po parabole. Abychom zjistili, jakou vzdélenost urazi ve vodorovném
smeéru, musime spocitat, za jak dlouho spadne do nulové vysky.

Bod se nyni nachazi ve vysce

5
y=r(l+cosp)= 3"
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Cas, za ktery se dostane do nulové vysky ziskdme z rovnice pro pohyb rovnomérné
zrychleného bodu

1 5 NP 1
0=y — vyt — —gt®> = Sr — =4/ Zgrt — = gt>.
Yoot m o9t =3t T g 39 T g
Resenim je
t_ilO—\/lo T

3V3 g’

kde nds zajimd kladné znaménko (zaporné odpovidd ¢asu, ve kterém by bod byl
v nulové vysce a mifil smérem nahoru, kdyby se po parabole pohyboval i pred
opusténim mice). Tento ¢as dosadime do rovnice pro rovnomérny pohyb ve vodo-
rovném smeéru. Poéatecéni vzdalenost je x = rsinp = 7"\/5/3.

NG 2\/5 10 — 10 5
d—x+th—r<3+3 537\/§ _rﬁ(4\/§+\/5)—21,92cm.

Viktor

Uloha 4.4 — Historie tahi piskvorek (4b)

Zadani:
Martin chce naprogramovat hru piskvorky na ,piskvorkovnici“ 200 x 200 policek.
A zrovna si ldme hlavu nad diléi dlohou — chee uklddat historii hry, jok sly tahy
od zacdtku po sobé, aby bylo mozné vracet partii o libovolny pocet tahi zpét.
Kazdy tah je jednoznacéné urcen svou x-ovou soutadnici (hodnota 0 aZ 199),
y-ovou soutadnici (hodnota 0 aZ 199) a typem (bud kriZek, nebo kolecko). ProtoZe
se hrdaci pravidelné stridaji, tak vime-li ¢islo tahu, je uz jasné, zda to byl krizek,
nebo kolecko. Z pravidel piskvorek je pro nds ddle dulezité védét, Ze hra konci, kdyz
se na plose objevi 5 stejnych symboli vedle sebe v libovolném (i sikmém) sméru.
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Martin nechce plytvat mistem, a proto chce, aby stav hry, ze kterého pujde
jednoznacné urcit celd historie tahu, byl uloZen v poli o velikosti 200 x 200 bytu
(byte ma rozsah hodnot 0 aZ 255).

Jak to md udélat? Pomohou mu jiné ciselné soustavy nebo sikovné kédovdni?
Anebo to vibec nejde?

Reseni:

Odpovéd zni: Vibec to nejde.

Dtikaz: Potirebujeme vytvorit spodni odhad na pocet her a ukazat, ze je vétsi
nez pocet moznych obsahti paméti. Pak bude z Dirichletova principu plynout,
ze néjaka dvojice her musi byt v paméti reprezentovana stejné, a tudiz nepujde
historie hry jednoznacéné rozkoédovat.

Musime vsak byt opatrni, abychom pocitali opravdu jen hry, které jsou v sou-
ladu s pravidly piskvorek. Pokud se totiz objevi 5 stejnych symbola vedle sebe
(v libovolném sméru), tak hra konéi a nesmime pocitat zaddné jeji pokracovéni.
Proto platny spodni odhad vytvorime tak, ze v piskvorkovnici zakazeme kazdy
paty radek a kazdy paty sloupec. Potom lze do zbytku policek pokladat cokoliv.
Stiidani hracu je dano pravidly, takze jsou hry urceny jen poradim obsazovani
povolenych policek. Pouzitelna ¢ast piskvorkovnice je velika 160 - 160 = 25600
policek, takZe pocet platnych her (histori{) je minimédlné 25600! (zapocitali jsme
jen uplné zaplnénd hraci pole bez zakazanych radkid a sloupcti, takze to neni
nejtésnéjsi spodni odhad, ale bude ndm stadit).

Méme tedy 25600! raznych historii hry a mame k dispozici pole o velikosti
200 x 200 bytfl, coz ndm dava 25620200 riznych obsahlt paméti. Abychom byli
tato obrovskd ¢isla schopni porovnat, tak je zlogaritmujeme (o zékladu 2). Protoze
logaritmus je rostouci funkce, tak se nerovnost zachova. Potfebujeme tedy ukézat,
ze:

log,(25600!) > log,(256200-200)

Nejprve spocitame pravou stranu, protoze je snazsi:

log, (256%09209) = 200 - 200 - log, 256 = 40000 - 8 = 320000

Ted pojdme na levou stranu. Mohli bychom naptiklad vyuzit silnéjsi verzi Stir-
lingovy aproximace, ale my si vystacime s elementarnimi prostiedky. Vyuzijeme
definici faktoridlu a pravidlo pro logaritmus soucinu.

log,(25600!) = log, (1) 4 logy(2) + logs(3) + - - - + 1og,(25599) + log, (25600)

Nyni vSechny séitance zaokrouhlime dolu (stdle ndm stac¢i spodn{ odhad, ne-
potfebujeme mit pfesnou hodnotu). Dostaneme:

log,(256001) > 1-04+2-14+4-2+8-3+--- 4+ 2. 13 + (25600 — 2'* +1) - 14
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Abychom soucet nemuseli pocitat ruéné, tak si odvodime hezky vzorec pro
soucet vSech ¢lent kromé posledniho. Oznacme:
Sn)=1-04+2-14+4-2+8-3+---4+2"%-n

Nyni od sou¢tu odecteme dvojnasobek stejného souc¢tu posunutého o ¢len do-
prava (posledni ¢len vynechdme):

S(n)—2-S(n—1) =
=1.042-1—-0)+4-2-1)+8-3=2)4---+2"-(n—(n—1)) =
:2+4+8+...+2n:2n+1_2

Z toho muzeme vyjadrit:

S(n) —2-(S(n) —n-2") =2""1 —2
n-2" — S(n) =2"t 2
S(n)=(n—1)-2"" 42

Kdyz odvozeny vzorec aplikujeme na nas vyraz, dostavame:

log,(25600!) > S(13) + (25600 — 2 4+ 1) - 14 =
=122 +24 (25600 — 2 +1) - 14 =
= 25600 - 14 — 2 - 2" 4+ 16 = 325648
Kdyz dame vsechno dohromady, dostaneme nerovnost, kterou jsme potiebo-
vali:
log, (25600!) > 325648 > 320000 = log, (2562°20Y)
25600! > 256200-200

Odvodili jsme, ze pocet platnych her je ostfe vétsi nez pocet moznych obsahu
pameéti, takze jsme dokézali, ze pole o velikosti 200 x 200 byt nemuze stacit na
ulozeni historie hry pii zddném zakddovani.

Q. E. D.

Martin
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Vysledkova listina 4. Cisla

Ulohy
Por. | Jméno R. 271 rl r2 r3 r4 t4 Zo Zl
1. | Dr.™J. Havelka 2 | 64,2(3,0 3,0 4,0 4,0 14,0 51,2
2. | Dr.MMK. Rosické 3| 73,3[3,0 0,0 3,9 6,9 | 36,8
3.| Dr.MB. Hroncové 3| 63,9 3,0 4,0 7,0125,1
4. | Dr.MMO. Budek 4| 65,0(3,0 3,0 3,5 9,5(24,8
5.-6. | Dr.MMK. Balej 3| 70,4(3,0 3,0 4,0 10,0 23,1
Mgr."MR. Olsék 3| 44,9 3,0 2,0 5,0(23,1
7. | Dr.MM7Z, Urbanové 4| 51,2(3,0 3,0 6,0 22,7
8. | B."MM. Kalouskové 2| 195 0]19,5
9. | Dr."MK. Cizkova 4 | 50,0 0[17,4
10. | Be."ME. Vitkov4 2| 16,0[1,5 3,0 3,5 8,0/16,0
11. | Doc.™MA. Mlezivové 4 121,4(3,0 3,0/15,9
12. | Dr."ML. Kundratova 3| 57,2(3,0 3,0 6,0 |14,5
13. | Mgr."MB. Pozar 4| 44,6(3,0 3,0 6,0(13,7
14. | Be."MJ. Ponic 4| 12,2 0]12,2
15. | Be."MJ. Loffelmann 4| 11,1 0]11,1
16.-17. | Mgr."MM. Bukvaj 2 | 24,0 0[11,0
Be."MF. Kmjec 2| 18,4130 3,0(11,0
18.-19. | Mgr.MMJ. Razicka 3| 32,7130 3,0/10,5
Be.MMM. Zimen 3| 10,5 3,0 3,0 0,0 4,5 |10,5|10,5
20. | Mgr.™J. Domes 3| 24,9 0] 83
21. | Mgr.™O. Gonzor 1| 21,7 0| 7,5
22. | Mgr.MJ. Suchanek 4 | 422 0| 7,1
23. | Dr.™MF. Cermak 4| 58,7 0 7,0
24. | D. Saracino 4 6,7 0| 6,7
25. | P. Trembulakové 4| 6,5 0| 6,5
26. | A. Trojanova 3 6,0 0| 6,0
27.| A. Foglarova 3 5,6 0| 5,6
28.-29. | Mgr.™A . Neubauerovd | 4 | 22,5 0| 5,5
R. Strnadlova 4 5,5 0| 5,5
30. | M. Bocek 78| 5,4(1,5 0,0 15| 5,4
31.| Bc.™V. Prochézka 4| 14,3 0| 5,3
32.-33. | Mgr.™MM. Holubicka 2| 27,3 0,0 0,0 5,0
Dr.™ML. Vincenov4 4 | 50,5 0| 5,0
34. | M. Buckové, 1] 49 0] 4,9
35.-36. | Mgr."ML. Bujnovska, 4| 229 0] 4,8
Be.™MT. Polikova 4| 11,1 0| 4,8
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Ulohy
Por. | Jméno R. Z,l rl r2 r3 r4 t4 Zo 21
37. | K. Tauchmanova 4 4,2 0| 4,2
38. | A. Hollmannové 1 4,0 0| 4,0
39. | J. Kaifer 2 3,810,3 1,0 1,31 3,8
40. | M. Kripner 3 3,2 0] 3,2
41. | R. Wéagner 4 3,0 0| 3,0
42.8S. Sulanova 2 2,5 0| 2,5
43.—45. | K. Hlouskova 2 2,0 0] 2,0
K. Levickova 2,0 0| 2,0
Be.MM7Z. Liikoova 3| 15,1 0| 2,0
46. | L. Urbanova 4 0,0]0,0 0,0 0,0 0

Sloupecek 2_1 je soucet vSech bodu ziskanych v nasem seminéfi, Zo je soucet bodu
v aktudlni sérii a 21 soucet vSech bodi v tomto ro¢niku. Tituly uvedené v predchozim
textu slouzi pouze pro ucely M&M.

Casopis M&M je zastfeen Matematicko-fyzikalni fakultou Univerzity Karlovy. S ob-
sahem casopisu je mozné nakladat dle licence CC BY 3.0. Autory textu jsou, neni-li
uvedeno jinak, organizatori M&M.
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