STUDENTSKY CASOPIS A KORESPONDENCNI SEMINAR

Rocnik XXIV

MATEMATIKA FYZIKA INFORMATIKA

vyres tlohu

mapovani DNA

Uvnitf najdete nékolik tloh a témat k zamysleni. Vyreste je a poslete nam je. My vadm je
opravime a posleme zpét s dalsim &islem, nejzajimavéjsi feseni otiskneme. Nejlepsi FeSitele
zveme na podzim a na jare na soustfedéni.



Pravé c¢tes casopis M&M, casopis uréeny pro zvidavé stredoskolaky. V jeho
ramci se snazime zabavnou formou prezentovat zajimavé tlohy z matematiky,
z fyziky a z obecné i aplikované informatiky. Dtraz pritom klademe na to, aby
kazdy mohl o problémech sdm uvazovat. A aby mohl poté spolené s ostatnimi
sdilet své zavery.

A proc¢ je vlastné fesit? Doufame, ze té bavi premyslet. Nés totiz taky, a
tak v M&Mku prindsime zajimavé podnéty ze zivota. Uvazovat o nich je zédbava a
pritom ti pomohou zdokonalit se v analytickém mysleni a ve formulovani myslenek.
Navic jsme multioborovi, takze si miizes zkusit i ilohy z oboru, kterym se tak casto
nezabyvas.

Krom toho pro nase teSitele dvakrat do roka organizujeme soustiedéni — tyden
tak skvély, ze zde ani nejde popsat. Ostatné, podivej se na fotky ze soustredéni na
mam.matfyz.cz/soustredeni nebo se zeptej téch, ktefi uz na nasem soustiedéni
byli.

Jak tedy na to? Podivej se na nase tlohy a témétka a az néco vymyslis, posli
ndm to (na posledni strance najdes informace o tom jak). VSechny dalsi dilezité
informace najdes na mam.matfyz.cz/jak-resit.

r r ' d
Zadani dloh
Termin odeslani 1. série: 24. 10. 2017
(19. 9. 2017 pro ucast na podzimnim soustiedéni)
Jak fesit dlohy
V prvnich Sesti ¢islech uverejnujeme samostatné tlohy. Tyto lohy byvaji trochu
téz31 nez obvyklé skolni, jejich Teseni casto vyzaduje bud hlubsi zamysleni nebo
néjaky trik. Stredoskolské znalosti by k jejich vyreseni ale mély stacit. Pokud
nékterou z uloh vyresis, feseni sepis tak, aby bylo jasné a pochopitelné, a posli
nam ho. My ho opravime, okomentujeme a zasleme zpét. V nékterém z dalsich
Cisel vzdy uverejnime vzorova feSeni zadanych tloh.
U kazdé tlohy je uveden pocet bodu za spravné feseni. Priméfenou c¢ést
z téchto bodu lze ziskat i za nelplné reseni. A naopak za velmi zajimavé nebo
elegantni reseni muzes dostat i bodovou prémii.

Uloha 1.1 — Sestithelnik (3b)
Existuje Sestitthelnik takovy, ze vSechny jeho vnitini tihly jsou stejné velké a délky
stran jsou 1, 2, 3, 4, 5, 6 (v libovolném poradi)?

Uloha 1.2 — Modra kuli¢ka (3b)

Urcete, z jaké vzdélenosti by musela byt porizena fotografie Zemékoule, aby vy-
padala tak, jak je naznaceno na Obrazku

Nezapomente kromé samotné vzdalenosti také napsat, jak jste k vysledku do-
spéli, a zkuste odhadnout nepresnost vasi metody.
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Obrazek 1: Schématické zndzornéni fotografie Zemé.

Uloha 1.3 — Piehnuté pismeno (2b)

Nékdo vzal velké tiskaci pismeno a jednou ho prehnul. Vznikl tak utvar z ob-
razku 2} Jaké pismeno to bylo, pokud to nebylo velké L?

Uloha 1.4 — Median dvou mnoZin (4b)

7 hromédky karticek oéislovanych od 1 do 2F jsem si vybral m kouskt, mij
kamarad si poté vylosoval svych n kouskt. Chtéli bychom zjistit median éiseﬂ na
vsech nasich kartickach, ale nevime, jaka ¢isla si vylosoval ten druhy. Jak mame
postupovat, abychom si mezi sebou museli pro zjisténi medidnu predat co nejméné
bitt informace? Pribéh vymény informaci si dohodneme predem, tj. mizeme se
napiiklad dohodnout, ze nejdiiv ja poslu své nejmensi ¢islo, pak kamarad posle
svoje nejmensi c¢islo atd.

IMedidn z é&isel a1, az, ..., an je takové a;, ze skonéi pfesné uprostied, pokud &isla sefadime
podle velikosti. Je-li n sudé, pak jsou ,prostfedni“ prvky dva a medidn je jejich prumér. Tedy
medidn z éisel 1, 4, 2, 5, 1 je 2, medidn z ¢éisel 1, 4, 2, 5 je (4+2)/2 = 3.



Obrazek 2: Jaké pismeno to pred ohnutim bylo?

7 r I d
Zadani témat
Jak resit téma
Vyber si jeden z navrhovanych podproblémi, nebo si vymysli vlastni, ktery se
tématu tyka, a vymysli néjaké reSeni — iplné ¢i ¢astecné, chatrné ¢i aplné nejlepsi.
Pak ho hezky sepis, aby mélo formu ¢lanku, pripis zavér a hotovy ¢lanek ndm posli.
Pro inspiraci se miizes na nasem webu podivat na feSeni témat z minulych let.

Na prispévky ostatnich mizes reagovat — rozvijet je, nebo naopak borit je-
jich pfedstavy. Proto se hodi poslat i ¢astecna Teseni, postiehy, nebo napady na
dalsi podproblémy, které tieba nezvladnes vytesit saim. Takovéto prispévky ddvaji
prostor ostatnim a mohou je inspirovat.

Téma 1 — Krotitelé svétla

Laser je pristroj, ktery dokaze vytvorit svételny svazek natolik koncentrovany, ze
ho Ize vyuzit k mechanickym tkontam, napt. fezani skla. My s nim sice v této tiloze
pfimo pracovat nebudeme, pokusime se vSak jeho vlastnostem priblizit za pomoci
nam dostupnych jednodussich mechanismt — odrazu a lomu svétla. Nasim cilem
bude ovladnout svétlo a donutit ho vytvorit v prostoru oblast s vyrazné vyssi
intenzitou.

Nejjednodussim pristrojem, ktery ma tuto schopnost, je optickd cocka, ktera
zalamuje rovnobézné paprsky blizké optické ose do jediného bodu (ohniska). Je
mozné cely vykon koncentrovany v tomto bodé nasledné nasmeérovat do libovolné
tenkého paprsku? Jestlize ne, pro¢?

Je mozné zaridit, aby bylo do ohniska laméno vic paprski? Navrhnéte uspo-
fadani (stac¢i ve 2D), pfi kterém je do ohniska, pfipadné do jediného paprsku,
koncentrovano co nejvice svétla z okoli. Muzete uvazovat rovnomérné osvétleni,
nebo naopak predpoklddat, ze svétlo prichdzi primarné z jednoho konkrétniho
sméru.
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Nemusite se pri tom ani drzet ¢ocky, zkuste nalézt jiny predmét s podobnymi
vlastnostmi. Jaky tvar by musel mit povrch objektu, aby lamal do ohniska vsechny
rovnobézné paprsky bez ohledu na jejich vzdalenost od optické osy? Popripadé
zkuste nalézt takovy predmeét, ktery v sobé udrzi paprsek co nejdéle. Muze exis-
tovat takovy predmeét, v némz by jednou vlétnuvsi paprsek uz zustal?

K vypoctu drahy kazdého paprsku vyuzijte zdkony odrazu a lomu, muzete
uvazovat paraxidlni aproximaci (tj. sina = o = tga pro malé «), nebo se od
ni naopak odchylit a premyslet obecnéji. Muzete vyuzit i vice riznych materiali
s riznymi indexy lomu. Vitany jsou také jakékoli experimentélni realizace vami
vytvorenych schémat.

Fuvzen

Téma 2 — Mapovani DNA

Vyuzivat a ohybat prirodu pro své zaméry se lidé snazi snad uz celé véky. Ale
az v poslednich desetiletich se ndm dostaly do rukou néstroje, kterymi dokdzeme
manipulovat s témi nejzakladnéjsimi stavebnimi kameny zivota —s DNA. Diky nim
dokézeme uméle vytvaret nové organismy nebo treba velmi presné predpovidat,
jaké zdravotni problémy by toho kterého clovéka mohly potkat.

Ale k tomu, abychom mohli DNA upravovat pro nase zaméry, je tieba védét,
kde se v ni co nachézi. Dnes asi nejjednodussi moznosti je DNA prosté nasekve-
novat — tedy urcit jak presné jdou jednotlivé baze v dané DNA za sebou — a vse
vy€ist z Fetizku bazi. My se ale podivame na metodu, kterd nam toho sice o DNA
rekne méné, ale zase je mnohem jednodussi. A to na restrikéni mapovdnd.

Restrikéni mapovani je zalozené na pouziti tzv. restrikcénich enzyma. To jsou
molekuly, které dokdzou DNA | rozstiihnout* v téch mistech, kterd obsahuji néja-
kou konkrétn{ posloupnost bazi (napf. enzym EcoRI rozstiihne posloupnost bézi
GAATTC). Nejdiiv tedy DNA pomoci néjakého restrikéniho enzymu rozstiihdme
na kratsi kusy — fragmenty. Nésledné pomoci elektroforézy zmérime délky a po-
Cty fragmentt a z téchto informaci chceme sestavit restrikéni mapu. To je seznam
mist v DNA, ve kterych stifhd dany enzym (restrikénich mist). Pokud méme DNA
dlouhou 20000 bazi a ziskdme fragmenty délky 8000, 7000 a 5000 bazi, pak re-
strikéni mapa muze napf. fikat, ze enzym stiitha v misté vzdaleném 7000 bazi od
zacatku sekvence a v misté vzdaleném 15000 bazi od zacatku sekvence.

7 prikladu uz je vidét, ze jen z délek a poctu fragmentd restrikéni mapu
nesestavime — neni jasné, jak fragmenty usporadat. V praxi se proto pouzivaji
enzymy dva. Nejdiiv DNA nastépime prvnim, pak druhym a pak obéma souc¢asné
— to ndm znemoznuje usporadat fragmenty tplné libovolné. Staci to? Zkuste najit
netrivialni protiptiklad dokazujici, ze ani v tomto pfipadé nemusi byt restrikéni
mapa jednoznacnd. D4 se s tim néjak vyporddat? Zkuste vymyslet jiné metody,
jak najit restrikéni mapu DNA (pro jeden, nebo pro vice restrikénich enzymu).

Jak ale vlastné z fragmentu sestavime restrikéni mapu? Inu, poridime si na
to né&jaky program! Zkuste vymyslet algoritmus, ktery dostane délky a pocty
fragmentt a sestavi z nich restrikéni mapu. Mizete pouzit variantu se dvéma en-
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zymy z predchoziho odstavce (které se ¥ikd Double Digest Problem), nebo néjakou
vlastni ,strihaci* metodu. Pokud umite programovat, muzete svij algoritmus i
naprogramovat a podivat se, jak funguje. K tomu se vam mtize hodit online na-
Strofl7 kterym si muzete nastiihat DNA nebo rovnou vyrobit restrikéni mapu.
Pokud byste si chtéli nastiihat néjakou redlnou DNA, mizZete vyuzit online data-
bazi DNAEl Nenechte se zastrasit lehce komplikovanym rozhranim obou stréanek,
Casem se na https://mam.mff.cuni.cz/zadani/temata/| objevi navod, jak je
pouzivat.

Pokud se s algoritmy a programovanim moc nekamarddite, muzete se zkusit
zamérit na experimentalni ¢ast mapovani. Jak vibec takové restrikéni enzymy
funguji a jak poznaji, kde maji stithat? Na jakém principu funguje méfeni délek
fragmenti? DokdZzeme néjak poznat, kolik je fragmenti dané délky? A jak presné
ono meéreni vibec je? D4 se s nepresnostmi pripadné néjak vyporadat?

Napadla-li vas néjaka otazka, ktera zde nezaznéla, nebojte se nad ni zamyslet
a néco k ni poslat. Stejné tak se nebojte napsat, pokud potfebujete pomoci tieba
se ziskanim néjakych zdroju, ke kterym se nemuzete dostat, nebo mate né&jaky
dotaz.

O(N)dra

Téma 3 — Mafie jako vypocetni model

Za sedmero horami a sedmero fekami v jednom odlehlém méstecku byla mafie. Jak
takova mafie vypada? Sklada se z mafidnii. Zadny mafidn samoziejmé z bezped-
nostnich diivodu nezna vsechny ostatni mafidny — kazdy jich znd jen konstantné
mnoho a s témi si dopisuje. Kazdy den rano posle vSem svym zndmym mafidnim
dopis. (Kazdd dvojice zndmych mafidni si tedy kazdy den posle dva dopisy —
v kazdém sméru jeden.) VSechny dopisy se do vecera doruc¢i. Mohli bychom tedy
fici, ze celd mafie ma strukturu souvislého graﬂﬂ Vrcholy odpovidaji mafianim
a hrany reprezentuji to, zda si dana dvojice dopisuje.

Mafidni by nyni chtéli zjistit néco o tom, jak ta jejich mafie vypada — treba kolik
jich je. Jediny zpusob, jak néco takového zjistit, je pomoci mafiand, co se znaji a
posilaji si dopisy. Nejdrive mafiansky boss na predem domluveném misté vylepi
algoritmus, ktery bude popisovat, jak si maji mafiani posilat dopisy, aby hledanou
informaci zjistili. Kazdy den si pak zndmi mafiani mohou vymeénit zpravu. Cilem
je, aby na konci kazdy mafidn védél informaci, na kterou se snazili prijit.

Vymyslete grafové vlastnosti nebo problémy, které by mafiani mohli fesit, nebo
zkuste vyTesit jeden z problémt zminénych v dalsi ¢ésti. Urcete slozitost vaseho
algoritmu. Jde nam pfedevsim o pocet dnd, za ktery v nejhorsim pripadé algo-
ritmus skonéi, a soucet délek vSech zprav, které si mafidni vyméni. Jak se na
kazdého spravného mafidna slusi, ma neomezeny vypocetni vykon, takze ¢asovou

*http://www.restrictionmapper.org/

Shttps://www.ncbi.nlm.nih.gov/nucleotide/

4Pokud nevite, co se mysli grafem, doporu¢ujeme pteéist si prvnich par odstavct grafové
kuchatiky zde: https://ksp.mff.cuni.cz/kucharky/grafy


https://mam.mff.cuni.cz/zadani/temata/
http://www.restrictionmapper.org/
https://www.ncbi.nlm.nih.gov/nucleotide/
https://ksp.mff.cuni.cz/kucharky/grafy
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slozitost v bézném slova smyslu uvazovat nemusite. Slozitosti muzete vyjadrovat
v zdvislosti na poc¢tu mafidnd, pruméru grafu mafie (nejvétsi vzdélenost mezi dvo-
jici mafidnti), nebo si muzete vymyslet svij vlastni parametr. Slozitosti uréujte
asymptotick

Inspirovat se miizete nasledujicimi problémy:

Zjistéte velikost mafie, tedy pocet mafiani, ktefi v ni jsou.

Mafidni by chtéli co nejvice omezit pocet dopisii, které poslou. Rozhodli se
proto, ze si spolu nékteri mafidni prestanou dopisovat. Najdéte co nejvice
dvojic, které si spolu mohou prestat dopisovat tak, aby stale mezi libovolnou
dvojici mafidnt existovala cesta.

Mafidni by chtéli zjistit, jaky je celkovy majetek mafie (vyjadieno v mistni
meéné). Zadny z mafidnt pri tom nechce, aby néktery jiny mafidn zjistil
hodnotu jeho majetku.

Cas od ¢asu potiebuje néjaky mafidn o nééem informovat vSechny ostatni.
To se déla tak, ze predd zpravu vsem, se kterymi si dopisuje. Kazdy dalsi
mafidn pak zprévu pfeposle ostatnim mafidntim, se kterymi si dopisuje (ale
jen pfi prvnim pfijet{ dané zpravy). Zjistéte, jak nejdéle muzZe trvat, nez se
zprava dostane ke vSem mafidntm.

Mafiani by chtéli védét, kolik nejméné z nich by muselo byt zatknuto, aby se
mafie ,rozpadla‘“. Tedy aby pak existovali dva mafiani, mezi kterymi nebude
existovat cesta vedouci pouze pfes nezatcené mafidny. Jinymi slovy chceme
spocitat nejvétsi k takové, ze graf mafie je k-souvisly. Toto by mohlo byt
zajimavé uz pro k = 2. (Véfim, Ze tento problém je pomérné tézky a moznd
ani nem4 efektivni feSeni.)

Kuba

5Pokud nevite, co se tim mysli, doporu¢ujeme piecist odstavec asymptotickd slozitost v pro-
gramatorské kucharce o slozitosti: https://ksp.mff.cuni.cz/kucharky/slozitost/


https://ksp.mff.cuni.cz/kucharky/slozitost/

Jak poslat reSeni

Sva Teseni miuzes poslat bud elektronicky na nas e-mail mam@matfyz.cz, nebo
postou na nasi adresu. Pokud posilas reseni elektronicky, véz, ze nds daleko vice
potési pdfko s textem nez vyfocené ruéné psané reseni. Kazdou tlohu posli v sa-
mostatném souboru resp. na samostatném listé A4, aby si tlohy mohli rozdélit
rizni opravujici. Na kazdy list uved svoje jméno a ¢islo tlohy ¢i tématu. K te-
Seni také pripoj své jméno, adresu, e-mail, skolu a predpokladany rok maturity.
A neboj, tyto idaje budeme vyuzivat pouze pro potieby MFF UK.

Casopis M&M je zastfeSen Matematicko-fyzikalni fakultou
Univerzity Karlovy. S obsahem casopisu je mozné nakladat
dle licence CC BY 3.0. Autory textu jsou, neni-li uvedeno

jinak, organizatori M&M. }‘4
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