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Reseni uloh 5. série — str.

Casopis MEM a stejnojmennsj korespondencni semindr je urcen pro studenty
strednich skol, kteri se zajimaji o matematiku, fyziku ¢i informatiku. Béhem
skolniho roku dostdvaji resitelé zdarma cisla se zaddnim iloh a témat
k premysleni. Svd reseni odesilaji k ndm do redakce. My jejich prispévky
opravime, obodujeme a posleme zpét. Nejzajimavéjsi reseni otiskujeme.
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Mili fesitelé,

je tady dalsi, sedmé, ¢islo ¢asopisu M&M, ve kterém naleznete vzorova reseni tloh
paté série. Déle vas chceme upozornit na nékteré nadchazejici prima akce: V ttery
8. ¢ervna se kona Védohrani, den plny zdbavy s Fyzikou, dale 24.-25. 6. bude Ro-
boticky den, kde je mozno soutézit nebo si poslechnout zajimavé prednasky. Sami,
nebo s celym tymem, se muzete prihlasit do soutéze Matfyz FEAT — Fyzikalni
Experimenty ATraktivné — uzavérka prihlasek je 16. Cervna. Tradi¢ni prednaskova
noc na Gymnaziu Boti¢ska v Praze bude 2. ¢ervna.

Krasné proziti jarnich dnu preji
Organizdtori

Reseni uloh 5. série

Uloha 5.1 — Séitaci posloupnost (5b)

Zadani:
Postupne tvorime posloupnost ndsledujicim zpisobem:

Zacindme se dvéma jednickami. Mezi né pridame dvojku. Poté pridame cislo 3
mezi vSechna ¢isla, jejichz soucet je 3. To samé opakujeme s dalsimi cisly. Cislo n
priddme mezi vSechna sousedici ¢isla v posloupnosti, jejichZ soucet je roven n. Po
priddni cisla 5 tedy bude posloupnost vypadat ndsledovneé:

1,5,4,3,5,2,5,3,4,5, 1.

Zjistéte, jak se da charakterizovat pocet vyskyti cisla n (poté, co bylo do po-
sloupnosti priddno).

Reseni:
Pocet vyskyti ¢isla n > 1 je roven poctu ¢isel nesoudélnych s n, kterd jsou mensi
nez n. Dokézeme to tak, Ze si uvédomime, ze pred pridanim jsou kazdé dvé sou-
sedni ¢isla nesoudélnd a kazda uspordadana dvojice sousednich ¢isel je unikatni.
Budeme tvrdit, ze posloupnost ma po n krocich vypoétu néjakou vlastnost V.
Ukéazeme, ze kdyby po n krocich vypoctu vlastnost V' neméla, tak by ji byvala
neméla uz po n — 1 krocich vypocétu. A tak se dostaneme az k tomu, Ze danou
vlastnost by musela nemit uz na zacatku, coz ale ovéiime, ze neni pravda.
Vezméme tedy dvojici sousednich ¢isel a, b v (n—1)-nim kroku (kde a lezi vlevo
od b). Pokud plati a+b = n, tak se mezi tato ¢isla v n-tém kroku vlozi n. Po tomto
kroku vypad4 posloupnost nasledovné: (..., a,n,b,...). Nyni se podivime, jak by
posloupnost vypadala, kdyby a a b byla soudélnd. Predpokladejme, Ze a > b (pro
b < a provedeme diikaz analogicky). Pak a muselo vzniknout jako b+x, pro néjaké
z < a. To znamend, ze © = a — b, takze i = je délitelné vSemi spolecnymi déliteli
Cisel a a b. To znamenad, ze dvé sousedni soudélna ¢isla byla v posloupnosti uz
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v predchozim kroku. Takto muzeme pokracovat dal, ale jednou musime dospét
k ptuvodni posloupnosti (1, 1), coz je spor, nebot 1 a 1 jsou nesoudélnéﬂ

Stejnym zpétnym postupem je jasné, Ze kazdd usporddand dvojice (a,b) se
miize v posloupnosti objevit jen jednou, jinak by se néjaka jina objevila dvakrat
uz drive, ale posloupnost 1, 1 obsahuje jen jednu dvojici. Také se v nékterém kroku
pfi tvorbé posloupnosti musi objevit vSechny usporddané dvojice nesoudélnych
¢isel (a,b), protoze kdyby tam néjaka chybéla, v predchozim kroku by chybéla
dvojice (b,a — b) a na zacdtku zadnd dvojice nesoudélnych ¢isel nechybi ((1,1) je
jedind takovd dvojice).

Dohromady mame, ze ¢islo n se objevi presné tolikrat, kolik existuje uspora-
danych dvojic (a,b) takovych, Ze a a b jsou nesoudélnd a Ze a +b = n. Téch je ale
presné tolik, co prirozenych ¢isel a takovych, Ze a < n a a je nesoudélné s n (tedy
pocet prirozenych ¢&isel nesoudélnych s n, kterd jsou mensi nez n).

Poznamky: Pocet ¢isel nesoudélnych s n, kterd jsou mensi nebo rovna n, se
obvykle oznacuje ¢(n) a ¥ikd se mu Eulerova funkceﬂ Neékteri fesitelé (a organi-
zdtori) si nejdifve posloupnost naprogramovali a pak uhddli, o jakou posloupnost
se jedna. Hodila se jim k tomu online encyklopedie celociselnych posloupnosti
(OEISED, kde je Eulerova funkce uvedena jako A000010 (tedy 10. nejdilezitéjsi
posloupnost na svété :-)). Postup, kterym ziskdvame stdle mensi dvojice soudél-
nych cisel, je v podstaté znamy Euklidav algoritmu Resitelka Mgr.MVBesta
Hroncova si vSimla, Ze ¢isla v posloupnosti odpovidaji jmenovateltm tzv. Fareyo-
vych zlomkil. Pomoci jejich vlastnosti se dé také piijit k fesenf tlohy[’}

Anet a Pepa

Uloha 5.2 — Pseudoatom (3b)

Zadani:

Méjme v blizkosti elektron a pozitron. Ty na krdtky cas (priblizné 0,1 ns) vytvori
pseudoatom. Obé cdstice maji shodnou hmotnost m a opacny ndboj e, resp. —e.
Pohybuji se po kruhové trajektorii okolo spolecného hmotného stredu o poloméru r.
Urcete tento polomer a vazebnou energii, t.j. energii nutnou pro odddlent ¢astic do
nekonecna. Reste teoreticky pomoci Bohrova modelu atomu a ¢iselné pro zdkladni
kvantovy stav (tedy stav s nejniZsi emergii). Pro¢ tento ,atom“ neni béing pri
pozemskijch podminkdch?

Reseni:

Aby mohly elektron a pozitron kolem sebe obihat, musi se rovnat dostiediva sila

mv2

Fy=—o
;

IDvé &isla jsou nesoudélnd, pravé kdyz je jejich nejvétsi spolecny délitel jedna.
?https://en.wikipedia.org/wiki/Euler’s_totient_function

Shttps://oeis.org, posloupnost ¢(n) v ni najdete na adrese https://oeis.org/A000010
4https://en.wikipedia.org/wiki/Euclidean_algorithm
Shttps://en.wikipedia.org/wiki/Farey_sequence
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a elektrostaticka sila
1 €2

¢ 47eg 472’
kde 2r je vzdélenost ¢astic. Také musi platit Bohrova kvantovaci podminka, ktera

tika, ze celkovy moment hybnosti soustavy musi byt celoc¢iselny nasobek reduko-
vané Planckovy konstanty. Matematicky ji muzeme zapsat rovnici

h
L=n 9
kde L je moment hybnosti, n je pfirozené ¢islo a h je Planckova konstanta. V na-
Sem piipadé je moment hybnosti L = 2mur (nesmime zapomenout zapocitat
moment hybnosti obou ¢éastic). Vyjddfenim v a dosazenim do rovnosti Fy = F,
ziskame vztah pro polomér
60h2 2

mme2

rn =

Po dosazeni dostaneme pro zdkladn{ stav (n = 1, jak pozdéji uvidime)
r=53x10""m=0,53A.

Celkova energie soustavy je soucet kinetické energie obou Castic a jejich vza-
jemné potencialni energie
1 e? 1 e

1
E=2-m?— — =%
D dmeg 2r dmeg Ar’

coz jsme ziskali dosazenim v vyjadiené z rovnosti Fy = F,. Mozné hodnoty energie
ziskame dosazenim r,, za r:

—me* 1
g —_—mt 1
1660h2 n2
Nejnizsi energii ma stav s n = 1:
E; = —6,8¢V.

Zaporné znaménko znaci, ze jde o vazany stav a musime tedy dodat energii,
abychom ¢astice oddélili na nekonecnou vzdalenost, a mély tedy nulovou energii.
Tato zaporné vzatd energie se nazyva vazebna energie.

Systém, kdy kolem sebe obiha elektron a pozitron, se nazyva pozitronium.
V pozemskych podminkéich vSak neni priliS ¢asty, protoze Castice a anticastice
spolu rychle anihiluji a vytvoii nékolik fotonti o celkové energii 2mc? = 1,022 MeV.
Polocas rozpadu zavisi na tom, jestli maji ¢astice souhlasny ¢i nesouhlasny spin,
avsak dosahuje maximalné 140 ns.

Viktor
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Uloha 5.3 — Buchty (3b)

Zadani:

Komadrodlak md obdélnikovy pekdc s m x n buchtami, kazdd je bud makovd, nebo
tvarohovd. Komdrodlak si vsimnul, Ze v kazdém radku i v kazdém sloupci je lichy
pocet makovych buchet.

1. Dokazte, Ze bud jsou m i n obé sudd, nebo obé lichd.

2. Kolik existuje pro pekdc o danych rozmeérech rozmisténi buchet takovich, Ze
spliugi podminku v zaddani?

Reseni:
Nejprve si uvédomme, ze soucet lichého poctu lichych ¢isel je lichy, zatimco sudého
poctu lichych éisel sudy (dokazatelné napi. indukei pfes pocet séitancit). S uva-
zenim lichého poc¢tu makovych buchet v kazdém radku i kazdém sloupci lze pak
celkovy pocet makovych buchet na pekaci vypocitat budto jejich vyséitanim pres
fadky (soucet m lichych ¢isel) nebo pies sloupce (soucet n lichych ¢isel). Maji-li
se tyto dva soucty rovnat, dle predchoziho musi byt m i n obé sudd nebo obé
lich4.

Pro druhou ¢ast nejprve libovolné vypliime tabulku vyjma posledniho sloupce
a radku. Zbyvajici nevyplnéné policko v kazdém radku, resp. sloupci, lze zjevné
vzdy jednoznacné doplnit vhodnou buchtou na splnéni podminky lichého poctu
makovych buchet. Totéz plati i pro zbylé rohové policko, nebot pocty makovych
buchet doplnénych do posledniho sloupce a do posledniho fadku maji stejnou
paritu (dikaz podobné jako v prvni &sti, jen s uvdzenim, ze v nékterych fad-
cich a sloupcich redukované tabulky mohl byt makovych buchet sudy pocet).
Pocet vyhovujicich kombinaci je tedy roven poc¢tu moznych obarveni tabulky
(m —1) x (n— 1), coz je 20m=D(n=1),

Evzen

Uloha 5.4 — Rozdéleni bali¢ku (3b)

Zadani:

Mdm balicek n karet, kazZdd karta je bud cervend, mebo cernd. Pocty cervenych
a cernyjch karet memusi bijt stejné. Balicek zamichdm a rozlozim do tady. Chci
urcit, zda a kde mizu tadu rozdélit tak, aby vlevo od rozdéleni bylo prdve tolik
cervengch karet, kolik je cerniych karet vpravo od rozdéleni. Rychleji proveditelnd
resent budou hodnocena lépe.

Bonusovy tukol: Nevim, kolik karet mdm, a misto rozloZeni do rady se na ne budu
postupné koukat. Kolik nejméné bitu informace si potrebuji pamatovat v momente,
kdy jsem vidél uZ N karet, abych umél reagovat jak na (N + 1)-ni kartu, tak na
informaci, Ze to jiz byly vsechny karty? V pronim pripadé si chci néjak spocitat
nové informace k zapamatovdni (staré pak zapomenu), v druhém chci odpovédét
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poctem karet, které je potreba ze zacdtku balicku odebrat, aby v odebrané casti bylo
tolik cervengch karet, kolik bude cernych ve zbytku.

Reseni:

Mozna pomérné prekvapivé, resenim je, ze balicek chceme rozdélit na pozici od-
povidajici poCtu cernych karet v celém balicku. Pro¢ tomu tak je? Podivejme
se rovnou na verzi, kdy karty dostdvame postupné. Spravnost naseho postupu
budeme dokazovat indukci podle poctu karet.

Na zacatku jsme zadné karty nevidéli a nas algoritmus balicek rozdéli na pozici
nula, coz je spravné. Nyni indukéni krok. Pokud nam prijde ¢ervend karta, tak se
dostala vpravo od rozdéleni, coz nijak neovlivni to, kde chceme balicek rozdélit.
Pokud nam ptijde ¢erna karta, mame vpravo od rozdéleni o jednu ¢ernou kartu
vic, nez je pocet ¢ervenych nalevo od rozdéleni. Pokud posuneme pozici rozdéleni
balicku o jedna doprava, mohou nastat dvé situace. Prvni moznosti je, Ze jsme
presunuli na levou ¢ast ¢ervenou kartu, ¢imz jsme vyrovnali pocty karet. Druhou
moznosti je, ze jsme presunuli ¢ernou kartu. V tom ptipadé bude na pravé strané
o ¢ernou kartu méné, ¢imz jsme opét vyrovnali pocet cervenych karet nalevo od
rozdéleni a pocet Cernych karet napravo od rozdéleni.

Pokud prisla ¢ervena karta, nechali jsme ptivodni pozici rozdéleni balicku, po-
kud prisla ¢erna karta, tak jsme pozici rozdéleni posunuli o jedna vpravo. Resenim
je tedy opravdu pocet ¢ernych karet, z ¢ehoz jde i vidét, ze FeSeni vzdy existuje.

Nikdy nebudeme chtit ukladat ¢islo vétsi, nez N. K ulozeni si tak velkého ¢isla
budeme potiebovat O(log N) bitti paméti.

Bonusové verze této tlohy (tedy ta, kde karty pfichdzi postupné) je péknou
ukézkou takzvanych online algoritmi. Ty na rozdil od béznych (offline) algoritmit
nemaji na zacatku k dispozici cely vstup, ale dostavaji ho postupné a nemaji
moznost si ho zapamatovat cely. Je mozna az prekvapivé, kolik problému se da
fesit online — jednim z takovych byla i tato tilozka. Kdyz néjaky problém nelze
vyTesit online, tak lze Casto najit alespon priblizné feseni — pokud mame néjakou
miru, jak je dané feseni problému dobré, tak lze ¢asto najit online algoritmus,
ktery da Teseni nejvyse konstanta-krat horsi, nez je optimum. Takové algoritmy
maji i tu vyhodu, zZe potfebuji méné paméti a jsou casto rychlejsi nez jejich offline
verze. V praxi ndm casto staci TeSeni ptiblizné, coz je divodem, pro¢ se online
algoritmy Casto pouzivaji, kdyz je potieba zpracovavat hodné dat — tfeba pri
zpracovavani DNA.

Kuba
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Vysledkova listina 5. Cisla

Ulohy
Por. | Jméno R. 271 rl r2 r3 r4 k Eo 21
1. | Mgr."MK. Balej 2 | 388 2,3 1,4 3,0 6,7]38,8
2. | Dr."MP. Turinsky 4| 64,1]2,0 1,7 3,0 6,7(38,6
3.| Dr.M™MA. Mlezivova 3| 93,0 1,0 3,0 4,0137,5
4. | Mgr."MB. Hroncov4 2| 34,3[4,0 0,5 2,9 7.4134,3
5.| Dr.™MO. Knopp 3| 553 0]28,7
6.-7. | Mgr."MK. Rosicka, 2 | 285 028,55
Mgr.™7Z. Urbanova | 3 | 28,5 028,55
8. | Doc.™T. Domes 4 1105,8(5,0 3,0 4,0 12,0 28,4
9. | Mgr."MK. Cizkova 3| 32,130 3,0(25,6
10. | Mgr.™MR. Olssk 2| 21,8 0]21,8
11.-12. | Mgr.™M. Holubicka | 1 | 21,3|1,0 1,0(21,3
Mgr."™MV. Pavli¢ek 1] 21,3 0]21,3
13. | Mgr.™MO. Budek 3| 39,2(5,0 1,5 3,1 9,6120,9
14. | Mgr.MJ. Suchanek 3| 35,1 0]19,9
15. | Doc.MMD. Krasula 4 1161,1 12,0 | 12,0 17,7
16.-17. | Mgr.™J. Paidar 3| 358 0]16,7
Be.MMK. Vnukové 2| 16,7 0]16,7
18. | Doc.™P. Simtinek 4 1159,0 0]16,3
19. | Mgr.™J. Ruzicka 2| 22,2 0]16,2
20. | Dr.™MF. Cermak 3| 51,7 0]16,1
21. | Mgr."ML. Kundratova | 2 | 42,7 0]15,4
22. | Bc.MR. Luc 4 | 19,0 0]15,0
23. | Be."MO. Gonzor 79| 14,2 3,0 3,0]14,2
24.-25. | Be."ML. Bujnovsks 3] 18,1 0]13,1
Be.MM7. Liikbovd 2 | 13,1 0]13,1
26. | Bc."MM. Bukvaj 1| 13,0 0]13,0
27. | Mgr.™T. Hladikovs | 3 | 48,4 0[12,8
28. | Mgr."ML. Kopfov4 2| 31,7 0]12,7
29. | Mgr.™MB. Pozar 3| 30,9 0]10,8
30. | Be."™MT. Kulichové 2 | 10,2 0]10,2
31. | Mgr.™J. Pallova 2 | 288 0] 9,5
32.-34. | F. Bialas 41 90 0| 9,0
Be.MMA | Neubauerovd | 3 | 17,0 0] 9,0
V. Prochéazka 3 9,0 0 9,0
35.| T. Drobil 2| 87 0| 8,7
36. | Mgr.™ML. Vincenova | 3 | 45,5 0] 8,4




Ulohy
Por. | Jméno R. 271 rl r2 r3 r4 k Eo 21
37. | Mgr.™MD. Chytilovda | 3 | 28,8 0] 8,0
38. | J. Heller 41 75 0o 7,5
39. | L. Sajnarové 3 7,3 0| 7,3
40. | J. Pelc 31 7,0 0 7,0
41.1J. Srejbr 1 6,7 0| 6,7
42.| T. Dolék 41 63 0| 6,3
43. | A. Mirkova 21 6,0 0| 6,0
44. | Be."MF. Zajic 4| 16,7 0] 4,7
45. | Mgr.™MS. Lukes 4| 424 0] 3,2
46. | P. Martinek 2 31 0| 31
47.-48. | D. Daubner 2 3,0 0| 3,0
M. Picek 21 30 0| 3,0
49. | T. Polédkova 3 2,8 0| 2,8
50.-51. | M. Machalova 4 4,7 0| 2,7
M. Sejkorové 20 27 0| 2,7
52. | A. Sebestikova 2 2,0 0| 2,0
53. | J. Hrazdil 3 1,7 o 1,7
54. | F. Kmjeé¢ 1 1,5 0 1,5
55. | Mgr.™™J. Vala 3] 22,5 0 1,0
56. | L. Kubacki 4 0,0 0 0

Sloupecek 271 je soucet vSech bodu ziskanych v nasem seminfi, Zo je soucet bodu
v aktudlni sérii a 21 soucet vSech bodi v tomto ro¢niku. Tituly uvedené v predchozim
textu slouzi pouze pro tcely M&M
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