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Casopis MEM a stejnojmenny korespondencni semindr* je urcen pro studenty
strednich skol, kteri se zajimaji o matematiku, fyziku ¢i informatiku. Béhem
skolniho roku dostdvaji resitelé zdarma cisla se zaddnim iloh a témat
k premysleni. Svd reseni odesilaji k ndm do redakce. My jejich prispévky
opravime, obodujeme a posleme zpet. Nejzajimavéjsi reseni otiskujeme.
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Mily ctenari,

jaro ndm uz tukd na okno, stejné jako nové ¢islo casopisu M&M! V ném je
dalsi ¢lanek o assembleru, zabyvajici se paméti, spolu s dvéma novymi tlohami,
které ti mohou pomoci k cennym bodim. Dale ¢islo obsahuje pékny prispévek
k tématku Filmovi kritici a sepsany ¢lanek o konfefe Gravitace ve Flatlandu od
Dr.MM Ondfeje Knoppa. Tésime se na dalsf vase ¢lanky, kterym polozily zaklad
konfery na poslednim soustiedéni.

My o soustfedéni a soustfedéni o vlkodlaku. Tydenni setkani organizatoru a
fesiteli na Sumavé v mésté Ankh-Morpork se vydafilo, organizatofi si to velmi
uzili a z vysledki anket se zd4, ze G¢astnici také. Zivot pojistovaka ve stiedovékém
mésté skytd mnohé zajimavosti, jak jsme se vsichni presvédcili. Okomentované
fotografie se objevi v nasledujicich dnech na strankach seminare.

Vasi organizdtori
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Zadani uloh

Termin odeslani 6. série: 9. 5. 2017

Bylo to rdno jako kazZdé jiné. Fonda vstal z postele a sel si vycistit zuby. Z koupelny
vsak odchdzel pomérné rozmrzely, protoze mu prestal fungovat generdtor tihového
zrychlent, a tak mél vousy plné pasty. Bydlet na asteroidu se mu uzZ ddvno zajidalo,
ale zdejsi nemouvitosti byly natolik cenové dostupné, Ze si zde mohl dovolit koupit
vlastni pozemek i zacinajici mezigalakticky logistik. Navic mu zcela vyhovovalo, Ze
mél na celém asteroidu jediného souseda.

Otrel si fousy kapesnikem, zadrZel ranni moc a nasedl do své mezigalaktické
krabice, aby se dostavil do prace. Mozna 1t diky silné ranni kdvé byl natolik roztr-
Zity, ze si zapommneél zapnout bezpecnostni pds. Chvili po startu si uwvédomil, Ze se
vzdaluje od Tidictho panelu.

Uloha 6.1 — Vesmirna krabice (4b)

Fonda sa nachdzi na souradnicich zg ve své vesmirné lodi o tvaru kvadru a mé
poééateéni rychlost |vg] = 1m - s71 viici lodi. Fonda um{ ovlddat motory lodé, které
poskytuji maximalni tah do kazdého sméru. Jinym zptisobem se vsak uvnitt lodi
pohybovat neumi.

Jaka je minimdalni hmotnost paliva, kterou spotfebuje na pohyb lodi, aby se
dostal na puvodni misto zg a zustal tam v klidu stat? Od stén se umi Fonda
odrazet s dokonalou pruznosti, stény jsou dokonale hladké a lod je prazdna. Po-
¢itejte pro raketovy pohon se specifickym impulzem I, = 450s a hmotnostnim
tokem g = 200kg - s a iontovy motor s Iy, = 3000s a riy =3 - 1077 kg - s~ L.
Lod ma hmotnost M = 100t a mizeme zanedbat zménu jeji hmotnosti. Jaky je
maximélni tah jednotlivych motora ?

X




Fonda si oddechl, chopil se ridicitho panelu a chystal se pokracovat v letu. Velmsi
se vsak vydésil pri pohledu na obrazovku mezigalaktické krabice. V pribéhu jeho
cesty zpét k panelu se krabice vychylila ze svého puvodniho sméru a nyni se sinula
rychlosti 0,8c k odbocujici krabici. JelikozZ srazka byla zjevné nevyhnutelnd, Fonda
zaujal obrannou pozici doufaje v preZiti. Pred ocima mu probéhl jeho krdtky a
osamély Zivot. Zanedlouho poté se krabici rozeznéla dunivd rana. Fonda otevrel
oci, zkontroloval si svych pét koncetin a byl dlouho v soku. Ze soku se probral
az ve chvili, kdy pilot protiletici krabice zazvonil na pretlakovou komoru. Kdyz
ho Fonda pustil dovnitr, pilot po ném chtél, aby vypracoval vesmirng srdzZkovy
protokol a uznal vinu za nehodu v plném rozsahu.

Uloha 6.2 — Nerovna podlaha (4b)

V mezigalaktické krabici je po srdzce nerovna podlaha. Pro vyplnéni formulafe
na ni potrebuji Fonda s pilotem postavit ¢tvercovy stil. Ale kdyz chtéji stul na
podlahu polozit, tak mu vétSinou jedna noha visi ve vzduchu a stul se kyve, coz
znacné znesnadnuje vyplnéni formulare. Dokéazete na zvlnéné podlaze vzdy najit
misto, ve kterém se vSechny ¢tyri nohy stolu dotykaji podlahy?

Predpokladame, ze nam nevadi, ze still neni vodorovné, ze podlaha je dost
velkd na to, aby se po ni dalo stolem pohodlné oticet, a navic v ni nejsou diry.
Formalné chceme najit ¢tyti body tvorici dany ¢tverec, které lezi v jedné roviné.

Po dlouhém dohadovdni si zkopirovali formuldre, rozloucili se, poprdli si uspesniy
let a oba se vydali vlastnim smeérem. ,V tomhle mésici uz treti srazka, to budu
muset brzy poridit novou krabici, “ pomyslel si Fonda pri cesté do prdce. Zbytek
cesty se nastésti obesel bez vétsich problémau a tak Fonda bezpecné dorazil na pla-
netu C628G4A. Pri pohledu na atomové hodiny se vsak velmi polekal. ,Ale ne,
schize zacala uz pred hodinou, to mi urcité v mé nepritomnosti zase pridélili nej-
tezsi praci. Nu coz, diky tomu, Ze se za ni plati vic, si treba drive vydelam na
novou krabici nebo alesporn novy generdtor tithového zrychlent, “ ekl si Fonda.

»Matissi, uz pocturté tento mesic jdete pozdé. Nejdrive rozbity humanoid, po-
tom vytekld pracka, pak bouracka, co to bude ted?“ pravil pan Hokozuto. Po krdtké
omluveé Fondovi $éf prideélil ndsledujici ikol:

Uloha 6.3 — Doplnéni grafu (5b)

Na zacatku mame n osidlenych planet tvoricich planetarni uskupeni, mezi kte-
rymi vedou pfimé meziplanetdarni spojeni. Osidleni v galaxii se vSak zahustuje a
s rustem populace musi drzet krok i dopravni infrastruktura. Operaci asimilace
nazveme zaclenéni néjaké osidlené planety do naseho planetarniho uskupeni a né-
sledné vybudovani libovolné mnoha primych meziplanetdrnich tahti mezi touto
planetou a libovolnymi jinymi jiz osidlenymi planetami z naseho uskupeni.



ERES  XXIII/6 5

Pomoci operace asimilace ziskejte planetarni uskupeni, kde z kazdé planety
vede presné n primych meziplanetarnich tahti. Navic

a) Operaci asimilace muzete pouzit maximélné n-krat.

b) Operaci asimilace muzete pouzit kolikrat cheete, ale velikost nejvétsi plane-
tarni unie ve vysledném planetarnim uskupeni musi byt stejna jako velikost
nejvétsi planetarni unie v ptvodnim planetarnim uskupeni. Planetarni unii
rozumime skupinu osidlenych planet, u kterych o kazdych dvou planetach
plati, ze mezi nimi existuje pfimy meziplanetarni tah.

Po ndrocném dni v prici si Fonda oddychl a vyrazil vstric svému konicku.
Jako kaZdy cturtek jde trénovat kolmio. V tomto sportu hraji dve druzstva proti
sobé s deseti tycems riznych délek. Vyhrdvd to druzstvo, které dokdze z téchto tyci
rychleji vybrat tri tyce a postavit z nich trojihelnik.

Uloha 6.4 — Peclivé schovany trojuhelnik  (2b)

Délky ty¢i (v metrech) ve hie kolmio nabyvaji hodnot z redlného intervalu (1;55).
Dokazte, ze hra muze skoncit vitézstvim nékterého z tymu pro libovolnych deset
ty¢i s délkami z daného intervalu, tedy Ze z danych deseti tyc¢i je mozné vybrat
ti tak, Ze tvori strany néjakého trojuihelnika.

Po ndroéném tréninku Fonda Matiss nasedl do své mezigalaktické krabice, za-
pnul autopilota a za tichého chrochtini krabice usnul, pripraveny celit dalsimu
dns.

Reseni uloh 4. série

Uloha 4.1 — Termoska (3b)

Zadani:

Meéjme termosku tvorenou uzavrenou vnittni a vnejsi plechovou sténou, mezi kte-
rymi je vakuum. Jeding vyznamny mechanismus prenosu tepla zevnitr ven je te-
pelngm zdrenim pres evakuovanou mezeru.

Termoska je naplnéna horkou kapalinou, kterd postupné chladne. Chladla by
pomaleji, pokud bychom za jinak stejngjch podminek vlozili doprostred vakuové me-
zery dalsi uzavrenou ,slupku® z tenkého plechu ze stejného materidlu jako stény
nadoby, kterd nebude mit tepelny kontakt ani s vnéjsi, ani s vnitini sténou? Po-
kud ano, jak moc pomaleji? Co kdyz takovych navzdjem se nedotjkajicich slupek
pridame vice?

Muzete predpokladat, Ze teplota vnéjsi stény termosky je prakticky stejnd jako
teplota okoli, a nebude tedy zdviset na kvalité izolace. Priddvané vrstvy jsou natolik
tenké a jejich vlastni tepelnd kapacita tak nizkd, Ze behem zanedbatelné krdtké doby
dosdhnou rovnovazné teploty, a staci tedy wvazovat jen tento ustdleny stav.
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Reseni:

Ackoliv spocist konkrétni mnozstvi tepla prendsené ven skrz sténu termosky by
bylo znacné slozité az nemozné, odpovédét na to, jakou relativni zménu zpusobi
pridani dalsi stény jde jednoduse jen na zdkladé vcelku elementarnich tvah a
nékolika predpokladi.

Predné, kazdy povrch vyzaruje tepelné zafeni. Vykon vyzafeny jednotkou plo-
chy je zavisly jen na teploté a materidlu povrchu (dalo by se fici ,zobecnéné
barvé“, kterd zahrnuje nejen viditelnou ¢ast, ale i zbytek spektra). Protoze kazdd
slupka termosky ma vnitini i vnéjsi povrch ze stejného materidlu a oba povrchy
jedné konkrétni slupky maji stejnou teplotu, bude také tepelny vykon vyzareny
z kazdé jedné slupky smérem ven stejny jako vykon vyzareny smérem dovnitr.

Tepelné zareni se pres vakuovou mezeru $iri bez jakékoliv interakce a dopadne
na sousedni sténu. V tu chvili se miize budto odrazit nebo pohltit[T] Pokud se
odrazi, vraci se zpét ke sténé, ze které vyslo. Na ni se opét budto odrazi, nebo
pohlti. Rada odrazi miize pokracovat, ale nakonec musi kazdy foton skonéit po-
hlceny budto ve sténé ze které vysel, nebo v sousedni sténé. Cast viykonu, ktera
byla nakonec pohlcena ptivodni sténou, se nepodili na pfenosu tepla pies vakuovou
mezeru, takze miizeme misto celkového vyzareného vykonu z povrchu kazdé stény
uvazovat jen efektivni preneseny vykon, coz bude vyzareny vykon vynasobeny
procentem, které se pohltilo na sousedni sténé.

Pomér odrazeného a pohlceného zareni zavisi na vlnové délce dopadajiciho
zareni, thlu dopadu a materidlu odrazejictho povrchu. Jde opét o komplikovanou
neznamou zavislost, ale ndm bude stacit, ze pro kazdou mezislupku je efektivni
vykon pfeneseny z ni na sousedni slupku smérem dovnitf stejny jako efektivni
vykon pfeneseny smérem ven. V obou smérech je totiz vyzareno zareni stejného
vykonu se stejnym rozdélenim vlnovych délek (oba povrchy jedné slupky maji
stejnou teplotu a materidl), z kterého se ndsledné stejné procento pohlti na pii-
slusné sousedni sténé (protoze oba povrchy jsou opét ze stejného materiélu)ﬂ
Mtzeme tedy konstatovat, ze pro kazdou slupku je efektivni preneseny vykon z ni
na sousedni slupku smérem ven i smérem dovnitt stejny.

> d% 27
PndS- [0 B d

IMuzZzeme opravnéné oéekévat, ze kovova slupka je neprthlednd a zadna ¢ast dopadajiciho
zareni neprojde skrz.

2To neni tplné pravda, pfi detailnim zkouméani miizeme narazit pfinejmensim na dva vlivy
rozbijejici zminénou symetrii. Za prvé termoska s uzavienym vnitinim objemem musi mit nutné
zakrivené stény a vnéjsi vydutd sténa bude hure odrazet, protoze mald ¢ast odrazeného zareni
dopadne kviili zakfiveni zpét na tu samou sténu. Za druhé je odrazivost kovovych povrchi mirné
zéavisld na teploté. Vnitini sténa, kterd je o néco teplejsi, bude hife odrazet dopadajici zareni.
Oba efekty jsou ale velmi slabé a jejich zanedbani vysledek neovlivni o nic vic nez jind pouzita
zjednoduseni.
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Posledni skutecnost, kterou si musime uvédomit, je, ze kazda sténa termosky
je v tepelné rovnovaze. Tepelny vykon, ktery ji opousti, musi byt shodny jako
vykon touto sténou absorbovany. Ve schematickém zndzornéni na Obrazku [I] to
znamena rovnost

2P =P 1+ P (1)
pro kazdé ¢ od 1 don — 1.

T T T Ty Th_1 T,

| Py Py

Obrazek 1: Prenos tepla mezi vrstvami tvoricimi termosku. Leva sténa o teploté Ty
tvori vnitiek termosky, vnéjsi sténa je vpravo a ma teplotu 77,. Termoska obsahuje n — 1
vnitinich slupek.

Py P

Je dobré si vSimnout, ze jsme nikde nepotifebovali védét, jaka je zavislost
mezi efektivnim prenaSenym vykonem a teplotou stény. Tato zavislost totiz neni
nijak jednoduché a zavisi na mnoha parametrech, které v zadani nejsou zminény.
Nékteri z vas pouzili v Feseni Stefan-Boltzmanntv zdkon v podobé

P =¢0ST*,

kde € je emisivita povrchu (pro ¢ = 1 popisuje rovnice dokonale ¢erné téleso).
Tato rovnice ma jedno velké ,ale“. Emisivita jakéhokoliv redlného materialu totiz
neni prosta konstanta, ale veli¢ina obecné zavisla na vlnové délce zareni. Protoze
spektrum tepelného zéfeni je zavislé na teploté povrchu (Planckiv zdkon, vyse
uvedeny Stefan-Boltzmanntv zédkon je jen zintegrovanim Planckova vztahu podle
vlnové délky), bude i £ v rovnici vySe obecnou a slozitou funkei teploty, navic
specifickou pro kazdy material. Protoze je feseni této tlohy nezavislé na tom, jak
konkrétné vypada pro stény termosky zavislost vyzarovani na teploté, vyjde vy-
sledek i tak ,spravné“. Myslena termoska s dokonale Sedymi sténami s konstantni
emisivitou se bude pri pridavani mezivrstev chovat stejné jako termoska z ja-
kéhokoliv jiného materialu. Nicméné je dobré byt si védom tohoto vyznamného
omezeni platnosti Stefan-Boltzmannova zdkona pro realné povrchy.

Vratme se ale k rovnici . Prevedeme P; a P11 na druhou stranu rovnitka,
coz ukaze, ze celkovy tepelny vykon preneseny pres kazdou mezeru mezi dvojici
slupek je stejny:

Pbh-P =P 1 -P=F-PLw=FP,1—-PFP.=Q. (2)

Tento vykon, @, jsou tepelné ztraty termosky, tedy teplo, které opousti obsah a
utikéd ven. Jednoduchou tpravou rovnice ziskdame

P=P1+Q. (3)
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Protoze @ je rovno rozdilu libovolné dvojice sousednich P;, plati také P;y; =
= P12+ Q a dosazenim do (3] ziskdme

P, =Pio+2Q. (4)

Je zjevné, ze tuto tpravu muzeme libovolnékrat analogicky opakovat a ziskany
vysledek zapsat pro obecné k jako

P=Pir+k Q. (5)

Efektivni tepelny vykon Py opoustéjici vnitrni sténu a vykon P, odchazejici

z vnéjsi stény dovnitt budou vzdy stejné nezavisle na poctu mezistén, protoze jsou

urceny jen (neménnou) teplotou vnitini, respektive vnéjsi stény. Pokud rovnici
vyjadiime pravé pro tyto dva tepelné vykony, dostaneme:
Py — P,

Po=P,+n-Q = Q:%. (6)

Pro zékladni termosku bez mezislupek (n = 1) jsou tepelné ztrity, ozna¢me

je Qo, rovny rozdilu Py — P;. Pokud pfiddme s slupek (n = s + 1), budou ztrity

Qs dany vztahem
Qo
Qs =

= } 7

s+1 (™)
Doba chladnuti obsahu je nepfimo imérna tepelnym ztratam, takze pri s slup-
kach bude pro dobu t5 v porovnani s ¢asem tg, ktery by stejné chladnuti trvalo
u zékladni termosky, platit

te=(s+1) to. (8)

Pridani jedné mezivrstvy prodlouzi dobu, po kterou ztistane kava v termosce
tepld na dvojnasobek, dvé mezivrstvy ndm poskytnou oproti zakladni termosce
trojndsobny Cas na vychutnani si teplého obsahu atd.

A funguje to opravdu...?

Reseni tlohy naznacuje, ze tu mame zajimavy zptisob jak, alespoii pro prvnich
nékolik mezislupek, podstatné vylepsit izolacni schopnosti termosky. Takze plan
je jasny, vyrobime supertermosku, zacneme ji proddvat a zbohatneme. .. nebo ne?
Funguje to tedy?

Reseni vyse skuteéné popisuje, jak se snizi tepelné ztraty zdrenim. Jenze aby
to stacilo ke zpomaleni chladnut{ obsahu, musime predpokladat (jak bylo postu-
lovéno v zadéni), ze zafeni je hlavn{ mechanismus prenosu tepla. To ale ¢asto nen{
pravda.

Bézné kovové materidly samy o sobé hodné dobie odrazi a méalo vyzafuji in-
fracervené zareni, které je v nasem pripadé hlavnim nositelem tepla. Takze i z&-
kladni dvouvrstva termoska je z hlediska ztrat zarenim ,pomérné dobra“. Pokud
budeme tyto ztraty dale snizovat, tak diive ¢i pozdéji (spiSe difve) prevazi jiné
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mechanismyﬂ, které priddvanim stén nijak neomezujeme (naopak je v praktické
situaci, kdy musime mezislupky néjak upevnit, pravdépodobné jesté zvysime), a
v souctu uz si nijak nepolepsime. Nemluvé o tom, ze vyrobit vicevrstvou termosku
bude vyrazné slozitéjsi a drazsi.

Na druhou stranu, pokud jsou ambice tepelné izolace trochu vétsi, nez hrnicek
teplé kdvy, muze se situace zménit. Napiiklad pro uchovavani a vedeni kapalného
hélia nebo jinych podobnych extrémné chladnych kapalin se vrstvend izolace sku-
tecné pouiivéE] Ma4 i svij anglicky nazev a zkratku: MLI — multilayer insulation,
a muzeme ji v riznych podobéch najit jak v pozemnich, tak kosmickych aplika-
cich.

Do jisté miry lze za souvisejici priklad povazovat tieba i sluneéni clonu Web-
bova teleskop ackoliv tam hodné pomaha skutecnost, ze dalekohled nemusi byt
izolaci ,obalen* a odrazené tepelné zareni muze mimo pohlceni jednou ze dvou
stén také uniknout z okraje clony pry¢ do volného prostoru, coz pochopitelné dale
vylepsuje tepelnou bilanci.

Marble

1B ok

-—>

S

T Eo

=%

Il
9‘51

3Vedeni kolem hrdla termosky, pfenos proudénim (zbytkového) vzduchu mezi sténami, vy-
ména vzduchu uvnitt pri nalévani ¢asti obsahu do hrnicku atd.

4Tlustrace jednoho takového vyuziti je k vidéni t¥eba v ¢lanku Wrapped multilayer insulation
design and testing, S. A. Dye a kol. (2014), Cryogenics, 64 (http://www.questthermal.com/
sites/default/files/files/Wrapped’,20MLI%20Cryogenics%20Final%20article.pdf)

Shttps://www.jwst.nasa.gov/sunshield.html


http://www.questthermal.com/sites/default/files/files/Wrapped%20MLI%20Cryogenics%20Final%20article.pdf
http://www.questthermal.com/sites/default/files/files/Wrapped%20MLI%20Cryogenics%20Final%20article.pdf
https://www.jwst.nasa.gov/sunshield.html
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Uloha 4.2 — Hrebenovka (3b)

Zadani:

Na celé cesté je N bodi tak, Ze mezi kazdymi dvéma sousednimi body cesta bud
o jeden metr klesne, nebo o jeden metr stoupne. Cestovatele vidy zajimd, jaky je
nejuyssi bod na néjakém useku cesty, nebot z néj bude nejhezci vyhled. Na dotaz
Jaky je nejoyssi bod na cesté mezi body a a b?“ tedy jako odpovéd ocekdvd bod c,
ktery lezi mezi body a a b (véetné) a zdrover md nejuvétsi moznou nadmorskou
vysku (viz Obrdzek[d).

Vasim cilem je navrhnout co nejefektivnéjsi algoritmus, ktery pro danou cestu
(zadanou jako posloupnost nadmorskych vysek bodi na ni tak, jok jdou za se-
bou) bude odpovidat na dotazy. Dotazy samoziejmé nezndte predem, ale miZete
predpokldadat, Ze pocet dotazi K je rddové vétsi nez N — pocet bodu na cesté.

Obrazek 2: Priklad hfebenovky s 16 body, nad kazdym bodem je jeho nadmotska vyska.
Pro dotaz na kus cesty mezi body a a b by spravnou odpovédi byl bod ¢ s vyskou 8. Pro
dotaz na cestu mezi a a b’ miizeme odpovédét bud opét bodem ¢, nebo bodem ¥, jelikoz
oba maji stejnou vysku.

Reseni:

Nejdrive néjaké znaceni. Body na cesté si oznacime ¢isly od 1 do N tak, jak jdou
za sebou, a vysku bodu 7 si oznaéime v;. Usek cesty mezi body i a j (véetnd)
budeme znadit [i, j].

Zacnéme s tim nejjednodussim resenim — pro kazdy dotaz si prosté spocitame
maximum vySek. Spoéitat maximum z L bodu snadno zvlddneme v O(L), jeden
dotaz ndm tedy zabere nejhife O(N). Zodpovédét vSechny dotazy ndm tudiZ
bude trvat O(KN). A¢ toto FeSeni na prvni pohled mozna nevypadd tak Spatné,
dokazeme ho jesté zlepsit.

Nabizi se dva pristupy ke zlepseni naivniho algoritmu. Prvni je si nad cestou
vybudovat néjakou datovou strukturu, kterd nam hledani maxima zrychli. Druhy
spociva v tom, ze kdyz uz pri zodpovidani dotazu néco spocitame, tak si to ulo-
zime, abychom si usnadnili praci pri zodpovidani dalsich dotazi. Zajimavé je, ze
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v obou pripadech dojdeme v podstaté k totoznému algoritmu jen s tim rozdilem,
ze v prvnim pripadé vSechnu praci oddfeme v predvypoctu, zatimco v druhém
pripadé se tataz prace rozprostie do dotazu. Proto se vydame jen prvnim smérem,
nebot ten je snazsi na analyzu.

Pojdme tedy nad nasi cestou vybudovat néjakou datovou strukturu, ktera
nam zrychli dotazy. Mnoho feseni navrhovalo pouzit intervalovy strom. Interva-
lové stromy jsou mocnou datovou strukturou, kterd je uréena pro zodpovidani
intervalovych dotazu (jako t¥eba ,Jaky je soucet ¢isel v daném intervalu? “)ﬂ na
prvni pohled tedy vypada jako idedlni kandidat. Intervalovy strom pro hledani
maxima lze zkonstruovat v ¢ase O(N) a potfebuje ¢as O(log N) na dotaz, tedy
celkem bychom dosahli slozitosti O(N + K log N).

Bohuzel, pro nase tcely je intervalovy strom az prili§ silnd zbran (napiiklad
proto, ze podporuje zmény posloupnosti, nad niz je vybudovan, coz je pro nase
potfeby zbytecné) a vystacime si s mnohem jednodussi a efektivngjsi strukturou.
Staéf si viimnout, Ze riiznych dotazi je jen N(N — 1)/2 < N2. MiiZeme si tedy
predpocitat tabulku N x N, kterd bude obsahovat odpovéd pro kazdy mozny
dotaz. Na dotaz tak dokéZeme odpovédét v ¢ase O(1) — coZ je optimalni! Tabulku
dokézeme spoéitat v ¢ase O(N?) — maximum z [i,i] je v; a maximum z [i, j] je
bud v; nebo maximum z [i,j — 1]. Celkem méme tedy sloZitost O(N? + K). To
je Cas, za ktery jste mohli ziskat plny pocet bodu.

Miizeme algoritmus jesté zlepsit? Cas na dotaz uz mame minimalni, zkusme
tedy néjak zlepsit predvypocet. VSimnéme si, ze vlastné nepotiebujeme mit pred-
pocitanou odpovéd pro kazZdy tsek — stacily by jen takové, ze kterych dokazeme
v konstantnim c¢ase posklddat odpovéd pro ostatni tseky. Predpocitame si proto
jen tseky, jejichz délky jsou mocninou dvojky — tedy pro kazdé i € {1,2,...,N}
ake{0,1,...,log N} si predpocitdme maximum z tseku [i,7 + 2¥]. Jelikoz ma-
ximum z [i,7 + 2¥] dokdzeme v O(1) spoéitat z maxima pro [i,i + 2¥71] a pro
[i + 28— 4+ 1,7 + 2*], predvypocet nam zabere ¢as O(Nlog N). Dotaz na [i, j]
zodpovime tak, Ze najdeme nejvétsi k takové, Zze j — i > k (bud pomoci bitovych
triki, nebo si prosté pro vSech N moznych hodnot j — i predpocitdme spravné k),
a vratime vétsi z maxim pro tseky [i,i + 2F] a [j — 2%, j].

Tim jsme se dostali na ¢as O(Nlog N) na predvypocet a O(1) na dotaz.
Nicméné, predvypocet lze stihnout v linedrnim case! K tomu pouzijeme nésle-
dujici trik: Cestu si rozdélime na N/B blokt o B prvcich (pro vhodné zvolené B).
Nad kazdym blokem si postavime mikrostrukturu, kterd bude umét odpovidat
na dotazy ohledné zadaného bloku. Nésledné si celou cestu ,zahustime — kazdy
blok nahradime jeho maximem, ¢imz dostaneme cestu délky N/B. Nad takto
zahusténou cestou si postavime makrostrukturu, kterd bude umét odpovidat na
dotazy ohledné zahusténé cesty. Kazdy dotaz na puvodni cestu pak mizeme roz-
délit na jeden dotaz na makrostrukturu a nejvyse dva dotazy na mikrostruktury,
viz Obrazku Bl

6Vice se o intervalovych stromech mitzete dozvédét napi. zde: http://ksp.mff.cuni.cz/
kucharky/intervalove-stromy/


http://ksp.mff.cuni.cz/kucharky/intervalove-stromy/
http://ksp.mff.cuni.cz/kucharky/intervalove-stromy/
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Cely dotaz

Mikro dotaz Makro dotaz Mikro dotaz

Obrazek 3: Ukédzka dekompozice na mikro- a makrostrukturu. Cesta je rozdélena na
¢tyti bloky a nad kazdym vybudujeme mikrostrukturu. Nad maximy bloku (zakrouzko-
vané body) vybudujeme makrostrukturu. Kazdy dotaz na celou cestu pak mizeme roz-
lozit na nejvyse jeden dotaz do makrostruktury a nejvyse dva dotazy do mikrostruktur.

Pro mikrostruktury pouzijeme nasi predchozi konstrukei s kvadratickym pred-
vypoctem, pro makrostrukturu naopak pouzijeme konstrukci s O(N log N). Veli-
kost bloku B si zvolime jako 1/2log N. Dotazy tedy jisté zvladneme zodpovédét
v konstantnim case, ale co predvypocet? Konstrukce makrostruktury nam zabere
cas O (% log (%)) Nyni

N (N N )1 N
—lo J— — - o) =
B *\B TlogN) ®\TlogN

2N 2N 2N
= 1 = - (log N +log2 — loglog N
(logN) 8 (logN) log N (log N+ log oglog IV)

IN N
' (log N +1log2 —loglog N) | = log N | = O(N
O(IOgN (log N +log 2 — loglog )) O(IOgN og ) O(N),

ale konstrukce vSech mikrostruktur nam zabere cas

o (N : B2> = O(NlogN).
B
Vypada to tedy, ze jsme si moc nepomohli. Ted ale pfijde druhy trik — konecné
vyuzijeme toho, ze nase cesta vzdy bud o metr klesne nebo stoupne. Takovych
cest je totiz mélo. Nejdrive si vSimnéme, zZe pokud se dvé cesty lisi jen tim, v jaké
vysce zacinaji, a posloupnost klesani a stoupani maji stejnou, pak maji maximum
ve stejném bodé. Muzeme tedy predpokladat, ze vSechny cesty odpovidajici blo-
ktim zacinaji ve vysce nula — z polohy maxima na cesté uz snadno vyc¢teme jeho
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hodnotu. A kolik je tedy riznych cest délky B zac¢inanich v nule? Inu, v kazdém
bodé cesty (krom posledniho) mame jen dvé moznosti — bud cesta o metr stoupne,
nebo o metr klesne. Takovych cest je tedy jen 281 < 2B,

Pro nami zvolené B = 1/2log N je rtiznych cesti¢ek délky B nejvyse 21/2108 N —
V'N. Vibec tedy nemusime poéitat pro kazdy blok zvlast jeho mikrostrukturu.
Misto toho si spoéitdme v/ N mikrostruktur pro kazdou moznou cesti¢ku délky B
a kazdy blok si jen bude pamatovat ukazatel na mikrostrukturu, kterd odpovida
cesticce, kterou blok reprezentuje. Na predvypocet mikrostruktur nam bude tedy
stacit jen ¢as O(log> Nv/N) C O(N). Mame tedy linedrni ¢as na piedvipocet a
konstantni ¢as na dotaz.

Mimochodem, kdybychom na cesté povolili libovolné velka stoupéani a klesani,
tak dokazeme také odpovidat na dotazy v konstantnim cCase a mit predvypocet
v linedrnim céase. To je ale o poznéni komplikovanéjsi konstrukce — hleddni maxima
na obecné cesté se nejdrive prevede na problém hledani stromovych predchudci,
ktery se pak prevede zpét na hledani maxima na cesté, ale tentokrat uz s klesanim
nebo stoupanim jeden metr. Podrobnéji se o tom muizete docist ve skriptickach
Krajinou grafovych algoritmﬂﬂ

O(N)dra

Uloha 4.3 — Lezouci brouci (3b)

ZadAani:
Meéjme rovnostranny trojuhelnik s délkou strany 1. Na kazZdém z jeho vrcholu stoji
brouk, na vrcholu A stoji brouk Ba, na vrcholu B brouk Bp a na vrcholu C
brouk Bo. Brouk B4 leze tak, Ze neustdle miri za broukem Bpg, stejnym zpusobem
leze brouk Bp za broukem B¢ a brouk Bgo za broukem By.

Vsichni brouci lezou jednotkovou rychlosti. Jak dlouho bude trvat, nez se vsichni
brouci potkaji?

/
JA

Obréazek 4: Rozlozeni smérového vektoru brouka Bp na slozky.

“http://mj.ucw.cz/vyuka/ga/, kapitola 9


http://mj.ucw.cz/vyuka/ga/
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Reseni:

Ulohu budeme Fesit tak, Ze si spoéitdme okamZitou rychlost, kterou se dva brouci
priblizuji. Brouk B4 leze za broukem Bpg, coz do okamzité rychlosti, kterou se
priblizuji, pfispéje 1. Soucasné se ale brouk Bp pohybuje rychlosti 1 za brou-
kem B¢. Zde je potieba si uvédomit, ze celd situace byla na zacatku symetricka a
symetrickou tedy i zustane — v kazdé chvili tedy budou brouci tvorit rovnostranny
trojuhelnik. Nyni rozlozime pohyb brouka Bp do dvou slozek. Rychlost brouka Bpg
si rozlozime na pohyb smérem k broukovi B4 a pohyb k tomuto pohybu kolmy.
Miuzeme si uvédomit, Ze tento kolmy pohyb nijak neovlivni okamzitou rychlost
priblizovani se brouku B4 a Bg. To mizeme nahlédnout nasledovné — uvazme dva
body, z nichz jeden stoji na misté a ten druhy se hybe tak, ze je nenulova pouze
slozka kolméa k primce definované témito dvéma body. V takovém piipadé neni
tézké nahlédnout, ze to odpovida pohybu po kruznici, kdy se rozhodné vzdalenost
téchto dvou bodu neméni, a okamzita rychlost priblizovani se téchto dvou bodu
je tedy nulova. Nas bude zajimat pouze slozka vedouci za broukem Ba.

K rozlozeni pohybu na slozky ndm bude stacit pouzit sinus a cosinus. My
cheeme znat délku hrany ¢ (viz Obrazek [4)). Ta se rovna cos60° = 1/2.

Tento argument muzeme opakovat pro vSechny t¥i dvojice brouktd. Tim zjis-
time, Ze se vSichni brouci navzdjem ptiblizuji rychlosti 1+ 1/2 = 3/2 a celkové
jim tedy bude trvat se potkat 2/3 ¢asové jednotky.

Kuba

Uloha 4.4 — Trezor (3b)

Zadani:

Jedendcticlenné sdruZeni mistnich myslived md v trezoru uloZené tajné materi-
aly. Chtéji trezor opatrit zdmky tak, aby jej libovolnd Sestice dokdzala otevrit a
zdroven Zddnd pétice otevrit nedokdzala. Kolika nejméné zamky je potreba trezor
opatrit a kolika klici vybavit kazdého clena sdruzeni tak, aby se jim to podarilo?
(Kazdy myslivec mize mit vice klici a zdroven od jednoho zdmku mize mit klic
vice mysliveid. Zaroven kazdy klic¢ otvird prdvé jeden zamek.)

Reseni:

Ze zadani plati, ze pro kazdou pétici musi existovat alespon jeden zamek, k né-
muz nema kli¢. Zaroven k tomuto zadmku musi mit kli¢ vSichni zbyvajici, protoze
kdyz k této pétici jednoho z nich pridame, tak uz musi trezor otevtit. Navic kaz-
dym dvéma riznym péticim musi chybét kli¢ k jinému zamku, jinak by ani obé
dohromady (a protoZe jsou ruzné, tak je to alespon Sest lidi) nedokédzaly trezor
otevrit. Proto je tedy minimalni pocet zamkt roven poctu rtznych pétic, coz je
(1) = 462.

Nyni ukdzeme, pro¢ to staci a kolik kli¢a bude mit kazda osoba. Vime, ze kazda
pétice ma alespon jeden zdmek, ktery neotevie, a ktery otevie kazdy zbyvajici
clovek. To je to samé jako tvrzeni, ze kazdd Sestice ma zamek, ktery nikdo ze
zbyvajicich neotevie. To znamend, ze ke kazdému zamku ma kli¢c alespon Sest
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lidi, takze v kazdé Sestici bude pro kazdy zdmek existovat nékdo, kdo od néj
ma klic. Takze je vidét, ze 462 zamkl nam staci a kazdy clovek bude mit tolik
kli¢t, v kolika je Sesticich, coZ spocitame tak, Ze vybereme jeho (to lze jednim
zpusobem), a pak vybereme zbylych pét lidi (to lze (150) zpusoby), coz je 252.

V této tloze jste témér vsichni, kteti jste si precetli celé zadani, uspéli. Pouze
se u nékolika z vés stalo, Ze se vim v TeSeni pletly pojmy ,zadmek“ a ,klic“, coz
ho obcas zneprehlednilo a obcas dokonce spletlo i vas. Vyplati se proto davat si
na takové véci pozor.

Petr

ReSeni témat
Téma 1 — Slunecni hodiny

Néméty na feseni tématu najdete vice rozepsané v minulych ¢islech, tento komen-
tar struéné shrnuje nacaté problémy, které vas muzou k reSeni inspirovat:

e Predmétem tohoto tématu je sestrojeni vlastniho zatizeni — konstrukce slu-
necnich hodin neni nijak slozitd, k navrhu ciferniku muzete pouzit web
www.astrohk.cz/slunecni_hodiny.html.

e Stin vrhany predméty za sluneéného dne mizeme vyuzit k orientaci v Case i
prostoru, co lze ur¢it napf. ze stinu kilu zabodnutého v zemi (jakou kfivku
vykresli v priabéhu dune stin konce kilu)?

e Doc.MMPetr Simtinek ve svém feSeni upozornil na nékolik nepfesnosti slu-
necnich hodin — mimo jiné skutecnost, ze Slunce neni bodovy zdroj, tedy
hranice stinu ukazatele nebudou ostré — otazka je, jak si s touto nepresnosti
poradit? Jaka dalsi omezeni méa presnost slunecnich hodin?

e Téma slunecnich hodin si muzeme i zobecnit — Sly by sestrojit mési¢ni ho-
diny? Jaké jiné objekty denni i no¢ni oblohy mohou (nebo mohly v minu-
losti) byt dostateéné jasné na to, abychom stin vrzeny ukazatelem mohli na
Zemi vyuzit k méreni ¢asu?

e Analema je kifivka podobna dislici 8, kterou vykresli Slunce na obloze, po-
kud jeho polohu budeme zaznamenavat vzdy ve stejny ¢as na stejném misté
na Zemi kazdy den v prtbéhu jednoho roku — orientace a tvar analemy
jsou dané zemépisnou Sitkou pozorovatele. Nékteré slunecni hodiny jsou
touto ,osmickou* vybavené z divodu moznosti dopoc¢tu presnéjsiho ¢aso-
vého udaje z ciferniku v pripadé, ze pozorovatel vi, ve které ¢asti analemy
by se Slunce v danou ¢dst roku mélo nachézet (Gasové ocejchovan{ analemy
na slune¢nich hodindch docela ¢asto chybi). Zkuste si nasimulovat tvar a
polohu analemy z pohledu pozorovateld na jinych planetach (muzete pouzit
napi. web www.analemma . com)).

Dominigga
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Téma 2 — Casosbér

V tomto éisle ndm dorazila celkem t¥i videa od dvou fesitelit. Mgr.MMatéj Holu-
bicka se musel poprat s rozdilnou viditelnost{ sledovanych objektti pouhym okem
a kamerou. Ve svém videu se snazil zachytit sedimentaci pevné slozky mostu. Na
videu toho bohuzel neni prili§ mnoho vidét. Zajimavéjsi by podle mého nazoru
bylo zamichat néjaka zrnicka nebo prasek do ¢iré vody a nasledné sledovat sedi-
mentaci od zakalené po ¢irou kapalinu. Druhé video, které ukazuje vznik bublin
v perlivé vodé, je podle mé zrychlené az prilis. Problém s viditelnosti bublin je
vyresen perfektné, ale moc zretelnych informaci jsem ve videu nenasel.

Dalsi autorkou byla Mgr.MMZuzana Urbanové, ktera obétovala sviij mobil a
cely tyden zaznamenavala kliceni Fefichy. Sledovala rozdil mezi klicenim v ptadé
a ve vaté. Vysledek je ve videu jasné znatelny. Zaujalo mé i podrobné zachyceni
vzedmuti hliny béhem kli¢eni. Po funkéni strdnce mé toto video velmi zaujalo a
autorce za tento prispévek moc dékuji. Do budoucna bych doporucil 1épe uspo-
radat kompozici zdbéru, nebot druha miska se seminky ve vaté na videu celkem
zanika. Naopak jsem rad, ze autorka do videa pridala i informaci o ¢ase, ta mi
dokreslila predstavu o rychlosti ristu fefichy. Titulky, které tvori predély mezi
dny jsou podle mé prilis dlouhé. Tady bych se nebal predély tplné vypustit a
informaci o konkrétnim dni pridat podobné jako informaci o case.

Inspiraci pro vase budouci reseni muzete hledat treba na YouTube, kde jsou
na nasem kanald®l nahrans videa od viech fegitelt tohoto tématka.

Roc¢nik se ndm blizi ke konci, takze pokud mate jesté néjaké zajimavé napady
na zpracovani, tak se blizi posledni prilezitost na vytvoreni a odeslani vasich reseni.
K tomuto tématku zatim dorazilo 11 videi, za prispévky dékuji vSem autortum.

Béda

8https://www.youtube.com/user/KSMaM
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Téma 3 — Filmovi poradci

Do redakce nam piisel piispévek od Mgr.MMZuzany Urbanové, které se zabyvala
fyzikou v animovaném seridlu Tom a Jerry. I kdyZ se na prvni pohled zd4, Ze nema
cenu zkoumat fyzikalni zdkony v kreslené grotesce, ¢lanek se autorce povedl, a
proto jej otiskujemeﬂ Doufame, ze prispévek motivuje ostatni ¢tenare, aby na néj
reagovali nebo se vénovali otdzkam z minulych ¢isel.

Viktor

Tom, Jerry a fyzika (11,5b)

Mgr.™ Zuzana Urbanovd

Lze vnést fyziku do animovaného serialu?

Jisté kazdy znate Toma a Jerryho. Nepratelé na zivot a na smrt, ktefi se presto
maji svym zpusobem radi, nds provazeli nasim détstvim. V nésledujicim ¢lanku
bych se rada zamérila na fungovani fyzikalnich zédkonu v dile ,Profesor Tom*,
ktery je ke zhlédnuti napiiklad na webu [1].

Nejdrive vSak odpovim na jednu otazku, ktera vas jisté také napadla. M4 viibec
smysl zabyvat se fyzikdlnimi zakony v kresleném filmu pro déti? Jednotlivé scény
jsou preci koncipovany predevsim tak, aby pobavily divaky, nez aby demonstrovaly
platnost fyzikalnich zakonii. Pro¢ tedy stavét animace proti realité?

Odpovim srovnanim Toma a Jerryho se seridlem Byl jednou jeden zivot. Zde
jsou zabavnou formou predstaveny platné fakty o fungovani lidského téla natolik
vérné, ze mnozi ucitelé doporucuji tento kresleny seridl jako doplnék k vyuce
biologie. Byl jednou jeden zivot je diikazem toho, Ze lze spojit védu se zabavou,
a proto bych rdda i do Toma a Jerryho vnesla kousek védy a zjistila, nakolik
vyobrazené scény odpovidaji realité.

Neuvéritelna rychlost

Prvni oblasti, na kterou se podivame, bude rychlost béhu obou hlavnich pred-
stavitelti. V case 3:50-3:55 honi Tom Jerryho okolo stény délici nékolik pokoji.
Jedno kolo oba obéhnou za 1,4 sekundy. Vzhledem k tomu, ze dim je uzptisobeny
pro normalné velkého ¢lovéka, polomér jednoho kola odhaduji na 2 metry. Poté by
Tom i Jerry museli bézet rychlosti téméf 9m - s~!. Podle [2] umi{ kocka doméci,
coz pravdépodobné Tom je, vyvinout rychlost az 13m-s~!. To odpovidd dané
scéné. Mys doméci vsak podle [3] umi béZet pouze rychlosti 3,6 m - s~1. Jerry by
tedy Tomovi ve skute¢nosti nemohl tak rychle utikat a Tom by ho dostihl.

Za zminku stoji také odstrediva sila, kterd pii tomto pohybu vznika. Budeme-
li predpokladat, ze Tom vazi 6 kg, je velikost odstredivé sily rovna 243 N. Protoze
velikost tihové sily je pouze 60N, musel by byt Tom vychyleny 76° od svislého
sméru ke stfedu. Ve scéné ale vidime, ze je Tom naklonény pouze dopredu.

9Clanek byl redakéné zkracen.
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Pri takovém rozdilu odstredivé a tihové sily by také Tom na jakékoliv vodo-
rovné podlozce uklouzl. Mohl by se vsak zachytavat drapy, coz by vysvétlilo, ze
v této scéné neuklouzl.

Nadlidska sila

V case 5:45 odhodi Jerry Toma i s kobercem do jezirka. Na to, abychom zjistili,
Ze by se to ve skutec¢nosti stat nemohlo, zadné vypocty nepotiebujeme. Pojdme se
ale podivat, jakou silu by Jerry musel vyvinout, aby se mu to mohlo podarit.

Podle druhého Newtonova zdkona je tato sila pfimo imérna hmotnosti Toma i
s kobercem (odhadnéme tuto hmotnost na 7kg) a jejich zrychleni. Toto zrychleni
je zavislé na rychlosti, které Tom a koberec hned po vyhozeni dosdhnou, a na
case, po ktery se Jerry rozmachoval.

Jaka byla tedy rychlost na pocatku vrhu? Nejprve odhadneme tihel vrhu,
odhaduji 45°. Vrh trva celkem 1,2 sekundy. Rychlost na poc¢atku vrhu tedy musi
byt

=9 g5m.st,
2sin

Pro kontrolu vypocitdme vzdélenost, na kterou je Tom za téchto okolnosti vr-
zen:
o vg sin 200 7om.
g
Tato vzdalenost by opravdu mohla odpovidat skutec¢nosti zobrazené ve filmu, pfi
odhadovani vzdéalenosti ndm pomohla koléz z jednotlivych snimku filmu.

Jerry se rozmachuje 0,21s. Zrychleni tedy musi byt rovno 40m - s=2. Sila vy-
vinuta Jerrym by se tedy musela rovnat 280 N, coz je sila odpovidajici 28 kg. Jak
tézké predméty uméji mysi zvednout ve skutecnosti? Podle [4] je to v priméru
pouhych 70 gramt. Jerry tedy musi byt supermys, obdoba naseho Supermanal

Béa

\3/'
G0
e

1)

Ir
NI/ N\ \V2% v, 7 Vs
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ZAavérem

Toto tedy byly nékteré scény s fyzikdlnimi nepfesnostmi. Zjistili jsme, ze na Toma
nepusobi nékteré fyzikalni zakony a ze Jerry je supermys. Pokud by se serial mél
ridit skutecnosti a vérné zobrazovat fyzikalni zdkony a biologické vlastnosti kocek
a mysi, bylo by potfeba vétsinu scén upravit. Ale vzhledem k tomu, Ze tcelem
tohoto seridlu je pouze pobavit diviky (mimo jiné pravé zdmérnym porusSovanim
fyzikdlnich zékont), myslim, Ze je presto hodny zhlédnuti a svij icel plni.

Zdroje
[1] https://vimeo.com/12403873
[2] http://www.speedofanimals.com/animals/domestic_cat
[3] http://www.speedofanimals.com/animals/house_mouse

[4] https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC3725666/

Vsechny internetové zdroje platné k 10. 2. 2017.

Konference Hribéci 2016

Gravitace ve Flatlandu (15 b)
Dr.MM Ondrej Knopp

Teoreticky

Casto se vysvétluje gravitace v modernim smyslu jako zak¥ivovani ¢asoprostoru
hmotnym télesem za pomoci napnuté blany. V takové demonstraci se na blanu
vlozi néjaky hmotny predmét, kuptikladu kulec¢nikova koule, kterd takovou blanu
prohne. Casto je blina napnutd uz na né&jaké zelezné obruce a prohnuti je tak
vytvoreno napevno. Nésledovné se vezme néjaky jiny mensi sféricky symetricky
objekt a ten se vhodi na takovou zakfivenou blanu. Dle zptsobu, jakym takovy
mensi objekt vhodime na blanu, nam ukaze razné trajektorie. Nejcastéji vsak
blané. Nékdy se také podari mensi objekt vhodit takovym zptisobem, ze provede
par orbit okolo stredu zaktivené blany, a tak se d& ukazovat existence orbit planet
pravé v zakriveném casoprostoru. Dulezitd otdzka vsak je, jak i se zanedbanim
tfeni je tato demonstrace gravitace blizka skutecnosti.


https://vimeo.com/12403873
http://www.speedofanimals.com/animals/domestic_cat
http://www.speedofanimals.com/animals/house_mouse
https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC3725666/
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Newton a pole

Prvné je dulezité zavést problematiku a pojmy spojené s popisem gravitace, tak
jak je klasicky znamy. Tim mam na mysli Newtonuv gravitacni zakon a uzitecné
veli¢iny, které nam jeho obecny popis zjednodusi.

Newtontiv gravitacni zdkon 1ika, ze okamzitd sila pusobici vzdjemné mezi
dvéma hmotnymi objekty sméruje vzajemné pritazlivé mezi nimi a jeji velikost je
Mm

F=G=;

Zde m a M jsou hmotnosti danych objekti, 72 znaéi étverec jejich vzdalenosti a
G je Newtonova gravita¢ni konstanta. Ta nam vztahuje nase jednotky hmotnosti
a vzdélenosti vici sile mezi nimy. Rikd ndm tedy jak moc silné gravitace je.

Casto nam vSak silovy popis nestaci. Dals{ zptisoby popisti jsou ¢asto v nasich
pripadech uzitecné, pokud jedno z téles, kuprikladu to s hmotnosti M, je oproti
tomu druhému tak masivni, Ze jim gravitace od toho druhého nepohne. Nyni se
budeme bavit o dvou veli¢indch vlastnich mensimu télesu, na které se budeme
divat. Prvni z nich je potencidlni energie. Tato energie zavisi na vzdalenosti od
centrdlniho télesa. Budu ji znacit E,(r), kde r je pravé tato vzdalenost. Pokud
se téleso nachdzi ve vzdalenosti g od centralniho télesa a pak se presune do
vzdalenosti 7, tak se E,(r9) — Ep(r) pfeméni na energii kinetickou.

Obecneé si tuto potencidlni energii mohu vyjadrit jako

Mm

E,(r)=-G -

Obecnéji uzitecnéjsi veliCina je gravitacni potencial. Jde o potencidlni enegii na
jednotkovou hmotnost télesa, které je timto potencidlem ovlivnéno. Potencidl se
zmnaéi ¢(r) a je opét funkel vzdalenosti od centrdlniho télesa. Obdobné jako po-
tencialni energie se da vyjadrit jako

o(r) = G

Déle vidimé, ze plati E,(r) = m¢(r), kde m je hmotnost télesa, které ma tuto
potencialni energii. Muzeme Tict, ze danému télesu gravitacni potencial dava po-
tencialni energii. Potencidl ndAm pom&aha oprostit se od gravitacni sily dle Newtona
a zamérit se na gravitaci jako na pole. Kazdy hmotny objekt okolo sebe vytvari
gravitaéni pole popsatelné potencidlem ¢(r), kde kazdému bodu v prostoru je né-
jaky prifazen. Pokud je v prostoru objektu vice, jejich potencialy se s¢itaji. Nyni
kazdému bodu v prostoru jsme schopni priradit gravita¢ni potencidl. Pokud do
prostoru nyni pridame objekt o hmotnosti m, tak jsme schopni se dopocitat jeho
potencialni energie v tomto bodé a z potencialni energie i sily, kterd na néj ptisobi.
Je nutné také védét to, ze pro velikost sily od jednoho centralniho objektu plati
_dEy(r) do(r)

=-m

F =
dr dr ’

(9)
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pokud fikame, ze sila je kladnd ve sméru od centralniho télesa. Je nutné si za-
pamatovat, ze rovnice @D plati obecné a i pro nasi silu na membrané, kterd ma
predstavovat gravitaci. Tuto silu budeme schopni pro lehké télesa okolo néjakého
tézkého urcit z tvaru membrany. Tento tvar zjistime potom, co si projdeme hlav-
nim peklem této tlohy. AZ potom se vratime k vyuziti téchto pojmia.

O tvaru membrény

Nyni je nutné tedy porovnat potencidl okolo jednoho hmotného objektu, ktery se
pri demonstracich nejcastéji vyskytuje. Blana se muze napnout na néjakou kruho-
vou obruc¢ a ze zfejmych divodi tézka koule spadne vzdy do jejiho stiedu. Muzu
predpokladat, ze prohnuti blany je kruhové symetrické se stfedem v hmotném ob-
jektu. Za toho predpokladu mizu takové prohnuti vyjadrit jako funkei f(r) vysky
blany ve vzdalenosti r od osy soumérnosti, jenz prochazi stredem hmotné koule.
Defini¢ni obor takové funkce je vsak znactné omezen na rozméry aparatury. Jisté
plati, ze r < R, kde R je polomér zminované zelezné obruce. Déle je nutné, aby
r > p, kde p je polomér kruznice doteku tézké koule s membranou nebo polomeér
mensi zelezné obruce, ktera drzi takto blanu dole. Defini¢ni obor je tedy nutné
D¢ = (p,R). Pii vytvafeni modelu prohnuti je nutné popsat i fyzikalni chovani ta-
kové blany. Blanou muze byt kupiikladu néjaka pruzna latka. Budu predpokladat
dokonalou elasticitu blany. Blana se prohne tak, aby minimalizovala svou poten-
cidlni energii. Hmotnost blany, ¢i jeji plosna hustota, by méla byt zanedbatelna.
Potencialni energie blany bude tedy schovana pravé v jejim napnuti. Pro dokonale
elasticky material potencialni energie jeho napnuti E je pifimo timérnd plose S, na
kterou je natazend, kterou zabird napnutd membrana. Do této plochy se v prti-
padé s hmotnou kouli pocita i plocha doteku koule a membrany. Takova plocha
pro obecny pripad je razna pro ruzné prohnuti blany. Prozatim budu predpoklé-
dat, ze je konstantni. Pokud je energie ulozend v napnuti pfimo timérna plose,
pak se musim pokusit najit takové prohnuti blany, pti kterém bude bldna zabirat
nejmensi plochu.

Obecné se Tesenim takovychto minimaliza¢nich thol zabyva variacni pocet.
Obecné jde o velice zdlouhavy postup, ktery ndm muze prozradit jaky tvar zabird
hledand funkce f(r). Konkrétné z postupu, ktery se nachici v plné verzi textﬂ
jsme schopni zjistit, Ze funkce f(r) méa tvar

T
f(r) =acosh™* (7> +ec,
a
kde cosh™! je inverzni cosinus hyperbolicky a a, ¢ jsou konstanty, které ndm jsou
schopny popsat konkrétni situace ruzné napnutych blan. Pojdme si nyni promyslet
vyznam téchto konstant. Neni tézké odhadnout, co bude znamenat konstanta c.
Tato konstanta ndm bude pouze posouvat bldnou nahoru a doli dokud nebude

ve spravné vysce. S konstantou a to bude slozitéjsi. Je nutné podotknout, ze a
nam nefikd néco jenom o tvaru kiivky, ale i defini¢nim oboru funkce f(r). To je

Ohttps: //mam.mff.cuni.cz/clanky /resitel /
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zpusobeno tim, ze Coshfl(x) je definovan pouze pro x > 1. Pokud napriklad plati,
Ze p < a, kde p je doln{ hranice definié¢niho oboru funkce f(r), pak vime, Ze néco
nedava smysl. To znamend, ze jsme a ¢i p bud Spatné zmérili, vypocitali nebo
dokonce se nachdzime v néjakém krajnim pripadé, ktery z fyzikalnich duvodu
zpusobuje to, Ze nas model neni presny. Déale je vidét to, Ze se zvySujicim se a sice
f(r) roste, ale je pak méné strmd. Obecné a je pravé ta dulezitd konstanta, kterd
nam popisuje falesnou gravitaci na blané, tedy jeji zakfiveni.

Nyni médme snad dobry matematicky popis zakfivené blany. Nyni v nasem
vesmiru muzeme zavést pritazlivou silu, gravitaci, jejiz potenciél je

r
6(r) = gacosh™ (=) — g,
kde g = 9,81ms~2 je gravitacni zrychleni v prostiedi, ve kterém demonstraci
provadime, a ¢g je pouze néjaka konstanta, kterd nam urcuje, v jaké vzdalenosti
je potencidl nulovy. Déle je zde sila, kterou je mensi kulicka o hmotnosti m tahnuta
dolt. Pro silu plati

0 .. a?
F = —ma—fr = —gm- mr.
Zde je vyjadreno to, ze sila je radidlni a miri smérem k tézké kouli, nebot ¥ znaci
jednotkovy vektor mirici od tézké koule k malé kulicce.
Nyni je dobré porovnat tento model se skutecnosti, alespon se skutecnosti
z pohledu newtonowské gravitace. Pro silu, jiz velice tézké téleso piisobi na néjaké
mensi, jako je to v tomto pripadé, plati

kde C je néjaka konstanta, kterd zavis{ i na hmotnosti velkého télesa. Tomu od-
povidé po opétovném zintegrovani potencial

¢R(r) = _g + ¢e-

Uz od pohledu je vidét, ze v obou pripadech jde o velice jiné vyrazy. Zda-li se
vsak jednd o diametralné rizné vyrazy, muzeme zjistit provedenim nasledujici
aproximace. Necht a < r. V tom pripadé mohu aproximovat potencial kulicky na
blané jako
¢(r) = galn(r) — ¢q.

Slo o aproximaci inverznfho cosinu hyperbolického na logaritmus. Pfi této apro-
ximaci se ve vyrazu objevilo mnoho dalsich konstant, které mé vSak nezajimayji,
a tak jsem je vSechny schoval do nové referencéni potencialni energie. Nyni sila za
pouziti stejné aproximace nabude tvaru

F ~ —gm—t. (10)

S e
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Zde je vidét, ze opravdu obé pozorované sily na maly objekt jsou diametralné
jiné. Zatimco newtonovska gravitace ukazuje, ze sila klesa se druhou mocninou
vzdalenosti, na blané klesa s prvni mocninou vzdalenosti od osy svislé symetrie.

Porovnanim potencialti dostaneme jesté zajimavejsi vysledek. V nasem svété
existuje koncept tnikové rychlosti. Protoze redlny potencial klesd s prvni moc-
ninou, tak se jako kazda spravnad hyperbola v nekonec¢nu blizi néjaké hodnoté.
Pokud dodame télesu takovou energii, Ze je schopno prekonat tuto hodnotu, pak
muzu prosté odletét pryc¢ od télesa, které gravitacni pole generuje a uz se nikdy
nevratim. Na blané ma vsSak potencial pro velké vzdélenosti, které nas zajimayji,
tvar logaritmické funkce a pro ni tato podminka neplati. To znamenad, Ze pro kaz-
dou kone¢nou hodnotu existuje takova vzdalenost od stfedu blany, Ze potencial
zde uz bude vétsi nez tato konecna hodnota. To znamend, ze at dam kulicce na
nekonecné prohnuté blané jakoukoliv energii, vzdy se dostane do bodu, v némz
potencial tuto energii prevysi a kulicka bude nucena se k centralnimu télesu vratit.
Takze na blané zadna inikova rychlost pro kulicku neexistuje.

Gaussova véta

Nyni se mizeme presunout k tvaham nad néjakymi obecnéjsimi zakonitostmi
gravitace a zamyslet se nad tim, zda existuje néjaky fyzikalni model ¢i zakon, ktery
by se dal obecnéji uzit na newtonovskou gravitaci obecné. Protoze pohyb nedava
pro ilustraci ve sméru svislém zadny smysl, celou simulaci muZzeme povazovat
pouze za rovinnou. Muzeme se nyni zeptat konkrétnéji. Existuje néjaky zdkon
popisujici gravitaci, ktery se méni v zdvislosti na dimenzi? Odpovéd zni ano!
Jsme schopni takovy zakon vytvorit. Jde o analogii Gaussovy véty, se kterou se
muzeme setkat v souvislosti s elektrickym polem, pro pole gravitac¢ni.

Prvné jde o to, jak obecné o takovych polich, resp vektorovych polich premys-
let abstraktnéji. Vektorové pole se da bézné chapat jako zobrazeni, které kazdému
bodu prostoru pridéli néjaky vektor. V tomto pripadé kazdému bodu v prostoru
pritadime vektor intenzity gravita¢niho pole . Intenzita gravita¢niho pole je defi-
novatelnd jako sila na jednotkovou hmotnost. Jednotka intenzity je tudiz N/kg a
to je stejné jako m - s~2. A proto k miizeme také povazovat za gravitacni zrychleni
v bodé.

Pokud si predstavime takové gravitacni pole okolo néjaké nasi hmotné koule
v prostoru, tak si lze predstavit, jak do néj sméruji silo¢ary tohoto pole. Mtizeme si
predstavit to, ze ¢im silnéjsi pole je, tim vice nahusténé jsou k sobé silocary. Pravé
jako hustotu siloc¢ar skrz malou jednotkovou plosku pfimo namifenou na kouli si
muzeme predstavit intenzitu gravitacniho pole k. Zdroj sily, tedy nasi hmotnou
kouli, si mtizeme predstavit jako zdroj daného poctu siloc¢ar a tento pocet stoupa
s jeji hmotnosti. Pokud je silocar omezeny pocet dany zdrojem, pak pokud se
vzdalujeme od koule, tak tato hustota klesa, protoze silocaru jsou vice rozptyleny
do prostoru.
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Pocet silocar, ktery koule, vydavd mtiZzeme uréit jako 4nr2k. Ten musi zfistat
konstantni. Pokud se podivim na tuto situaci ve dvou ruznych vzdalenostech rg
a r, kde jsou intenzity ko a x, pak plati

2
r

drrlk = 4777“(2)&0 = K= —gfeo.
r

Jak je vidét, intenzita opravdu klesa s druhou mocninou vzdalenosti, stejné jako
Newtonova gravitace. Aby tyto dva modely sedély absolutné, muzu pocet silocar
generovanych zdrojem vyjadrit jako

—47GM = 4nr’k. (11)

Mizete si vSimnout, ze jsem ted psal k pouze skalarné. Tim jsem myslel jeho
velikost a smér x je radidlni a smétujici ke zdroji.

Nyni tento zdkon zkusim pfevést do roviny. Nebot pravé na blané se koule a
kulicky vlastné pohybuji na roviné.

V roviné by byly zdrojem gravita¢niho pole néjaké planimetrické atvary. Na-
vic bych témto utvarim také musel urcit néjakou hmotnost. Necht zadefinuji na
membrané rozmér itvaru jako hranice doteku realného objektu s membranou. 2D
hmotnost tohoto objektu na membrané zavedu stejné jako jeho opravdovou hmot-
nost. V roviné opét mizu totozné zavést veli¢iny jako je potencial, sila a intenzita
gravitacniho pole. Jediny rozdil je v tom, Ze nyni neuzaviram kruhové symetrické
objekty kouli o poloméru r, ale kruznici. Musim upravit rovnici [11| do tvaru od-
povidajictho roviné. Ted se nebudu bavit o plose koule, ale o délce kruznice, skrz
kterou prochazeji siloc¢ary gravitacniho pole. Délka kruznice je 27r, a proto pro
velikost opét radialni intenzity gravita¢niho pole x plati

GM
"

—2nGM =27rk = K=

Jak vidim, intenzita gravita¢niho pole odpovida aproximaci sily na blané v rov-
nici . Takto jsme se po imorném boji dopracovali k tomu, ze gravitace simu-
lovana na blané se v aproximaci blizi popisu gravitace na 2D roviné. A to je velice
pékny zaveér.
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Serial: Maly dvod do assembleru Il

Nyni uz umime zakladni véci, které jsou k programovani potfeba — mame zakladni
aritmetické operac@ umime manipulovat s jednotlivymi bity pomoci logickych
operaci a ménit chod programu pomoci vétveni a skokti. VSechno tohle dohromady
je sice hezké, ale i pfes to jsou vSechny vypocty naseho procesoru v tuto chvili
k nicemu — neumime je z néj dostat ven. Také Casem zjistime, Ze osm registri neni
mnoho — zkuste si psat program o nejvyse osmi proménnych. Na nékteré problémy
to staci, ale brzy to bude problém — ti z vas, ktefi programuji, bézné pouzivaji
pole o stovkéch i tisicich prvki. Radové nad tisicovky se sice nedostaneme —
nase Sestnactibitova architektura zatim nema moznost, jak adresovat paméf nad
adresou hodnoty OXFFFFE], ale ndm to bude stacit. Takze nds bude zajimat i zapis
do paméti. Minule jste méli za kol si praci s paméti zkusit navrhnout, dneska se
na ni tedy podivame blize.

S paméti uz budeme mit ke vstupu a vystupu blize — podivime se na tak-
zvany vstup/vystup mapovany do paméti (dale budu pro vstup/vystup pouzivat
zkratku 1/0, z anglického Input/Output), coz je jedna z technik, které se daji
pouzit napiiklad pro vykreslovani pixelt na néjaké zobrazovaci zarizeni.

A7 budeme mit vstup a vystup hotovy, zamyslime se nad problematikou peri-
odického ¢teni téchto tidaj, s ¢imz velmi tizce souvisi mechanika pferuseni (ang-
licky interrupt).

Nuze, sméle do toho. Chceme navrhnout instrukce pro praci s paméti — kon-
krétné cteni a zapis.
LOAD Rd, Rr — tato instrukce nacte z paméti hodnotu na adrese Rr do regis-
tru Rd.

STORE Rd, Rr — tato instrukce uloz{ do paméti na adresu Rd obsah registru Rr.

V nasem pripadé je tedy prace s paméti docela jednoducha — pfi ¢teni nejprve
ulozime do registru adresu, ze které chceme ¢ist, a po zavolani instrukce LOAD si
v dalsim registru vyzvedneme ptislusnou hodnotu. Podobné pii zapisu do pa-
meéti — do jednoho registru ulozime adresu, do druhého hodnotu, kterou chceme
zapsat, a instrukci STORE provedeme zapis.

3

HMimo nésobeni a déleni, ale ty zatim nepotiebujeme. A zdjemci si je mizou dodefinovat
analogicky ke sc¢itdni.
12Coz poidd miize byt docela dost paméti. Ukdzeme si za chvili.

—
—
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Na procviceni si zkuste sepsat instrukce, kterymi na adresy 0xFO az OxFA
ulozite cisla od jedné do deseti. A zkuste to napsat kratsim kédem nez:

LDI A, OxFO
LDI B, Ox1
STORE A, B
INC A

INC B

STORE A, B
INC A

INC B

STORE A,B

; a pokracujeme jesSté 7x INC A INC B STORE A, B

To je néjaké podezrele jednoduché, nemyslite? Ted se zamyslete nad odpoveédi
na otazku z minula: Mame oddélenou programovou pamét od paméti datové? Je
to potfeba? Co kdyz ji nemame oddélenou? Nemize se néco stat? Tyto otazky
jsou natolik zasadni, ze se u nich na chvili zdrzime. Vezmeme to poporadé:

Mdame oddélenou programovou a datovou pameét?
V nasem pripadé anﬂ A protoze tim se ndm docela podstatné méni situace, tak
provedu trochu obsahlejsi pamétové shrnuti.

Do druhého dilu véetné byla situace jednoduché. Pouzivali jsme interni pa-
meét procesoru, zvanou registry, a extern{ pamét, oznacovanou prosté jako pamét.
Registry pouzivame k ukladani vnitiniho stavu procesoru a na nase vypocty, z ex-
terni paméti jsme nacitali instrukce, které procesor vykonaval. K urceni mista, ze
kterého se c¢te instrukce k vykonani, slouzi specidlni registr, zvany programovy
¢itac.

Toto vse zustane zachovdno. Jen prejmenujeme nasi externi pamét na ,pro-
gramovou pamét“ a zavedeme druhou externi pamét, kterou nazveme ,datova
pamét*“ (viz Obrézek [5).

Je to potreba?

Neni, jen nam to velmi zjednodusi zivot a zabrani udélat spoustu chyb. Vyho-
dou tohoto pristupu je jednoduchost a bezpecnost. Tato architektura se nazyva
architekturou harvardskou. Pouziva se zejména u malych, casto jednoiicelovych
¢ipu. Jeji nevyhodou je pak nemoznost ménit program za chodﬂf co jste si do
programové paméti nahrali, to mate. Obcas se z ekonomickych nebo bezpec¢nost-
nich divodt pouziva pamét pouze pro ¢teni — program do ni ve vyrobé natvrdo

137 7 vés, ktefi se t&8ili na samomodifikujici se kédy maji prozatim smtlu. Ale je to technika
pro nase ucely prilis pokrocila a jesté nebezpecnéjsi.

14Berte s rezervou. Instrukce pro modifikaci programové paméti v nékterych piipadech existuji,
ale my se jimi zabyvat nebudeme — to uz je prilis velké sousto.
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,vypalite“ a potom jej jiz neni mozno ménit. Ani kdyz zjistite, Ze vasich deset tisic
kévovaru pri stisknuti tlacitka pro presso zaroven s tlacitkem pro horkou ¢okoladu
opafi klienta proudem klokotajici vanilky.

Co kdyz ji nemdme oddélenou — mizZe se néco stdt?

Ve chvili, kdy nemédme oddélenou programovou a datovou pamét (tzv. von Neu-
mannova architektura), tak se dostdvame do zajimavé situace — procesor najednou
nerozlisuje mezi daty a instrukcemi. Nema4 jak, protoze instrukce i data jsou porad
jenom nuly a jednicky. A jediny, kdo mé Sanci védét, jestli je tahle hodnota 0xDEAD
instrukci nebo ulozenou hodnotou, je programator. Tuto architekturu pouzivaji
prakticky vSechny moderni pocitace — operacni systém je krasny ptiklad samomo-
difikujiciho se kodu. Kéd, ktery se méni za béhu, kéd, ktery pise jiny kéd — tedy
takzvané metaprogramovani. Kompilatory, linkery, loadery a koneckoncii i sém as-
sembler bez nutnosti psat ruéné jednicky a nuly. Ach ta krésa. Ach ta hriza. Pro¢
hrtza? Ve chvili, kdy nemédme oddélenou programovou a datovou pamét, vznika
jedna obrovska bezpecnostni dira, se kterou doted bojuji tisice programaétori,
systémovych administratort, ndvrhait procesoru a mnozi jini. Bez dalsich opat-
feni totiz neni pro utoc¢nika nic jednodussiho, nez do paméti nahrat nékam svij
kéd a pristi vykondvanou instrukci prepsat svou instrukei skoku, kterou namiri
na pocatek tohoto kédu. A najednou je po zdbavé, party skoncila, jdeme domii.
Zptsobil, jak se tato situace s vétsim ¢i mensim tspéchem fesi, je nespocet, stejné
tak jako je nespocet zpusobu, jak tyto obrany obchazet. Je to nekoneénd bitva,
ktera s Casem spiSe nabird na intenzité. Ale to je zase na jiné povidani.

Rozhodli jsme se tedy prozatim oddélit programovou a datovou pamét a za-
vedli jsme instrukce LOAD a STORE. Tyto instrukce maji jednu drobnou nevyhodu
— pred kazdym c¢tenim ¢i zapisem musime do registru nahrat adresu, ke které
chceme pristupovat. To nés za prvé stoji ¢as a za druhé registr.

Nedalo by se s tim néco délat? Zavedeme si registr, ktery nazveme Stack Poin-
ter (zdsobnikovy ukazatel, znadit jej budeme zkratkou SP) a s jeho pomocf si vy-
tvorime zasobnik. Ha, zasobnik. Programatofi zastiihaji usima, zdsobnik jim je
davérné znamy. Nas zasobnik bude fungovat na stejném principu jako ten, ktery
nejspis znéte, ale bude podstatné jednodussi. Vy ostatni nezoufejte, neni to slozité.
Tak tedy — do registru SP nahrajeme néjakou adres Pouzijeme adresu OxFFFF,
respektive maximalni adresa pamétového rozsahu — nas zasobnik totiz poroste
smérem dolt. Je mozno pouzit libovolnou jinou, ale chce to trochu opatrnosti.
Tedy, SP ukazuje na hodnotu 0xFFFF a toto policko paméti se timto stava prvni
pozici naseho zdsobniku. Ten je zatim prazdny. Zavedu nyni dvé instrukce, mtizete
je vidét na Obrazku [B}

15Pro tuto chvili budeme predpokladat, ze se tak stane automaticky po spusténi procesoru.
Inicializace zasobniku ale pfi bézném programovani v assembleru byva jedna z prvnich instrukei,
které se provadi.
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0%0 Programova pamét OxFFFF

LDI A, 1

PC | A B C D

Procesor

E F G H | SP

\

OxDEAD | OxBEEF

0x0 Datovd pamét OxFFFF

Obrazek 5: Schéma naseho modelu pocitace. Procesor mé krom registri k dispozici
programovou a datovou pamét. Z programové paméti procesor ¢te a nasledné vykonava
instrukce, na které ukazuje Program Counter (PC). To, kam PC ukazuje, miZzeme ovlivnit
pomoci skokil. S datovou paméti mizeme manipulovat bud pfimo pomoci instrukci LOAD
a STORE, nebo neprimo pomoci instrukci PUSH a POP, které pracuji se zasobnikem. K préci
se zdsobnikem slouz{ Stack Pointer (SP). Zasobnik roste od vyssich adres smérem k nizsim
(tady zprava doleva) a SP ukazuje na prvn{ butiku paméti, kterd na zdsobniku neni (tedy
nejvrchnéjsi burnika zasobniku obsahuje hodnotu 0xBEEF, ne 0xDEAD).

PUSH Rr — tato instrukce ulozi hodnotu registru Rr do paméti na misto urcené

registrem SP a snizi hodnotu registru SP o jedna

POP Rd — tato instrukce nejprve zvysi hodnotu registru SP o jedna a nésledné
nacte do registru Rd hodnotu z mista paméti urc¢eného registrem SP.

Dalo by se rici, ze PUSH A je ekvivalentni k zavolani STORE SP, A nésledova-
nym voldnim DEC SP a stejné tak POP Rd muzeme nahradit sekvenci INC SP,
LOAD A, SP. Pro¢ tedy tyto instrukce zavadime? Mame dva divody:

1. Pohodli — u zdsobniku nemusime resit, odkud nacitdme ani kam zapisujeme.
Tyto starosti za nds resi Stack Pointer. Zasobnik se taky hodi na odkladéni
proménnych, pokud je za chvili budeme znovu potfebovat — operace na za-
sobniku totiZ mohou mit automatické zvysSeni/sniZeni hodnoty zadratovino
primo v ¢ipu — takze usetfime instrukei.

2. Sila zvyku — zasobnik se bézné pouziva naptiklad pti obsluze preruseni, takze
se nam hodi se na néj podivat, abychom pozdéji nebyli prekvapeni.
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3. Zasobnik nam umoznuje mit lokalni tlozisté nezavislé na kontextu, ze kte-
rého se kdd zavolal, a nerozbije se ani pokud se funkce zavold rekurzivné.
Jednd se o prirozenou dynamicky alokovanou pamét.

U zésobniku musime mit na paméti, Ze se jedna o strukturu typu LIFO, z an-
glického Last In, First Out. Prvek, ktery ulozime jako prvni, si vyzveddvame jako
poslednﬂ A jesté jedno varovani — ve chvili, kdy zavoléte instrukci POP, aniz by
v zasobniku bylo néco ulozeno, tak bude veselo. Procesor totiz instrukci ochotné
vykond, pri¢te do SP jednicku a pfecte si, co vlastné?

V nasem pripadé je u prazdného zasobniku SP nastaven na hodnotu OxFFFF
— pri¢tenim jednicky tato hodnota pretece — na hodnotu 0x00 a vesele za¢neme
¢ist pamét od zacatku. Coz je sice zajimavé, ale velmi, velmi neiédoucﬂ Takze
na vas mam jednu velkou prosbu — nenechévejte zasobnik podtéci. I kdyby to
nakrasné fungovalo, situace se dé fesit i jinak a podstatné to zneprehledni kod.
Kapacita zasobniku je sice teoreticky vzato omezend pouze velikosti paméti, ale
musime pamatovat i na nasi statickou pamét. Pokud bychom totiz do zdsobniku
dat ulozili prilis mnoho, zacneme si s nim prepisovat data, ktera jsou v pamétovém
prostoru pod nim.

Instrukce PUSH a POP se obcas zobecnuji na instrukce pouzitelné pro libovolny
registr, ne jen pro Stack Pointer. Zkuste si rozmyslet, jak by takové instrukce
vypadaly. Kdo chce, muze si je zavést a pouzivat je — je to pohodlnd alternativa
naptiklad pro praci s poli. Ale ndm bude soucasny arzendl stacit.

Je na cCase se konecné podivat na vstupné-vystupni operace. Jesté nez zacnu,
musim se pfiznat — uz prace s paméti se da4 povazovat za takovou operaci pova-
zovat. Pamét ale byva natolik tésné spjata s procesorerrﬂ ze se protokoly pro
praci s paméti nebudeme zabyvat — to uz bychom se notili ptilis hluboko. Prijméte
prosim ono zjednoduseni, ze procesor pracuje s pameéti a ze to umi.

No a kdyz uZ jednu I/O operaci umime, tak nejjednodussi je zneuzit ji a
s jejil pomoci udélat i ty dalsi. Jak? V paméti si vyhradime nékteré umisténi —
tfeba hodnotu 0xAAOO — a s nékterym zarizenim se dohodneme, ze své hodnoty
nalezne tam. Pro tyto tcely si poridime abstraktni displeﬂ Na&s displej v tuto
chvili oplyva tizasnou schopnosti zobrazit dva znaky tabulky ASCII — prvni z nich

16Pokrodilejsi z vas se nepochybné budou schopni dostat i k jingm prvkim zasobniku — pou-
zijete techniku pouzivanou naptiklad v jazyce C — nahrajete si SP do jiného registru, hodnotu
upravite a dale s ni pracujete pomoci instrukci LOAD a STORE, jako s kterymkoliv jinym mistem
v paméti.

17Coz neznamend, 7e nékde neexistuje néjaky programétor, ktery s preteenim zdsobniku
nevytvoril néco tzasného.

18Nékteré malé ¢ipy nemaji registry — pouzivaji pouze externi pamét. Coze, programovani bez
registru? Nikoliv, tyto ¢ipy maji nékteré adresy externi paméti natvrdo zadréatované do instrukei
— a pouzivaji je tak jako nahrazku registri.

9Protoze kazdy konkrétni displej mé svij vlastni zptsob, jak si s nim procesor mé povidat.
A operace s displejem uz navic docela trvaji — oproti procesoru i o nékolik rada déle, museli
bychom se tedy naucit rozumné ¢ekat a zacit vice fesit napiiklad rychlost, se kterou procesor
vykonava instrukce.
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odpovida vyssim osmi bitim hodnoty paméti na misté 0xAA0O, druhy si bere téch
zbylych osm.
Takze kdyz provedeme nasledujici operace:

LDI A, O0OxAAOQO ;adresa displeje
LDI B, 0x4130 ;hodnota, kterou chceme zobrazit
STORE A, B ;pfislusSny zapis do paméti

tak si displej precte hodnotu 0x4130, prvnich osm biti je 0x41 — dle ASCII se
jedné o pismeno A. Druhych osm biti je 0x30 — dle ASCII ¢islice 0. Displej tedy
zobrazi AO.

Uloha 6.5 — Vstup a vystup (4b)
Podtloha 6.5.1 — Hello world (2b)

Kazdy tivod do programovaciho jazyka zacéind programem Hello world. Nam to
sice trvalo tri kapitoly, ale lepsi pozdé, nez nikdy. Tedy: napiste program, ktery
vypise: ,,Hello, World!*.

Ale my umime vypsat jen dva znaky? Nevadi, rozsifime si displej na cely blok
adres — jedna adresa, dvé po sobé nasledujici pismena. Pokud budete chtit vice
fadki, staci se rozhodnout, Ze tieba po deseti adresach (20 pismenech) ukondite
radek a zacnete novy.

Maly bonus: kdyz budu chtit kreslit po pixelech, jak na to?

Ted uz umime vystup — a stejnym zptusobem muzeme data i prijimat. Domlu-
vime se, ze nase vstupni zafizeni — tfeba abstraktni klavesnice — ulozi hodnotu
praveé stisknuté kldvesy na predem dohodnuté misto. A my budeme mit moznost
si onu pozici v paméti precist instrukci LOAD.

Tam, kde je vystup pomérné jasny, tam u vstupu narazime na zajimavy pro-
blém. Konkrétné: kdy mame vstupni pamét cist?

Nejjednodussi je ¢ist pamét opakované — feknéme kazdou milisekundu. Co v ni
najdeme, to pouzijeme, pokud jsme zménu nestihli, asi nebyla dulezita. Toto feseni
ma uskali pravé v onom opakovani. Aby nam totiz nase vstupni zafizeni k né¢emu
bylo, musime se k nému opakované vracet. Tento pristup ma své vyhody i nevy-
hody: Je jednoduchy na pochopeni — prosté cyklicky kontrolujeme policko paméti
a kdyz se zméni, tak se podle toho zafidime. Také miizeme presné védét, kdy cteni
provadime (tfeba kazdou milisekundu), coz muze byt v nékterych piipadech dile-
zité. Na druhou stranu nam to muze zpomalit odezvu programu, zejména pokud
v ném probihaji néjaké delsi vypocty pri kterych na kontrolu periferii nezbyva
Cas. Sice mozna usettime néjakou rezii spojenou s prepinanim kontextu, ale pro
uzivatele to nemusi byt rozhodujici.

Co délat, kdyz se nam tento pristup nehodi? Budeme se muset naucit vstup
a vystup Tesit asynchronné — a k tomu budeme potfebovat mechaniku tzv. in-
terruptti neboli preruseni.
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K tomu si zavedeme jesté dva dalsi registry: Interrupt Cause (IC) — ve kterém
najdeme pricinu preruseni a Volatile, ktery budeme pouzivat k nasledné obsluze —
je mozné jej pouzivat i jako normalni registr, ale jeho obsah neni bezpecny pokud
jsou povolena prerusent.

Déle bude potieba si zavést novy bit registru Flags — konkrétné bit Interrupt
Flag (I) — v naSem piipadé se jednd o tfeti bit zprava. Pokud je v bitu Interrupt
Flag hodnota 0 — stav po startu procesoru, jsou preruseni zakazana. Davod je
prosty — nechceme byt ruseni pri inicializaci zasobniku a pripadnych dalsich ope-
racich. Doted jsme preruseni nepouzivali a diky tomuto bitu jsme se jim nemuseli
zabyvat.

My ale chceme preruseni povolit, k tomu ndm bude stacit tato instrukce:

ORI Flags, 0b100
Registr Flags zlstane zachovan, pouze prenastavime hodnotu bitu I. Od této
chvile jsou preruseni povolena.

Co jsme ale povolili? Umoznili jsme procesoru reagovat na asynchronni vnéjsi
podnéty. Asynchronni, tedy nezavislé na instrukcich, které procesor zrovna vy-
konava. Procesor obdrzi preruseni a zacne s jeho obsluhou, pokud bude v bitu I
registru Flags hodnota 1 (tedy pokud jsou povolend pferuseni) a zarovern bude
libovolny bit registru IC nastaven na 1.

Obsluha preruseni vypada nasledovné:

1. Procesor dokon¢i vykonavanou instrukci.

2. Zakaze preruSeni (podobné jako bychom to mohli udélat my operaci
ANDI FL, OxFE). Rozmyslete si, pro¢ je tento krok nutny.

3. Provede PUSH PC.

4. Skoc¢i na predem dohodnutou adresu. V nasem pripadé to bude adresa 0x0
— na které jsme doted méli svij kéd — takze mame problém.

5. A pokracuje dédle v bézné ¢innosti — tedy ve vykondvani instrukei. Zbytek
je na programatorovi.

Programétor tedy musi napsat kus kédu, ktery si precte obsah registru IC, a
podle jeho hodnoty obslouzi prislusna preruseni.
Ted si rozsitime nasi klavesnici — ta pri stisku klavesy provede nasledujici:

1. Ulozi ASCII hodnotu stisknuté kldvesy na néjakou adresu. Pouzijeme tieba
adresu 0xBBO0O.

2. Nastavi bit registru Interrupt Cause — jako by provedla ORI IC, Ob10.

Pokud jsou preruseni povolena, procesor zacne provadét pred chvili zminéné
operace. Je na ¢ase dohodnout se, kam sko¢i. A protoze restart procesoru je taky
preruseni, budeme skakat na zacitek paméti. Na adresu 0x00. Coz nas bude stat
néjaké tsili — doted tam totiz sidlil nas veskery kod. Za chvili si ukdzeme priklad
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mozné uvodni sekvence instrukci. Jesté pred tim nas vSak ceka trocha papirovani
— najednou pro nas zacalo byt velmi dulezité, na kterych adresach je nas kdod
ulozen2]

Zavedeme néasledujici konvenci zapisu: Pokud chceme, aby blok kédu byl na
konkrétni adrese, napiSeme ji pfed prvni instrukci na radek. Dalsi instrukce na-
vazuji, dokud nenarazime na jinou adresu:

0x00 LDI A, 0x10 ;zacCiname na adrese nula

INC A ;adresa Oxl, je to navazujici adresa - nemusim
;ji vypisovat
JMP A ;adresa 0x2, skok na adresu Oxi11

;tady je mezera mezi poli 0x0O a Ox11 - doporucuji
;v pfipadé mezery v paméti vynechat alespol jeden
;Tadek.

0x11 JMPR zkratka ;navésti stadle funguji - piSeme je pred Tradek,
;na ktery chceme skolit. JMPR zkratka tedy skocli
;na adresu 0x20

zkratka:

0x20 STOP

A jesté jedna véc, pro prehlednost zavedeme pojmenované konstanty:
#define Jmeno Hodnota
Tedy napriklad #define RESTART_CAUSE 0b0001 znaci, ze kdyz se v instrukci
vyskytne RESTART_CAUSE, tak misto ni mtizeme dosadit hodnotu 0b0001. Jedna
se jenom o pomucky pro nas na ukor prekladace. Protoze preklada¢ neméame, tak
to pro nas znamend piehlednost za cenu trochy préace navic.
Ale ted uz ta slibend tvodni sekvence.

20Uz jsme to trochu fesili, ale zatim nijak podrobné.
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#define RESTART_CAUSE 0b0001

#define KEYBOARD_CAUSE 0b0010 ;pro tento priklad bude preruSeni
;zpisobené restartem (a tedy i
;startem) znaceno bitem 1 a
;preruSeni vyvolané klavesnici

;bitem 2 registru IC
#define INTERRUPT_FLAG 0x0100 ; bit I registru Flags,

0x00 MOV Vv, IC ;pouzivame registr V - abychom ndhodou neprepsali
;data naSemu programu. PrerusSeni jsou zak&zana,
;takZe naSe préce s nim je v pofddku - nikdo ném ho
;UZ znova nezméni.
ANDI V, RESTART_CAUSE ;vynulujeme vSechny bity kromé& posledniho
SUBI V, RESTART_CAUSE ;pro nazornost. V pripadé rovnosti
;nastavi bit Z registru Flags - znameni
;toho, Ze preruSeni byl restart.
BREQ restart ;skok na obsluhu restartu.
MOV V, IC
ANDI V, KEYBOARD_CAUSE ;analogicky pokud byla pricinou
;preruSeni klavesnice
SUBI V, RESTART_CAUSE
BREQ klavesnice:
;v paméti cilené nechéam mezeru
;na pripadnou obsluhu dalSich

;prerusSeni.
restart:
0xFO LDI SP, OxFF
SHL SP, 8
ORI SP, OxFF ;inicializace stack pointeru.
SUBI A, RESTART_CAUSE ;vytvorime si bitovou masku
AND IC, A ;zaznaCime, Ze prerusSeni bylo
;obslouZeno - smaZeme prislusny
;bit registru Interrupt Cause
ORI FL, INTERRUPT_FLAG ;a povolime prerusSeni
JMPR main
main:
OxFF NOP ;té€lo programu
NOP ;j& ho psati nebudu, radSi se dam na vojnu
NOP ;tady by byl hlavni vypocet.

JMPR main
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klavesnice:
0xFOO NOP ;udélame se vstupem z klavesnice to, co jsme
NOP ;méli v planu, respektive udélate
LDI V, OxFF
SHL V, 8
ORI V, OxFF
SUBI V, KEYBOARD_CAUSE
OxFO06 ANDI IC, V ;zaznacCim, Ze preruSeni bylo obslouZeno.
;sice bych ho zatim mohl rovnou vynulovat,
;ale budu poctivy.
POP V ;popneme ze zasobniku adresu uloZenou
;pfi zahdjeni obsluhy pferusSeni
0xFO8 ORI FL, INTERRUPT_FLAG ;povolim preruSeni
JMP V ;a vratim se, odkud jsem prisSel.

Pozor. Velky vykti¢cnik. Mame v programu chybu, které je natolik zdvazna, ze
kvili ni musime zavést novou instrukci — jinak by se totiz témér nedala resit. Ne
zédnym rozumnym zpusobem.

Predstavte si totiz, Ze jste v sekci na obsluhu klavesnice, na adrese 0xF08, do-
koncite instrukci — ale nékdo porad drzi klavesu stisknutou. Procesor tedy provedl
bod 1 obsluhy preruseni — dokonéil instrukei. A protoZe preruseni jsou povolena,
tak pokracujeme bodem 2 — pferuseni opét zakdzeme. A v bodu tii se stane strasna
véc — v nasledné obsluze prepiSeme hodnotu V, na kterou jsme se chtéli vratit,
hodnotou 0xF08 na které ted jsme. Jsme namydleni jako Jeni¢ek s Marenkou,
kterym ptéaci sezobali chlebové znacky — nevime, kam se vratit.

Kudy z toho ven? Instrukci RETI — return from interrupt. Tato instrukce pro-
vede vSechny potfebné operace — tedy povoleni preruseni, vyzvednuti navratové
adresy ze zasobniku a skok na navratovou adresu — naraz.

Poduloha 6.5.2 — Hrejme si (2b)

Zkuste si pohrat s klavesnici, displejem a pTferusenimi a néco hezkého vytvorte.
I kdyby to mélo byt jenom asynchronni vypisovani zapsanych znaku. Kdo zvlad-
nete néco drastického — tfeba hada v ASCII artu?

Timto dilem maly ivod do assembleru uzaviram. Pevné vérim, ze jste si odnesli
alespon zakladni vhled do této problematiky. Zajemctim o dalsi studium mohu
doporucit nddhernou knihu o architektufe pocitact od A. Tannenbauma [1]. Kniha
se assemblerem zabyva jen okrajové, ale skvéle a dopodrobna rozebira architekturu
pocitact jako takovou. Je to nddherné a vypiplané dilo — jenom varuji, Ze pomérné
ndro¢né. Ale ze vSech knih na toto téma, které jsem zatim potkal (no, zas tolik
jich nebylo), mi pfisla nejzajimavéjsi.

Tomds Bartonék

[1] Tanenbaum, A. S. (1976). Structured computer organization. Prentice-Hall,
Pearson. ISBN 978-0132916523.
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Vysledkova listina 4. Cisla
Ulohy

Por. | Jméno R. 271 rl r2 r3 r4 s t2 t3 k Zo 21
1.| Dr.M™MA . Mlezivovs 3| 89,0 0,5 2,9 2,9 6,3]33,5
2. | Mgr.™MK. Balej 2 | 32,1 3,0 1,0 3,0 7,0(32,1
3.| Dr.™MP. Turinsky 4| 574 3,0 0,7 2,5 6,2(31,9
4. | Dr.™MO. Knopp 3| 55,3(3,0 3,0 15,0 [ 21,0 (28,7
5.-6. | Mgr."MK. Rosicka 2| 28,5 0,5 0,5 2,0 3,0/28,5
Mgr.™7Z. Urbanovd | 3 | 28,5 3,0 3,0 3,0 8,0 11,5 28,5 | 28,5
7.| Mgr.™MB. Hroncovd | 2 | 26,9(3,0 2,7 3,0 8,7/26,9
8. | Mgr."MK. Cizkova 31 291 01226
9. | Mgr."MR. Olssk 2| 21,8 3,0 3,0 6,01]21,8
10. | Mgr.™V . Pavlicek 1| 21,3 3,0 3,0/21,3
11. | Mgr.™M. Holubicka | 1 | 20,3 2,0 2,0(20,3
12. | Mgr.™J. Suchdnek 3] 351 0(19,9
13.-14. | Mgr.™MJ. Paidar 3| 358 0]16,7
Be."MK. Vnukovi, 2| 16,7 016,7
15. | Dr."MT. Domes 4| 93,8 5,0 3,0 8,016,4
16. | Doc.™MP. Simtinek 4 |159,0 2,0 2,0(16,3
17. | Mgr.™J. Razicka 2 | 22,2/0,3 1,0 2,0 3,3|16,2
18. | Dr."MF. Cermék 3| 51,7 2,0 2,0(16,1
19. | Mgr.™ML. Kundratova | 2 | 42,7 3,0 3,0 6,0 15,4
20. | Be."MR. Luc 4| 19,0(2,0 4,0 3,0 3,0 12,0 (15,0
21.-22. | Be."ML. Bujnovska 3] 18,1 3,0 3,1 6,1/13,1
Be.MMZ. Liikdova 2| 131 0131
23. | Be.MMM. Bukvaj 1| 13,0 0{13,0
24. | Mgr.™T. Hladikovd | 3 | 48,4 0]12,8
25. | Mgr."ML. Kopfov4 2| 31,7 2,0 2,0[12,7
26. | Mgr.™O. Bucek 3| 29,6 2,0 2,0(11,3
27. | Be.MMO. Gonzor 79| 11,2 0]11,2
28. | Mgr."MB. Pozsr 3| 30,9 0]10,8
29. | Be.™MT. Kulichové 2| 10,2 0110,2
30. | Mgr.™MJ. Pallové 2| 288 0| 9,5
31.-33. | F. Bialas 41 90 3,0 3,0 3,0 9,0 9,0
Be.™A. Neubauerova | 3 | 17,0 0| 9,0
V. Prochéazka 3 9,0 0| 9,0
34.| T. Drobil 21 87 0| 87
35. | Mgr.™L. Vincenova | 3 | 45,5 0| 8,4
36. | Mgr.™D. Chytilova | 3 | 28,8 0| 8,0




36

Ulohy
Por. | Jméno R. 271 rl r2 r3 r4 s t2 t3 k Zo Zl
37.| J. Heller 41 75 0| 7,5
38. | L. Sajnarové 3 7,3 0| 7,3
39. | J. Pelc 31 70 0| 7,0
40. | J. Srejbr 1 6,7 0| 6,7
41.|T. Doldk 41 63 0| 6,3
42. | A. Mirkova 2| 6,0 0| 6,0
43. | Doc."™D. Krasula 4 |149,1 2,7 3,0 57| 5,7
44. | Be."MF. Zajic 4| 16,7|1,0 1,0| 4,7
45. | Mgr.™MS. Lukes 4| 424 0| 3,2
46. | P. Martinek 21 31 0] 31
47.-48. | D. Daubner 2 3,0 0f 3,0
M. Picek 2| 3,0 0| 3,0
49. | T. Polékova 31 28 0,0 0,0 28
50.-51. | M. Machalova 4 4.7 0| 2,7
M. Sejkorova 20 27 0] 2,7
52. | A. Sebestikova 2 2,0 0| 2,0
53.| J. Hrazdil 3| 1,7/0,7 1,0 1,7 1,7
54. | F. Kmjeé 1 1,5 0 1,5
55. | Mgr.™MJ. Vala 3| 22,5 1,0 1,0] 1,0
56. | L. Kubacki 4 0,0 0 0

Sloupecek 271 je soucet vSech bodu ziskanych v nasem seminfi, Zo je soucet bodu

v aktudlni sérii a 21 soucet vSech bodi v tomto ro¢niku. Tituly uvedené v predchozim

textu slouzi pouze pro tcely M&M
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