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Casopis MEM a stejnojmenny korespondencni semindr* je urcen pro studenty
strednich skol, kteri se zajimaji o matematiku, fyziku ¢i informatiku. Béhem
skolniho roku dostdvaji resitelé zdarma cisla se zaddanim iloh a témat
k premysleni. Svd resent odesilaji k ndm do redakce. My jejich prispévky
opravime, obodujeme a posleme zpet. Nejzajimavéjsi reseni otiskujeme.
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Drazi Lisaci,

v letosnim predposlednim ¢isle najdete mnoho zajimavého Cteni. U vétsiny je
autorem nékdo z vas, nasich Tesitelti. Jsme radi, ze nadm posilate tolik clankd,
které stoji za to otisknout.

K tématu o volebnich systémech dorazilo pét prispévka a vSechny nds moc
potésily. Chvéalime Mgr.MMDavida Zacka za velmi propracovany piispévek a dé-
kujeme vSem péti autorim. Doporucujeme vam si ¢lanky o volebnich systémech
precist a tfeba i zareagovat vlastnim clankem.

V seridlu o teorii grup se krom jiného dostaneme napiiklad az k povidani
o standardnim modelu a zminime, pro¢ ma smysl uvazovat vesmir s deseti dimen-
zemi.

Na strané 26| najdete ¢lanek nazvany Sachové diagramy, inspirovany konferenci
z podzimniho soustiedéni.

Tésime se na vase ¢lanky z védeckych konferenci z jarniho soustredéni. To praveé
skoncilo a pokud jste na ném nebyli, tak vézte, ze bylo moc prima. Spole¢né jsme
si ho parddné uzili. Ostatné, na webu najdete fotky.

Hezké jarni ¢teni preji

vasi organizdtori

Jednowo dne

AZ zatne vabit leg
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Zadani uloh

Termin odeslani Sesté série: 7. 6. 2016

Kdyz Zdenek sundal papirek od M z rozcestniku, chvili na néj micky koukal. , Tak
copak tam je?“ zeptal se po chvili klidné Petr. Zdenék na to odvétil, Ze si nent uplné
jisty. Petrovi prebehl po cele mrak. Vykrocil za Zdenkem, aby se na ten zdhadny
papirek podival také. Zddlo se, Ze je na papirku néjokd Sifra. Vypadala jako spousta
rozhdzenych podivngch cernych a bilijch symboli a sem tam néjaky cerny nic moc
nerikajici text. Jana roztihla u rozcestniku karimatku a vsichni se dali do lusténi.
Kolem chodili lidé a zvedave i opovrZlive si je prohliZeli. Tomds si naopak sem tam
prohlizel kolemjdouci. M nemize byt daleko a prece by si nenechal ujit prileZitost
sledovat je pri lusteni! Nicméne mdloktery kolemjdouci vypadal podezrele.
Mezitim uz ostatni trochu pohnuli s Sifrou. Z rozhdzengch pismenek se nako-
nec podatilo vylustit instrukce a ndpovédu, co je tak zvldstniho na téch cernych a
bilijch cislech. Petra nakonec napadlo, podle jakych zdkonitosti jsou cisla na ob-
razku obarvend. PrestoZe zpusob obarveni uz znali, napadl Zdenka jesté jiny systém
obarvovdni. Ale slo tak c¢isla vibec obarvit, aby splriiovala dané podminky?

Uloha 6.1 — Cerna a bila ¢&isla (3b)

Kazdé ptirozené &isldl] obarvime ¢erné, nebo bile tak, Ze soucet kazdé rtiznoba-
revné dvojice je ¢erny, zatimco soucin je bily.

a) Jakou barvu mé soucin dvou bilych ¢isel?

b) Charakterizujte vSechna vyhovujici obarveni.

V zajeti svého génia se Zdenék nehodlal od rozcestniku zvednout driv, nez na
to prijde. Kdyz uZ mél resent skoro na dosah ruky, ozvala se z ddlky rana. Zdenék
trochu nadskocil, pak si ale uwvedomil, co to bylo, a zase se uklidnil. Nabrucené
zamumlal, Ze nemd rad myslivce, a ponoril se zpét do svych myslenek. Jana se na
néj otocila a zamyslela se. Pak mu ze stohu papiru jeden vytdhla a zacala si néco
kreslit. A kreslila a kreslila, prisel se podivat i Tomds s Petrem, kter si potrebovali
ddt od sifry pauzu. Jana jim nadsené vysvétlovala, co by chtéla zjistit.

Uloha 6.2 — Honba za liskou (3b)

V lese o velikosti 40 poli stoji 2 myslivci (trojihelniky) a pred nimi prchaji 2
lisky (kolecka), viz Obrazek [I} Lisky jsou velmi rychlé a chytré. Aby byl hon
uspésny, myslivei je musi chytit. Kazdy z myslivet se tedy v kazdém tahu po-
sune o pravé jedno pole vodorovné ¢i svisle, v pohybu po thlopficce jim brani

INulu za pfirozené &islo nepovazujeme.
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Obrazek 1: Pocatecni rozestaveni lisek a myslivei.

pravidelné vysazeny les. V tu chvili prestava byt pozice lisek bezpecna, proto se
kazda z nich posune o pravé jedno pole podle stejnych pravidel jako myslivei. Nyni
hon pokracuje opét pohybem myslivcu a dal se pohyb lisek a myslivei pravidelné
stiida. Liska je ulovena myslivcem, pokud se myslivec presune na pole, na kterém
praveé stoji liska. Presune-li se liska na pole, na kterém praveé stoji myslivec, je téz
ulovena. Ulovena liska vypadava ze hry. Lisky mohou byt uloveny postupné.

Pozenou se myslivci za liskami donekonec¢na? Nebo lisky nakonec podlehnou
myslivetim, af se budou snazit sebevic? Zjistéte, zda existuje pro lisky neprohra-
vajici nebo pro myslivce vyhravajici strategie a popiste ji.

Kdyz doresili lis¢i problém, byli na sebe ndleZité hrdi. AZ skoro zapomnéli na
Zdenka, ktery stdle resil svd cernobild cisla. Jak se Petr rozptylil u jiného dkolu,
konecné ho napadlo néco, co by Zdernka mohlo posunout ddl. A také Ze ano. Za
chvili méli problém vyreseny. ,No a co ted?“, zeptal se Tomds. Zdenék vytahnul
zpod karimatky papir. Priznal se, Ze se mu podarilo z cernobiljch cisel vykou-
kat jesté néjaké opravdové instrukce, jenom je schovdval pred ostatnimi, aby si
mohli nejdriv doresit vsechny ostatni otdazky. Tomds se z toho dal do smichu a
srdecné objal svého bldznivého kamardda, pro kterého je asi matematika Zivotnim
posldanim. Dostal od néj papirek se souradnicemi 50.0695050N, 14.4282081F a zd-
ludnou otdzkou: ,Kde je vds cil?“ Jana okamzité prohldsila ... No prece tady! a
zabodla prst mezi dvé souradnice. Vzipéti se ale zarazila. ,,A nebo taky ne... Ale
kazdopadné bych se tam sla podivat!“

Petr tedy znovu vytdhnul notebook a zacal hledat, kam souradnice smérugji.
Jenze jako vZdy, nic nent tak primocaré, jak se zda. K opravari se s notebookem
samozrejmeé od rdna nedostal.

Uloha 6.3 — Klavesnice podruhé (4b)

Vzpominate si, jak se tehdy rozbila klavesnice vaseho notebooku? Museli jste pou-
zit softwarovou klavesnici v podobé obdélnikové tabulky znaku, na které jste psali
pomoci kurzoru, kterym jste pohybovali Sipkami (spolu s Enterem jediné funkén{
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klavesy) (viz Uloha 4 v &sle 22.. Klévesnice byla tenkrat tak hloupé navrzena,
ze jste psanim stravili dlouhé hodiny. Zkusenost to byla natolik traumatizujici, ze
jste se rozhodli navrhnout si vlastni klavesnici, na které ptjde psat i dlouhé texty
rychle.

Chcete tedy navrhnout klavesnici o rozméru 8 x 8 znaku tak, aby nejmensi
nutny pocet stisku Sipek a Enteru k napsani zadaného textLﬂ byl co nejmensi. Kla-
vesnice rozliSuje velkd a mald pismena (tedy L a 1 jsou dva rizné znaky), mezera a
interpunkéni znaménka (tecka, ¢drka, vykfiénik, otaznik) jsou také plnohodnotné
znaky, odiddkovani ignorujte (tj. chovejte se k textu jako by byl napsany cely na
jedné tddce). Pocet bod, které za Teseni obdrzite, se bude odvijet od toho, kolik
je tieba stisku kldves k napsani textu na vasi kldvesnici (¢im méné, tim lépe). Déle
muzete dostat az dva body za vysvétleni toho, jak jste vasi klavesnici vytvorili.

Tentokrdt se pomoci navrzené kldvesnice podarilo vsechno mnohem rychleji.
Jana u Petra celou dobu trpélive sedela a sem tam se zeptala, k cemu je tohle a
pro¢ deld tamto. Kdyz Petr ikol dokoncil, poprvé Janu polibil a za nimi se ozvalo
Tomdsovo a Zdenkovo hlasité tleskdni. Jana s Petrem wvyskocili a dobrych deset
minut kluky z legrace honili po okoli.

Nakonec se celi vysmdti sebrali a nastoupili na vlak.

Jak se tak Jana ptala Petra na to a ono o jeho pocitaci a na nastaveni GPS,
zacalo ji to pripadat jako ¢im ddl zajimavéjsi téma. Sice uzZ u svijch kamarddi
GPS mnohokrat potkala, vlastné si ale nebyla jistd, jak presné funguje. A tak
st kamardadi ve vlaku krdtili cas rozebirdnim vsech detaili o GPS, které je jen
napadly.

Uloha 6.4 — Albertovy druzice (4b)

Urcovani polohy pomoci GPS je zalozeno na presném méreni ¢asu v druzicich.
Aby bylo urcovani presné, je potfeba brat v ivahu i relativistické jevy, a to dila-
taci casu. Odvodte, jak se zméni frekvence signalu vysilaného druzici v duasledku
obecné teorie relativity (tedy zmény potencidlu gravita¢niho pole). Zméni se frek-
vence i kviuli jinému jevu? Vysvétlete.

Kamarddi se zapovidali natolik, Ze skoro prejeli stanici. Rychle si nandali ba-
tohy a vybehli z vliaku tésne predtim, nez zavrel dvere. Pak jesté popojeli kousek
tramvaji a uZ stali pred tim sprdavngm domem. Pritom jim vsem v hlavé znéla
otizka ,KDE JE VAS CIL?*.

Chteél jim M naznacit, aby se prihldsili na Matfyz? Nebo jim chtél ukdzat,
jak zdbavnd mize matika, fyzika a informatika byt? Nebo jak jesté skvélejsi nez
resit neci ulohy je hledat odpovédi na vlastni otdzky a diskutovat o nich? A nebo

2Do tlohy se ndm bohuzel vloudila chyba, nebot slovo ahoj v piikladu lze napsat na osm
stiskll, ne na pét. Vsem se moc omlouvame za zmateni.

3Text je k dispozici na nésledujici adrese: |https://mam.mff.cuni.cz/media/prilohy/
22-6-3-klavesnice_vstupni-text.txt


https://mam.mff.cuni.cz/media/prilohy/22-6-3-klavesnice_vstupni-text.txt
https://mam.mff.cuni.cz/media/prilohy/22-6-3-klavesnice_vstupni-text.txt
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jim chtéel jen ukdzat pékny kousek masi zemé a pomoct jim majit nové bldznivé
kamarddy?
Prisli o kousek bliz ke dverim Matfyzu a na nich stdlo velkymi pismeny: ,ANO!“

Reseni uloh 4. série
Uloha 4.1 — Divné psani (4b)

Zadani:

Vasim dkolem je desifrovat ndsledujici vzkaz ve finstiné (text byl pred zasifrovanim
zbaven diakritiky, takZe pouzivd pouze anglickou abecedu). Je to substituéni Sifra.
Ukolem neni nalézt cesky preklad, ale moznd za néj bodik navic bude.

Cbfb wijzjj ysfnthuvbutuz vs gurzs bz znzvs ystss. Wngszzs cbfbh gpbksh nzuy-
yswgnnz wbukjz znthus, vswszss, tnuzss vs fibtbs, yjhhs ynhguggs zn kbuksh wsphhss
ypbg ybzucjbrugnycss fskuzhbs, wihnz gjbysuinz fsshnhhs vs xjbzzbzzuuhhpnz wsgk-
nvs. Gpwgpzzrs cbfoh wnfssksh ksfsfskuzhbs hstkns ksfhnz gpbyszxs gunzus, vswsxsz
vs tnuzunz xugswgu. Hsxknzzs, wjz fskuzhbs bz xjbzzbggs kstnyysz, cbfoh nhguksh
nzguguvsugnghu vswszss. Cbfb cpghppwuz tsughsyssz vswsxsz ynhfuz cswgjugnz ts-
zrnz zscu. Ypbg tnuzswsgkuh vs ksfkjh wnxcssksh chbfbunz fskuzzbwgu, vbg vswszss
nu bxn hsfennwgu gsshskuxxs. Vswszughs cbfb gjbguu csxxnfbcbfbzvswszss. Chfbz
fijszgjxshjg pwguzwnfhsughjj hstknzzs vs cbhguz ynfwuhpg bz nfuhhsuz kstsuznz.
Cbfb yjughjhhss hsxkuguz pwguystsughs nxsuzhs vs hszku ynfwuhgnn cbfbxzn rsu-
thjyughs vs vbes ksuz tnzruggsgbrkusyughs. Cbfb ynznhhss hsxknzzs zbfysszughuwuz
zbuz kuuinzznwgnz csuzbghssz. Zpwpuguz pxnughpzph rugsfjbwuzhs bz yjjhhszih hu-
xszznhhs ynfwuhhsksghu.

Reseni:

Nasi agenti zjistili, ze ukofisténa zprava je zasifrovana substitucni Sifrou. Budeme
predpokladat, ze jde o monoalfabetickou substituéni sifru — tedy takovou, ze se
stejnd pismena puvodniho textu nahradi vsechna tim samym pismenem. Lus-
téni takové Sifry je dost jednoduché na to, aby stalo za pokus, a navic bychom
nejspis takto kratky text ani nebyli schopni rozlustit, pokud by byl zasifrovany
polyalfabetickou substituéni Sifrou (pfi jejim pouZiti se substituce méni s pozici
nahrazovaného pismene ve zpravé; napf. Vigenérova Sifra).

Klasickym zpusobem lusténi substitucnich sifer je frekvencéni analyza. Spoci-
tame vyskyty znakua v Sifrovaném textu, podélime pocty jeho délkou a ziskame re-
lativni cetnosti. Ty porovname se znadmymi hodnotamﬁ pro domnély jazyk zpravy
(v naSem pripadé pfi¢teme ¢etnosti znaku s diakritikou (&, 6) k ¢etnostem odpo-
vidajicich znaki bez ni (a, 0)), viz tabulka|[l} Pokud je zpréva dostatecné dlouha,
dokazeme rekonstruovat substituci i automaticky.

4Relativni Getnosti znakfi ve finstiné: http://practicalcryptography.com/cryptanalysis/
letter-frequencies-various-languages/finnish-letter-frequencies/


http://practicalcryptography.com/cryptanalysis/letter-frequencies-various-languages/finnish-letter-frequencies/
http://practicalcryptography.com/cryptanalysis/letter-frequencies-various-languages/finnish-letter-frequencies/
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Finstina a i n t e s o I u k m rov j
15,8 10,8 88 88 80 79 6,1 58 50 50 32 29 22 20

Sifra S u h 2z g b n x f w k j vy ¢
176 96 87 86 72 7,1 69 6,1 41 41 3,6 35 3,1 28

Tabulka 1: Relativni Cetnosti 14 nejcastéjsich znakt ve finstiné a zasifrovaném textu
(v procentech).

Jenze nase zprava ziejmé neni dost dlouha. Mizeme si byt docela jisti substi-
tuci (s = a) a (u — i), ale déle uz jsou rozdily mezi Getnostmi ve finstiné a v Siffe
prilis velké (vzhledem k rozdilim mezi sousednimi éetnostmi znaku v Siffe) na
to, aby se dala substituce spolehlivé urcit. Mtizeme do hry zapojit také bigramy;,
¢i obecné n-gramy, tedy n-tice sousednich znak v textu, ale obecné pro vétsi
n potfebujeme delsi zpravu, aby rozlozeni n-gramu dostatecné odpovidalo jejich
rozlozeni v jazyce.

Bylo tedy zapotiebi dalstho snazeni. Par pifkladf pro inspiraci: Dr.MMKlira
Stefanové si v8imla, Ze slovo vs v Siffe diky zndmé substituci (s — a) puvodné
koncilo na a a ve finstiné neexistuje jiné takové dvoupismenné slovo nez ja. Ziskala
tak substituci (v — j). Z castych finskych koncovek alla, ella, illa odvodila,
7e dvojice xx pied koncem slov bude 11. Dr.MMAnna Mlezivova se zaméfila na
zdvojena pismena obecné a Bc.MMJana Pallova zkoumala finské spojky, kratka
slova a shluky souhlasek a samohlasek.

Dulezitym krokem pak vétsinou bylo vyhledat ¢astecné feSeni na webu nebo jej
prohnat prekladacem a zjistit tak substituci pro zbyla pismena, pfipadné opravit
ta uz dosazena.

Vidéli jsme, zZe rucéni rekonstrukce substituce mtze byt docela mravenci prace.
Nemohli bychom ji nechat sestrojit pocitac¢, pokud mozno bez nasich zasaha?

Ukazeme si jednu neptilis chytrou metodu, ktera ale alespon v tomto pripadé
fungovala. Nejprve si sezeneme slovnik — co nejvétsi seznam finskych SIOVE| Pomoci
néj budeme odhadovat, jestli je nase substituce spravna. Postupné pro kazdy znak
x vyskytujici se v Siffe uréime znak y, kterym se bude nahrazovat, nasledovné:
Projdeme vsechny znaky y z finstiny, kterymi se zatim nic nenahrazuje, zkusime
vzdy substituci rozsitit o (x — y) a zaSifrovany text ¢dstecné prelozit. Napi. pokud
zatim mame ¢astecnou substituci (u — a), (n — r), slovo ysfnthuvbutuz pre-
lozime na ysfrthavbataz. Pro kazdé ¢astecné prelozené slovo S ovéiime, jestli
existuje doplnéni substituce takové, abychom tuplné prelozené slovo nasli ve slov-
niku. (Projdeme kazdé slovo ve slovniku o stejné délce jako S po znacich zleva
doprava. Pokud prislusny znak slova S jesté neni prelozen, rozsifime substituci
o tuto dvojici znaki a celé S doprelozime. Pokud je prislusny znak S jiz prelozen,
museji se znaky shodovat. Neshoduji-li se, toto slovo nevyhovuje, zahodime zmény
substituce a jdeme na dalsi slovo. Dojdeme-li az na konec slova, nasli jsme pro S

5Napf. z https://invokeit.wordpress.com/frequency-word-lists/


https://invokeit.wordpress.com/frequency-word-lists/
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oporu ve slovniku. Nezapomeneme vratit substituci do stavu pfed S.) Vybereme
pro x takové y, aby se co nejvice slov z textu dalo pri néjakém doplnéni substituce
najit ve slovniku.

Tento algoritmus nasel substituci, kterd se od té spravné lisila jen ve dvou
mélo ¢etnych znacich (r a i, celkem 4 vyskyty).

Podobny piistup zvolil Be.MMJan Gocnik. K zaSifrovanym sloviim nasel ve
slovniku ta, na kterd by se mohla prelozit (nap¥. cbfb na aili, eini, jere, ...)
a pro kazdé pismeno vyskytujici se v Siffe spocital, kterému pismenu odpovida
v kolika slovech ve slovniku. Pak rozsifil svou substituci o nahrazeni (z — y), které
mélo nejvetsi pocet vyskyta; prednostné vsak fesil nahrazovani pismene, kterému
zbyvalo méné nez sedm moznosti, na co se prelozit (pokud takové bylo). Pak
prepocital vyskyty po aplikovani tohoto nového pravidla a urcil dalsi nahrazeni.

Dr.MMJan Pokorny $ifru lustil pomoci knihovny pycipher pro jazyk Python.
Jeho algoritmus nejprve odhadl substituci na zdkladé frekvenéni analyzy. Nasledné
zkousel prohazovat dva ndhodné znaky substituce a prohozeni ptijal, pokud se
zvysilo skdre — soucet logaritmu relativnich ¢etnosti (ve finstiné) jednotlivych 4-
grami v deSifrovaném textu vyndsobeny —1 (nebot logp < 0 pro p € (0, 1))E|
Ve chvili, kdy prelozeny text dostate¢né pripominal finstinu, byla spravnost klice
ovérena pomoci Google Translatoru.

Spravnd substituce, ke které se vétsina doslych feseni nakonec dobrala, je
tabulce 2

Sifra b ¢c f gh i j knpors t uv w x y 2z
Finstina o p r s t d uw v e y g a h i j k I m n

Tabulka 2: Substituce, kterd zpravu desifruje.

S ni konecné mizeme zpravu desifrovat, doplnit diakritiku, prelozit a ¢ist:
mmékseen koivun lehtid, jakélas, heindd ja ruohoa, mutta metsissé ne voivat kayt-
td4 my6s monipuolisempaa ravintoa, kuten suomaiden raatetta ja luonnonniitty-
jen kasveja. Syksylld porot kerdévét vararavintoa talvea varten syomélla sienii,
jakalan ja heinien lisdksi. Talvella, kun ravintoa on luonnossa vihemman, porot
etsivit ensisijaisesti jakalda. Poro pystyykin haistamaan jakédlan metrin paksuisen
hangen lapi. My6s heindkasvit ja varvut kelpaavat porojen ravinnoksi, jos jakalas
ei ole tarpeeksi saatavilla. Jakélistd poro suosii palleroporonjiakéaldd. Poron ruu-
ansulatus yksinkertaistuu talvella ja potsin merkitys on erittdin vdh&inen. Poro
muistuttaa talvisin yksimahaista eldintd ja talvi merkitsee porolle laihtumista
ja jopa vain hengissédselvidmistd. Poro menettdé talvella normaalistikin noin vii-

6Toto skére je vlastné cross-entropie (chybi jen vydéleni poétem vSech 4-grami v textu),
pouzivand na porovndni dvou pravdépodobnostnich rozdéleni (v nasem piipadé rozdéleni 4-
grami v textu a ve fin§tiné). Pro diskrétni pravdépodobnostni rozdéleni p a ¢ je jejich cross-
entropie definovand jako H(p,q) = — Zz p(x)log q(z).
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denneksen painostaan. Nykyisin yleistynyt lisiruokinta on muuttanut tilannetta
merkittavasti.

Sob je prezvykavec a ma ¢tyri zaludky. V 1été sobi jedi prevazné brezové listy,
lisejniky, seno a travu, ale v lesich mohou jejich stravu doplnovat i bazinné vachty
a jiné traviny. Na podzim si vytvareji tukové zdsoby na zimu, kromé liSejniku a
sena se zivi 1 houbami. V zimé, kdy je jidla nedostatek, sobi vyhledavaji hlavné
lisejniky. Jsou schopni je vycitit pod metrovou vrstvou snéhu. Pokud maji ne-
dostatek lisejniki, spokoji se i s travou a polokefi. Ze vsech liSejnikil preferuji
Dutohlavku horskou (finsky nazev doslova ,LiSejnik sobi“, pozn. pfekl.). V zimé
je zazivani sobu zjednoduseno, bachor ztraci sviij vyznam. Sobi v zimé pripominaji
monogastrickd zvifata (s jednim zaludkem, pozn. piekl.). Zima pro né znamend
ubytek na vaze a pouhé prezivani. Obvykle ztrati az pétinu své télesné hmotnosti.
Dnes rozsifené ptrikrmovéni ale situaci vyrazné zménilo. (Volné podle Be.MM Jana
Gocnika a Dr.MMJana Pokorného.)

Matéj

N/ \))

Uloha 4.2 — Kruhovy bazén (3b)
Zadani:
Mdme zapustény bazén kruhového pidorysu o poloméru R (index lomu vody no,
indez lomu vzduchu ny ). Do jaké maximdlni hloubky se miZe potopit plavec, aby ve
svételném kruhu nad sebou teoreticky videl cely prostor nad hladinou? (UvaZujme
zcela rovnou vodni hladinu.)
Reseni:
Vzhledem k symetrii bazénu plati, ze aby byla hloubka potopeni maximalni, mél
by se plavec nachéazet uprostied bazénu. Cely prostor nad hladinou bude teoreticky
vidét, pokud existuje takovy paprsek smérujici od plavce k hladiné, Ze se na
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hladina

Obrazek 2: Bazén

rozhrani optickych prostiedi voda/vzduch ldme pod tdhlem 90° — nazveme jej
mezni paprsek. Pro lepsi pfedstavu umistime plavce na hladinu doprostied bazénu
a budeme ho potapét, hledané maximalni hloubky potopeni dosdhne v okamziku,
kdy se mezni paprsek bude ldmat pravé na okraji bazénu. Situace je zndzornéna
na obrazku 21

Nyni stac¢i vhodné zformulovat Snelltv zadkon pro nasi tlohu, tedy

sin «v nq

sinfB  ny’
kde sin 8 = 1 a ng, ny jsou indexy lomu vody a vzduchu. Uzitim Pythagorovy véty
dostaneme
. R n
sina = ——— = —

VR2 X R2  ng’

nyni stac¢i ekvivalentnimi tpravami vyjadrit hloubku h a dostaneme

2
h=R- <”2> ~1.
ni

Pokud uvazime skutecné hodnoty indexu lomu pro vzduch priblizné n; = 1,00 a
vody ny = 1,33, dostaneme pribliznou hodnotu hloubky maximélniho potopeni
h = 0,88R.

Dominigga
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Uloha 4.3 — Hra se svickami (4b)

Zadani:
Na stole je pevné umisténo 2016 svicek. Dva hrdci hraji ndsledujici hru. V kazdém
tahu hrdc¢ rozsviti nebo zhasne jednu ze svicek, ale mesmi to provést tak, aby se
rozsvicené svicky ocitly ve stejném rozestavent, jako uz nekdy driv ve hre. Hraci se
stridaji v tazich a prohrdvd ten hrdc, ktery uz nemuze provést tah. Ktery z hrdcu
ma vyhrdvajici strategii?
Reseni:
Vyhravajici strategii ma prvni hra¢. Muze si napiiklad vybrat jednu svicku a po
celou dobu hry ji stale zhasinat a rozsvécet. Druhy hrac s touto zdrovkou nemuze
provést nic (jinak by se vratil do jiz navstivené pozice) a nezbyva mu nez zhasinat
a rozsvécet ostatni svicky. Tim ovSem umoznuje prvnimu dal zhasinat a rozsvécet
jeho svicku, nebot méni celkovou pozici svicek. Poté, co druhému dojdou vsechny
pozice ostatnich svicek, prohrava.

Pepa

Uloha 4.4 — Klavesnice (3b)

Zadani:

Potkala vis nestastnd nehoda — vasemu notebooku se rozbila kldvesnice a touch-
pad. Situace ale nend tak zoufald, z kldves funguji sipky a Enter, navic jste zrovna
meli zapnutou softwarovou kldvesnici. Softwarovd kldvesnice je obdélnikovd ta-
bulka znaki s kurzorem. Kurzor vidy ukazuje na jeden znak a lze jim po tabulce
pohybovat pomoci Sipek. Stiskem kldvesy Enter se vypise znak, na ktery ukazuje
kurzor. Text ahoj by bylo moZno napsat na ndsledujici kldvesnici (hvézdickou je
oznacena pocdtecni pozice kurzoru) jako:

Enter, —, Enter, —, Enter, <, |, Enter

a* | h| o
b |j|a
r|3|g

Jelikoz lenost je hybnou silou pokroku, chcete se pri psani co nejméné nadrit.
Proto potrebujete vymyslet algoritmus, ktery pro zadany text a zadanou kldves-
nici najde nejmensi pocet stiski skutecnygch kldves (tj. Sipek a Enteru), pomoct
kterého lze text na kldvesnici napsat. Pro kldvesnici z prikladu a slovo ahoj ndm
staci osm stisku kldves. Samozrejmé cheete, aby byl algoritmus co nejefektivnéj§zﬂ
O kldvesnici mizZete predpoklddat, Ze bude pouZivat nejakou rozumné malou sadu
znaki, napriklad ASCII. A nezapomerite, znaky se na kldvesnici mohou opakovat!

70 tom, jak efektivitu algoritmit néjak méfit, se mizes dozvédét v nasledujicim povidani od
nasich kamarad z KSP: http://ksp.mff.cuni.cz/tasks/25/cookl.html
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Reseni:

Nejdrive si situaci trochu zjednodusime tim, ze nedovolime, aby jakékoliv pis-
menko bylo na klavesnici vice nez jednou. Potom existuje jen jediny zpusob jak
dané slovo napsat — z pocatecni pozice se pfesuneme na jedinou klavesu s prvnim
pismenkem textu, poté na jedinou kldvesu s druhym pismenkem textu a tak dale.
Jak spocitat pocet stiski? Pocet stiskii Enteru je stejny jako pocCet pismen v textu,
zajimavé jsou tedy jen ,presuny“ kurzoru. VSimnéme si, Ze vzddlenost (tj. pocet
stiskd Sipek nutny k pfesunu mezi nimi) mezi dvéma kldvesami mizeme snadno
spocitat jen z jejich polohy na kldvesnici — pokud klavesa k; je v x1-tém sloupci
a yp1-tém tadku a klavesa ks v xo-tém sloupci a yo fadku, pak jejich Vzdélenosﬁ
je

d(k1, k) = [@1 — 22| + [y1 — Y2l

Bude se nam tedy hodit pro kazdé pismenko umét rychle najit, kde se na kla-
vesnici nachdzi. ProtoZe moznych pismenek na kldvesnici je malo (viz pfedposledni
véta, zadéni)ﬂ muzeme si vyrobit pole (tabulku) indexované vSemi moZnymi pis-
menkyE ktera se na klavesnici mohou vyskytovat, obsahujici souradnice pismenka
na kldvesnici (pokud se tam vyskytuje).

Cely algoritmus tedy nejdiive projde kldvesnici a vybuduje tabulku s pozicemi
pismen, poté postupné projde cely text, podiva se, jaké pismenko v textu nasle-
duje, spocitd vzdéalenost mezi nim a kurzorem a néasledné presune kurzor. Diky
tabulce ndm zpracovani jednoho pismenka bude trvat O(1), tedy O(L) na cely
text (kde L je délka textu). Konstrukce tabulky pismen ndm zabere O(N), kde
N je pocet kldves, celkem nam to bude tedy trvat O(L + N).

Co se zméni, pokud se mohou pismenka na klavesnici vyskytovat vicekrat?
Hlavnim problémem je, ze dopredu nevime, kterd z moznych cest po klavesnici
je ta nejkratsi. Na prvni pohled by se mohlo zdat, ze bychom se mohli zkusit
na kldvesnici podivat jako na graf a pouzit néjaky z algoritmi na hledani nej-
kratsi cesty v grafu, le¢ zde narazime. Jednak chceme, aby nase cesta navstivila
néjakou zadanou posloupnost klaves, a jednak nam nevadi, kdyz nékteré klavesy
navstivime vicekrat — s tim si rychlé grafové algoritmy snadno poradit neumdi.

Jedno z moznych feseni je sestavit néjaky chyttejsi graf nez ten, kde jsou vr-
choly klavesy a hrany vedou mezi sousednimi klavesami. Vétsina doslych feseni
tento postup pouzila, nicméné ukazeme zde trochu jiny postup, ktery je s tim
grafovym v zdsadé ekvivalentni (je asymptoticky stejné rychly a ma i velmi po-
dobny prubéh), ale je jednodussi na implementaci, a navic se nezdrzuje konstrukef
grafu.

Myslenka je snadna — budeme postupovat stejné, jako kdyz jsme neméli vice
stejnych klaves, jediny rozdil bude v tom, ze budeme pracovat se vSsemi klavesami

8Takzvana Manhattanskd vzdélenost.

9Je sice pravda, #e z hlediska asymptotické slozitosti je jedno jak je abeceda velka (dokud je
jeji velikost konstanta), takze teoreticky muze byt abeceda velkd jakkoliv, ale zkuste si nékdy
potidit pole o 264 prvcich pro Unicode. ..

10P{smenka v poéitaci jsou véehoviudy jen &isla a nékteré programovaci jazyky (napt. Cécko)
se k nim tak dokonce i chovaji.
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s danym pismenkem. Predpokladejme, Ze uz napsany text konci pismenem a.
Potom si budeme pro kazdou klavesu ag, . . ., ax s pismenem a pamatovat nejmensi
pocet stiskt nutny k napsani textu tak, ze pri psani skoné¢ime na této konkrétni
klavese (ozna¢me si tuto hodnotu p(a;)). Dalsi pismeno b napiseme snadno. Budte
bo, . . ., by vSechny klavesy s pismenem b. Pak p(b;) spocitdme jako nejmensi p(a;)+
d(a;,b;), pres vSechna mozné a;. Zpracovani dalstho pismena nam tedy zabere
O(kl) Casu. Opét se nam bude hodit tabulka, kterd pro dané pismeno obsahuje
vSechny jeho vyskyty na klavesnici.

Cely algoritmus tedy bude vypadat néasledovné: Spocitadme tabulku vyskytu
pismen T, to zabere O(NN) ¢asu. Budeme si udrzovat mnozinu K vSech kldves, na
kterych je posledni napsané pismenko, spolu s p(k) pro kazdou kldvesu k z K. Na
zacatku bude K obsahovat klavesu s kurzorem ¢ a p(c) = 0. Postupné budeme
brat pismena z textu a pro kazdé z nich (oznacme si ho opét a) nejdiiv z T
ziskdme mmnozinu K, vSech kldves s timto pismenem (v O(1)). Poté pro kazdé
k € K, spoCitdme p(k) (dohromady O(|K]| - |K,|)) a pokracujeme s K = K,.
Po napsani posledniho pismenka textu najdeme nejmensi pocet stiski na napsani
celého textu jako nejmensi p(k) pro k € K.

Jak to celé bude rychlé? Oznac¢me si M nejvyssi pocet klaves, které maji stejny
znak. Pak jeden krok bude trvat nejhtite O(M?), cely algoritmus tedy spotiebuje
O(LM? + N) éasu, v nejhorsim pifpadé (pro M = N) az O(LN?).

Duikaz korektnosti jen ndznakem — pokud v é-tém kroku jsou hodnoty p(k)
pro k € K nejmensi pocty stiskli, na které se dd napsat prvnich ¢ pismen textu,
pak totéz plati i v (i + 1)-nim kroku, a jelikoZ jsme zac¢inali s touto podminkou
splnénou (p(c) = 0), tak na konci algoritmus vyda kyzeny vysledek.

O(N)dra

A= L)

Reseni témat

Téma 1 — Pojdte pane, budeme si hrat

K témétku doslo feseni od Doc.MMPetra Simtinka. Ten se ve svém ¢lanku zabyva
metodou tzv. kradeni strategii, kterou muzeme ilustrovat tieba na piskvorkéch.
Intuitivné tusime, ze v piskvorkdch ma vyhodu zacinajici hrac. Jak toto ukazat
formalné?
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Predpokladejme nejprve, Ze oba hrac¢i mohou misto nakresleni dalstho sym-
bolu na papir vynechat tah. Déle necht ma druhy hrac¢ vyhravajici strategii, tedy
pokazdé, kdy je na fadé, mize zahrat tah, ktery povede k jisté vyhte. Nyni si
ale vSimnéme, ze pokud prvni hrac¢ svij tah vynechd, sam se stava druhym hra-
¢em. Pak by ale také mohl pouzivat vyhravajici strategii svého protivnika (ukradl
by mu strategii). Oba hraci vyherni strategii mit nemohou, tedy ji nemize mit
ani druhy hrac¢ a pii spravné hie tak ten prvni nemiize prohrat. V opravdovych
navic prvnimu hrac¢i nevadi, a nésledné opakovat predchozi tvahy.

Jakym zptisobem metody kradeni strategie vyuzivd Doc.MMPetr Simfinek se
mizete doéist na nasem webu[H]

Vasek

Téma 2 — Volebni systémy

K tématu nové dorazilo hned pét prispévki. Jednim z probiranych témat se stal
vétsinovy volebni systém. Doc.MMDominik Krasula uvadi nékolik argumentt ve
tare k vétsinovému systému, které byly zalozeny na jeho znevyhodinovani mensich
stran. Mezi hlavni argumenty patfila moznost disproporéniho zvyseni sily ma-
lych stran v situacich, kdy pravé jejich volba vstupu do koalice rozhodne o tom,
ktera strana bude mit nadpolovicni vétsinu. Dale ma ve vétsinovém systému vi-
téznd strana lepsi sance uskutecnit své programové cile. Zaroven se minimalizuje
Sance, ze se do vlady dostanou extrémistické strany, a celé politické spektrum se
posune vice do stfedu. V élanku Doc.MDominika Krasuly mtzete (kromé podlo-
Zeni vyjmenovanych vyhod vétSinového systému) nalézt také zajimavé ohlédnuti
za historii vzniku demokracie.

Dr.MMJan Pokorny za¢ina naopak kritikou vétsinového systému, poté viak uka-
zuje nékteré jeho aspekty, kvuli kterym se stale v nékterych zemich pouzivé. Jako
hlavni vyhodu vidi jistotu lokdlniho reprezentanta. Poté popisuje dva volebni sys-
témy, které slucuji proporcionalitu po¢tu vyslednych mandatu a ziskanych hlasi
s jistotou, ze se do uradu dostanou politici z danych oblasti. Popis téchto voleb-
nich systému si miizete piecist nize. Ve svém ¢lanku popisuje Dr.MJan Pokorny
také zajimavy jev zvany gerrymandering, ktery funguje v USA. Cely ¢lanek viele
doporucujeme k precteni na webu tématka.

Dr.MMKl4ra Stefanové se ve svém ¢lanku zabyva prepocitanim vysledki voleb
z roku 2006. Tehdy vznikla patova situace, kdy vladni koalice a opozice mély
stejny pocet mandati. Kdybychom nebrali v ivahu jednotlivé volebni obvody a
vzali stat jako jeden celek, ziskaly by vlddni strany 105 kfesel v parlamentu a
patova situace by byla vyfeSena. Velmi by si tehdy prilepsila Strana zelenych,
kterd s piiblizné stejnym poétem ziskanych hlasti jako KDU-CSL piivodné ve
srovnani s touto stranou obdrzela pouze poloviéni pocet manditt. Dr.MVKlara
Stefanova se déale zabyvala zménou volebniho kvéra pri volbach do Evropského

Hhttps://mam.mff.cuni.cz/problem/2014/
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parlamentu (EP). Hlavni motivaci byl fakt, Ze soufasné 5% hranice je ve srovnani
s ostatnimi zemémi EU postavena pomeérné vysoko. Pfi snizeni volebniho kvéra
na 4 % by se do EP dostali Pirati a p¥i sniZeni na 3 % by na jeden mandat doshla
i Strana zelenych.

Velmi propracovany pifspévek dorazil od Mgr.MMDavida Zacka, ve kterém se
nachéazi upresnéni a opravy nékterych informaci a vypocti z predchozich pii-
spévki. Dilezita je oprava pocitani Hagenbach-Bischoffovy kvéty, kde je nutné
pouzit nikoli celkovy pocet hlasu, ale pouze hlasy pro strany, které splnily 5%
volebni klauzuli. Mgr.MMDavid Ziéek dale doplituje informace o zptisobu volby
prezidenta v USA, rozhodovani o zastoupeni jednotlivych zemi v EP a pouzitém
volebnim systému pri volbach do EP. David déle spravné poznamenava, ze pre-
rozdéleni volebnich obvodii na priblizné stejné velké celky je obtizny problém.
Navrhuje pouzit jako volebni obvody oblasti NUTS-2, jelikoz by tak na kazdy
obvod pripadlo alespon 17 mandati, coz uz je podle autora rozumny pocet, pri
kterém maji Sanci se prosadit i mensi stranyE Jako $patny priklad souc¢asného dé-
leni uvadi autor Karlovarsky kraj, kde pri rozdélovani péti mandati nemaji mensi
strany velkou Sanci na tUspéch. Autor podotyka, ze s podobné velkymi volebnimi
obvody by se nas systém velmi priblizil vétsinovému.

Posledni pifspévek od Doc.MMPetra Simtinka popisuje volebni systém Demo-
kracie 2.1, ve kterém maji voli¢i k dispozici vice hlast a zaroven i hlas zdporny.
Tento systém posléze aplikuje na volby v Némecku z roku 1932. Jak by volby pti
pouziti tohoto novodobého systému dopadly se muzete docist v plném znéni jeho
¢lanku.

Mrzi nés, ze z kapacitnich davoda nebylo mozné otisknout vice ¢lankt c¢i
jejich ¢asti. Vsechny c¢lanky nicméné najdete na webu témétka, doporucujeme je
k pre¢teni a tésSime se na vase dalsi prispévky.

Anet

VétsSinovy systém a jak ho opravit (13b)
Dr.MM Jan Pokorny

Pozn. red.: Z prostorovych duvodi otiskujeme pouze druhou cdst c¢lanku.

Vsude dobre, v lokale nejlip

Ukézali jsme si tedy, Ze systém vétSiny neboli First Past the Post (FPTP) z prin-
cipu nedodrzuje pomeéry hlast pro dané strany a pridélenych mandatt, nuti volice
Ltaktizovat® pri volbé a zaroven podporuje omezeni politické plurality. Pro¢ tedy
vlastné staty jako USA, UK nebo Popcornia tento systém zvolily?

Systém vétsiny ma néco, co D’Hontova metoda nenabidne: a to jistotu lokal-
niho reprezentanta. At ziji kdekoliv v Britanii, mam jistotu, Ze v mém okrsku
se nachazi politik, za kterym muzu jit a on muze s mym navrhem, ktery jsem

1274roven se tim uplné nezrusi moznost jednotlivych oblasti dostat do parlamentu lokalni
zastupce.
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prednesl, az do Parlamentu. Kdybychom volby v Britanii misto toho vymeénili za
pomérovy systém, tato vlastnost by se ztratila... Nebo ne?

Rozebereme si dva systémy s¢itani hlasti, které umoznuji oblastem volit si
lokélni zdstupce a pritom slozeni parlamentu poté viceméné odpovidéd pomériam
obdrzenych hlast. Jsou to metody s tak obsirnymi nazvy, ze jsem si je netroufl pre-
lozit do Cestiny: ,Mixed-member proportional representation® (MMP) a ,Single
transferable vote* (STV).

You da real MMP

Systém MMP vznikl v Némecku a adoptovalo ho napfiklad i Rumunsko, Lesotho
nebo Novy Zéland. Systém je to vlastné velmi jednoduchy: jednd se jen a pouze
o kombinaci dvou systému, které uz zname, a to systému vétsinového a systému
pomeérového.

Reprezentantl v parlamentu je v tomto systému dvakrat tolik co okrski. Volby
probihaji stejné jako ve vétSinovém systému: volic¢i v kazdém okrsku hlasuji o tom,
kdo bude zastavat post lokdlniho reprezentanta. Zatim je to tedy skoro stejné jako
vétSinovy systém, az na to, ze zaplnime pouze polovinu parlamentu.

Nyni pfijde ten trik: béhem voleb voli¢i odevzdavaji kromé listku s hlasem pro
kandidata na lokalniho reprezentanta jesté listek se stranou, kterd je méa repre-
zentovat v parlamentu — tedy obdobné jako v pomérovych volebnich systémech.
Zbyvajici polovina parlamentu se rozdéli na zakladé téchto hlasu D’Hondtovou me-
todou. Pro osvézeni, tato metoda funguje tak, ze kazdé strané pocitame ,,skére®,
které je na zaCatku rovno poctu hlast, které obdrzela, a iterativné vzdy vezmeme
stranu s nejvyssim skére, pridélime ji dalsi mandat a jeji nové skére vypocitame
podle vzorce:

pocet ziskanych hlast

nové skore = pocet dosud ziskanych mandéata + 1

Vtip v tomto pripadé je, ze uz ve vychozim postaveni né¢jaké mandaty pridélené
jsou: tim, Ze byli voleni lokalni reprezentanti, kteri taktéz maji néjakou stranickou
prislusnost. Proto se na zac¢atku skoére kazdé strany nerovné poctu hlast, které
dostala, ale vypocitame ho podle vzorecku. Pro ndzornost tento systém zavedeme
v Popcorniﬂ

V Popcornii byli jako lokdlni reprezentanti (opét) zvoleni vSude kandidéti
Modrych — toto se nemohlo zménit, protoze prvni ¢ast volby je stejna jako u FPTP.
Na hlasech pro lokalni reprezentanty opét pozorujeme silny politicky dualismus
vzhledem k tomu, Ze voliéi ,taktizuji* (viz . Hlasy pro politickou stranu vsak
vypadaly trochu jinak (viz [3b)).

Jak to, ze politicky dualismus je rdzem fuc¢? Jednoduché: protoze hlas pro
politickou stranu podléhd pomérovému systému, vyplati se vzdy volit nasi ,,obli-
benou*“ stranu. Ukazeme si to na parlamentu Popcornie — popcornijsky parlament

13Popcornia je stat, ve kterém jsou preference voli¢ll rozlozené stejné, jako na obrazku
Zaroven jsou voli¢i po staté rovnomérné rozmisténi.
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ma 18 kiesel, na pocatku je uveden pocet ziskanych hlast kazdou stranou a pocet
mandatt obsazenych ,lokdlnimi reprezentanty“. (V Popcornii jsou vSichni lok&ln{
reprezentanti Modii.) Déale pak vidite jednotlivé iterace D’Hondtovy metody, pfi-
¢emz nejvyssi skore v kazdém radku je tucné:

Modri Oranzovi Zluti Sedi
Hlasu 46.00 % 31.00 % 5.00% 18.00 %
mandatu 9 0 0 0
Skére 46 /10 =4.6 31 5 18

4.6 31/2=155 5 18

4.6 15.5 5 18/2=9

4.6 31/3=10.34 5 9

4.6 31/4="1.75 5 9

4.6 7.75 5 6

4.6 31/5=6.2 5 6

4.6 31 /6 =517 5 6

4.6 5.17 5 18/4=45
Celkem mandata | 9 6 0 3
% mandatu 50.00 % 33.00% 0.00% 17.00%
delta % 4.00% 2.00% -5.00% —1.00%

Gallagheruv index pro tyto volby vychazi 4,80 — coz je pomérné dobré skoére.
Mizeme si povSimnout, ze MMP lehce favorizuje vétsi strany (to plyne jednak
z volby lokélnich zastupcti, kterd podporuje politicky dualismus, jednak z pod-
staty D’Hondtovy metody), i tak ale jde o skvély vysledek. Kazdy okrsek si zvolil
lokalniho zastupce a pritom ve vysledku je parlament pomérové obsazeny.

Zluti

Oranzovi
40%
Modfi

46%

ModFi
60%

OranZovi
31%

(a) Hlasy pro lokdlni reprezen- (b) Tento graf se mi l{bi. Hlasy pro
tanty. politickou stranu.

Obrazek 3: Predpoklddané pocty hlast v Popcornii pfi pouziti systému MMP.
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Tento systém tedy umozni pomeérové zastoupeni, ale stile ma jednu vadu:
volba lokalnich zastupct stale podléha politickému dualismu a kandidati mensich
stran na lokalniho zastupce nemaji $anci uspét. Resen{ tohoto problému nabizi
dalsi volebni systém, ktery si tady popiseme: ,Single transferrable vote®, neboli
systém jednoho pfenositelného hlasu.

STV ftw

Systém Single transferrable vote se vyuziva v parlamentnich volbach v Irsku, na
Malté a v Indii, v sendtnich volbach v Australii a Pakistanu a v mnoha lokdlnich
volbach po celém svété. Soudi se, Ze tento systém vytvoril v roce 1821 britsky
matematik Thomas Wright Hill.

STV stavi na myslence: jak docilit toho, aby co nejméné hlast pfislo nazmar?
»Hlasem, ktery pfisel nazmar,“ pritom myslime takovy hlas, ktery v systému
wvitéz bere vie“ budto: a) dostal kandidat, ktery vyhrél, ,navic“ nebo b) dostal
kandidéat, ktery nevyhral. Pro¢ by nas tyto hlasy mély zajimat? Inu, opét se
dostavame k problému ,strategizovani“ pii volbach. Clovék by mél pii volbéach
jednoduse dat hlas preferované strané/kandidatovi, aniz by se musel bat toho, Ze
by jeho hlas mohl ve skutecnosti jeho zajmy poskodit; viz pripad Fialové strany
vyse.

ReSenim, které se nabizi pro problém Fialové strany
zminény vyse, je vicekolovy systém: jednoduse pro N [oznatte IBoowolerf potet
stran probéhne série N — 1 voleb, kdy v kazdych vol- | kandidaté pofadovym cislem
bach je vyFazena strana s nejméné hlasy a jeji voli¢i | 9Ievasipreference:

maji v pristim kole Sanci svuj hlas pridélit jinému kan- Jan Suta

didatovi. Toto s sebou bohuzel nese hlavné technické

nevihody; komu by se taky cht&lo pofadat tolik voleb 1] puf puf puf

a komu by se chtélo jit tolikrat k volbam. .. 3 Jan Pokorny
Metoda STV nabizi feSeni: misto toho, abychom Karel Sedl4dek

na volebnich listcich krouzkovali jednoho naseho ,fa-
vorita®, mame Sanci kandidaty ocislovat podle svych
preferenci — tedy napriklad voli¢i Fialovych muzou jako
druhou volbu uvést Modré. Tim padem miizeme volby Obrazek 4: Volebni listek
vyhodnotit podle prvnich voleb voli¢i. Poté vyfadime systému STV (zdroj: Wi-
jednoho z kandidati: toho, ktery dostal nejméné hlasti, kimedia Commons, upra-
a postupujeme s ,,druhym kolem®. Rozdil v tomto pii- veno)

padeé je, ze nemusime svolavat dalsi volby, protoze data

uz mame — staci jen hlasy pro vyfazenou stranu zapocist jako hlasy pro stranu,
ktera je uvedena jako ,druhd volba“, a vyhodnotit vysledek.

Systém v tomto stavu uz je pouzitelny, naptiklad v prezidentskych volbach
atp., kde se voli pouze jeden kandidat. Pro volby, kde je potfeba pomeérové roz-
déleni zastupcu podle obyvatelstva, se jesté musi prikrocit k jedné modifikaci:
volebni okrsky tak, jak jsme je méli, slou¢ime po trojiciclﬂ Nyni si kazdy celek

7 Popcorn

M4 Maze to byt i jiny podet nez t¥i, ale hezky se to na tiech ukazuje
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bude volit celkem tii zastupce.

Volby probéhnou stejnym zpiisobem: voli¢i o¢isluji kandidaty podle svych pre-
ferenci (ani neni nutné ocislovat tplné vSechny kandidéty).

Poté je urcena kvéta, kolik hlast musi kandidat dostat, aby byl zvolen; o tom si
vice povime pozdé&ji, pro ted se pouze shodneme na tom, Ze jeden ze tii kandidati
bude nutné zvolen, pokud dostane tfetinu hlast.

Poté kazdému kandidatovi pridélime tolik hlasi, kolik voli¢i jej zaskrtlo jako
svou prvni volbu. Pokud timto néjaky kandidat ziska tretinu vsech hlasi, tak jej
ihned oznac¢ime za zvoleného. Veskeré hlasy, které kandidat ziskal ,navic® (tj. nad
rdmec vSech hlast) jsou poté prerozdéleny (v poméru podle vSech hlast, které
kandiddt obdrZel) podle jejich dalsi volby (tj. nejvyse hodnoceného kandidata,
ktery jesté nebyl zvolen nebo vytazen). Pokud tedy kandidat A ziskal 41 % hlasi
(a stacilo mu 33 %), pfi¢emz polovina uvedla jako druhou volbu kandiddta B a
druhd polovina kandiddta C, ziskd B i C kazdy 4% navic. Toto je provedeno
nardz pro vsechny kandidaty, ktefi ziskali vice hlasi, nez je kvota. Pokud nastane
situace, kdy zadny kandidat nedosdhne na kvotu, kandidat s nejmensim poctem
hlasu je vyrazen a jeho hlasy jsou prerozdéleny. Tento postup se opakuje, dokud
nejsou zaplnéna vSechna kresla.

Nyni se ale vratme k urceni kvéty, tedy poctu hlast, které musi kandidat
ziskat. Metoda, kterou jsme k tomu pouzili, se nazyva Hare quota a vypocita se
podle nasledujiciho VZOl"CdE

odevzdané hlasy
pocet volenych zastupct

Tento druh kvéty méa ovSem nevyhodu — strany, jejichz kandidati ziskali vétsinu
hlasu, totiz ve vysledku nemuseji ziskat vétsinu kresel. Proto se ve svété Castéji
pouziva tzv. Droop quota, kterad se vypocita jako:
odevzdané hlasy 1
pocet volenych zastupcu + 1

Slovné pritom Droop quota muzeme definovat jako ,minimalni pocet hlasa, ktery
musi kandidat obdrzet, aby byl jisté zvolen“: napriklad pro 3 volené zastupce je
jasné, ze nemuze nastat situace, kdy by 4 rtzni kandidati méli kazdy vice nez
25 % hlasi.

Nevyhodou Droop quota je, ze lehce favorizuje vétsi strany: je to kvili pricteni
jednicky k potfebnému poctu hlasia. Odstranéni pric¢teni jednicky ze vzorce by sice
tuto chybu napravilo, ale pomérné vzacné by poté mohla nastat situace, ze na
kvétu najednou dosdhne vice kandidati, nez je pocet kfesem I pres tuto limitaci
se vsak tato kvota v historii pouzivala; pripadné remizy se resily losem.

Pro nazornost si tedy predvedme, jak by vypadalo s¢itani hlasi v Popcor-
nii, v jistém nejmenovaném jihovychodnim okrsku. Kandiduji tii politické strany:

15Tento druh zévorek znaéi zaokrouhleni dold.
16 Naptiklad pro nas piipad by to znamenalo 4 kandidaty, kazdy s pfesné 25 % hlasti.
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strana Zelenych (Kang a Kodos), Modrych (Popcorn) a Cernych (Batman a Ka-
rel).

Sesly se nam nasledujici hlasy:

leKang 2 |eKkang '] leKkang
\eKodos 1 ic Kodos ') ' Kodos
1 ePopcorn :. Popcorn ' :- Popcorn
) eBatman i'Batman le Batman
3 eKarel 2 ekarel ‘3 jeKare

11x 8x 2%

Droop quota pro tyto volby vychéazi 6. Po prvnim secteni vyjdou hlasy takto:

Kang a—

Kodaos
Popcorn
Batman
Kare

Popcorn i Kodos jsou ihned zvoleni; prebytecné hlasy Popcorna jdou dle hla-
sovacich listkti k Batmanovi, hlasy pro Kodos jdou ke Kangovi:

Kang -+
Kodos —
Papcorn
Batman S
Kare:
0 1 2 3 4 5 6 7 B 9 10 11 12

Nyni nastava situace, kdy nemuze byt zadny kandidat zvolen, je tedy prove-
dena eliminace kandidata s nejméné hlasy. Tim je nebohy Kang a vsechny hlasy
pro néj se presunou k dalsi volbé: tou je podle hlasovacich listki Karel. To stale
nevytesilo situaci, takze je eliminovan i Batman a i jeho hlasy jsou presunuty ke
Karlovi. Karel tedy ziskd celkem 9 hlasti a posledni kfeslo pripadne jemu.
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kang
Kodas
Popcorn

-Baran
Kare! * -

0 1 2 3 4 5 [ 7 B 9 10 11 12

Vsimnéme si, ze ve volbach ziskal kieslo i Karel, i kdyz byl u vsech uveden az
jako treti volba. Tedy doslo ke konsenzu: voli¢i se na Karlovi ,,shodli®.
Pokud by stejnd volba probihala napt. pomoci D’Hondtovy metody, voli¢i by
museli taktizovat a vysledky voleb by mohly skoncit zcela jinak. Pokud se tento
systém aplikuje na celou zemi, zvoleni lokalni zastupci z kazdého okrsku vytvori
parlament, ktery je mnohem reprezentativnéjsi nez pii volbé vétsinovym systé-
mem.

Zavér

Ukézali jsme si, jak funguje (¢i nefunguje) vétSinovy volebni systém, jak se dé
mérit proporcionalita voleb a jak ucinit volby proporcionalnimi, i kdyz volime
lokélni zastupce. Vsechny uvedené systémy se v soucasné dobé nékde ve svété
pouzivaji; jak ty dobré, tak ty Spatné. Bohuzel, u specidlnich volebnich systémi
je vyzadovan jiny typ hlasovacich listkl, a proto je nemuzeme zkusit ,zpétné®
aplikovat na historicka data jinych volebnich systém.
A obyvatelé Popcornie 7ili $tastné v miru a pokoji.

Zdroje a doporucend ,literatura”

1. Seridl Adam Ruins Everything, dil 01x07 — Voting : Adam Conover z College
Humor s davkou nadsazky vysvétluje problémy s volebnim systémem USA.

2. Hra The Redistricting Game vas necha si vyzkouset Gerrymandering na
vlastni kizi: http://redistrictinggame.org/game.php

3. Kanal na YouTube C. G. P. Grey, ktery smysluplné vysvétluje razné poli-
tické systémy a problémy: https://www.youtube.com/user/CGPGrey

4. Vox — Gerrymandering:
http://www.vox.com/cards/gerrymandering-explained

5. Nasledujici stranky na Wikipedii:
https://en.wikipedia.org/wiki/United_Kingdom_general_election,_2015
https://en.wikipedia.org/wiki/Gallagher_Index
https://en.wikipedia.org/wiki/First-past-the-post_voting
https://en.wikipedia.org/wiki/Mixed-member_proportional_representation
https://en.wikipedia.org/wiki/Single_transferable_vote
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https://en.wikipedia.org/wiki/Cow_tipping
https://en.wikipedia.org/wiki/Comparison_of_the_Hare_and_Droop_quotas

Téma 4 — Komprese mapovych dat

K tématu dorazil jeden piispévek od Doc.MMPetra Simtinka. Ten rozsifuje svij
predchozi prispévek a zabyva se délenim mapy na sektory.
Jethro

Déleni mapy na sektory (10b)
Doc.MV Petr Simainek

Pripomeneme si, jak jsem v minulém c¢isle navrhoval sektor:

// sektor

y_sector_1; x_sector_1; m;

id_1; y_1-y_sector_1; x_1-x_sector_1;
id_2; y_2-y_sector_1; x_2-x_sector_1;
id_m; y_m-y_sector_1; x_m-x_sector_1;

Soutadnice Ysector, zabiraji néjaké bity ny, Tsector, pak néjaké n,, podle mé
je nejlogictéjsi, aby se délily stejué (Pozn. redakce: Je to opravdu nejlogictéjsi?
Umite najit priklad, kde to vjhodné nebude?), tudiz n, = n,. A nakonec m (pocet
souradnic) bude mit néjakou velikost. Diky tomu, Ze pocet soufadnic je uveden,
tak nepotiebujeme zadny symbol endgector- Pokud bychom napriklad délili sektory
podle prvnich 6 biti, tak kazdou soufadnici uvnit¥ sektoru zmensime o 6 bit,
(max je 36 bitt, pokud jedeme do 360° (Pozn. redakce: Pro¢ zrovna 36 biti?)),
takze v tomto pripadé by zbylo 30 bit na soufadnici uvniti sektoru. Pokud se
podivame na data, tak vidime, ze v jednom sektoru by bylo mnoho ¢isel a kazdé
by se zmensilo o 6 biti, coz opravdu stoji za zminku, jelikoz informace o sektoru
jsou oproti tomu zanedbatelné.

A toto mé privedlo na novou myslenku, a to, Ze by bylo mozna lepsi rozdélit
mapu na sektory a ty na podsektory a ty opét na podsektory a takto tieba 5x
nebo 6x. Navic nebude potfeba na zacatku kazdého podsektoru psat absolutni
soutadnice, ale pouze néjaké relativni oproti pocatku sektoru.

Napadlo mé, Ze by nejprve mohly mit rozdéleny y-ové souradnice a poté by
byly rozdéleny z-ové souradnice, ze by zde byl fadek mapy, pak dalsi atd. Takto by
ale data ztracela lokalni dekomprimovatelnost, jelikoz bychom vzdy museli precist
nékolik Fadka celé mapy, abychom dostali jen maly tusek z nich. (Pozn. redakce:
Neslo by toto néjak opravit?) Proto bude lepsi rozdélit mapu na sektory, postupné
udavat jejich vycet a poté tyto sektory rozdélit na podsektory a opét udélat vycet
a tak dale. ..

Struktura sektoru na kazdé trovni kromé posledni bude nasledujici:
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y_sector_i; x_sector_i; pocet_bodu_v_sektoru
hlavicka prvniho podsektoru

Struktura sektoru na posledni tirovni bude shodné s piivodni strukturou uvedenou
na zacatku ptispévku. Cely soubor tedy bude vypadat nasledujicim zptisobem:

. sektor

. podsektor 1. sektoru

. podpodsektor 1. podsektor 1. sektoru

. podpodpodsektor 1. podpodsektor 1. podsektor 1. sektoru

. bod podpodpodsektoru

. bod podpodpodsektoru

. bod podpodpodsektoru

... (dalsi body podpodpodsektoru)

2. podpodpodsektor 1. podpodsektor 1. podsektor 1. sektoru
(body podpodpodsektoru)

... (dalsi podpodpodsektory)

2. podpodsektor 1. podsektor 1. sektoru

WN P PP PP

... (podpodpodsektory)
2. podsektor 1. sektoru
(podpodsektory)

2.sektor
(podsektory)

(dalsi sektory)

Vznikne nam takova stromova struktura. Nyni si potfebujeme néjak urcit, jaka
bude nejlepsi velikost pro sektory.

Uvedme si priklad: feknéme, Ze pracujeme na né&jaké podrobné mapé, takze
at udélame sektory jakkoliv, tak vzdy se v nich budou vyskytovat néjaké body.
Necht bude ¢islo podsektoru uréeno 3 bity kazdé soufadnice (napt. 20. az 22. bit,
coz je (2%)% podsektortl). Na zacdtku budou soufadnice SektoruE] a pocet bodu
sektoru m nebo pocet podsektort. Dédle nam pribudou jednotlivé podsektory. Ty
budou mit 2 x 3 bity navic a k tomu jesté néjaké bity na pocet bodu. Toto muze
zalezet na trovni, ale bit nebude fadové vic nez 20. To bychom méli bity, které
budeme mit navic, naopak ale vSechny body v podirovnich budou o 3 bity mensi.
A tato usetfend velikost bude v nasem prikladu 3m. Coz bude vyrazné vic, nez
kolik ptidaji data kédujici podiurovné.

Efektivita ale bude klesat s poctem podsektort. Pokud bychom tfeba kédovali
pouze mésto Brno, nebo mapu Prazského hradu, tak by bylo nejvyhodnéjsi nejprve
rozdélit mapu na malé sektory a poté udat souradnice pouze toho sektoru, kde
se néco nachazi, tim by nam velice kratkym kdédem vypadla tieba az polovina

1"Muze se jednat rovnéz i o podsektor a souradnice budou relativni oproti za¢stku onoho
sektoru, ale pro zjednoduseni nam to staci takto.
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Obrazek 5: Rekurzivni rozdéleni mapy na sektory a podsektory

vSech dat, poté bychom opét aplikovali vyse uvedené rozsektorovani, dokud by se
to jesté vyplatilo.

Nevyhodné se stane rozdélovani pokud by uz dalsi podsektory byly malé a
obsahovaly malo bodu, jelikoz poté by uz kéd pro podsektor zabiral vice mista,
nez pokud bychom body jen vypsali.

Priloha

K priloze (http://ulozto.cz/x6iVCRQp/preview-22-00-04-04-x1sx). Jsou zde
4 listy: ,,Zpracovani“, ,Mapa*“, ,Poradi dat“ a ,, Test vypoctu“.

e  Zpracovani“ obsahuje nékolik testovacich souradnic a ty jsou postupné
prevedeny na ¢isla a nakonec podle nastaveni rozsekany na podsektory, cely
proces je podrobnéji popsany tam.

e Mapa“ je pouze vizualizaci mapy s délenim 3, 3, 3, 5.
e Poradi dat* ukazuje, v jakém poradi jsou body z mapy zapsany do souboru.

o Test vypoctu“ obsahuje 1000 ndhodné vygenerovanych ¢isel, které zarazu-
jeme do sektori. Jednd se o zjednoduseni, jelikoz zde mame pouze c¢isla od
0 do 27 (z si mizeme zvolit od 2 do 18) na pouze jedné ose. Cely problém
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je 1 jinak vyrazné zjednodusen (pouze sektory, zddné podsektory, ...), ale
muzeme si zde spocitat, o kolik se lisi razné varianty velikostné. Jedné se
pouze o ndhodné generovand ¢isla (1000 éisel se ndhodné vygeneruje, poté
se odstrani ta, kterd se opakuji).

Pozndmka na zavér

Sektory maji tu vyhodu, Ze pokud se pohybujeme uprostied néjakych velkych
sektorti, tak jsou data krasné lokdlné dekomprimovatelna. Pokud se vsak pohy-
bujeme na prechodech velkjch sektorti (tfeba pokud bychom méli rozdélenou CR
na 2 sektory a my byli na oné hranici), tak by 2 sousedni body od sebe mohly
byt vzdaleny i statisice fadku dat a je otdzka, jestli by to vubec zvladala pamét.
Je otazka, jestli bychom nechtéli udélat néco takového, ze nékteré body by se
tu tfeba vyskytovaly i vickrat a sektory se prekryvaly, ale toto opét zalezi na
nasich preferencich, hardwaru a implementaci. (Pozn. redakce: potreba paralelné
¢ist z mekolika mdlo mist obvykle neni problém, ale je dobré na tento problém
poukdzat.)

Téma 5 — Rozpustila rozpustnost

K tématu zatim prisly prispévky experimentalné zkou-

majici vliv teploty a michani na rozpustnost vybra- o
nych kuchynskych latek a 1éki. Hlavni faktory ovliviu- - \
jici rozpustnost latek byly diskutovany téz teoreticky.
Volba spravného rozpoustédla pak byla experimentalné
ovérovana na gumovych medvidcich. Stéle vsak zustava
mnoho nezodpovézenych otdzek, a tak i mnoho pro- ./ Y ( dw 7w
storu pro dalsi experimenty a teoretické tivahy. Mu- . \\/ \\/\vb AR
zete se zamérit tfeba na nasycené roztoky a zménu je- /\M
jich vlastnosti oproti samotnému rozpoustédlu. Jak se
napr. zméni vodivost, pH, bod varu, hustota ¢i visko-
zita vody ve srovnani s nasycenym roztokem cukru?
S rozpusténim se vsak nesetkdvame jen v kuchyni, ale také v prirodé kolem nés a
také v samotném lidském organismu. Mate predstavu, co vsechno ovliviiuje roz-
pustnost kysliku a oxidu uhli¢itého v krvi? A jak je mozné, Ze se jednim a timtéz
rozpoustédlem (krvi) transportuji rizné polarni latky (napf. sacharidy i lipidy)?
V ¢em byste rozpoustéli ulitu hlemyzdé a v ¢em mravence ¢i mouchu?

N (7 r

Peta
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Sachové diagramy (10 b)
BeMM Lenka Kopfovd, Mgr.M™ Zuzana Svobodovd, Dr.MY Jan Viclavek

Uvodem

V tomto ¢lanku se budeme zabyvat Sachovymi partiemi, nikoli vSak z bézného
Sachového hlediska. Rozebereme netradi¢ni Sachové situace a pokusime se o tak-
zvanou zpétnou analyzu, napriklad urcit nékolik poslednich taht ¢i zda mohla
byt provedena rosada. Reseni se nebudeme snazit dosahnout vyhodnocenim viech
moznosti, ale povSimnutim si néjaké atypicnosti ¢i pouzitim néjakého triku. K po-
chopeni ¢lanku je nezbytnd znalost pohybu Sachovych figur, o které se doctete
v nasledujicim odstavci.

Zakladni tahy figur, Sach a mat

Krdl chodi pouze o jedno policko (vyjimkou je rosada, o ni vice dile) a to v kte-
rémkoli sméru, nesmi vsak vstoupit na pole ohrozované soupetrovou figurou.

Pésec miize jit ze zakladni pozice o jedno nebo dvé policka dopredu, kazdy dalsi
pohyb je vzdy pouze o jedno policko, a to bud ve sméru doptedu, je-li pred
nim volné pole, popiipadé Sikmo dopredu, kdyz bere figuru soupeie. Kdyz
pésec dojde na posledni pole sachovnice, preméni se v koné, strelce, véz nebo
damu podle prani svého hréce.

Ddma se pohybuje po sloupci, fadé nebo diagondle o libovolny pocet poli, nemiize
preskocit figuru.

Strelec se pohybuje pouze po diagondle, nemuze preskocit figuru.

Jezdec se pohybuje do L, to znamend, ze jeho pohyb se sklad4 z pohybu o dvé
pole po sloupci nebo fadé, na kterych stoji, a nasledné z pohybu o jedno
pole ve sméru kolmo na ptedchozi pohyb. Na polich mezi jeho vychozi a
konecnou pozici muze stat figura ¢i figury.

VézZ se pohybuje ve sloupci nebo v fadé o libovolny pocet poli, nemuze preskocit
figuru.

Sach nastavé tehdy, je-li pole, na kterém stoji kral, ohrozeno soupefovou figurou,
to znamenad, Ze v pristim tahu muze tato figura vstoupit na kralovo pole.

Mat nastane tehdy, nemtize-li hrac¢ zlikvidovat svym nejblizsim tahem ohrozeni
svého krale a krél zustane dal v sachu.
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Rosada

Pohyb, pii kterém se zaroven pohybuje krédl a véz. Kral se posune o dvé pole ve
sméru k libovolné z vézi a tato véz nasledné kréle preskoci a postavi se na jeho
sousedni pole ve stejné radé. Zaroven musi platit, ze kralem ani vézi nebylo dosud
tazeno, neni mezi nimi zadnd figura a kral nesmi zac¢inat pohyb z Ssachu ani pri
rosadé nesmi prejit pres pole ohrozené nepratelskou figurou.

Brani mimochodem

Pokud se pésec hrace 1 posune ze zdkladni pozice o dvé pole, mize ho hrac
2 v bezprostiedné nésledujicim tahu sebrat svym péscem, jako kdyby se pésec
hrace 1 posunul misto o dvé pouze o jedno pole. (PéSec hrice 2 musi byt v takové
pozici, aby mohl brat souperova pésce, kdyby se byval posunul pouze o zminéné
jedno pole.)

Monochromatické Sachy

Specifickou variantou Sachu jsou tzv. monochromatické sachy. Jednd se o hru v sa-
chy, kde se figury pohybuji pouze po barvé, na které stoji v ivodnim rozestaveni
(napifklad péscem je tedy mozné tdhnout pouze o dva na zacatku a také vyhazo-
vanim jinych figur).

Piiklady

(0]

Bily je na tahu. Jaky
byl jeho posledni tah (pri
tomto otoceni sachov-
nice bily musel zacinat
dole)?

N W~ oo N

Reseni:

Posledni tah hral ¢erny, musel tedy tahnout svou jedinou figurkou — krélem. Na
jeho nynéjsi pozici se tak mohl dostat pouze z policek a7, b7 nebo b8. Z policek
b7, b8 vsak nemohl tdhnout, protoze by tak oba kralové museli stat vedle sebe,
coz nelze. Cerny tedy ve svém poslednim tahu musel hrat kralem z policka a7
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na a8. Na této pozici ho ale ohrozuje bily stielec na gl. Jak k tomuto Sachu
mohlo dojit? — bily ve svém pfedchozim tahu nemohl Sachovat tahem stielce na
gl — ¢erny kral by tak musel byt v ohrozeni uz drive. Muselo tedy jit o odtazny
sach (hra¢ sachuje souperova krale nikoliv figurkou, kterou pravé zahrél, ale tou,
kterd byla skryta za ni). Ale ani jednou bilou figurou na sachovnici tohoto neslo
dosdhnout. Jedind zbyvajici moznost je, ze bily mél jesté jednu figurku, kterou
mu nésledné ¢erny krél sebral na poli a8 a tzv. po ném zametl stopy. A vzhledem
k tomu, ze tato figurka musela tahem na a8 dat odtazny Sach, mohlo se jednat
pouze o jezdce. Posledni tah bilého tak musel byt jezdcem z b6 na a8. (Na zévér
jesté poznamenejme, ze pokud by bily zac¢inal nahotre, k vysSe zminénému sachu
by mohlo dojit i tahem bilého péSce z g2 na gl a pfeménou na stielce.)

Jakd je orientace Sacho-
vnice (pokud uvaZujeme
vsechna c¢tyri moznd o-
tocent)? A kolik mini-
malné figur bylo preme-
néno? (Uloha nasi vla-
stni vgroby!). Pozn. o-
cislovani Sachovnice na
obrazku nemusi odpovi-
dat skutecné orientaci
sachowvnice.

Reseni:

Strelec na h8 Sachuje cerného krale na d4, ¢erny hrac je tudiz na tahu. Bily tedy
ve svém poslednim tahu musel dat sach, zfejmé ho ale nemohl dat tahem stielce
na h8. Také se nemohlo jednat o odtazny Sach, protoze bily na sachovnici nema
figuru, kterou by toho mohl dosdhnout. Zbyva posledni moznost a to, ze posledni
tah bilého byla pfeména pésce na stfelce (bud z h7 nebo z g8). Bily tak musel
zacinat bud vlevo nebo dole. Rozeberme nejdiive pripad, kdy by bily zacinal
vlevo. Podivejme se na rozestavéni bilych péscti. Mohli se do této pozice dostat?
Na zacatku je kazdy pésec v jednom radku, na to, aby se mohl presunout do radku
jiného, potfebuje nutné vyhodit nékterou ¢ernou figurku. Nejnizs$i mozny pocet
presunua bilych pésct, prii kterych se mohli dostat do dané pozice, je z obrazku
devét. Na Sachovnici vSak zbyva jesté devét cernych figur, takze tato pozice neni
dosazitelna a bily musel zac¢inat dole. Nyni se podivejme na druhou ¢ast tlohy.
Vime, ze minimalné stfelec na h8 je preménény. Dale pak stfelec na al se sem
nemohl dostat jinak nez pfeménou (péSec na b2 je v pocatecni pozici). Viimnéme
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si také bilého strelce na h3. Jeho pocatecni pozice je f1 a z této pozice se nemél jak
dostat do zbytku hractho pole, protoze pésci na e2 a g2 jsou v ptivodnim postaveni;
musi byt tedy také preménény. A ze stejného duvodu pak i Cerny stielec na c6,
jehoz pocatecéni pozice je c8. O ostatnich figurkach uz s jistotou neumime zjistit,
zda byly v prubéhu partie pfeménény. Ale urcité musely byt preménény alespon
¢tyri figurky.

N

7

Monochromatickd iloha:
cerny strelec je bud na

N

’ o
e3 nebo e4. Na které 4
z téchto pozic musi sku- /%
tecné byt? 3
%7
2| 7
1

9]

Reseni:

Pti monochromatickych partiich se kazda figurka mize pohybovat pouze po po-
liccich, jez maji stejnou barvu jako to, na kterém zacinala. Pfimym dtsledkem
tohoto je, ze v libovolné situaci monochromatické partie musi byt vzdy alespon
jedna figurka na ¢erném poli a alespoii jedna na poli bilém (vSechny ty vyhozené
musely byt sebrany figurkou pohybuji se pouze po stejné barvé poli jako ony, tedy
vzdy musi zbyt alespoil jedna figura dané barvy, kterd vyhodila ty ostatni). Ve
vyse ukédzané tloze jsou na Cernych polickdch dva pésci a kral, z jejich postaveni
ale plyne, Ze se od zac¢atku hry nepohnuli ze svych startovnich pozic. Tyto figurky
tak nemohou byt témi, které vyhodily nékteré ostatni, pohybujici se po ¢ernych
polich, a proto ¢erny strelec musi stat na ¢erném poli, tedy na e3.

A co dal?

Sachovy diagram? Udélej si sam!

Jak si vytvorit vlastni sachovou tlohu? Jednoduse, napriklad uplatnénim kombi-
nace nasledujicich triku:

1. Pouziti netradi¢nich situaci jako je brani mimochodem ¢i rosada.
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2. Dvojity Sach.
3. Rlzné moznosti ohrozeni krale — sach muze nastat dvéma zptisoby:

(a) Hrac¢ zaujme figurou novou pozici a z této pozice ohrozuje soupefova
krale.

(b) Hrac presune figuru a tim dé prostor tomu, aby jind jeho figura ohro-
Zovala soupefova kréle (tzv. odtazny Sach).

4. Strelec stoji v zdkladni pozici. V druhé fadé sachovnice jsou v diagonalnim
smeéru od stfelce pésci rovnéz v zékladni pozici. Mame jistotu, ze stielec se
za celou hru nepohnul, protoze nemél kudy opustit zakladni pozici.

Kde se dozvim vic?

Zaujalo-li vas toto téma, dalsi tilohy a napady je mozno najit naptiklad na téchto
strankéch:
https://en.wikipedia.org/wiki/Retrograde_analysis
http://www.mathpuzzle.com/retrograde.html
poptipadé v této literature:
The Chess Mysteries of Sherlock Holmes, Raymond M. Smullyan
The Chess Mysteries of the Arabian Knights, Raymond M. Smullyan

Podékovani
Dékujeme Vaskovi Rozhonovi, ktery vedl nasi praci v rdmci soustfedéni M&M.

Reference

http://www.mathpuzzle.com/retrograde.html

https://en.wikipedia.org/wiki/Retrograde_analysis

http://www.chess.cz/www/mladez/metodika/zakladni-sachovy-vycvik/
2 _lekce.html

http://www.filiphofer.com/cs/sachy-pravidla/

https://cs.wikipedia.org/wiki/Brani_mimochodem

Konfera Sachové diagramy, soustredéni MEM


https://en.wikipedia.org/wiki/Retrograde_analysis
http://www.mathpuzzle.com/retrograde.html
http://www.mathpuzzle.com/retrograde.html
https://en.wikipedia.org/wiki/ Retrograde_analysis
http://www.chess.cz/www/mladez/metodika/zakladni-sachovy-vycvik/2_lekce.html
http://www.chess.cz/www/mladez/metodika/zakladni-sachovy-vycvik/2_lekce.html
http://www.filiphofer.com/cs/sachy-pravidla/
https://cs.wikipedia.org/wiki/Bran�_mimochodem

ERES XXII/6 31
Serial: Zakony zachovani

V minulém dile jsme se zabyvali spinem. Za tkol jste méli vyfesit slozeni dvou
spint 1. Rozdéleno do podikoli:

Najdi vlastni ¢isla a vlastn{ vektory operatoru (s.). (1b)

e Napi$ posunovaci operdtory pro spin 1. (1b)

Najdi bazi vektorového prostoru, pro kterou budou mit matice operatoru
kvazidiagonalni tvar a popis, co je vysledkem. (1,5b)

e Ukaz, Ze matice alespon dvou operatoru jsou v této bazi skuteéné kvazidi-
agonélni. (1,5b)
Reseni:
V minulém dile jsme prozradili podobu operatori primétu spinu pro spin 1:

. A 0 1 0 . A 0 —i O . 1 0 0
Se=—7|1 0 1|, Sy=—7[|7 0 —i],5.=h{0 0 O
V2 0 1 0 V2 0 ¢« O 0 0 -1
Nejprve vlastn{ &sla operdtoru S,:
1 0 O U U h— s, 0 0 U
RO 0 O v]=s,|v|= 0 —Sn 0 v]=0
0 0 -1/ \w w 0 0 —-h—sy/ \w

Sestavime sekularni rovnici problému.

hi—s, 0 0
det[ 0  —s, 0 =s5,(h? —s2)=0
0 0 —h— s,

Vidime, zZe jeji FeSeni jsou s, € {—h, 0, h}. Ted dosadime za s,, do sekuldrni rovnice
a najdeme vlastni vektory.

0 0 0 u 0 1
0 h 0 v | = hv =5 =(0]=7
0 0 —2h—s, w —2hw 0
A 0 O u hu 0
0 0 O v | = 0 =5=|1]|=>—
0 0 —h)\w —hw 0
2h 0 O u 2hu 0
0 —h Olf{v|=|-Mhv =5.=(0]=]
0 0 0/ \w 0 1
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Vysledné bazové vektory prostoru spinovych stava jsme si oznacili Sipkami, jako
pro spin 1/2. Prostfedni prumét spinu jsme oznaéili vodorovnou Sipkou, aby se
prfi aplikaci posunovacich operatorii nepletl s nulou, ktera znac¢i neexistujici stav.
Napiseme si posunovaci operatory.

SN e DN () DR (i
TVv2lo 1 0) V2\o i o) V2\o 0 o
S S NN (o) N O
- V2 g 1 0] V2\o i o) V2\o 1 0

Planckovu konstantu budeme v feSeni vynechavat. D4l ovérime, Ze posunovaci
operatory délaji, co maji.

1 0 1 0 0
g4 0 :O7 04 =10 5 o4 0]l=11

0 0 0 1 0

1 0 0 0 0
c_|0)=(1], o_|[1])=|0], o_|0]=0

0 0 0 1 1

Pomoci posunovacich operatori uz mizeme sestavit novou bézi prostoru spino-
vych stavii dvou ¢astic se spinem 1. Zaéneme nejvys$sim spinovym stavem | 11).

oL 12|1) + 102 |41) =
[=1) + 1)
o (=N +11=2) =D +|=2=2) +[==) + 1) =
=[N +2[==)+ 1)
o (N +2[==)+ 1)) =0+ [1=) +2[{=) +2|=) + =) + 0=
=3({=)+ =)
o— (H=)+1=0) =0+ 1) + L) +0=[1])
o-|[H)=0
Ziskali jsme kvintuplet. Ted najdeme nejvyssi stav, ktery jesté nemame popsany,
a to tak, ze zkusime presklddat druhy stav z kvintupletu: | —1) — | 1t—). Skuteéné

je kolmy na vSechny vektory kvintupletu. Aplikovanim operatoru oy ovérime, ze
je to skutecné vrchni stav néjakého multipletu.

o1 (I51) = 11=) = 1) = 111) =0

a-[11)
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A multiplet dotvorfime posunovanim tohoto stavu dolu.

o (1) = 1)) = [4) =) = [ =) = [14) = [ 1) = [ 1)
o (1) = 1) = 0+ [4=) = [4) = 0 = [4=) + | =)
- (=) + =) = 0+ [ 1) — [H) —0=0

Dalsim multipletem je tedy triplet. Stdle ndm jeden stav chybi. Podle nasi ku-
charky muzeme chybé&jici stav zkusit natipovat, ale tentokrat to neni tak intuitivni.
Pokud se to nékomu povedlo, gratuluji, ja jsem musela obecné hledat posledni
stav, ktery je na vsSechny ostatni kolmy. NapiSeme skalarni souciny se vsemi do-
sud nalezenymi bdzovymi vektory v puvodni bézi (a| 1), b| T—=), ¢| ), d| =1),
el ==, fl=4), gld), hld—=), i 1)) a polozime je rovné nule. Odtud ndm vyjdou
koeficienty pro jednotlivé kombinace spinu.

|11) - (a,b,¢,d, e, f, g, h,i) = a=0

(|=1) +11=)) - (a,b,¢c,d, e, f, g, h,i) = b+d=0

() + 2| ==)+ 1) - (a,b,¢,d, e, f,g,h,1) = c+2d+g=0
([4=) + =) - (a,b,c,d,e, f, g, h,i) = f+h=0

(|=1) = [1=)) - (a,b, ¢, dye, £, 9, hyi) = b—d=0

([41) = 11) - (a,b,¢,d e, f, g,y i) = c—g=0

([4=) + =) - (a,b,¢,d,e, f, 9, hyi) = h—f=0

Vysledkem je vektor | [1)—| ——)+|1J). Pomoci posunovacich operatoru ukazeme,
ze je opravdu koncem i zac¢atkem singletu.

or (W) =l==)+11) = =) +0—[1=) = [=1) +0+[1=) =0
o (UM =l==)+ )= 0+[=)-[=)—[=DH+0+[=H+0=0
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Na zavér si ukdzeme matice nékterych operatoru v této bazi. Posunovaci ope-
ratory jsou jednodussi, tam uz mame vysledek rozepsany vyse.

|11) 0
| =) + 1) [11)
1) +2[—=—=) + 1)) |=1) + 1)
[1=) +[=1) 1) +2|=—=) + 1)
O2+ 144 = =) + =)
[ =) = 1) 0
1) =1 |=1) = [1=)
[L=) = =) 1) =1
1) = [—=—=) + 1) 0
|11) |=1) +[1=)
| =)+ [1=) 1) +2[=—=) + 1)
1) +2[—=—=) + 1)) [L=) + =)
=)+ =) |44
02— |4 = 0
|=1) = [1=) 41 =14
41 =1 41 =1
=) = =) 0
1) ===+ 1) 0
00 0 0 O0O0OO0OO0OTO 0 01 0 0 0 0 O0O0O0
10 00 00 0 0O 001 0 0 0 O0O0O 0
01 0 0 0 0 O0O0O0 00 010 0O0O0O0
001 00 O0O0O0O 0 00 0 01 0 00O
o2+ =10 0 0 1 0 0 O O O], o02-=|0 0 O O O O O O O
00 0 0 0 0 0 O0O0 00 00 0 01T 00
00 0 0 O0O 1000 00 0 0 O0O0OO0OT1TTO0
00 0 0 O0O0OT1O0O0 00 0 00 O0O0O0O 0
00 0 0 O0O0OO0OO0°O0 00 0 00 O0O0O0TO

Tim bychom méli zadani splnéné. Ale ukézeme si jesté piisobeni operatoru S,

pro dva elektrony — oo, .
1 0 0 U U
0 0 O v]=|(0
0 0 —1/\w —w

Matice o, se tedy chovd tak, Ze spin nahoru nezméni, nulovy prumét spinu (némi
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znaceny Sipkou doprava) vynuluje a u spinu dolt zméni znaménko.

11) 1)
|=1) + 1) |=1) + 1)
[41) + 2| ==) + 1) [41) + 2| =—) + 1)
[1=) + =) [4=) + =)
022 144) = (011 +1'02) 144 =
|=1) = [1=) |=1) = [1=)
) =1 4 =11
[4=) = =4) [4=) = =4)
1) = [==) + 1) 1) = [==) + 1)
1) N 2111
0+|1=) | —=1) +0 | =) + 1)
—[{) +0+[1) 1) +0— 1) 0
—[4=) +0 0—[—=) =) = =4
—[44) - —[4) = —2|4))
0—|1=) |—=1) =0 | =) —[1=)
=4 =1 D)+ 11 0
—[4=) =0 0+[—) —=) +1=4)
—[1) =0+t [ =0 —[1) 0

Teorém Noetherové

Nejprve si ukdzeme, Ze aplikace transformace na stavovy vektor i na operatory je
skutecné v poradku.

Méjme néjakou grupu G transformaci, které naptiklad prevadéji rizné sou-
stavy souradnic mezi sebou, takze rizné otoceni, zrcadleni, posunuti, . . . Kazdému
jejimu prvku g prislusi operator §. Zména soutradnic ptisobi na stavovy vektor:

g:[¥) = [¥), kde [¢') = glv)

Zméni se i operdtory prislusné méfitelnym veli¢indm (A)? Typicky ano, se sta-
rymi operatory by ndm to ale nefungovalo. Jak to napravit, aby to fungovalo?
Podobnostni transformaci:

A— A kde A" = §Ag—1

Mélo by byt jedno, jestli nejdiiv provedeme méfeni (pisobime na stavovy vektor
operatorem méfitelné fyzikalni veli¢iny) a pak teprve zménime soufadnou sou-
stavu, nebo naopak.

Ay = (adg™) @lv)) = 94 (57'9) ) = a (A1)

Pokud se hamiltonidn H, nejdulezitéjsi operator kvantové mechaniky, transfor-
maci g nezméni, fikdme, ze je problém vici transformaci symetricky. To nastava
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pravé tehdy, kdyz operator transformace § s Hamiltonidanem komutuje.

A

=405 o [ﬁ,g] —0

A pokud se Hamiltonidn nezméni aplikaci zddného prvku grupy G, tikdme, ze
problém je symetricky viici celé grupé.

Disledkem takové symetrie je degenerace feSeni Schrodingerovy rovnice: Je-li
feSenim stavovy vektor [¢;) piislusny energii F;, je FeSenim i §|t);) také piislusny
energii F;. Energetickd hladina je degenerovand a pokud zname jeden stav, ktery
k ni prislusi, aplikaci grupy dokédzeme najit vSechny ostatni. Pfesné to jsme délali
pomoci posunovacich operdtort na prostoru spinii: Pro dvé ¢éstice se spinem 1/2
méme singletni a tripletni stav. Jim pfislusi urcité energie Fs a Er a ireduci-
bilni reprezentace spinové grupy, pricemz tripletni stav je degenerovany. Pomoci
posunovacich operdtoru jsme pak dokézali z jednoho libovolného stavu v ramci
tripletu ziskat vSechny ostatni.

Tahle metoda je naprosto obecnd a ke spousté problémil se da najit grupa
G, kterd jej vice ¢i méné Sikovné popisuje. Existuje i ptistup, kdy cely Hilbertiuv
prostor (tedy prostor vsech moznych stavovych vektoru systému) povazujeme za
podprostor prislusny néjaké ireducibilni reprezentaci néjaké opravdu velké grupy
G. Rik4 se ji dynamickd grupa. Nevi se, jestli obecna dynamicka grupa pro kvan-
tovou mechaniku existuje, ale rozhodné existuji védci, kteii ji hledaji. Pro nékteré
vybrané systémy ale dynamicka grupa existuje. Pracovali jsme s nimi pii hledani
molekulovych vibraci.

Symetrii fyzikdlniho systému vic¢i néjaké grupé se budeme zabyvat i v tomto
rému Noetherové:

wJe-li dany fyzikdlni systém symetricky vzhledem k néjaké Lieové grupé o n
spojitych parametrech, pak tento systém vykazuje zachovani n fyzikdlnich veli-
cin. “

Tedy zakony zachovani ve fyzice souvisi se symetrii.

Daji se najit vselijaké zakony zachovani, které plati jenom nékde a nékdy
(jenom v uréitych systémech), napt. zakon zachovani hmotnosti nebo mechanické
energie, ale jsou i zakony zachovani, které plati naprosto obecné, tedy vzdy a
vsude.

Asi vas napadne, ze kazdy systém by mél byt symetricky vaci transformacim
soustavy souradné — a skutecné, z téchto transformaci plynou nékteré velmi znamé
a dulezité zékony zachovani. Probereme si je postupné podle druhu.

Homogenita prostoru znamena symetrii fyzikalnich zakont vici posunuti sou-
stavy sourfadné. At uz jsme doma, ve Skole, na Marsu nebo v jiné galaxii, New-
toniv gravitacni zdkon bude vSude F' = »™17*2. Proto si mizeme zvolit pocatek
soustavy souradné libovolné, fyzikalni zakony na absolutnich souradnicich nezé-
visi. Lieova grupa vSech posunuti je v nasem tfidimenzionalnim prostoru taktéz
tridimenzionalni, takze s homogenitou prostoru souvisi zachovani tii fyzikalnich
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veli¢in nebo jedné vektorové (zachovavaji se vSechny tii slozky vektoru nezavisle).
Touto veli¢inou je hybnost.

Izotropie prostoru znamend symetrii fyzikalnich zakonti vici otoceni soustavy
soutadné. Mizeme si libovolné zvolit sméry souradnych os, dokud budou navzajem
kolmé a soustava bude pravotoéivé@ Otacet také mizeme kolem t¥i riznych os,
proto i Lieova grupa otoceni je tfirozmérna a souvisi s ni zachovani vektorové
veli¢iny ve smyslu zachovani vsech slozek vektoru. Timto vektorem je moment
hybnosti.

Homogenita c¢asu znamena symetrii viaci posunu v ¢ase. Muzeme si libovolné
zvolit pocatek ¢asu. Cas mé jenom jednu dimenzi, takze s touto symetrii sou-
visi zachovani skaldrni veli¢iny — celkové energie systému. Tady zduaraznuji, ze
jde o energii celého systému, protoze jednotlivé objekty si mohou energii mezi
sebou predévat (to i plati o hybnosti a momentu hybnosti). Také je dilezité slovo
wcelkova“, tedy nejen energie mechanicka, ale i teplo, energie chemickych vazeb,
energie hmoty (E = mc?) nebo cokoli jiného, co v daném problému muize hrat
roli.

Bézné predpokladame, ze fyzikdlni zakony jsou nezéavislé na volbé soustavy
souradné i v pripadé, ze prechdzime mezi soustavami pohybujicimi se vaci sobé
rovnomeérné piimocare. V klasické fyzice se takovym prevodim souradnic rika
Galiletho transformace, v relativistické fyzice Lorenzova transformace. Zminéné
transformace muzeme shrnout do sestidimenzionalni Lorenzovy grupy. Doted pla-
tilo, ze ke kazdé dimenzi grupy jsme méli rovnici tvaru A = konst., jejiz platnost se
zachovavala. Tady obecné nelze jednoduse ukazat na veli¢inu, kterd se mé zacho-
vavat. S Lorenzovou grupou souvisi zachovdni platnosti pohybovijch rovnic. Mame
tedy obecné platné rovnice pro primou i thlovou rychlost, které ale nejsou tak
jednoduché jako A = konst. Kromé specidlniho pﬁpaduE kdy se neméni hmot-
nost systému. Tehdy se zachovava rychlost tézisté systému. Sjednoceni Lorenzovy
grupy a homogenity prostoru a casu rikdme Poincarého grupa.

Disledkem téchto symetrii je, ze fyzikalni zdkony nemohou zaviset na abso-
lutnich soutadnicich a case, jen na relativnich. Tteba v Newtonové gravitacnim
zéakoné nemame souradnice dvou téles, ale jejich vzajemnou vzdalenost. U vSech
casovych vyvoju nepracujeme s ¢asem na hodinach, ale s ¢asem od zacatku po-
kusu, od néjakého znamého stavu — misto hodin pouzivime stopky. Dalsim du-
sledkem je, ze Hamiltonidn (operdtor energie) nesmi explicitné zdviset na case.
(Smi ale zaviset na veli¢inach, které se s ¢asem méni.)

Ze zakona zachovani fyzikalni veli¢iny A ve tvaru A = konst. plyne rovnice
kontinuity pro veli¢inu A. Pokud se nékde hustota o veli¢iny A zvétsila, musela se

18pfedstavte si, ze v misté, kde stojite, je po¢atek kartézské soustavy. Osa x necht sméiuje
pfimo vpred, osa y necht sméfuje vlevo a osa z necht smétruje vzhuru.

19Vyrazem specidlni piipad ve fyzice myslime situace, o kterych pfedpokldddme néco navic.
Dovoluje nam to vyuzivat rtizné aproximace. Prikladem je nerelativisticka fyzika, kterd je spe-
cidlnim pripadem relativistické fyziky pro situace, kdy se vSechna télesa v systému pohybuji
vyrazné pomaleji nez svétlo. Neni vyjimkou, Ze se setkdvame prakticky jen s tim specidlnim
ptipadem, takze je vlastné velmi bézny.
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také jinde zmensit a musela se z mista na misto presunout tokem j.

do = - - o a0 0

v je vektorovy diferencialni operator zvany nabla. Obvykle se pise bez Sipky, pro
nase ucely je ale lepsi zdtraznit jeho vektorovy charakter.

Napiiklad ze zdkona zachovani hmotnosti (ktery plati jenom ve specidlnich
pripadech, ale pfesto je uzite¢ny) plyne rovnice kontinuity pouzivand pro kapa-
liny.

% +pV-7=0

Symetrie ¢asoprostoru uz jsme Vyéerpalim Ruiznych zachovavajicich se veli¢in
je ale jesté mnoho. Dalsi dilezitou skupinou symetrii jsou kalibracni symetrie.
Jsou to symetrie rovnic popisujicich fyzikdlni zdkony vudi uréitym kalibra¢nim
transformacim.

Kazdou silu F' muzeme zapsat pomoci prislusného potencidlu « a prislusné
vlastnosti télesa a. Kalibra¢ni transformace méni potencidl o zptusobem, ktery
nezmeéni vyslednou silu na dané téleso. Ukazeme si to na elektromagnetické inter-
akci.

Elektrické a magnetické pole muzeme popsat riznymi veli¢inami, na stiedni
skole se vetSinou pouziva intenzita elektrického pole E a magnetickd indukce B.
Stejné tak muzeme pouzit elektrickou indukci D a intenzitu magnetického pole H ,
z predchozich veli¢in se vypoctou pomoci materidlovych konstant — permitivity e
a permeability u.

D=c¢E, B=uH

Dalsi moZnosti je pouzit elektrostaticky potencidl ¢ (%) a elektromagneticksy
potencidl A ().

B=VxA, E:—Vgo—%
Ted vytvorime kalibra¢ni transformaci pomoci libovolné zvolené funkce casu a
polohy f (Z,t) a transformujeme pomoci ni oba potenciély.

h - - h—o
PSP R S
e Ot e

Ukézeme, Ze takovouto transformaci se fyzika systému (intenzita elektrického
pole a magnetickd indukce) nezméni.

5 e 04 o ho N _ 0 (z he\_ o 04 4
E=—No-Fr="Vivteag) s\ AV ) =Ve—5 =F

B ﬁng:vxg_gﬁxw:wg

20Cas viici otodeni symetricky neni, to vidime v bézném zivoté neustale.
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V prvni rovnici se cleny s funkel f navzdjem vyrusi, ve druhé pouzivime vek-
torovou identitu V x VX = 0. Tvar interakce &astic spliuje kalibracni symetrii.
Diusledkem kalibrac¢ni symetrie elektromagnetického pole je existence fotonu, ja-
kozto castice zprostiedkovavajici elektromagnetickou interakei.

Podle teorému Noetherové by mély i kalibraéni symetrie souviset s néjakymi
zachovavajicimi se veli¢inami. Pro elektromagnetickou interakci je to zachovdni
elektrického ndboje.

Podobnou formu kalibra¢ni symetrie maji i dalsi interakce. Pro silnou jadernou
interakci plyne z kalibra¢ni symetrie existence gluonu a zdkon zachovdni bamﬂ
Pro slabou jadernou interakci kalibracni symetrie produkuje slabé intermedialni
bosony a souvisi s ni zdkon zachovdni poctu leptoni. Problém je ale v tom, ze
kalibra¢ni symetrie slabé interakce produkuje jen nehmotné intermedialni ¢astice
a slabé bosony jsou ve skutecnosti velmi tézké. Tento problém vytesila az teorie
zavadéjici uplné nové pole a novou intermedialni ¢astici — Higgsovo pole a Higgsuv
boson. Higgsovo pole popisuje miru spontanniho naruseni symetrie.

Spontdnni naruseni symetrie v zivoté pozorujeme celkem bézné. Postavime
tfeba tuzku na s$picku. Naprosto dokonalou symetrickou tuzku na naprosto rov-
nou vodorovnou desku stolu. Takova situace je rota¢né symetricka, vSechny sméry
okolo tuzky jsou ekvivalentni. Ale tuzka si jeden z nich spontdnné nidhodné vy-
bere a timto smérem spadne. Symetrie se spontanné narusi, protoze nesymetricka
situace m4 vyrazné nizsi energii. Jinym ptikladem je chlazeni ferromagnetického
materidlu, tfeba oceli. PTi vysoké teploté mame v oceli spoustu malickych domén,
ve kterych maji atomy stejnou magnetizaci. Dohromady se ale magnetizace jed-
notlivych domén vyrusi a kus oceli je navenek nezmagnetovany. Vsechny sméry
magnetického pole, do kterého bychom takovy kus oceli vlozili, jsou ekvivalentni,
situace je symetrickd. Kdyz ale takovy kus oceli chladime, odebirdme mu ener-
gii, a tak ho nutime zaujimat energeticky vyhodnéjsi usporadani. Rozhrani mezi
jednotlivymi doménami jsou energeticky naro¢né. Proto si ocel spontanné vybere
néjaky nahodny smeér a vsechny domény se premagnetuji pravé do tohoto sméru.
Symetrie je porusend, rizné sméry magnetického pole uz nejsou ekvivalentni.

Stav vesmiru a fyzikalnich zdkont tak, jak je pozorujeme, tedy nezavisi jen na
elementarnich zakonech jako takovych, na rovnicich, podle nichz se Fidi. Zavisi i
na tom, které konkrétni feseni se realizuje.

Standardni model

V minulém dile jsme se zminili o rtiznych typech elementarnich ¢astic. Uz vime,
ze mame intermedidlni bosony zprostredkovavajici interakce a zakladni fermiony,
z nichz se sklddd hmota. Zékladnimi fermiony jsou leptony a kvarky. A z kvarki
se skladaji tézsi castice — hadrony, které mohou byt jak fermiony, pak se jim rika
baryony, tak bosony, tém fikame mezony. Téchto ¢éstic je ale opravdu hodné a
brzy vznikla potfeba udélat v nich poradek. A to nejlépe takovy poradek, ktery
dava fyzikalné néjaky smysl. Timto poradkem je Standardni model.

21Barva je tifrozmérné veli¢ina a popisuje ,ndboj“ ¢astic pro silnou jadernou interakci.
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Obrazek 6: Baryony seskupujeme do multipletu podle spinu a isospinu. Z kvarka u, d
a s muzeme slozit spoustu ruznych baryonu. Vlevo oktuplet ¢astic se spinem % (takze
muze mit prauméty +% a —%) a vpravo dekuplet ¢astic se spinem % (odpovid4d vyssimu
multipletu ve spinu), v jednotlivych fadcich najdete multiplety podle isospinu. Hvézdicky

znaci excitovany stav ¢astice, v nasem pripadé fakt, ze ¢astice patii do vyssiho multipletu.

Standardni model vychéazi z pozorovani, ze existuji skupiny ¢astic, které si jsou
velice podobné. Vétsinu parametri maji uplné stejnych, jejich hmotnosti se lis
jen velmi malo a maji jiny elektricky naboj. Prikladem je proton a neutron nebo
trojice ¥, X0 a 2t Zjistilo se, Ze se tyto skupiny daji popsat pomoci obdoby
spinovych posunovacich operatoru. Vyskytuji se v urcitych multipletech a pro
nékteré systémy muzeme vytvorit vice multipleti. Velic¢ing, kterou v multipletech
posouvame, se pro podobnost se spinem tika isospin.

Poskladani do multipletu bylo vysvétleno pravé tim, ze hadrony jsou slozeny
z néjakych mensich ¢astic se spinem % — tak byly pfedpovézeny kvarky. Kvarky
se vyskytuji vyhradné jako soucast hadronu, neexistuji samostatné. Vétsina jejich
vlastnosti jako naboj, isospin, hmotnost, atd. byla zahrnuta pod pojem wviné. Viné
jsou tedy dnes znama jména kvarki: up, down, strange, charm, true, beauty. Byla
jim pridélena i barva — vlastnost, kterou primo nepozorujeme, ale funguje skrze ni
silnd jaderna interakce. VSechny céstice, které jsou schopny samostatné existence,
jsou bezbarvé. To, ze existuje néjaka nova trojrozmérna vlastnost, bylo prokazano
na zakladé statistického rozdéleni vysledku experimentu: Pri srazce elektronu s
pozitronem vznikd dvakrat vice hadronti nez mion-antimionovych péru.

V minulém dile pfi praci se spiny jsme predpokladali, ze pfedem vime o skla-
dani kvark do baryonu. Jak ale ted vidime, kvarky byly objeveny diky teorii
grup.
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Supersymetrie

Je Vidy dobré, pokud se podafi vice symetrii sjednotit do jedné grupy, fyzikzilni
o né&jaka priblizeni typu sféricky kun ve vakuu. Idealm je pak mit Teomz vseho.
Proto se fyzici snazili najit néjakou grupu, do které by se daly zahrnout caso-
prostorové i kalibracni symetrie. To nijak rozumné nejde. Muzeme je ale sjednotit
do supergrupy.

Supergrupa je struktura se dvéma sektory. V sudém sektoru jsou prvky bézné
Lieovy grupy generované mnozinou generatoru {Aq,..., A,}, pro které plati ko-
mutacéni relace

[A;, Aj] ZCWA,C

kde c¢;;1 jsou néjaké strukturni koeﬁcmety. Lichy sektor je tvoren jinou Lieovou
grupou s mnozinou generatora {B1,..., By}, pro které plati antikomutacni re-

lace:
{B;,B;} = Z Cijk Ak
%

Antikomutator je definovan jako {a,b} = ab + ba. Sudy sektor je tedy s lichym
propojeny — jednak antikomutacnimi relacemi svych generatoru, a jednak vzajem-
nymi komutacnimi relacemi generatora obou sektori:

AZ,B ZCUkBk

Néjakou supergrupu se podarilo najit. Pokud si za generatory vezmeme kreacni
a anihilacni operdtory bosont a fermiont (z predchozich dili tusime, Ze bosony
budou sudé a fermiony liché), bude to matematicky fungovat. Této teorii se ¥ika
teorie supersymetrie.

Kreacni a anihilacni operatory si muzete predstavit jako obdobu posunovacich
operdtort u spinu. Kreaéni operdtor fotonu as zpiisobi pridani jednoho fotonu do
systému a prislusny anihila¢ni operator a} zpusobi jeho odebrani. Pro bosonové
anihila¢ni a krea¢ni operatory dal plati:

{ai,aﬂ =0, la;,aq5]= {aj,aj} =0
dijj=1proi=j, &;=0proi#j

Obdobné jsou definovany i anihila¢ni a krea¢ni operatory pro fermiony. Plati
pro né:
{bl,bj} =5y, {bib;}= {bj,bj} —0
Takova teorie ale vyzaduje usporadani elementarnich ¢astic do fermion-bosonovych
paru. K fotonu by muselo existovat fermionové fotino, ke gluonu gluino, k elek-

tronu bosonovy selektron, ke kvarku skvark, atd. Zadné takové Gastice se nepo-
zoruji. Tahle teorie ale zatim nebyla zavrzena, protoze kdyz néco nevidim, tak
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to jesté neznamena, Ze to neni. Tteba je jen potreba se divat 1épe, nebo tplné
jinak.

Teorie grup a symetrie hraji roli i v teoriich supergravitace a superstrun. Tyto
teorie maji ale zase tu nemilou vlastnost, ze vyzaduji alespon deset prostorovych
dimenzi. Z téchto mnoha dimenzi vidime jenom tfi, ostatni maji byt zkolabované,
a tvorit pole znamych interakci.

Uloha 6.5 — Teorie grup V (5b)

Vymyslete néjaky ,zékon zachovani“, ktery neplati, a popiste situaci, kdy neplati.
Body dostanete dle naro¢nosti a originality.
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Vysledkova listina 4. Cisla

Ulohy
Por. | Jméno R. 271 rl r2 r3 r4 s t2 t3 t4 k Zo Zl
1. | Doc.™P. Simtinek 3 | 118,6(1,0 3,0 3,0 0,5 2,5 7,0 10,0 27,0 | 96,6
2. | Dr.™K. Stefanova 4| 93,655 2,9 6,0 14,4 | 68,6
3. | Mgr."ML. Belza 4 | 40,620 2,5 4,0 1,0 9,5 40,6
4. | Doc.™D. Krasula 3 | 1414 5,5 5,5139,4
5. | Dr.™J. Viclavek 4 | 68,3 2,8 4,0 10,0 | 16,8 | 38,3
6. | Dr.™J. Pokorny 4 | 84,3|5,5 2,5 3,0 13,0 24,0 | 36,3
7. | Dr.™T. Domes 3 70,9 0,9 0,9 27,9
8. | Dr.™M. Poljak 4 | 63,0 0] 25,0
9. | Dr.™A. Mlezivové 2| 50,555 5,5 | 24,5
10. | Mgr.™D. Zacek 3| 339 15,0 15,0 | 22,9
11. | Doc.™P. Soucek 4 | 110,7 0] 20,7
12. | Be.™MM. Souza de Joode | Z8 | 19,8 (0,5 0,5 19,8
13. | B."™MJ. Pallova 1 19,3 |5,5 55| 19,3
14. | Be."™MD. Chytilova 2 18,8 0] 18,8
15. | Be."ML. Kundratové 1 18,1 5,5 3,0 8,5 18,1
16. | Be.™MJ. Gocnik 4| 15,1(5,5 5,5 15,1
17. | Mgr.™MF. Cermak 2 | 31,6 4,0 4,01 13,6
18. | Mgr.™MD. Jurdové 4| 23,0 0113,0
19. | Be."MB. Pozar 2 18,10,5 3,0 3,5|12,1
20. | Mgr.™S. Rosecké 4 | 20,0 0] 12,0
21. | Mgr.™S. Lukes 3 | 33,7 1,5 3,0 2,0 6,5|11,7
22. | Be.™MJ. Domes 1 11,6 0]11,6
23.-24. | Be."MP. Hudec 2 11,5 0]11,5
Be."MJ. Vala 2 | 19,5|5,5 3,0 8,5 11,5
25. | Be."MM. Zika 4 13,7 0110,7
26. | Bc."MP. Petras 4 10,4 0]10,4
27.-28. | B."ML. Kopfové 1 19,0 10,0 | 10,0 | 10,0
Mgr.™M7. Svobodové 4| 38,0 10,0 | 10,0 | 10,0
29. | T. Spalkova 3 9,6 0| 96
30. | T. Vedeia 1 8,9 0| 8,9
31. | O. Buéek 2 8,8 0| 8,8
32. | Mgr.™P. Turinsky 3| 21,5 3,0 2,0 50| 85
33.-35. | Mgr."J. Dittrich 4 | 471 0| 8,1
Bce.™A. Kostelecka 4 10,1 0| 8,1
Mgr."ML. Vincenové 2 | 33,1 0| 8,1
36.-37. | A. Jandovéd 1 8,0 0| 8,0
J. Suchének 2 8,0 8,0 8,0 8,0
38. | B.™MO. Knopp 2 | 18,6 0| 7,6
39.-40. | T. Piskovsky 1 6,4 0| 64
7. Sykora 1 6,4 0| 6,4
41. | Be."ME. Mlynéréikova 3 17,2 0| 6,2
42. | T. Hladikové 2 6,1 0] 6,1
43. | M. Koval 1 5,9 0| 5,9
44. | M. Horvath 4,6 0| 46
45. | Mgr."MP. Stastny 3| 36,2 0| 4,2
46. | A. Samal 2 6,6 0| 3,6
47.-48. | F. Chocholaty 1 3,5 0| 3,5
Mgr."MM. Dolezalova 4| 31,5 0| 3,5
49. | M. Sedova 2 3,2 0| 3,2
50. | D. Stipkové 3 3,1 0| 3,1
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Ulohy
Por. | Jméno R. 271 rl r2 r3 r4 s t2 t3 t4 k Eo 21
51.-53. | L. Hrubéik 3,0 0| 3,0
A. Neubauerova 2 8,0 o 3,0
F. Zajic 3 8,0 0| 3,0
54.-55. | A. Andryskova 3 2,6 0| 2,6
K. Rezacova 1 2,6 0| 2,6
56. | T. Palkova 2,3 0| 2,3
57. | J. Bartos 1 2,1 0| 2,1
58.-59. | K. Moudra 3 2,0 0 2,0
J. Pospisil 2 2,0 ol 2,0
60.-61. | K. Tulingerova 1 1,6 0| 1,6
A. Strpka 1 1,6 0| 1,6
62. | N. Petruny 2 1,3 o 1,3
63. | S. Buresova 2 8,0 o 1,0
64. | M. Micek 1 0,6 0,0 0,0| 0,6
65.-66. | M. Balla 1 0,1 0| 0,1
Bc.™J. Paidar 2 19,1 0| 0,1
67. | J. Marek 0,0 0 0
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